0. Introduktion, matematisk bakgrund

Kai Nordlund vt. 2013.

Dessa anteckningar baserar sig i mycket stor utstrickning pa anteckningarna forberedda av FD
Krister Henriksson till kursen ht. 2005. Vissa delar, speciellt avsnitten om spridning och rela-
tivitetsteori, baserar sig till stor del pa de tidigare anteckningarna av Prof. Dan Olof Riska.
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0.1. Introduktion

Denna kurs behandlar klassisk elektrodynamik, laran om elektricitet och magnetism i bade statiska
och dynamiska tillstand.

e Detta ar en del av fysiken som ar helt klassisk i den bemérkelsen att den har inga som helst
kvantmekaniska bidrag. Detta &r en av de allra starkaste grenarna av fysiken i att den baserar sig pa
nagra enkla matematiska ekvationer som ar extremt val baserade p3, och testade mot, experiment.

Verkligheten ar givetvis kvantmekanisk, och den kvantmekaniska generaliseringen av elektrodynamik
(“quantum electrodynamics”, QED) ar numera val kind. Men den klassiska griansen fungerar s3 bra
i makroskopiska och tom. atomnivas fall att QED behovs sillan utanfér elementarpartikelfysiken.

Denna kurs behandlar inte QED, och kraver inga insikter i kvantmekanik. Det att atomer bestar av
karnor som omkretsas av elektroner antas vara kant for studeranden, men inte de kvantmekaniska
orsakerna till det.

e Diremot har klassisk elektrodynamik ett mycket intressant samband med den speciella relativi-
tetsteorin (som ju inte dr en kvantmekanisk teori). Denna behandlas i slutet av kursen.

e Elektrodynamiken &r naturligtvis extremt viktig i olika grenar av fysiken och i tillampningar.
T.ex. plasmafysiken grundar sig helt pa elektrodynamik, elektrostatiska vaxelverkningar ar centrala i
molekylfysiken, magnetism i fasta tillstdndets fysik, osv. Grundekvationerna i elektronik kan harledas
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fran elektrodynamiken, s& darmed ar hela elektronikindustrin i grund och botten beroende av
elektrodynamik.

P3a denna kurs behandlas dock inte tillampningar annat an i forbifarten i ndgra exempel.

e Praktisk information om kursen finns pd dess hemsida.
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0.2. Matematisk bakgrund

[RMC, Arfken, Lahtinen]

Elektrodynamiken grundar sig i mycket stor utstrackning pa vektoralgebra. Darfor repeteras har ndgra
centrala begrepp och ekvationer i den. P3a kursens hemsida finns ocksa litet nyttig tillaggsinformation.

Elektrodynamik, vt 2013, Kai Nordlund 4 Ao PP X 0.4



0.3. Centrala vektorbegrepp

En vektor med storleken F' betecknas F eller F'. | komponentform, i Cartesiska koordinater, skriver
man

F=FX+Fy+FzZ=FX+Fy+Fz=(F,F,F.)=Fi+Fj+ Fk (01)

P3 denna kurs anvander vi framst de forsta tvd beteckningstyperna.

Skalarprodukten av vektorerna A och B ar

A-B=)> A;B;=|A|B|cosa, (0.2)

dar o ar vinkeln mellan vektorerna.

Skaldrprojektionen av A pa vektorn n ar

. A-n
A, =|Alcosa=A -n= (0.3)
n
dar n = |n|.
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Vektorprojektionen ir skalarprojektionens langd ganger enhetsvektorn for riktningen:
- .. A-n_ A-n
A, =An= (A -nn= n= n (0.4)
n n?
Vektorprodukten av vektorerna A och B ar
X y z
AxB=) epliA;By=| A, A, A, |=ABsinom, (0.5)
ijk B, B, B,

dar 1 &r en enhetsvektor vinkelrdt mot A och B, och €;;;, ar Levi-Civitas symbol:

+1, (ijk) = (123), (231), (312)
eqn = —1, (ijk) = (132), (213), (321) (0.6)
0, i=j,j=ki=k

Arean av ett parallellogram som spanns upp av vektorerna A och B ar |A x BJ.
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Trippelprodukten av vektorerna A, B och C &r

A
A-BxC)=| B,
C

x Ay Az
B, B,
z Cy Cz

(0.7)

Volymen av en parallellepiped som spanns upp av vektorerna A, B och C &r |[A - (B x C)].
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0.4. Vektor-identiteter

AxB = -BxA (0.8)

A-BxC) = (AxB)-C (0.9)

Ax(BxC) = B(A-C)—C(A-B) (0.10)
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0.5. Gradient, divergens, rotor, och Laplaceoperatorn

Gradienten av ett skalarfilt f = f(x, y, z) definieras i Cartesiska koordinater som

~of  o0f _Of
V.f =x— — —
/ Xaw + yay + Zaz

. =X0,f + YO, f +20.f. (0.11)
Har betecknar underindexet att derivatan tas med avseende pa positionen r = (x, y, z). Derivatorna
kan tas med avseende pd en godtycklig punkt s = (¢, u, v) och gradienten betecknas d& V5. Om
inget underindex ges, ar det underforstatt att derivatan dr med avseende pad (z, y, 2).

Gradienten kan grovt sagt forstds vara en “3-dimensionell derivata”.

Divergensen av vektorfiltet A = A(z,y,2) = Ax(z,y, 2)X + Ay(z,y,2)y + A.(z,y, 2)z
definieras som

0A;
V-A= Z o; = Ox A, 4+ 8,A, + 0. A.. (0.12)
Rotorn definieras som
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X 'y z
VXA=| 0, 0, 0, (0.13)
A, A, A,
Laplaceoperatorn pa skalarfiltet f definieras som
V- (V) =Vf=0lf+0.f +0.f. (0.14)
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0.6. Potentialteori

[Lahtinen]
Lat f vara ett skalarfilt och u ett vektorfalt.
Om

Vxu=0 (0.15)
sdgs u vara irrotationell.
Teorem 1:
V f = u om och endast om u &r irrotationell. Skalarfaltet f ar nu vektorfiltets u potential.

Teorem 2:

V f = u om och endast om

/B dr-u (0.16)

A

ar oberoende av kurvan mellan A och B.
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Teorem 3:

Om V f = u, sa géller att

F@) = f) = [ drow, (0.17)

dar C' ar nan kurva fran rq till r.

. B y . . y
Teoremen sager att Vf = u, fA dr - u oberoende av vigen, och V X u = 0 (u irrotationell) ar
helt ekvivalenta egenskaper.

| klartext: Om vi kdnner u kan vi bestimma V X u. Om detta uttryck r noll vet vi att det existerar
. . . B 3} . .

en potential f, for vilken galler att fA dr - u dr oberoende av vagen. Potentialen sjilv ges sedan

av teorem 3.

Inom fysiken kallas irrotationella falt konservativa.
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Exempel : Gravitationsfiltet F = Gmlmg?/rz.

Vektorfiltet dr nu vasentligen faktorn T/72 |

V X

T
r

y z

0)

»)

= o

<
Q
0

|
8

x y z
(122—|—y2—|—z2)3/2 (3:2—|—y2+22)3/2 (z2+y2+z2)3/2

3 (2yz 2zy n 3 (2zx 2z=z n
= X— | — — —— - — — ——
2\ rd ro Yo \'rs rd

= 0.

(0.18)

Alltsd giller att gravitationsfiltet dr konservativt (irrotationellt), och t.ex. kurvan C i arbetsinte-
gralen fc dr - F mellan tvd punkter kan viljas fritt. Den motsvarande potentialen kallas gravita-

tionspotential och ar

Gmim
Va(r)y = —12 (0.19)
T
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0.7. Nabla-formler
Motsvarande som i exemplet ovan kan vi latt visa att
V xr=0. (0.20)
* * *
Lat oss testa ndgra motsvarande uttryck:
1/2
Vr = V (:c2 + 4y + z2) (0.21)
~ ~ ~ 2 2 2\ /2
= (X0x 4+ yOy + z0z) (ac +y 4+ z ) (0.22)
1 1 1
s2x 52 522
B 2 5+ =+ 2 — (023)
R R O T
Xr |y Zz T
_ X Yy _5 (0.24)
r r r T
sd alltsa
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sa att

* * *

Vr=_=F (0.25)
'S
* * *
V.r=0,x+ 0yy+ 0.2 = 3. (0.26)
* * *
Vr=V(V-r)=0. (0.27)

(0.28)

(0.29)
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(A-V)r = (A0, + A0, + A.0,) (X + yy + 2Z)
= AX+AY+AZ
— A (0.30)

Detta ger

(A-V)r=A. (0.31)

Lat skalarféltet f bero endast pd avstandet r:

V() = ?dJ; (:). (0.32)

Foljer direkt fran utrycket for V i sfariska koordinater.

* * *
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Om vi i stéllet har ett vektorfilt A = A(r):

V-A(r) = 05A:(r)+ 0,A(r) + 0.A.(T)

dA dA dA
= 9, T+ o,r—2 4+ 9, z
" dr Oy dr + 0T dr

dA dA dA
— RO —— £ FOT - — 4O —
Xl dr T yoyr dr 1 20,7 dr

dA(r)
dr

11 . . dA(r)
= ——(X2x +y2y +7222) -
2r dr
dA
_ . 3A0) (033)
dr

=  (XOyr + yOur +z0,r) -

Detta ger

V-A(r)=T- dl?lff). (0.34)
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Lat skalarféltet f bero endast pa c - r, dar ¢ ar en konstant vektor:

Vfi(lc-r) = €

i

%

= c—— (0.35)

som ger

Vil -r)= cd(zljf s (0.36)

Motsvarande for ett vektorfalt A som beror endast pad c - r:

dA
V- -A(c-r)=c- . 0.37
1) =c s (037)
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* * *
Beteckna
\v4 =X 0 +y o +7z 0 (0.38)
r = X Z . .
B =X +2) YA +v)  9(Z + 2)
Om nu R 3ar en konstant vektor:
v R ox 0 4o oy 0 P 0z 0
v X— - 47—
e (X + z)0x ya(Y +vy) Oy 0(Z + z)0z
0 i 0 P 0
= X— B — 77—
ox y@y 0z
= V.. (0.39)

Kan utnyttjas t.ex. vid byte av koordinatsystem, om R &r en konstant translation.

Mer identiter om anvindningen av'V finns pa kursens webbsidor under rubriken “Stodmaterial”.
Speciellt nyttigt © berdkningar dr alla 4 mablaoperationer uttryckta i cylindriska och sfiriska
koordinater..
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Exempel: andvandning av V i sfariska koordinater. Enligt en av ekvationerna ar i sfariska koordinater:

1 T r0 rsin 0p
_ 0 9 9
V X F = 742 <in 0 ar 350 8_4) (040)
r TFy rsinfF,

Med hjalp av detta fdr man t.ex. for gravitationspotentialen som berdknades ovan omedelbart

3] m

=0 (0.41)

tynudr Fy = Fy = 0ochdd F, = 1/7"2 utan ndgot vinkelberende ar ocksd Op F, = Oy F, = O.
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0.8. Vektoroperator-identiteter

V- (VXF) = 0 (0.42)

V x(Vf) = 0 (0.43)

Vx(VxF) = V(V-F)-V’F (0.44)

V(fg) = gVf+[fVyg (0.45)
VF-G) = (F-V)G+Fx(VXG)+ (G -V)F+G x (V x F)(0.46)
V-(fF) = (Vf)-F+fV.F (0.47)
VX (fF) = (Vf)xF+ fV XF (0.48)
V-FxG) = (VXF)-G—(VxXxG)-F (0.49)
VXx(FxG) = (V-GF—(V-F) G+ (G-V)F — (F-V)G (0.50)

Bevis av dessa: Expandera vanstra och hogre leden i komponentform.
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0.9. Integralteorem

0.9.1. Gauss’ teorem

fdA F— 7§ dVV - F. (0.51)
S 1%
Bevis:
Vi delar upp F':s komponenter i 2 halvor:
o . dx dx
. e dA-F = dydz Fw(g,O,O)—Fx(—E,O,O)
e (u) d d
- | __ = tdzdz | F,0,22,0) — F,0, - 22, 0)
SR g . .Ag . : . 2 2
. A .
dz dz
. . +dxdy | F,(0,0,—) — F,(0,0, ——)
... 7 s 2 2
2 2 : ’:'.
- (notationsspecificering: har avser alltsa
F,(%,0,0) kraftens x-komponent i punk-
ten (%m, 0, 0), inte en produkt.)
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Expandera F' kring centret av det infinitesimala ratblocket med en Taylorserie:

dA - F

Q

d d
dydz (Fx(O, 0,0) + axeg - (FI(O, 0,0) — &CFx;))

d d
+dzdz (Fy(O, 0,0) + 8yFy?y - (Fy(O, 0,0) — 5yFy7y>>

dz dz
+dxdy (FZ(O, 0,0) + 8ZFZ? — (FZ(O, 0,0) — 8ZFZ?>)

= dxdydz (0, F, + 0,F, + O.F~)
— dVV-F. O (0.52)

Obs: Ytans normalvektor pekar ut ur volymen !

Korollarium:

L3t nu F = aF’, dar a ar en konstant vektor i ndgon riktning.
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%dA-F:a‘}Z{dAF (0.53)

%dVV~F = }{dvv.(aF)
= j{dV(FV-a+a-VF)

— a. 7{ dVVF (0.54)

eller alltsa

fdvv-F—a-?deVF:o (0.55)

Detta ger da man beaktar Gauss teorem ¢ dVV - F = ¢ dA - F:

a M dAF — }{dVVF] ~0 (0.56)

sa att
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?{ dAF = 7§ dVVF (0.57)
0.9.2. Stokes’ teorem
?fdA-(vXF)Z?{dr-F. (0.58)
s c
Beuvis:

4 é dX; y L3t den infinitesimala ytans normal vara i z-riktningen:
|/ 2
dA - (V X F) = daxdy(0, Fy — Oy F) (0.59)
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dx dx
dr- F = dy Fy(?,O, 0) — Fy(—7,0,0)

d d
tda (-Fx(o, ?y 0) + F,(0, —%’,0)) (0.60)

Expandera F i centret av den infinitesimala rektangeln:

dx dx
dr-F =~ dy|( Fy(0,0,0)+ &EFy? — | F,(0,0,0) — 8xFy7

d d
tdy (—FI(O, 0,0) — anyé/ + F,(0,0,0) — any%’)

= dxdy(0,F, — OyF,). O (0.61)

Obs: Ytans normalvektor och kurvans riktning bildar ett hégerhandssystem !

Korollarium:

Lat nu F = aF'.
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%dr-F:?{dr-(aF):a-?{drF (0.62)

fdA(VxF) — }I{dA-(Vx[aF])

- ]fdA-(FvXa+(VF)><a)

= }l{dA -(VF) x a
= }{dA X (VF)-a
= a- }I{dA X (VF) (0.63)
Fran detta och Stokes teorem foljer
%drF = fdA X (VF) (0.64)
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0.10. Diracs delta-funktion

Diracs delta-funktion ar dn speciell funktion som introduceradas av fysikern Dirac. Den &r ofta
nyttig i elektrodynamiken for att beskriva punktladdningar, varfor vi introducerar dess matematiska
egenskaper har.

En intressant fotnot dr att i den enklaste matematiska teorin for integralkalkyl kan inte Diracs
deltafunktion existera! For att anvinda den matematiskt rigorost krivs mer avancerad Lebesque-
integreringsteori ddr deltafunktionen kan anses vara en distribution. Men som fysiker behdver
man i praktiken inte bry sig om denna skillnad.

Foljande grundlaggande egenskaper galler for Diracs delta-funktion &(r):

o(r—ro) = 0, r # ro (0.65)

/ dVé(r —rg) = 1, ro €V (0.66)
v

Om integrationsvolymen V"’ inte innehéller ry:

/ dVé(r —rg) = 0. (0.67)
V/
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Ovriga egenskaper:

/dVF(r)é(r —r9) = F(ro) (0.68)

/ dVF(r)s(r) = F(0) (0.69)
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