13. Plana vagors reflektion och brytning

Ezxtra material som ges som referens, men krdvs inte 1 mellanférhoren eller rdknedvningarna:
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13.1. Vagledare

Hastigheter

Behandlas ej, men ges som referens pa kursens webbsidor. Materialet krdvs inte 1 mel-
lanforhoren.

Vagornas fashastighet i z-riktningen ges av

w
K, = Ksinf = — (13.1)
Uz

sa att

w w C

(13.2)

YT esing (w/c) sin 6 Y

vars storlek ar > c.

Som vi vet fran tidigare dr denna allmadnna fashastighet inte relaterad till hastigheten med vilken
information fardas, sa resultatet att ljushastigheten Overskrids har inte sd stor betydelse i det har
fallet.
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Signalhastigheten ar hastigheten med vilken energin transporteras. Vi sag tidigare att

S = UEMV f (133)

dar vy ar fashastigheten i vagens riktning.
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P.g.a. reflektionen andrar riktningen hela tiden, si det |onar sig inte att rakna ut den momentana
Poyntingvektorn utan tidsmedelvardet av denna. Det |onar sig ocksad att integrera Poyntingvektorn
och energitatheten 6ver avstandet mellan planen, for att fd ett rums-medelvarde av energin mellan
planen.

For hastigheten vg i z-riktningen har vi nu att

Vi kdnner redan elfdltet. Magnetfaltet fas via

VX E=-0B =il (13.5)
med den sedvanliga Ansatzen B = Bge ",
Detta ger
2 2 . ,
WAy Ao
2 2 | ,
—|—/Z\’I,E0—7T coS (ﬂ) eZQWZ/)\g—zwt (136)
WA Ae
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Energitatheten ar

1 1 1

Tidsmedelviardet med hjalp av teoremet i foregdende kapitel ar

1 B3 B S

1, ~5 1 .~,
= LI’ + (B,
7

1~ 2 11 ~ 27\ 2 2
=  —go|Eo|” sin” ( Wy) + ——|Ep|? ( " ) sin” ( 7ry>
4 >\c 4,LLO w)\g >\c

11 ~ 27\ ° 2
—|———\E0|2< W) cos2( Wy) (13.8)
4l/LO (U)\c >\C
Integralen over y:
/bd (uewm) Bof?2 (=0 + i | Bol’eob (13.9)
= — — g — — € .
. Y (UEM 4ol 5| o 1o W2 )\3 22 4ol g0
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Poyntingvektorn ar

Sz — (EP X HP)z — EP:BHPy - HP:BEPy — EP:L'HPy

Tidsmedelvardet ar

1 - - 1 ~ .1 2 9
(S.) = =(EiH,). = -|Eo)*—— Si“2< Wy)
2 2 o WAy A

Integralen over y:
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(13.11)

(13.12)
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Hastighet med vilken energin fortskrider ar

b
f() dy <SZ>
VE = b
Jo dy (urm)
27 27 c? Ao
p— — — c—
EoowWAg; WAy Ag
A
= c—— = csinf (13.13)
Ao/ sin 6

- C\/l — (”;’20>2 (13.14)

som ar maximalt lika stor ljushastigheten.

13.1.1. Rektanguladra vagledare
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y

25, W =
VE+—2E = 0 (13.15)
C
2
o0y , W~
VH—I——2H = 0 (13.16)
C

Forutom dessa skall falten uppfylla alla Maxwells ekvationer.
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Vi fokuserar nu pa TE-moderna. For dessa galler att E.=0.

Frdn behandlingen av vdgor mellan parallella ledande plan vet vi att vdgorna skall ha en fasfaktor

exp[—i(wt — 2wz /A,)].

Vi forenklar nu notationen genom att plocka bort tilde-symbolen fran de komplexa el- och mag-

netfilts-amplituderna.

Rotorekvationen for elfaltet,

ger att

(1) =:

(2) vy:

(3) =z:
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VXE—’L,LL()(UH:O

8,E., — 0,E,
8ZE£L‘ _ aacEz
0, E, — 0,E,

1—FE,; = ipuowH,

ZIUJOWHz

(13.17)

(13.18)

(13.19)

(13.20)
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Magnetfaltet propagerar i z-riktningen, sd H o expl[i27z/A].

Rotorekvationen for magnetfaltet,

V x H + iggwE = 0 (13.21)
ger att

27 :

(4) = oyH,—0.H, = 0,H,— z}\—Hy = —ieowkl, (13.22)
9
27 :
Yy zdly — Ugdldlz — 1— 11y — Oypll, = —1EQW )
(5) 8.H, — 0, H —H. — 0,H B, (13.23)
g

6) z:  8,H,—9,H, = 0 (13.24)

Om nu H, ar kind fas H, fran (2) och (4). H, fas sedan frdn (1) och (5). Elfdlten fas i sin tur
fran (2) och (1).
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H ., fas frdn vagekvationen, med observationen att H, skall bero pa z endast via fasen:

VPH. — eouod;H. = (02 +0,)H. +

27T 2 2
S _ —|— 80/,[,0(,0 HZ (1325)
>\g

— 0 (13.26)
Gor nu Ansatzen

H.(z,y,z) = F(x)G(y)eiQm/Ag (13.27)

Insattning i vagekvationen ger

F//(x>G<y>€i27TZ/>\g_i_F(aj)G//(y)e’LQﬂ'Z/)\g_'_

w2 27 ? 12wz /A
— = |+ F(x)G(y)e 9
c Ag

= 0 (13.28)
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Med beteckningen W = w?/c* — (2 /),)?, och efter division med F ()G (y)e'*™*/*9 far vi

F// G//
o + G +W = 0
Detta ger systemet
F//
T - W
G//
G - oW

Lésningen till F dr summan A’ sin(v/W'z) + B’ cos(vVW'zx).

Losningen till G dr summan C’ sin(vW — W'y) + D’ cos(vV'W —

Med identifikationen

Ky = VW —W/
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fas

2 2
2 2 2 2 w 27 -
g
och den allmanna [6sningen
H.,(x,y,z) = (AcCoSKzTCOSKyY

+ B cOS K@ sin Ky Y
+C sin K, cos KyY

+D sin Kk, sin k,Y) e' 2™/ g (13.35)

(i) Enligt det tidigare receptet far vi nu

2 | .w?X, 2« i | w? 27 2
8,H. = i i E, = Y () | E, (13.36)
HowAg | €27 Ag ow | c? Ag

som ger

Elektrodynamik, vt 2008, Kai Nordlund (< [« [C] [p>] PP 13.13



eller att

w? 27\ 2
—ipow |— — (—) 8, H. (13.37)
c Ag
— Ky (A cos kyx sin kyY
— B cos kT cos kyY
+C sin Kk, sin Ky Y
— D sin k,x oS KyY) e'2m/ g (13.38)

Det tangentiella elfiltet skall vara noll pd ytorna, sd att vi maste krava E, = 0 dd y = O och

y = b.

Detta ger sin(x,b) = 0 och B = D = 0, sa att k,b = m, dir m ar ett heltal.

Elektrodynamik, vt 2008, Kai Nordlund

(<[ €[] ] ] 13.14



(ii) Enligt det tidigare receptet far vi ocks3 att

| 27 27 i [ WP 27\ 2
O, H, = | icpw — 1 E, = — | — E, (13.39)
Ag How A Low \ c? Ag

eller att

E, o« —kgz(Asink,xcoskyy
+ B sin Kz SIn Ky Y
—C' CcoS KzT COS KyY

— D oS K@ sin kyy) €27/ (13.40)

Det tangentiella elfaltet skall vara noll pa ytorna, sa att vi maste krava £y, = 0 dd =z = 0 och
T = a.

Detta ger sin(k,a) = 0 och C = D = 0, sd att k,a = lm, dar [ &r ett heltal.
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Magnetfaltet i z-riktningen ar alltsa

H,(x,y,z) = Acos (—) cos (—) e'2m#/ g (13.41)

De motsvarande elfalten kallas TE;,,,-moder.

Konventionen &r att indexet [ motsvarar den bredare dimensionen (z, om a > b), och m den
smalare dimensionen (x, om a < b).

Obs:

2 4 2 w? <27T>2 - 0 (13.42)
Ky + K, > Y = .

[
a
mat
Ky = —— (13.44)
b
2
©v _ (13.45)
C )\0
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ger 0ss nu

G-

Energins eller signalens hastighet ar

vy = 20 (13.47)

for en monokromatisk vag.

En fortskridande vag forekommer nu om

ORI Co IO B

L <l>2+(m>2 (13.49)
A2 2a 2b '

For fixerade kantlangder a, b och en viss mod (I, m) kan bara vagor med vaglangden \g uppfyllande
ekvationen ovan fortskrida.

Detta ger
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Alternativt, med hjilp av frekvensen vy = ¢/ g, fés

> = (l>2+<m>2 c (13.50)
V - — - = Vmin = .
0 2 a b >\max

Vanligtvis valjs vagledarens dimensioner sd att endast TE;p-moden av den sokta frekvensen eller
vaglangden fortskrider.

[l m  Vpin (HZ)  Apax (M)
0 O 0 0O
1 0 c/(2a) 2a
0 1 c/(2b) 2b
2 0 c/a a
0o 2 c/b b

Exempel : Mikrovagor har frekvensen v = 10'° Hz. TE;o-moden motsvarar vy, = ¢/(2a), sa
om mikrovagor och vagor med hogre frekvens skall fortskrida, men inte vagor med lagre frekvens
(radio), maste vihaa > ¢/(2v) = 1,5 cm.
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Vagledare har en standardstorlek given ava = 0,9 tum = 2,28 cm och b = 0,4 tum = 1,01
cm. En tum motsvarar 2,54 cm.

Minimumfrekvensen fér TEjg-moden &r nu vpym = ¢/(2a) = 6,56 X 10° Hz s3 att max-

imumvaglangden ar Apax = ¢/Vmin = 2a = 4,57 cm. Detta betyder att mikrovagor och
hogfrekventare strdlning kan fortskrida.

P.g.a. starka forluster for frekvenser nara bryt-frekvensen hojer man lite pd det teoretiska stan-
dardvardet for a sd att det ar mellan 2,42 cm och 4, 35 cm.
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13.2. Kavitetsresonatorer

Vi behandlade tidigare en RLC-krets och sdg att strommen i denna hade tva tidsberoenden. For
det forsta forekom en faktor med harmoniskt tidsberoende, och for det andra forekom ocksa en
faktor med exponentiellt dampat tidsberoende. Dampningen var orsakad av resistorn i kretsen.

Om resistorn avlagsnas kan man visa att strommen blir harmonisk, sd att energin i kretsen pendlar
mellan fullstandigt elektrisk (kondensatorn fulladdad) och fullstandigt magnetisk (spolens magnetfalt
har maximal styrka).

Ett annat satt att lagra elektromagnetisk energi ar att generera EM-falt inne i en kavitet med starkt
ledande vaggar. Dylika kallas kavitetsresonatorer.

Dessa ar battre an L(C-kretsar, av tvd anledningar:

(1) Relativ energiforlust per oskillation i en resonator &r endast ca 1/20 = 5 % av vad den &r i en
L C-krets.

(2) LC-kretsar mer eller mindre omgjliga att konstruera for frekvenser av storleksordningen 100
MHz och storre.

Lat resonatorns vaggarvaraix =0, x = a, y = 0, y = b, 2 = 0 och z = d. Pa dessa plan
galler att elfdltets tangentiella komponent och den magnetiska flodestithetens normalkomponent
bada skall vara noll.
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Beteckna elfiltet med

E/(a:, y,z,t) = E(z, vy, z)e_m

Vagekvationen

VQE/ — 80,&08752]3/ =0
skall vara uppfylld for varje komponent. Detta ger t.ex.

2 2 2 w? o
C

E,. ar tangenten av elfiltet pa vaggarnaiy =0,y = b, z = 0 och z = d.

En enkel 16sning som uppfyller detta ar

E, = Eifi(z)sinkyysin k,z

dar
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(13.53)

(13.54)

(13.55)
(13.56)
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med m, n heltal.

Motsvarande for £/, och E, ger att elfadltets komponenter ar

E, = Eifi(z)sink,ysink,z (13.57)
E, = FEsfs(y)sinkyxsink,z (13.58)
E. = FEsf3(z)sinkzxsin kyy (13.59)
dar
Kea = lm (13.60)

med [ ett heltal, sd att t.ex. £, = 0da z = 0 eller z = a.
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| vakuum galler annu att V - E = O:

Elf{(a:) sin K,y sin K,z + ngé(y) sin K, sin K,z

+E3f3(2) sin K, sin K,y

= 0
Med
fi(x) = cosk,x
faly) = coskyy
fs(z) = cosk,z
fas

— (ke 1+ kyEo + kK, E3) sin k,x sin ky,Yyk,z = 0
Y Y

sa att vi far villkoret

K,mEl —|— IiyEQ + Iﬂ',ZEg =0

Elektrodynamik, vt 2008, Kai Nordlund E‘ |z| @ B E‘

(13.61)

(13.62)
(13.63)
(13.64)
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eller

IE Ey; nE
St e R (13.67)
a b d

Detta binder samman elfdltsamplituderna foér en viss TE;,,,,-mod.

Ett mera anvandbart villkor fas med ekv. (?7), som ger

— ke —Ko— Ko+ —==0 (13.68)

Med uttrycken for vagvektorerna och relationen w = 27v fas

<l7r>2 N (mw)z N (n7r>2 % (13.60)
a b d 2 '

eller forenklat

66 6)

Varje kombination av [, m, n ger en bestimd resonansfrekvens v for det elfalt som kan existera
inne i kaviteten.
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Det associerade magnetfiltet fs med hjalp av Maxwells |V lag

V xE'(z,y,2,t) = —0,B'(z,y, 2, 1) (13.71)
som ger
B(z,y,z2) = —iE(:U,y,z) (13.72)
W
Elfalten kan nu skrivas
lmx\ | mnTy\ . nmwz
E, = Fycos|—)sin|{——|sin (13.73)
a b d
_ lmx mnTy\ . nmTz
E, = Ejsin|{—)cos|——] sin (13.74)
a b d
, lrx\ mmy Nz
E, = FEssin|— |sin | —— ) cos (13.75)
a b d
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Om en standard-vagledare anvands for att konstruera kaviteten, sd ar dimensionerna i x och y
fixerade till a = 0,9 tum = 2,28 cm och b = 0,4 tum = 1,01 cm. Genom att spela med olika
langder d och index [, m, n kan kaviteten skraddarsys for onskad frekvens.

Exempel : En standardkonfiguration av TE-moder i en kavitet ir (I, m,n) = (1,0,2). Om
mikrovagor vill lagras i denna giller att v = 10'° Hz. Bestim d.

Ekvationen ovan ger

a

d =
Vv2a?2/c2 —1/4

~ 3,00 cm (13.76)
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