12. Plana vagors fortskridande i oandliga media

Ezxtra material som ges som referens, men krdvs inte 1 mellanférhoren eller rdknedvningarna:

12.0.1. Tredimensionella vagor

En harmonisk elementarvag i tre dimensioner skrivs som

A(r)e' Tt (12.1)

dir kK = kU och U anger vagens fortskridningsriktning.

Vi har nu att
W=K:- V=KV (12.2)
sa att fashastigheten ar som tidigare
du w c
= — =—=— 12.3
/ dt K N ( )

Vektorn ar vy = vu.
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Tva viktiga specialfall av tredimensionella vidgor ar plana vagor och sfariska vagor. Vi aterkommer
eventuellt i ett senare skede till sfariska vagor, tills dess fokuserar vi uteslutande pa plana vagor.

R Y T T T

R Y T T T

R Y T T T

Plana vagor ar vagor vars fas ar konstant pa varje plan som ar vinkelrdtt mot vagens
fortskridningsriktning.

Om exempelvis U = Z sa far vi

A(r)e' = ) (12.4)

och k maste vara oberoende av x och y.
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g

Produkten av vagvektorn och positionen kan skrivas

K T — RKrCosoa = RU

dar u = r cos « ar koordinaten langs med riktningen k.

Elementarvagen kan vi nu skriva som

g(hﬂ) ez’(m-r—wt) _ g(h',) ez’(mu—wt)
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Storleken av en godtycklig komplex-vard vag — utan riktningsvektorn — ges av integralen

- 1 — . .
Er,t) = —— [ dV. A(k)e “riginT 12.7
1) = G | VAl (12.7)
Detta motsvarar den tredimensionella Fouriertransformen.

Observera att dispersiva effekter har inkluderats i och med att w = w(kK).

Amplituden ges av

Y 1 1wk - —iKT
Ak) = ks ()t/d%E(r,t)e (12.8)
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Det fysikaliska faltet eller den fysikaliska amplituden fas med hjialp av foljande regler.
Antag z = a + @b dar a, b ar reella. D3 galler

a=Re(z) = —=(z+2" (12.9)

b=Im(z) = —(z-—2") (12.10)

dar z* betyder komplexkonjugering.

12.0.2. Initialvillkor

Om végens form Re(E(r, 0)) = E,(r, 0) och dess tidsderivata &r kinda vid ¢ = 0 kan amplituden
bestammas enligt foljande.

Vi borjar med att notera att

E(r,t) = E.(r,t) +iE(r,t) (12.11)
1 ~ : .
_ —iw(k)t _ik-r

— (27T)3/2/dV&A<K,)€ e (12.12)

OE(r,t) = OE.(r,t) + i0.Ei(r,t) (12.13)
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1 _ . .
= G / AV (—iw(k) A (1)@t girr (12.14)

Insattning av ¢ = 0 och tillbakatransformation ger oss

Elektrodynamik, vt 2008, Kai Nordlund (< [« [C] ] D] 12.6



A(k) = PESRTE / dV, [E,(r,0) + iE;(r,0)] e ™" (12.15)
—i(m)AlR) = / AV, [0, B, (r, 0) + 10, Ey(r, 0)] e (12.16)

Detta system ger att
Bi(r,0) = — (1R)8tEr(r, 0) (12.17)

sa att vi far

)

A(r) = O E, (r,0)| e ™" (12.18)

/ av, [Er(r, 0) +

(2m)3/2 w (k)
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Exempel 1:: Vi har genererat en sinusvdg som ror sig i z-riktningen, och som bestdr av N

viglingder, L = N \o. Bestim frekvensspektret A(k).

Lat vagen vara E,.(z,t) = sin(kz — wt). Vagen och dess tidsderivata ar

FE.(z,0) = sin(kpz), 0<z <L
0:F.(z,0) = —wcos(kpz), 0<z<L
Amplituden:
~ 1 L i
Ak) = )i /0 dz [sin(koz) — i cos(kpz)] e
1 L .
= _i(27r)1/2 /0 dz [cos(koz) + 1sin(kez)] e "*
1 L .
_ o d —i(k—KQ)z
Z(27r)1/2 /0 ze
1 1

o i(kg—r)L .
(2m)1/2 Kk — Ko © 2
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Check: Far vi tillbaka samma falt som vi startade med ?

T 1 > e —w(k 1KZ
E(r,t) = TN /OO drA(k)e “ie (12.25)

1 > 1

= - dr ei(’fo—ﬁ)Le—iW(/ﬂ)t—l—imz
27w J e K — Ko
1 e 1 : .
- dlﬁ', e—zw(ﬁ)t—l-m;z (]_226)
2T J oo K — Ko
(12.27)
1 o0 1 , .
— _QZHQL/ dk —iw(kr)t ik(z—L)
27 — 00 K — Ko
1 > 1 . .
— [ dr e lmtHinz (12.28)
2T J_oo K — Ko
(12.29)
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Vid t = 0O:

. 1 . 00 em(z—L)
E(r,0) = —emOL/ dk———
27 oo K — Ko
1 00 eimz
—— dr
2T J _ oo K — Ko
Fran residykalkyl har vi foljande regel:
00 eicm i
/ dr = sgn(a)mwie 0
— 00 K — R

dir sgn(a) = a/|a| ger tecknet pa a.

Da z < 0och z > L fas

E(r,0) = .
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1 ) ) — K02
+mi—e'r0leginolz=L) _ (£)mi—e 0" =0
27
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Da0< z < L:

_ 1 . . 1 .
E(r,0) = —mi—eoleinolz=l) _ o4~ oiroz (12.33)
2 2
1 . 1 .
= 07 _ i g0 (12.34)
2m 2m
= —ie"0% = —jcos(koz) + sin(koz) (12.35)

sa att F,.(r,0) = sin(koz),0 < z < L, exakt som véntat ! [J

*x X K
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12.1. Energitathet och -strom

Vi har upp tills nu kunnat anvanda komplexvarda falt i Maxwells ekvationer. Detta har mojliggjorts
av det att ekvationerna ar linjara, och reella och imaginara delarna av ett komplext falt darfor var
for sig uppfyller ekvationerna. Vi kommer nu att granska energitatheten ugy och Poynting-vektorn
S, som bada innehaller produkter av filten. | dessa sammanhang maste vi anvianda de reella eller
imaginara falten, och inte den komplexa versionen.

De fysikaliska falten ar ju

Ep(r,t) = Epsin(wt—k-r— ¢)p+ Epssin(wt — k- 1)s (12.36)
Bp(r,t) = — (Eopsin(wt—k-r— ¢)8— Epssin(wt — k-1)p)  (12.37)
c
Vilj r = 0 for att forenkla uttrycken.
Ep(r,t) = FEy,sin(wt — ¢)p + Epssin(wt)s (12.38)
Bp(r,t) = —Eopsin(wt — ¢)8 — — Eos sin(wt)p (12.39)
c c
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Kvadraterna ar

Energitatheten:
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UEM

noo2 o2 no2 .2
EEOP sin“(wt — ¢) + EEOS sin®(wt)

Egp sin’(wt — ¢) + Egs sin”(wt)

2 2

2

n o 2
EEP = €IJ,EP
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(12.40)

(12.41)

(12.42)

(12.43)
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Poyntingvektorn:

1 1
S = EPXHPZ—EPXBPZ—Epoﬁ
w 0

1 1
= —FEpepEpi=—c\/enEri
v e

1n_ o .
e
1c

= ——Bu
nwn

= UEMVf (12.44)
dar vy ar vagens fas-hastighet.

Observera att enheten for S ar J/(m*s) = W/m?, d.v.s. energi per area och tid, eller effekt per
area. Detta ar ju enheten for intensitet.
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Jamfor:

J = pv (12.45)
Vagen transporterar alltsd energi i.0.m. Poyntingvektorn.

Vid hoga frekvenser gar det inte alltid att mata den momentana intensiteten S, s& man bestammer
istallet tidsmedelvardet (S).

Vi bevisar nu ett teorem med vilket dylika tidsmedelvarden fds snabbare fran de komplexa ur-
sprungsuttrycken.
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Teorem

Lat

Realdelarna ar

medan imaginardelarna ar
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fr
gr

i
gi

foe™t = (for + i foi)e™"
goeiwt = (gor + i90¢)€iwt

for cos(wt) — fo; sin(wt)

gor cos(wt) — go; sin(wt)

for sin(wt) + fo; cos(wt)

gor sin(wt) + go; cos(wt)

<€ ] ] ]

(12.46)
(12.47)

(12.48)
(12.49)

(12.50)
(12.51)
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Foljande galler:

1 . 1
<frgr> — <fzgz> — E(f g)r = §<fg )7“ (12'52)
Beuvis:
frgr = Forgorcos (wt) — for cos(wt)go; sin(wt)
— foi sin(wt) gor cos(wt) + foigoi sin2(wt) (12.53)
sa att
1 1
(frgr) = §f07’907° + §f07;go»z (12.54)
figi = forgor sin2(wt) + for sin(wt) go; cos(wt)
+ Foi cos(wt) gor sin(wt) + foigoi cos”(wt) (12.55)
sa att
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1 1
(figi) = 5f07"90r‘|‘§f0i90i (12.56)

(fg)r = [(for + if0i)" (gor + ig0i)]
= [(for — 2f0i)(gor + 790i)],
= forgor + foigo: (12.57)

eftersom (z122)" = 2]z, sa att vi kan plocka bort exponentialfunktionerna direkt.

(fg")r = [(for + if0i)(gor + igOi)*]T
= [(for + ifoi)(gor — 2g0i)],
= Jorgor + foigoi (12.58)
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Vi kan nu enkelt bestimma tidsmedelvirdet for E%:

(£h) = ;@ B

1 i - i ~ ~
= S((Bope” "B + Eo®)" - (Enye " TUB + En)),

1
= 5\/Egp + B2, (12.59)

Detta ger tidsmedelvardet av Poynting-vektorn som

(S) = ———\/E + B2 (12.60)

* *
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12.2. Hastighetsbegrepp

Det existerar ett flertal olika hastighetsbegrepp angdende elektromagnetisk strdlning:

e Fashastighet i vdgens fortskridningsriktning, v, och |vs| < c.
e Fashastighet i annan riktning, v, |[v}| < c eller|v| > c.

e Grupphastighet

e Hastigheten frdn vantevardet av vigens position

e Energins transporthastighet

Da man fragar efter en "vags eller signals hastighet” bor man ha klart for sig vad for slags hastighet
man egentligen ar intresserad av.

12.2.1. Fashastighet

[J. Weber, Am. J. Phys. 22 (1954) 618; R. L. Smith, Am. J. Phys. 38 (1970) 978; A. M. Steinberg, "No thing goes
faster than light”, Phys. World, September (2000)]

Fashastigheten i vidgens fardriktning ges av kravet att argumentet K - r — wt ska vara konstant.

Om vi ror oss i vagens fardriktning galler att r = ry + su och
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sa att

och vy = w/k.
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d
dt

K-T'=K- -Tg+ KS

ds

KT =K— =

dt

RUf = W

(<[ €[] ] ]

(12.61)

(12.62)
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S \
' \ AT
\ b\
\ M Ar’
B* .~ s
Ar
Lat en signal — bestdende av t.ex. IN st sinusoidala vaglangder — sandas ut frdn A. Signalen

anlander till mottagaren i C', efter att ha rort sig den kortaste mojliga strackan mellan A och C.
Om mediet ar icke-dispersivt ar signalens hastighet c.

Enligt bilden sammanfaller detta med fashastigheten i signalens fortskridningsriktning, sd att
v=Ar/At = c.
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A andra sidan, om strickan BC bestar av en ljuskinslig vigg s3 kommer ljuspulsen som faller in
pa vaggen att rora sig langs vaggen mot mottagaren i C, eftersom vagfronten utanfor gor det.
Hastigheten fér denna ljusspalt Iings med viggen rér sig med en hastighet Ar’/At.

Eftersom

Ar

cos a = (12.63)

AT’

ger
, A7 1 Ar 1
At cos o At COS &

vars storlek dr > |vs| = ¢!

Strider inte detta mot lagen att ingen signal kan rora sig snabbare an ljuset 7!

Forklaringen ar att det som ror sig langs med vaggen inte ar en signal.

Ljusspalten ar en sekundar effekt till signalen, och bestar egentligen av skarningspunkten mellan
vaggen och vagfronterna i den riktiga signalen.

Endast om vi har en mottagare och sandare i B, som skickar signalen frdn A vidare till C, s
kommer en riktig signal att gd langs med strackan ABC', med maximalt ljusets hastighet.
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Observera, att mottagaren i C' tar emot signalen langs med linjen AB och "signalen” langs med
AC B vid samma tillfalle. For att mata signalens hastighet dividerar mottagaren strackan AC
mellan sig sjdlv och sindaren med den tid som gatt dt for att signalen att anlanda. Detta ger ¢ som
storsta mojliga hastighet for information att passera mellan A och C..

12.2.2. Grupphastighet

[Jackson; J. Weber, Am. J. Phys. 22 (1954) 618; H. M. Bradford, Am. J. Phys. 44 (1976) 1058; P. C. Peters, Am.
J. Phys. 56 (1988) 129; K. T. McDonald, Am. J. Phys. 66(8) (1998) 656-658 |

En vags eller ett vigpakets grupphastighet definieras som

_dw

dr K=K

Vg (12.65)

0

evaluerat i ndt varde kg av vagvektorn .

Denna definition kan motiveras med féljande resonemang.

L5t ett vigpakets amplitudfunktion vara A (k).

Antag att g(m) ar stor dd Kk = Kk och liten for 6vriga varden. Detta betyder att vagpaketet
innehaller manga vagor med vagtalet exakt lika med eller mycket nara k.

L3t vagen rora sig langs med z-axeln, sd att Kk = Kz och Ky = K(Z.
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Expandera vinkelfrekvensen kring vagtalet xg enligt

w(k) = w(ky) + (K — mo)ﬁmw(/{)‘ﬁzmo = wo + wy(k — ko) (12.66)
Elfaltet blir
E(z, t) = _ /dVRK(R)eiH'zeiw(K)t
(27)3/2
1

Q

—/dV A"(KI)eim-ze—iwote—iw()t(ﬁ—mo)
(27)3/2 &

. . 1 — .
_ e—zw0t+zw6tm0(2 )3/2/dVRA<K/)€Z(z—w6t)Ku
7T

= e_it(wo_wé'iO)E(z — wyt, 0) (12.67)

Detta 4r en funktion i z — w(t. Detta motsvarar en vdg som rér sig med hastigheten w;. Amplituden
varierar periodiskt med tiden, p.g.a. exponentialfaktorn.

Vagens hastighet ar allts3d
vy = Wy = — (12.68)
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och kallas grupphastighet.
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| allmanhet galler

sa att
Detta ger

1
och

Vg

T (k)

_ w(k) _ w(k)n(k)

de n  wdn n4 wdn/dw

%:c c dw c

C
n + wdn/dw

Vg =

For normal dispersion giller n > 1 och dn/dw > 0 sd att v, < c.
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n(w)

o —

Fig. 7.13 Index of refraction n(w) as a function of frequency w at a region of anomalous
dispersion; phase velocity v, and group velocity v, as functions of w.

[Jackson]

| vissa frekvensomrdden med anomalisk/abnomal (eng. anomalous) dispersion kan dock gilla att
dn/dw < 0, sa att man rentav kan fa v, > ¢, sd att vagen tycks rora sig snabbare an ljuset !

Denna paradox &r snabbt 16st genom att inse att en snabb variation i n = n(w) innebar en snabb
variation i kK = k(w) sa kan vi inte ldngre gora expansionen
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dw
w(k) ~ w(ky) + — (k — Ko) (12.73)
dr K=K(
Detta betyder att
d
vy = wy = & (12.74)
dr K=K(

inte lingre duger som definitton av vagens hastighet.

12.2.3. Hastigheten fran viantevardet av vagens position

[E. E. Bergmann, Am. J. Phys. 44(9) (1976) 890-891, H. M. Bradford, Am. J. Phys. 44(11) (1976) 1058-1063]

En mojlig definition av ett vagpakets hastighet far vi fran vantevardet av vagens position. Vantevardet
ar

(r(t)), (12.75)
- /dw]_@*(r, t)rE(r, t) (12.76)
1

— /dVT/dV,{/dVK/Z*(n)ew(n)te_m'rrg(n/)e_iw(n,)tein/'r
(27)°
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1 ~ . 1 . . ~ . /
. * iw(kr)t iK' T _—iKT N —iw(k')t
— (2w)3/2/dV,€/dVﬁ/A (k)e [(2 )3/2/dVTre e }A(n )e

_ iw(kr)t —zw(m )t
_ (277)3/2/&/ /dv,A ()™ F A(1k)e (12.77)

./
dar F' ar Fouriertransformen av re*® *:
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1 ikt —iker 1 i(k!—K)r
F = /dVTre e = /dVrre

(27)3/2 o (27)3/2
1

= gvﬁ/é(n’ — K) (12.78)

Detta ger
(r(t)), (12.79)
1 ~ : 1 ~ .
- )3/2/dvﬁ/dvm,A*(n)ezw<”>tfv&,5(n’—n)A(n’)e“”“‘"')t
™ (

1 ~ . ~ .
= W/dV,ﬁA*(n)ew(“ﬁ5 [/ dV.V 18(k — &)A(K’,/)e_w(”/)t}

1 ~x iw(k e —tw(kK
N _W/ AV, A" (k)" A(r)e ) (12.80)

dar vi anvande regeln

[ Vi e)vs —v) = = [ V(@) ) = =Vi0)], L, (28
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Vi far nu

(r(2)), (12.82)

1 ~ , ~ .
. * iw(kr)t —iw(Kr)t
= iy | WA VLA e

1 e w(K —tw(K e
= _W\/dVKA (FL)G ( )te ( )tv,{A(FL)

1
(27)3/2

= ! dV,A*(Kk)iV A t
= ity | WA A +

+1

[ VA () A1) T e

P /dVK|Z(n)|2V,€w(K‘,)

_ _W / AV, A (K) VW A(K) + t (Vow (), (12.83)

Elektrodynamik, vt 2008, Kai Nordlund (< [« [C] [p>] PP 12.33



Jamfor:

_ 1 T (1) @00 (o) e—iw(K)0
(=00, = —om [ VA ()€, A
1 . N
= o / AV, A (1) A (k) (12.84)
Vi far alltsa:
(r(t)), = (r(0)), +t(Viw(k)), (12.85)
= (r(0)), +tV (12.86)

dar V kan kallas vagpaketets medelhastighet:

V = (Vaw(r), (12.87)
1 =
= G /dVR|A(n)| V.w(k) (12.88)
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Konsistens-check: Om vinkelfrekvensen kan approximeras som

SRS w(n0)+(n—n0)-vmw\mzﬂo (12.89)
far vi
vor (T vl ),
= (Tl 1)),
- <v“w|*‘~="‘~0>r
= V.w] (12.90)

som ar samma svar som tidigare.

12.2.4. Energins transporthastighet

[ R. L. Smith, Am. J. Phys. 38 (1970) 978; F. S. Johnson, Am. J. Phys. 58 (1990) 1044; A. Bers, Am. J. Phys. 68
(2000) 482 ]
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D& man i praktiken vill mata em signals hastighet genom ett medium anvander man en detektor.
Denna ger utslag da den traffas av en puls med en styrka Gver ett visst gransvarde.

Antag att signalen som sands ut har den maximala intensiteten I,,, = Efm.

Som villkor for att signalen skall anses ha anlant till detektorn kan man ha att den uppmatta
intensiteten skall vara > I,,,/«, dar a > 1.

Da dispersiva eller dissipativa effekter inte spelar nan stérre roll kommer detta villkor att ge korrekt
uppskattning av vagpaketets hastighet.

D3 dispersion och dissipation férekommer, kommer utgdngssignalen att dampas. Om t.ex. hela
pulsen dimpas med faktorn 3 > «, dir 3 = I,,,/I och I &r den mottagna signalens maximala
intensitet, s& kommer IT’n < I,/ och detektorn mater inte alls upp den anlanda pulsen. Signalens
hastighet kan da tyckas vara 0.
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Man kan visa att for media med normal dispersion och svag absorption vid de frekvenser som
forekommer i vigpaketet sa giller att

(8) = (upn) vy = (ue) v, (12.91)

dar

<ut> — <UEM> + <uabs> (1292)

dar u,ps ar den energitathet som absorberas av mediet.

Detta visar att energin — och en elektromagnetisk signal — fiardas med grupphastigheten i ett
medium utan dissipation och da vigpaketet dr koncentrerat omkring en bestamd vagvektor kg (som

ger vy).
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