4. Elektrostatisk energi

[RMC 6]
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4.1. Introduktion

Vi s3g tidigare att arbetet som utfors pa en laddning g da den fors av kraften F fran punkt A till
punkt B ar

B
w' :/ dr - F (4.1)
A

Om kraften ar den elektrostatiska kraften, sa utfor denna arbetet

B B
W":q/ dr - E = —q/ dr - Vo = —q(pp — pa) (4.2)
A A

Om en annan kraft motverkar den elektrostatiska kraften for att féra laddningen fran A till B
utfor den arbetet

B
W=-Ww'= —q/ dr-E = q(pp — pa) (4.3)
A

| detta fall vdzer laddningens elektrostatiska energi (potentialenergi).

Motsvarande bestimmer man (den elektrostatiska) energin for ett system av laddningar som det
arbete en extern kraft utfér dd den tvingar ihop isolerade laddningar fér att bygga upp systemet i
fraga.
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4.2. Energin for ett system av punktladdningar

Ingen energi kravs for att siatta en isolerad laddning i positionen ry i en region utan yttre filt:

Wi =q(p1—pa1) =0 (4.4)

Har ar ¢ 4,1 potentialen i startpunkten.

For att tillfora laddningen g frén en isolerad position till ro behdvs energin

adi
dmeg|ry — 1]

Wy = ga(p2 — ©a2) = qa2 = q2 (4.5)

eftersom g2 fors in fran odndligheten (isolerad position!). Obs: 5 dr den potential som laddning 2
kanner av, inte ger upphov till!

For att tillfora laddningen g3 behovs arbetet

q q
W3 = q3p3 = g3 ( - + ° ) (4.6)

47T€0|I'3—I‘1| 47T€0|I’3 —I'2|

O.s.v.

Elektrodynamik, vt 2008, Kai Nordlund (< [« [C] [p>] D] 4.3



| korthet: energin som behovs for att bygga upp ett system av N st laddningar ar

N N -1
o qiq; N
U = ; W; = Z; ; yr— ; ; Wi, (4.7)

dar Tij = |I‘7; — I‘j|.

Observera: W;; = W;; och W;; = 0.

| NN A A
U=3 2. 2 Wy=5 2 2 5o (48)

Z:1,Z#.] j:l ’1,:1/[,#] ]:1 471-807“@.]
Alternativt, eftersom
i—1 "
W;, = qivi = q; Y 4.9

dar ; ar den potential som laddningen g; kdnner av, sd kan vi modifiera ekv. (4.8)) till
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1
U =3 > qips (4.10)
i=1
Sammanfattningsvis:
1 NN 0
EED VD LT ) Pt (411
i=1,i#j j=1 WEOTW
* * *
Exempel : Tva punktladdningar g, och gs.
1 1 q2 qi1 q1q2
2;(1@ 2 (q1471'€0|r1 — 1| q247r€0|r2 —r1|> dmeg|ry — ro (4-12)
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4.3. Energin for en kontinuerlig laddningsfordelning

Om dq liggs till ett system med potentialen ¢’ (r) utfors arbetet dW = dq'(r).
Har galler i allmanhet att dg = dqv + dga = dV p 4+ dAo.

For att inte vara tvungna att vadlja en specifik ordning i vilken fordelningen byggs upp, och
darmed begransa harledningen av U, sa later vi fordelningen byggas upp dverallt pa samma gang.

Fordelningen i volymen dV eller pd ytan dA skriver vi dd som dap(r) eller dao(r), dir o gar
fran O till 1.

Vi har nu

dU = dVdap(r)¢' (a,r) + dAdao(r) ¢’ (a, 1) (4.13)

dir ¢'(c, r) ar potentialen som laddningen dV dap(r) eller dAdao(r) kdnner av.

Men den 6vriga laddningen som orsakar ¢’ befinner sig pd nivan da av sin slutliga niva, si vi maste

ha ¢’ = a:
,d
gp’zfdv () / /dv’ p(x') = ap (4.14)
r— v/ r— v/
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Vi far

dU = dVdap(r)ap(r) + dAdao(r)ap(r) (4.15)
som ger
1 1
U = —/ 4V p(r)p(r) + —/ dAc(r)p(r) (4.16)
2 )y 2./a
Volymen V och arean A viljs sd att de gir genom de regioner dar laddningen finns.
Potentialen ar ju
/ 1 /
o(r) = ay' P / ga ) (4.17)
Adme Jy r —r'|  4dmwe Ja r — r/|
Om vi t.ex. har bara volymladdning, sd ges energin av uttrycket
//dVdV,p(r)p(r’) (4.18)
T 24me It — 1’| '
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Ytintegralen kan vi annu indela i ytor som sammanfaller med ledares ytor och évriga: A = A; + A’.
For ledares ytor har vi

Ny
1 1 od 1o
Uled = —/ dAo(r)Pled = — E Qi dgpi d (4.19)
2/ 4 293

Ekvationerna (4.10)) och ({4.19) ser likadana ut, men dar finns en vasentlig skillnad.

En ledare ar en utstrackt kropp, medan en punktladdning inte har nan dimension. Ledarens energi
innehaller darfér bdde energi frdn viaxelverkan med andra externa laddningar och energi fran
vaxelverkan mellan laddningar pa ledarens egen yta. Den senare energin kallas ledarens sjdlvenergi.
Punktladdningens energi innehdller enbart det forsta bidraget.

Det mest allmanna uttrycket for energin blir nu

Ny
1 1 1
U =3 [ avewee) +3 [ dAcm)ewm +3 SoQUtt )

dir A’ exkluderar ledares ytor.
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Exempel : En sfirisk laddningsférdelning, med p = po (konstant) ut till en radie a, direfter

p = 0.

For » > a: Gauss' lag ger

Vi far

For r < a: Gauss' lag ger:
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(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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Vi far

Integrera:

soz(r)—soz(a):_/rd"”Ez,rz— : Q/Tdrrz_l : Q("“Q—a2

a 4meq a3 24me a3
sa att
1 1 Q, 5 5
r)= a) — — —(r" — a
p2(r) = P2 247r50a3( )

Insattning av p1(a) = pa(a) ger

pa(r) = = < S
? 247T€QCL 247‘(’80&3
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(4.27)

(4.28)
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Energin:

1
U= 5[ avee()
2 Jv

1 Q “
— Zar—= [ 4
2 7T4m3/3/0 rripa(r)

0 3Q 3 Q e 1 Q oy
= — drr” — — drr
2a3 |24mega Jo 24mega’ Jo

3Q 3 Q 153 1 Q 1 5]
= — —a” — — —a
2a3 |24mepa 3 24mega’h
3Q 5 [1 1 ]
= _— Qa _— —
2a3 4meg 2 10
3 Q%1
_ 3@ 1 (4.29)
S54mwega
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4.4. Energin i ett elektrostatiskt falt

Lat oss nu i uttrycket

1

U = ifvde(r)gp(r) —I—%/AdAa(r)go(r) (4.30)

ersatta laddningsfordelningarna och potentialerna med enbart faltstorheter.

Eftersom
c = D-n (4.31)
p = V-D (4.32)
far vi
1 1 -
U = —/ dV(V -D)p(r) + = dA(D - n)p(r) (4.33)
2 Jvo—v 2 Ja

Volymen V' = V{j — V) exkluderar ledarnas inre. Vj ar hela regionens volym, medan V; ar ledarnas
volym. Ytan A; omfattar enbart ledarnas ytor.

Vi har nu antagit att de dielektrika som finns i systemet ar oladdade.
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Anvand nu rikneregeln fV -F =V - (fF) —F - (Vf), med f = p och F = D:

1 1 1
U = —/ dVV - (D) — —/ dVD - (V) + — dA - Dp(r) (4.34)
2 Jvo—v, 2 Jvo-v, 2 Ja

Med divergensteoremets hjalp:

1 1 1
U = —/ dA’ - (pD) — —/ dVD - (V) + = dA - (Dy(r)) (4.35)
2 J Ap+4 2 Jvp-v 2J4
Eftersom den forsta integralen 16pte 6ver ledarnas exteriérer ar ytans normalvektor pad ledarnas nu
riktad in i ledarna. | den sista termen ar normalvektorn ut ur ledarna, sa hela uttrycket kan férenklas
till

1 1
U = —/ dA’ . (¢D) — —/ dVD - (V) (4.36)
2J 4 2 Jvp—v

Hela systemets yta kan valjas borta i oandligheten. Om D ar approximativt sfariskt far vi

11 1
dA’ - (D) ~ dQ'r°=—= = dQ'=

rr2 r

(4.37)

Detta gar mot noll dd r = oo.
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Kvar har vi nu

Definiera energitatheten:

Eftersom D = ¢E har vi ocksa

dvD -E (4.38)

(4.39)

_1 _ 2 2
u=:-D-E=_eE" =_-D

(4.40)

Exempel : Tva punktladdningar med filten E; och Eo.

Vi maste nu tillampa ekv. (4.40) med eftertanke.

Fran tidigare behandling vet vi ju att vi maste behandla problemet sd att laddning 1 befinner sig i
faltet fran laddning 2, och laddning 2 i faltet fran 1. Annars far vi ju med laddningarnas vaxelverkan
med sig sjalval Detta skulle ge oss laddningarnas sjalvenergi, som ar oandligt stor.
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Energitatheten blir da

1 1 1 1
u = §D1 . E2 -+ §D2 . E1 = §€0E1 . E2 -+ §€0E2 . E1 = E()El . E2 (441)

[l

Exempel : Ytladdningsenergi for ledare.

For ledare gallde ju enligt pillerburkstekniken
oc=F, (4.42)

dar E,, ar normalkomponenten av elfiltet.

Nu kan energitatheten for en ledares ytladdning direkt skrivas

1 1
uw=—cyE*=—¢" (4.43)
2 260

Exempel : En sfirisk laddningsfordelning, med p = po (konstant) ut till en radie a, direfter
p = 0.

Vi har fran tidigare:
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1 Q

Ei, = —, r>a 4.44
b 47‘(’80 7"2 ( )
1
E,, = gr, r<a (4.45)
4megad
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Energin:

1 2 o 1 1 21 @
— —8047TQ—/ drr®— + —epdm @ / drrir?
a 0

rd 2 (41eg)? ab

1 2 1 1 2 11
S P (—o n —) + Seodm < (a5 _ 0)

a (47eg)? ah

_ 2 - (4.46)

Detta ar exakt samma resultat som ovan ficks med integrering av pp = allt OK!

[l
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4.5. Potential-, kapacitans, och induktans-koefficienter

Betrakta ett system av N ledare. Lat alla ledare vara oladdade, férutom ledare 7, som har en
laddning Q.

Beteckna I6sningen av Laplaces ekvation for detta system med (7, r). Beteckna ledarnas ytpoten-
tialer med DA,

Lat nu laddningen Q; vaxa till AQ);.

FElfiltet pa ledare j:s yta vaxer nu med en faktor A\, vilket betyder att potentialen dar vaxt med
samma faktor. Detta betyder i sin tur att hela systemets potential har vaxt med samma faktor.

Detta medfor att potentialen pa ledarnas ytor ar proportionella mot laddningen pa ledare j:
wa;, = PijQ; (4.47)
Upprepa nu hela resonemanget, men byt 5 mot k. P& motsvarande satt far vi nu att

pa; = PikQk (4.48)
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Om vi nu har att bade ledare 5 och k ar laddade, sd betyder Laplace-ekvationens superpositionse-
genskap att

pa, = pijQj + PikQk (4.49)

ar en losning.

| storsta allmanhet, med NV st laddade ledare, har vi da att

N
pA; = ZPiij (4.50)
j=1

Koefficienterna p;; kallas potentialkoefficienter.

Resonemanget galler ocksd dad dielektrika finns i systemet under betraktelse, sa lange dessa ar
oladdade.

Vi kan nu skriva energin som
1NN
U= 5 D piQiQ; = U(Q1,. .., Qn) (4.51)
=1 j=1

1
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Fran detta har vi

Y oUu
i 0Qs

dU =

dQ;

Om enbart Q; férandras:

dU =

oU 1
90, dQ; = 5 Z(pij + p;ji)QidQ);

1

A andra sidan,

N
AU = dQ;(¢; — 0) = dQ; > piQ:
=1

enligt ekv. (4.50). Vi har nu att

1
E(Pz’j + Dji) = Dij

sa att

Pij = Pji
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(4.54)

(4.55)

(4.56)
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Detta ar fysikaliskt vettigt - vaxelverkan ar symmetrisk.
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Vidare, 13t Q; = 0, 7 # %, och Q; > O:

PA; — PiQi (4.57)

Nu maste ju wa, >0, sa att p;; > 0.

Lat enbart ledare 7 och j vara laddade, sa att Q; = —Q;, Q; = O.

pa, = PiQi + pijQ; = (i — Pij)Qi = 0 (4.58)

eftersom @4, > 0. Detta ger

Pii 2 Dij (4.59)

Vi har nu tre egenskaper for potentialkoefficienterna:

pi; = Dji (4.60)
pi; > 0 (4.61)
Pii = Pij (4.62)
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Ekvationerna

N
oA, = Y PijQj (4.63)
j=1
kan inverteras till
N
j=1

dar c;; kallas kapacitans-koefficienter och c;;, 7 # j, induktans-koefficienter. Dessa ar funktio-
ner av pjij.

Med dessa kan man skriva

1
U=—
2 4

N
=1

N
D cijpapa, (4.65)
j=1
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4.6. Kondensatorer

"Behallare” i vilka laddningar, och darmed elfilt och energi, kan lagras kallas kondensatorer. | sin
eklaste form bestdr dessa av tvd ledare, som kan lagra lika stor men motsatt laddning, med en
potentialskillnad mellan ledarna som ar oberoende av laddningarna pa 6vriga ledare i systemet.

Detta betyder att den ena ledaren maste vara skyddad fran yttre elfalt tack vare den andra ledaren.
En dylik konfiguration ar féljande:

Det externa elfdltet frdn de Ovriga
ledarnas laddningar inducerar en extra

0 laddning pa den yttre ledaren, ledare 2.

T
~/

(a)

Detta inducerade falt utslacker det
E externa faltet innanfor ledare 2, s3 att
! +Q —  elfaltet mellan ledarna forblir detsamma.

. _ . Om ledare 2 alltsa sitter pa en potenti-
al o p.g.a. de 6vriga laddningarna, sa
(b) kommer ledare 1 ocksd att sitta pa sam-
ma " baspotential’ — eftersom elfaltet
ar oférandrat.
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Ledarnas potentialer ar alltsa

wa, = pPuQ + p2(—Q)+ ¢o (4.66)
©a, = P21@Q + p2a(—Q) + ¢o (4.67)

Potentialskillnaden mellan ledarna ar

Q
Ap = PA| — PAy = (p11 + p22 — 2p12)Q = 5; (4.68)
dar vi definierat
C = Q (4.69)
Agp
eller
Q =CAyp (4.70)

dar C ar kondensatorns kapacitans. Enhet: [C] = C/V = F, som kallas farad.

Elektrodynamik, vt 2008, Kai Nordlund (< [« [C] ] D] 4.25



Den lagrade energin ar

1 1 1 1 1 2 _ 1 o
2@1901 + 2@2902 2@(901 ©2) 2Q r=5 (Ayp) QC’Q (4.71)

Kapacitansen kan bestdmmas analytiskt for enkla geometrier som tva parallella plan (skivkondensa-
tor), koaxiala cylindrar, och koncentriska sfarer, eftersom potentialskillnaden &r enkel att bestimma
| dessa fall.

For en skivkondensator dar de ledande planen har arean A och ar pa det konstanta avstandet d
fran varandra, giller (da kantfaltet kan ignoreras) att

E=-c=-2=2F (4.72)

dd mellanrummet ar fyllt med ett dielektrikum. Kapacitansen ar

C=—=— 4.73
Ao~ d (4.73)
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Kondensatorer kan kopplas i serie eller parallellt:

|

]

!
—t

[
]
»
o
»
_
.
()

Serie-koppling:

Ap = Ap1 + Ay (4.74)
d.v.s.
Q@1 Q2
Men
Q=Q1=Q: (4.76)

eftersom laddningen ska vara densamma oberoende av vilken "vag” man tittar in i kretsen.
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Vi far

L _ 1 — L (4.77)

cC C O |
Parallell-koppling:

Ap = Ap; = Aps (4.78)

d.v.s.

2_a_a wm

C C1 Csy
dar

Q= Q1+ Q2 (4.80)
sa att

C =C1+ C, (4.81)
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4.7. Kraft och vridmoment pa laddningselement

Lat oss nu anvanda vad vi lart oss for att ta reda pd med hur stor kraft ett laddningselement i en
given fordelning paverkas, pa grund av av alla de 6vriga elementen.

Arbetet som den elektriska kraften utfor da den flyttar ett element strackan dr ar

dW =dr-F (4.82)

Systemets energi har nu sjunkit, sd att dU = —dW < 0 och

dU = —dW = —Fydx — F,dy — F,dz (4.83)
Detta ger
F=—-(VU)qg (4.84)
eftersom
dr-F = —dr - VU = —dU (4.85)

Indexet (Q anger att fordelningens totala laddning ar konstant under operationen.
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Motsvarande, om det existerar ett elektrostatiskt vridmoment 7 som forsoker vrida ett element i
laddningen runt en given punkt, har vi

dW =do - 7 (4.86)

dir df = df,X + db,y + d6.z anger med hur stor vinkel vridningen utfors. Vi far i detta fall

T=—(VoU)q (4.87)
dar
Vo = X0y, + ?8% + Z0y, (4.88)
* * *

Lat oss nu titta pa situationen att @) inte nédvandigtvis halls konstant, utan att systemets potential
halls oforandrad t.ex. med hjalp av batterier.

Arbetet som den elektrostatiska kraften utfor blir nu

dW = dW,, — dU, (4.89)

dar dW,, ar det arbete som batterierna utfor.
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Fokusera nu pa enbart ledarna i systemet. D3 galler

1
dU =~ D dQje;, (4.90)
J

enligt tidigare, da potentialerna ¢; halls konstanta.

A andra sidan, batteriernas arbete gir ut pd att fora laddning fran noll-potential till ledarens
potential:

AW, = ) dQjp; = 2dU (4.91)
J
Vi far
dW = 2dU — dU = dU (4.92)
sd att
F = (VU), (4.93)
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Motsvarande,

T = (V@U)gp (4.94)

* * *

Exempel : Ett dielektrikum halvvigs inne i en skivkondensator.

Vi bor bestamma kraften som vill dra dielektriket
A0 tillbaka in i skivkondensatorn, som ir ansluten till
ett batteri.

Om dielektriket ar orienterat langs med x-axeln:

F, = 8,U (4.95)

1
U = —/ dVe(z)E” (4.96)
2Jv
dar
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_ Ay
- d

galler bade i vakuum och inne i dielektriket (elfdltets tangentiella komponent ar kontinuerlig vid
gransytan).

E (4.97)

Lat de ledande planens bredd vara w. Vi far nu

1 1
U= Ecc::rzwdE2 + §eo(l — x)wdE” (4.98)

och

F, = 0,U (4.99)

1 1 1
= EE’UJCZEQ — 580wdE2 = EEOUJdE2(€7‘ - 1)

1 A\ 2
= —gowd | — r— 1
oW <d> (e )

— = _250%@@)2 >0, (4.100)

sa kondensatorn "vill’ dra in dielektriket. []
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Exempel : Bestim det arbete som krivs fér att fora in ett dielektrikum i en skiv-kondensator

fylld med luft, om kondensatorns potential halls konstant med hjilp av ett batteri.

Enligt tidigare exempel har vi

L e —egowlL 5 €—¢€0A 9
/O z 5 g (AP 5 (AP

Detta arbete utfors av kondensatorn, som far sin energi ur batteriet.

A andra sidan, férandringen i kondensatorns energi ar

AU = Uy, —U;
1 2 1 2
= -C(Ap)” — -Ci(Ayp)
2 2
1

= §(A¢)2(Cz — Ch)
1 LA
= §(A<P) E(g — €0) > 0,

eftersom luften har s.g.s. samma permittivitet som vakuum. € ar dielektrikets permittivitet.
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Med andra ord, kondensatorns energi har okat, trots att den utfort arbete nar den dragit in
dielektriket. Energidtgdngen har kompenserats av batteriet, som alltsd forlorat energin W 4+ AU =

2AU. U

Exempel : Bestim det arbete som krivs for fora in ett dielektrikum i en skiv-kondensator fylld

med luft, om kondensatorns laddning hélls konstant.

Forandringen i kondensatorns energi ar

AU = U;—U; = @ — @
2C,  2C4
B Q ( d d ) B Qd
2 \eA g A) 2A
go — eQd
= <07
SN 2A

sa att i detta fall har kondensatorn sjalv utfort arbetet

eoe 2A
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Potentialskillnaden 6ver kondensatorns skivor har sjunkit till

d d A
Apy = 2 Q4 _ @d _ Aw (4.105)
C5 eA erenA o
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