7 Rubikin kuution laajennoksia

Tavallista Rubikin kuutiota voidaan laajentaa monilla tavoilla. Ensi ndkemalté
nama uudet versiot vaikuttavat paljon hankalammilta ratkaista, mutta tarkempi
tarkastelu osoittaa, ettd samat perusideat ovat edelleen voimassa monimutkaisem-
missakin muunnelmissa.

7.1 Suuremmat kuutiot

Ensimmaiseksi mieleen tuleva tapa laajentaa kuutiota on lisdtd sdrmén pituut-
ta. Talla tavalla saadaan muun muassa suositut 4 x 4 x 4- ja 5 x 5 x 5-kuutiot.
Vaikka ruutujen maéra — ja samalla myos mahdollisten asemien méaréd — kas-
vaa naissa laajennoksissa huimasti, kuution perusrakenne sailyy kuitenkin samana.
Siksi talla kurssilla osoitettuja tuloksia voidaan yleensé soveltaa sellaisinaan. Esi-
merkiksi nurkkapaloja on edelleen kahdeksan kappaletta, ja jokainen perussiirto
on nurkkapalojen paikkojen suhteen pariton permutaatio. Kommutaattoreilla voi-
daan tuottaa paikkojen 3-syklejé seké erilaisia asentoryhmén siirtoja, ja palojen
kokonaiskiertymista saadaan invariantteja samaan tapaan kuin yksinkertaisem-
massakin kuutiossa.

Suuremmissa kuutioissa keskipalatkin saavat merkityksen. Jos sdrmén pituus
on pariton, kuutiossa on joka tahkolla yksi keskimmainen pala, jonka voi ajatella
pysyvan aina paikallaan. Tastd keskimméisesta palasta voi paéatelld kunkin sivun
varin missd tahansa asemassa. Jos sdrman pituus on enemman kuin kolme, on
kuutiossa kuitenkin useampiakin keskipaloja, jotka koostuvat vain yhdesta ruu-
dusta, ja naiden paikalleen saaminen vaatii omanlaisensa siirtosarjat. Siirtosarjoi-
hin tarvitaan nyt myos keskitahkojen siirtoja, joita ei enaé voida jattaa huomiotta.
Kommutaattorit kuitenkin tehoavat edelleen, ja tilannetta helpottaa se, etta kukin
keskipala voi olla vain yhdessé asennossa.

Kuutiossa, jonka sdrmén pituus on parillinen, ei sen sijaan ole sellaisia keskim-
maéisid paikallaan pysyvia paloja, joista voisi aina tarkistaa kuution sivujen oikean
varin. Tallaisessa tapauksessa voidaan kuitenkin turvautua nurkkapaloihin. Nurk-
kapalojen rakenteesta johtuen kuutiossa vastakkaisten sivutahkojen varit on aina
madaratty. Jos perusasemassa valkoinen sivu on keltaista vastassa, ei kuutiossa voi
olla nurkkapalaa, jossa olisi sekd valkoinen etta keltainen ruutu. Téten valkoinen
ja keltainen sivu eivat voi ikind olla vierekkain. Kuution sivujen madrdamiseksi
riittaa siis valita yksi nurkkapala, esimerkiksi sini-kelta-punainen, ja ajatella tuon
nurkkapalan olevan aina oikealla paikallaan. Néin selvidd, missa sininen, keltainen
ja punainen sivu sijaitsevat kussakin asemassa, ja muut sivut ovat naille vastakkai-
sia. Kuvassa 30 on 4 x 4 x 4-kuutio, jonka nurkkapalasta nékyy, etta kuution pu-
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nainen sivu on katsojaan pain ja sininen sivu ylospéin. Takasivu on talloin oranssi,
vasen sivu valkoinen ja alasivu virhea.

Kuva 30: 4 x 4 x 4-kuutio, “Rubikin kosto”

Parillissarmaisilla kuutioilla on toinenkin erikoispiirre. Keskitahkojen siirrot
voidaan nimittain jakaa reuna- ja keskipaloja liikuttaviin osiin, joista edellinen
on pariton permutaatio ja jalkimmaéinen parillinen. Parillinen keskipalojen siirto
voidaan tuottaa 3-syklien avulla, joten myos reunapalojen pariton permutaatio
on mahdollinen siirto. Tallaisilla kuutioilla voidaankin tehda esimerkiksi kahden
reunapalan vaihto, joka ei onnistu paritonsarmaisilla kuutioilla.

Sarmén pituuden lisdantyesséd kaytannon ongelmaksi tulee ratkaisualgoritmin
pituus. Kuutiossa, jonka siarmén pituus on kuusi, on jo 96 keskipalaa. Naiden
kaikkien paikoilleen saaminen 3-syklien avulla on melkoisen tyolasté.

7.2 Muita ruutujen mairaan perustuvia laajennoksia

Kuution ruutujen maaraéa voi lisitda myos tekemélld kuutiosta neli- tai useampi-
ulotteisen. Tallaisten kuutioiden késitteleminen onnistuu yleensa vain tietokoneen
avulla. Ulottuvuuksien lisdantyessa eri pala- ja siirtotyyppejé tulee huimasti liséa,
mutta ratkaisun perusideat eivat kuitenkaan muutu.

Toinen peruskuution muunnelma ovat kdyttaa kuution sijasta erimuotoisia kap-
paleita. Rubikin kuution tapaisia peleja voidaan tehda seka sdannollisistd etta
epasaannollisista monitahokkaista, ja naiden avulla saadaan aikaan monenlaisia
algebrallisia struktuureja. Kuitenkin niin kauan kuin on mahdollista tuottaa 3-
sykleja, voidaan ratkaisua aina lahestyd niiden avulla. Siirtojen parillisuuskysy-
mykset voivat erimuotoisissa kuutioissa sen sijaan olla hyvinkin erilaisia. Esimer-
kiksi dodekaedrin muotoisessa Megaminx-pelissa jokainen perussiirto on parillinen
permutaatio sekd nurkka- ettd sdrmépalojen asentoryhméssé. (Téssé mielessa Me-
gaminx on siis jopa yksinkertaisempi kuin tavallinen kuutio.)
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7.3 Superkuutio

Edella mainituissa Rubikin kuution muunnelmissa on sama tavoite kuin perintei-
sessa kuutiossa: saada erivériset ruudut samoille paikoille kuin perusasemassa. Ky-
se on siis ruutujen paikkojen permutaatioista. Jos ruutuja on n kappaletta, kuu-
tion siirtoja vastaavan permutaatioryhmén voi ajatella symmetrisen ryhmén S,
aliryvhméksi, olipa kyse sitten tavallisesta kolmiulotteisesta kuutiosta tai vaikkapa
seitsenulotteisesta ikosaedrista.

Yksi mahdollisuus perustavoitteen muunnelmaksi on tarkastella keskipalojen
asentoja. Nurkka- ja reunapalojen asennot maaraytyvat, kun niiden ruudut aset-
taa oikealle paikalleen. Keskipaloissa on kuitenkin vain yksi ruutu, ja keskipalaa
onkin mahdollista kiertda itsensd ympaéri ilman, ettd mikddn ruutu joutuu vaa-
réille paikalle. Jos tavoitteeksi otetaan myos keskipalojen asentojen palauttaminen
samaksi kuin alussa, saadaan ns. superkuutio-ongelma.

Tarkastellaan lahemmin 3 x 3 x 3-kuution superkuutio-ongelmaa. Koska kyse ei
enad ole pelkidstdan ruutujen paikoista, ei voida ajatella eri asemien muodostavan
aliryhmad kaikkien ruutujen permutaatioiden ryhmaéssa Ssy, kuten aiemmin teh-
tiin. Algebralliseen perusstruktuuriin tarvitaan siis jonkinlainen laajennos, toisin
kuin ruutujen méaradn perustuvissa Rubikin kuution muunnelmissa.

Yksi vaihtoehto perusstruktuurin laajentamiseksi on seuraava: Koska keskipa-
lojen voidaan edelleen ajatella pysyvan kaikissa siirroissa paikoillaan ja keskipa-
loja koskevat siirrot ovat riippumattomia muita paloja koskevista siirroista, voi-
daan haluttu laajennos toteuttaa tuloryhméana. Kukin keskipala voi olla neljasséa
eri asennossa, ja naméa asennot voidaan ajatella numeroiduiksi syklisen ryhmén Z,
alkioilla. Talla tavalla saadaan laajennetuksi ryhmaéksi seitseman ryhméan suora
tulo Sy X Z§, jossa on ensimmadisend tekijand nurkka- ja reunaruutujen permutaa-
tioryhma ja seuraavina kaikkien kuuden keskipalan asentoryhmét.

Toinen mahdollisuus on lisata kuutioon keinotekoisia ruutuja. Jos ajatellaan
my0s jokainen keskipala jaetuksi neljaan ruutuun, jotka sijaitsevat kaikki samalla
sivulla, voidaan néiden valeruutujen paikoista paételld keskipalan asento. Tallai-
nen jako on esitetty kuvassa 31, josta nédkyy samalla, miten perussiirto vaikuttaa
keskipalan asentoon. Yksi keskipalan ruuduista on varitetty mustaksi selvyyden
vuoksi. Jakamalla keskipala ruutuihin voidaan jalleen ajatella eri asemien muodos-
tavan aliryhmén kaikkien ruutujen permutaatioiden ryhmaéssa, mutta nyt ruutuja
on yhteensé 64, joten kyse on ryhméan Sgq aliryhmésta. Tamé ryhmé on kooltaan
paljon suurempi kuin ensimmaisen laajennosvaihtoehdon tuloryhma, mutta koska
kyse on nyt vain ruutujen lisddmisesté, voidaan aikaisempia ideoita jélleen kayttéa
hyvaksi.

Tutkitaan nyt, minkélaisia kommutaattoreita keskipalan liikkeistd saadaan.
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Kuva 31: Keskipalojen jako ruutuihin ja perussiirron vaikutus keskipalan asentoon

Tata varten luovutaan nyt niista periaatteista, etta keskipalat pysyisivat aina pai-
kallaan ja keskitahkon kierto tulkittaisiin rinnakkaisten sivutahkojen kierroksi.
Perussiirrot (keskitahkojen siirrot mukaanlukien) nimetdan kuitenkin edelleen to-
tuttuun tapaan.

Ensinnédkin on huomattava, ettd jokainen siirto, joka siirtaéd jonkin keskipalan
paikaltaan, siirtad samalla myos vastakkaista keskipalaa. Nain ollen keskipalojen
paikkaryhméssé on mahdotonta 16ytaa kahta permutaatiota, joiden yhteiseen kan-
tajaan kuuluisi vain yksi keskipala. Kommutaattoriperiaatteella (lause 6.3) ei siis
saada aikaan paikkojen 3-syklid. Paikkaryhmassa pienin yhteinen kantaja, eli kah-
den vastakkaisen keskipalan pari, saadaan esimerkiksi valitsemalla siirroiksi kah-
den eri keskitahkon perussiirrot. Tamé on tdhidn mennessa esilla olleista kommu-
taattorisiirroista yksinkertaisin, ja se tuottaa vastakkaisten keskipalojen 3-syklit
kuvan 32 mukaisesti.

Kuva 32: Vastakkaisten keskipalojen 3-syklit
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Kuvassa kuutio on kuvattuna seka edesté etté takaa. Siirrot on helppo suorit-
taa, ja tulos on nayttiva, mutta siirtosarja ei itse asiassa auta keskipalojen oikean
asennon loytamisessa.

Toinen mahdollisuus kommutaattorin tuottamiseen on valita sellaiset siirrot,
joista toinen kiertda keskipalaa paikallaan ja toinen siirtdéd sen johonkin muuhun
paikkaan. Kiertaviksi permutaatioksi 7 voidaan valita esimerkiksi perussiirto U.
Siirtdva permutaatio o saadaan puolestaan helposti kolmen keskitahkon siirron
yhdistelméni FsLg'Ug' (oikeastaan konjugaattisiirto). Niistd muodostetun kom-
mutaattorin [0, 7] tuloksena sininen keskipala kiertyy vastapiivddn ja keltainen
keskipala myotapéiviaan. Siirtosarja on esitetty kuvassa 33. Huomaa, etta keski-
palojen liikuttaminen vaikuttaa siirtojen merkitsemistapaan, ja siksi esimerkiksi
siirto Lg kiertdd kuvassa kuution ylapinnan suuntaista keskitahkoa.

Kuva 33: Keskipalojen kierto

Keskipalojen kiertymét k, (o) voidaan méaéritelld samaan tapaan kuin luvussa
6.5. Talloin kukin kiertymaé on ajateltava syklisen ryhmén Z, alkioksi. Koska yhden
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sivutahkon kierto muuttaa vain yhden keskipalan kiertymaé yhdellé, keskipalojen
kokonaiskiertyma K (o) voi olla mika tahansa luvuista 0, 1, 2 tai 3. Edella ku-
vattu siirtosarja ei vaikuta kokonaiskiertyméan, joten tarvitaan muitakin siirtoja
keskipalojen asentojen ratkaisemiseksi.

Nimitetdan téssa yhteydessa perusasemaksi sitd asemaa, jossa kaikki palat ovat
oikeilla paikoillaan ja oikeissa asennoissa, mukaanlukien keskipalat. Sellaisia ase-
mia, joissa kaikki palat ovat oikeilla paikoillaan ja nurkka- ja reunapalat lisdksi
oikeissa asennoissaan, kutsutaan vanhaksi perusasemaksi. Vanhasta perusasemas-
ta toiseen siirtyminen vaatii parillisen méaran perussiirtoja, silla ndmé ovat ruu-
tujen parittomia permutaatioita, jollei keskipalojen asentoa oteta lukuun. (Keski-
tahkon perussiirto voidaan laskea omaksi perussiirrokseen tai kahdeksi sivutahkon
perussiirroksi.) Koska perusasemassa keskipalojen kokonaiskiertymé on 0, taytyy
jokaisessa vanhassa perusasemassa kokonaiskiertymén olla joko 0 tai 2.

Edellisen paattelyn nojalla keskipalat saadaan oikeaan asentoon seuraavasti:
Ratkaistaan kuutio vanhan mallin mukaan, jolloin paddytaan johonkin vanhaan
perusasemaan. Keskipalat voivat olla nyt vaarissa asennoissa, mutta niiden ko-
konaiskiertyma on 0 tai 2. Jos se on 0, keskipalat saadaan oikeisiin asentoihin
ylla kuvattua siirtosarjaa soveltamalla. Jos kokonaiskiertymé on 2, tehddan ensin
kaksi perussiirtoa esimerkiksi kiertamallé yhté sivutahkoa puoli kierrosta. Talloin
kokonaiskiertymaéksi tulee 0. Paikoiltaan siirtyneet nurkka- ja sdrmépalat voidaan
nyt palauttaa perusasemaan soveltamalla aiemmin opittuja algoritmeja. Kyseisten
siirtosarjojen kantajat eivét sisdlla keskipaloja, joten naiden kiertymét eivat tassa
kohtaa muutu. (Td&méa on helpointa ndhda ajattelemalla keskitahkojen perussiirto-
ja sivutahkojen pyorityksing, jolloin keskipalat eivét liiku paikoiltaan. Keskipalo-
jen asentoryhma puolestaan on vaihdannainen, joten jokainen kommutaattori on
tuohon asentoryhméén rajoitettuna triviaali.) Tuloksena saadaan vanha perusase-
ma, jossa keskipalojen kokonaiskiertyma on 0, ja tdhdn voidaan jalleen soveltaa
keskipaloja kiertdvad siirtosarjaa.

LOPPU
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