5 Tuloryhmat

Jotkin ryhmat voidaan jakaa toisistaan riippumattomiin osiin niin, etta jokainen
ryhmén alkio saadaan tulona eri osista valituista alkioista. Téalloin ryhméé voidaan
kasitella osiensa tulona eli tuloryhméané.

5.1 Suorat tulot

Tarkastellaan aluksi permutaatioryhmiin liittyvaa esimerkkia.

Esimerkki 5.1. Symmetrisestd ryhmésté Sy 10ytyy muun muassa syklien viritta-
mét aliryhmat

H = ((1234)) = {id, (1234), (13)(24), (1432)}
ja K = ((123)) = {id, (123), (132)}.
Néiden aliryhmien alkioista voidaan muodostaa tulojoukko H K, johon kuuluvat
kaikki muotoa hk olevat alkiot, missa h € H ja k € K. Laskemalla kukin naista
12 tulosta nédhdéaan, etta
HEK = {id, (1234), (13)(24), (1423),
(123), (1324), (142), (34),
(132), (14), (234), (1243) }.

Saatu tulojoukko ei kuitenkaan ole ryhmén Sy aliryhmaé, koska esimerkiksi (1324) €
HK, mutta (1324)* = (12)(34) € HK.

Etsitdan nyt jokin ehto, jolla aliryhmien tulosta H K tulisi ryhmé. Kahden
tulojoukosta valitun alkion hik; ja hgky tulo on hikihsks, joka ei valttaméatté
kuulu joukkoon H K. Eras tapa korjata tilanne on vaatia, etta aliryvhmien H ja K
alkiot olisivat keskenddn vaihdannaisia, patee edelld mainitussa tulossa

hi kihg ke = hihoki ks,
ihd

ja oikeanpuoleinen tulo kuuluu nyt joukkoon H K. Myts minka tahansa alkion
hk € HK kianteisalkio kuuluu joukkoon HK, silli h™' € H ja k~! € K, ja niin
ollen (hk)™ =k™'h™' = h k™! € HK. Joukosta HK tulee télloin aliryhmé, silli
my0Os neutraalialkiolle pitee e = e x e € HK.

Maaritelma 5.2. Olkoot H ja K ryhmén G aliryhmia. Joukkoa H K kutsutaan
aliryvhmien H ja K sisdiseksi suoraksi tuloksi, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
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1) hk = kh kaikilla h € H jak € K

2) HN K = {e}, missd e on ryhmén G neutraalialkio.

Sisdistd suoraa tuloa merkitddn HK = H x K tai toisinaan (sisdisyyttéd korostaen)
myo6s (H x K)s. Jos ryhméssa G on laskutoimituksena yhteenlasku, tuloa kutsutaan
sisdisekst suoraksi summaksi ja merkitaan H @ K.

Edella havaittiin, etta kahden aliryhmén sisdinen suora tulo H x K on itse-
kin aliryhma. Myohemmin nahddan myos toinen tilanne, jossa kahden aliryhmén
tulosta H K tulee aliryhma.

Esimerkki 5.3. Tarkastellaan symmetrisen ryhméan S; aliryhmia
H ={id, (123),(132)} ja K ={id, (45)}.

Koska erilliset syklit kommutoivat keskenaan, pétee hk = kh kaikille h € H ja
k € K. Lisiksi H N K = {id}, joten joukko

HK = {id, (123), (132), (45), (123)(45), (132)(45)}
on aliryhmien H ja K suora tulo eli HK = H x K. Lisdksi H x K < S5.

Esimerkki 5.4. Tarkastellaan yhteenlaskuryhmééd Z,5 = {[0],[1],[2],...,[14]},
missd [n] = [m] aina kun m — n on jaollinen 15:114. Talld ryhmélla on aliryhmét
H = ([5]) = {[0], [5], [101} ja K = ([3]) = {[0], [3], [6], [9], [12]}. Koska ryhmé Z,5
on vaihdannainen ja H N K = {[0]}, voidaan muodostaa aliryhmien H ja K suora
summa H @ K. Lasketaan summa-alkiot oheiseen taulukkoon. (Jétetaan taulukon
alkioista hakasulut selvyyden vuoksi merkitsemétta.)

HoKk |0 [5 [10
0 |0 5 10
B |3 8 13
6] |6 11 1
o] |9 14 4
[12] |12 2 7

Taulukosta huomataan, ettd H & K = Zj5. Lisdksi kukin ryhmén Z5 alkio
esiintyy taulukossa tdsmaélleen kerran.

Todistetaan seuraavassa lemmassa kaksi hyodyllista ehtoa, jotka patevat kai-
kille ryhmille, jotka voidaan esittda aliryhmiensd suorana tulona.
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Lemma 5.5. Oletetaan, ettd H ja K ovat ryhmdn G aliryhmid ja etta G = Hx K.
Talloin seuraavat ehdot pdtevdt:

1) Ryhmdt H ja K ovat G:n normaaleja aliryhmid.

2) Jokaisella alkiolla g € G on yksikdsitteinen esitys g = hk, missi h € H ja
ke K.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd ehto 1) patee. Olkoot sitd varten b’ € H, k' € K
ja g € G. Osoitetaan, ettd konjugaatit A/ ja k" kuuluvat edelleen aliryhmiin H
ja K. Koska G = H x K, voidaan kirjoittaa g = hk joillain h € H ja k € K. Nyt
patee kh' = h'k, joten

gh'g™" = h(kR)k™'h™" = h(h'k)k"'h™" = hih'h™" € H.
Toisaalta myos h(kk'k™) = (kk'k=1)h, joten
gk'g™ = h(kk'k )R = (kK'k™)hh ™' = kK'E! € K.

Siispa k' € H ja k' € K, joten aliryhméit H ja K ovat normaaleja.

Todistetaan sitten ehto 2). Oletetaan, ettéd alkiolla g € G on esitykset tuloina
h1ky ja hoks, missd hq, hy € H ja ky, ko € K. Siispa h1ky = hoks, josta saadaan

h;lhl = 1{72]{;1.

Ylla olevan yhtélon vasemman puolen alkio kuuluu joukkoon H ja oikean puolen
alkio joukkoon K, joten molemmat alkiot kuuluvat itse asiassa leikkausjoukkoon
H N K. Toisaalta suoran tulon mééritelman mukaan H N K = {e}, missd e on
ryhmén G neutraalialkio. Téaten hy'h; = e ja kok;' = e, mistd nihdédn, ettd
hy = hy ja ky = k. Alkion g esitys on siis yksikéasitteinen. O

Lisdtieto. Aliryhmien sisdinen suora tulo voidaan méaritelld myos usemmalle
kuin kahdelle aliryhmalle. Maaritelmé on aivan samanlainen kuin kahden aliryh-
mén tapauksessa. Jos aliryvhméat ovat Hy, ..., H,., ehdoiksi tulee

1) hlh] = h]hz aina, kun i 7& j, h, S Hz ja hj S Hj
2) I‘IZ N (I_IJII_IJ2 s 'er_l) = {6}, missa ¢ ¢ {.j17 ce ,jrfl}.

Suoraa tuloa voidaan talloin merkitd Hy x Hy X - - - x H,, tai tulomerkinnalla [T}, H;.
Maéaritelméa toimii myos ddrettomén monen aliryhmén tapauksessa. Talloin kui-
tenkin kaikilla suoran tulon [];c; H; alkioilla on ddrelliset esitykset h; h;, ---h

in )
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missa h;, € H;, kaikilla . Asretonté alkioiden tuloa ei nimittéin voida ryhméssé
yleensd madritella.

Sisdinen suora tulo maaritelldén jonkin ryhmén G sisdltdmien aliryhmien valil-
la. Koska kuitenkin osoittautuu, ettd namé aliryhmét ovat taysin riippumattomia
toisistaan, ei uloimmaista ryhméa G oikeastaan tarvita mihinkaén, vaan suora
tulo voidaan itse asiassa madritellda minka tahansa kahden ryhmaéan vélilla. Se, et-
td ryhmissa on mahdollisesti taysin erilaiset alkiot ja laskutoimitukset, ei tuota
estetta.

Maaritelma 5.6. Ryhmien (G, 0) ja (Ga, %) ulkoinen suora tulo on ryhmé, jonka
alkioina ovat parit (g1, g2), missi g1 € G1 ja go € Ga, ja laskutoimituksena

(91, 92) - (91, 95) = (910 91,92 * g5)-

Ulkoista suoraa tuloa merkitaan G x G tai toisinaan (G X Gs),,. Jos molemmissa
ryhmissd kiytetadan laskutoimituksena yhteenlaskua, voidaan ulkoista suoraa tuloa
kutsua myos ulkoiseksi suoraksi summaksi ja merkitd G & G.

Ulkoisessa suorassa tulossa neutraalialkiona toimii pari (e, e2), missi e; ja es
ovat ryhmien G, ja G neutraalialkiot. Alkion (g1, ¢2) € G1 X G5 kddnteisalkio on
puolestaan (g; ', g5 ).

Esimerkki 5.7. Muodostetaan ryhmien

Zz = {[0]3, [1]3, [2]3} ja Zs = {[0]5, [1]5, [2]5, [3]5, [4]5}

ulkoinen suora summa. Tulo koostuu pareista ([m]s, [n]s), jotka voidaan kirjoittaa
oheisen taulukon muotoon. (Jitetaan jilleen taulukosta pois hakasulut alkioiden
ympérilta.)

Z3®Zs | (03 [1]5 [2]3
[0]5 (03,05) (13,05) (23,05)
[1]5 (03,15) (13,15) (23,15)
[2]5 (03,25) (13,25) (23,25)
[3]5 (03,35) (13,35) (23,35)
[4]5 (03,45) (13,45) (23,45)

Kun verrataan saatua taulukkoa esimerkkiin 5.4, huomataan, etta aikaisemman
taulukon lukua [k];5 vastaa téssd taulukossa aina sellainen pari ([m]s, [n]5), jolle
pétee [m -5+ n - 3|15 = [k]15. Ryhmén Z,; virittdé alkio [1];5, silld kaikki ryhmén
alkiot saadaan sen monikertoina. Taulukkoesityksesta padtellen téita alkiota vastaa
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pari ([2]3, [2]5), ja jos lasketaan kyseisen parin monikerrat summaryhmaéssi Zs®Zs,
saadaan

Tt = W N

Laskemalla kaikki monikerrat huomataan, etta pari ([2]s,[2]5) virittdd summa-
ryhmén Zs @ Zs. Nain voidaan lopulta todeta, ettd ryhmét Z5 ja Zs @ Zs ovat
isomorfiset, silld ne ovat samankokoiset ja molemmat erdan alkionsa virittdmia.

Kuvassa 16 on piirretty syklinen ryhmé Z,5 kahdella tavalla: yhtena pitkané
syklind ja kahden ryhman tulona.

| | | >
>

0 1 2

Kuva 16: Kaksi tapaa hahmottaa 15 alkion syklinen ryhma

Esimerkki 5.8. Muodostetaan ryhmien A, ja ({1, —1}, -) ulkoinen suora tulo. Tu-
lo koostuu pareista (o, k), missd o on joku parillinen permutaatio ja k = +1. Mer-
kitdan tallaista paria yksinkertaisesti o, jos k = 1, ja —o, jos k = —1. Tuloryhmén
koko on 2 |A,,| = |S,[, ja houkutus olisi samastaa se symmetrisen ryhmén kanssa
niin, ettd miinusmerkkiset alkiot vastaisivat parittomia permutaatioita. Pateehan
my0s tuloryhmaéssa

(=0)-(=7)=(0,-1)-(1,—1)=(0oT,1) =0T,

eli kahden “parittoman” permutaation tulo on jalleen parillinen. Téllainen samas-
tus ei kuitenkaan onnistu, silla esimerkiksi ryhmén S35 kaikki parittomat permu-
taatiot ovat vaihtoja, joten niiden toinen potenssi on identtinen kuvaus, mutta
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(—(123))% = (132). Yleisesti voidaankin osoittaa, ettd ryhmat A, x ({1,—1},-) ja
S, eivit ole isomorfisia paitsi tapauksessa n = 2.

Jos Hy ja Hy ovat ryhmien G ja Gy aliryhmié, niin niiden ulkoinen suora tulo
on ryhmé, joka siséltyy ryhméan G x G5. Se on siis kyseisen ryhmén aliryhma.
Osoitetaan seuraavassa lemmassa, ettd kahden normaalin aliryhmén tulo on myos
normaali koko ryhmien tulossa.

Lemma 5.9. Jos Hy ja Hy ovat ryhmien Gy ja Go normaaleja aliryhmid, niin
ryhmd (Hy X Hs), on normaali ryhmdssa (G X Gg)..

Todistus. Olkoot (hy, he) € Hy X Hs ja (g1, g2) € Gy X G. Télloin patee

(91, 92) (R, ha) (g1, 92) " = (g1higi ", gahags V),

ja koska H; ja H, ovat normaaleja, konjugaateille taytyy pated gihig;' € Hy ja
gohagy ' € H,. Siispé (91’92)(h1, hy) € Hy x Hy, joten Hy x Hy on normaali. d

Aliryhmien sisdinen tulo poikkeaa ulkoisesta tulosta oikeastaan vain teknisilta
yksityiskohdiltaan. Seuraava lause osoittaa, ettd namé késitteet voidaan samastaa.

Lause 5.10. Olkoot G ja Gy ryhmid. Tdlloin loytyy aliryhmdat H, K < (G X G3).,
joille pitee (H x K)s = (G X Ga)y. Toisaalta, jos H ja K ovat mielivaltaisia
ryhmdn G aliryhmid, niin (H x K)s = (H X K),.

Jos ryhmé G on joidenkin aliryhmiensé H ja K sisdinen suora tulo, sitd voidaan
lauseen nojalla ajatella myos ulkoisena tuloryhmand H x K, jonka alkiot ovat
pareja (h, k). Tallainen pari samastetaan siind tapauksessa ryhmén G alkioon hk.
Toisaalta, jos G1 ja G5 ovat eri ryhmia, voidaan niiden ulkoisen suoran tulon alkiota
(g1, g2) toisinaan merkitd yksinkertaisemmin g gs,

Lauseen 5.10 todistus. Todistetaan aluksi ensimmaéinen vaite. Olkoot siis GG; ja G
jotkin kaksi ryhmaé, joiden neutraalialkiot ovat e; ja e;. Tarkastellaan tuloryhmén
(Gy x Gy), aliryhmid H = (Gy x {e1}), ja K = ({e1} x G3),. Selvastikin HNK =
{(e1, e2)}. Lisdksi kaikilla g; € Gy ja g2 € Go pétee

(g1, e2)(e1,92) = (g1, 92) = (e1,92) (g1, €2),

joten aliryhméan H alkiot kommutoivat aliryhmén K alkioiden kanssa. Aliryhmien
H ja K tulo on siis suora, ja sitd voidaan merkitd (H x K)s. Lisdksi nahdédén,
ettd jos (g1,92) € (G1 X Ga)y, niin (g1, 92) = (g1, €2)(€1, g2), miss (g1, e2) € H ja
(61,92) € K. Taten (H X K)S = (G1 X Gg)u
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Todistetaan sitten toinen vaite. Olkoot H ja K ryhmén G aliryhmia. Maéri-
tellaan kuvaus ¢ : (H x K), — (H x K), kaavalla ¢(h,k) = hk ja osoitetaan,
ettéd se on isomorfismi. Ensinnékin jokainen sisdisen suoran tulon alkio on muotoa
hk, missi h € H ja k € K. Nyt pétee ¢(h,k) = hk, joten kuvaus ¢ on surjek-
tio. Oletetaan sitten, ettd ¢(hq, k1) = @(hg, k2) joillain hy, he € H ja ki, ks € K.
Talloin siis hiky = hoke € (H x K)g, ja koska lemman 5.5 mukaan jokaisen si-
sdisen suoran tulon alkion esitys téllaisena tulona on yksikéasitteinen, téaytyy olla
(hi,k1) = (hg, k2). Kuvaus ¢ on siis myos injektio. Homomorfisuus seuraa siité,
etti yhtalo

(k) (ha, k2)) = @(aha, k) = hahakiky = hikahaks
= @(hy, k1) - ¢(ho, k2)

patee kaikilla hqy, ho € H ja ki, ke € K. O

Suoran summan kasite esiintyy paljon modulien ja vektoriavaruuksien yhtey-
dessé, jotka ovat yhteenlaskun suhteen vaihdannaisia ryhmii. Esimerkiksi taso R?
on ulkoinen suora summa kahdesta ryhmaésta (R, +), silld sen alkiot ovat pareja
(z,y), ja yhteenlasku toimii komponenteittain: (x,y) + (z,w) = (x + z,y + w).
Toisaalta taso on myo6s x- ja y-akselin sisdinen suora summa, silld jokainen tason
vektori voidaan kirjoittaa erdiden muotoa = (z,0) ja y = (0,y) olevien vekto-
rien summana. Molemmat esitystavat kuvaavat samaa rakennetta, ja niiden yhteys
ilmenee kaavasta (x,y) = T + 7.

Esimerkki 5.11. Osoitetaan, etta jos n > 2, ryhmé A, x ({1, —1},-) ei ole iso-
morfinen ryhmén S,, kanssa. Jos ndin nimittéin olisi, niin .5,, olisi edellisen lauseen
nojalla esitettdvissa kahden aliryhménsd B ja C suorana tulona. Nama aliryh-
mét ovat molemmat normaaleja, ja toinen niista sisdltdd neutraalialkion lisdksi
vain yhden alkion: olkoon esimerkiksi C' = {id, o}. Néaytetadn, etta C ei voi olla
normaali.

Koska 02 = id, koostuu o:n sykliesitys kokonaan erillisisté vaihdoista. Olkoon
yksi néistd vaihdoista (ab). Kun n > 2, l6ydetddan joukosta N, jokin kolmaskin
alkio c. Nyt konjugaatin (*)o sykliesityksessé esiintyy vaihto (ac), jota ei ollut o:n
sykliesityksessd. Niin ollen o # ®9g, joten 9o & C. Tasté seuraa, ettd C ei ole
normaali.

Koska ryhma S,, ei siis sisélla kaksialkioista normaalia aliryhméa, se ei voi olla
isomorfinen suoran tulon A,, x ({1, —1},-) kanssa.
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5.2 Tuloryhmat Rubikin ryhmassa

Rubikin kuution rakenteesta johtuen mitkéaan lailliset permutaatiot eivit voi siir-
tda nurkkapalaan kiinnitettyd ruutua sdrmépalaan tai pdinvastoin. Siispé sellaiset
siirrot, jotka koskevat vain nurkkaruutuja, ovat taysin riippumattomia sarmaruu-
tuja liikuttavista siirroista, jolloin on samantekevad, tekeekd pelkkiin nurkkaruu-
tuihin vaikuttavan siirron ennen pelkkiin sarméaruutuihin vaikuttavaa siirtoa vai
toisinpain. Tallaisten pelkastaén yhdentyyppisiin ruutuihin vaikuttavat siirtojen
joukot muodostavat Rubikin ryhméssé siséisen suoran tulon.

Téssé luvussa maaritelladan edelld mainittu Rubikin ryhmén siséinen suora tulo
sekd osoitetaan muutama tdman tuloryhman ja Rubikin ryhméan véliseen suhtee-
seen liittyvé lause, joiden avulla voidaan mychemmin ratkaista kaikki paikkojen
ryhman R, asemat. Tehtavan helpottamiseksi tarkastellaan my6s Rubikin ryhman
ulkopuolisia ruutujen permutaatioryhman aliryhmié.

Merkitdan kirjaimella N kaikkien nurkkapalojen ruutujen joukkoa ja kirjai-
mella S kaikkien sarméruutujen joukkoa. Olkoon edelleen Sy nurkkaruutujen per-
mutaatioiden ryhmad, ja Sg vastaavasti sirméaruutujen permutaatioiden ryhmaé. Jos
kaikki ruudut numeroidaan luvuilla 1, ..., 48, naiden permutaatioryhmien voidaan
ajatella olevan ryhmén Syg aliryhmié.

Edelld mainittujen ryhmien késittelyd helpottaa, kun otetaan kayttoon kanta-
jan kasite. Jos permutaatio o toimii perusjoukossa X, sen kantaja on

supp(0) = {z € X | o(x) # a}.

Permutaation kantaja on siis niiden alkioiden joukko, joihin permutaatio vaikut-
taa epatriviaalisti. Esimerkiksi permutaation (156)(28) kantaja ryhméssa Sy on
{1,2,5,6,8}. Permutaation kantajalle pidtee muun muassa seuraavat ominaisuu-
det:

1) o(z) € supp(o) jos ja vain jos x € supp(o)
2) supp(o) = supp(c~")
3) supp(o o 1) C supp(c) Usupp(7).

Néiden ominaisuuksien todistaminen on helppo harjoitustehtava.

Nyt voidaan maéritella ryhmét Sy ja Ss kantajan késitteen avulla seuraavasti:
Sy ={o € Sz |supp(c) C N} ja Sg={o € S |supp(o) C S}

Koska mikédan ruutu ei ole kiinni sekd nurkka- etta sdrmapalassa, nahdaén etta
N NS = (. Tasta seuraa, ettd nurkka- ja sdrméapaloja permutoivat aliryhmét
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Sy ja Ss muodostavat suoran tulon ryhméssé Sss. Tamé todistetaan seuraavassa
lauseessa hieman yleisemmassd muodossa.

Lause 5.12. Olkoot ¥ ja T joukon X symmetrisen ryhmdn Sx aliryhmid. Ole-
tetaan, ettd joillain joukoilla A, B C X pitee AN B = (), supp(c) C A kaikilla
o € ¥ ja supp(t) C B kaikilla 7 € T. Tdlloin X ja T muodostavat suoran tulon
ryhmdssa Sy .

Todistus. Ensinndkin huomataan, ettd jos ¢ kuuluu molempiin ryhmiin ¥ ja T,
niin taytyy patea supp(o) C AN B = 0, eli o(z) = x kaikilla alkioilla z € X.
Taten o = id.

Olkoot sitten o € ¥ ja 7 € T. Jos x € A, niin permutaation kantajan ominai-
suuksien perusteella pétee o(x) € A. Koska supp(7) N A = (), nadhdaan etta

To(r) =o(x) = or(x).
ey

Jos taas x € B, niin 7(x) € B, ja

al(ic_)/ =71(z) = 10 (2).

Lopulta, jos * ¢ AU B, niin o(z) = 7(z) = z, joten o7(x) = 7o(x). Niin on
osoitettu, ettd o = 70, eli aliryhméat ¥ ja T ovat keskendédn vaihdannaisia. Ne
muodostavat siis suoran tulon. O

Ryhmét Sy ja Ss muodostavat suoran tulon kaikkien ruutujen permutaatio-
ryhmaéssa Syg. Kaikki ndiden ryhmien alkiot eivét kuitenkaan ole laillisia siirtoja.
Maaritelladn siksi vield erikseen edelld késiteltyjen ryhmien Rubikin ryhméaén si-
séltyvat osat.

Maaritelma 5.13. Joukkoa R, = RN Sy kutsutaan Rubikin nurkkaryhmdksi ja
joukkoa Ry = R N Sg puolestaan Rubikin sdrmdryhmdksi.

Rubikin nurkkaryhma sisaltda sellaiset lailliset siirrot, jotka liikuttavat vain
nurkkaruutuja, ja sdrméryhmé puolestaan on niiden siirtojen joukko, jotka lii-
kuttavat vain sarméaruutuja. Koska namé joukot on maéritelty kahden ryhmén
leikkauksina, ne ovat itsekin ryhmia ja siten Rubikin ryhmén aliryhmia. Edelleen
ryhméat R, ja Ry muodostavat Rubikin ryhman sisdisen suoran tulon, silla niiden
kantajat ovat erilliset (kantajat sisaltyvit edelleen joukkoihin N ja S). Tuloryh-
méaan R, x R, kuuluvat siirrot koostuvat nurkkiin ja sarmiin vaikuttavista osis-
ta, joita voidaan késitella toisistaan riippumatta. Rubikin ryhmassa on kuitenkin
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Kuva 17: Tuloryhmén R,, x R, asema Rubikin ryhméssa

myo6s sellaisia siirtoja, jotka eivat kuulu kyseiseen tuloryhméan. Kuvassa 17 on
esitetty Venn-diagrammina Rubikin ryhmaéan ja tuloryhméan R, x R, suhde.

Jako nurkka- ja siérméaryhmiin heijastuu myos asento- ja paikkaryhmiin. Asen-
toryhméa koskeva tulos voidaan jélleen antaa yleisessda muodossa.

Lause 5.14. Jos H ja K ovat ryhmdan G aliryhmid ja N on G:n normaali aliryh-
md, niin HNN < H ja KNN K.

Todistus. Kahden aliryhmén leikkaus on aliryhmé, joka sisaltyy kumpaankin leik-
kaavaan aliryhméén. Se on siis erityisesti niiden molempien aliryhma. Lisdksi, jos
n € HN N ja h € H, niin "n € N, koska N on normaali G:ssi, ja "n € H,
koska n € H. Taten H N N on normaali aliryhmé H:ssa. Samalla tavoin voidaan
todistaa, ettd K N N on normaali aliryhma K :ssa. O

Koska asentoryhmé R, on Rubikin ryhméan normaali aliryhma, ovat leikkaus-
ryhmat
R..=R,NR, ja Ry =R;NR,

edellisen lauseen nojalla normaaleja vastaavissa ryhmissa R, ja R;. Nain ollen
voidaan muodostaa tekijaryhmat

Rnp - Rn/Rna .ja Rsp = Rs/Rsa-

Néiden tekijaryhmien tulkinta on se, ettd R,,,:n alkiot vaihtavat vain nurkkapalojen
paikkoja ja Rg,:m alkiot vain sdrmdpalojen paikkoja, niiden asennoista vélittamatta.
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Néytetaédn vield lopuksi, etté tekijaryhmat R, ja R, voidaan upottaa luonnol-
lisella tavalla Rubikin paikkaryhmaén, jossa ne muodostavat suoran tulon. Merki-
tdan tassa yhteydessa eri aliryhmiin liittyvia sivuluokkia seuraavasti:

[g]n = aRnaa [T]S - TRSG ja [p] - pRa-
Tassa tietysti c € R,,, 7 € R; jap € R.

Lause 5.15. a) Tekijiryhmdt R, ja Ry, ovat isomorfisia joidenkin Rubikin paik-
karyhmdn R, aliryhmien kanssa. Isomorfismeiksi voidaan lisiksi valita sellaiset,
etti o1 : (0], — [o] kaikilla o € R, ja s : [T]s — [7] kaikilla T € R;.

b) Ryhmien R,, ja Ry, kuvat a)-kohdan isomorfismeissa muodostavat suoran
tulon ryhmdssda R,,.

Lauseen a)-kohdan merkitys on seuraava: Ajatellaan esimerkiksi nurkkaryh-
méan kuuluvia permutaatioita vélittamétta palojen asennoista. Tamé on tietysti
sama asia, kuin jos ajateltaisiin sellaisia paikkaryhmén siirtoja, jotka vaikuttavat
vain nurkkapaloihin (ks. kuva 18). Kyseessid on kuitenkin eri tekijaryhmat, silla
ne on muodostettu eri normaalien aliryhmien avulla. Nyt todistettava lause antaa
tallaisten tekijaryhmien vilille luonnollisen isomorfismin.

Lauseen 5.15 todistus. a) Tarkastellaan ryhméé R,,,. Toisen ryhmén tapauksessa
todistus on aivan samanlainen. Koska ollaan maaritteleméssa kuvausta tekijaryh-
malta johonkin toiseen ryhmaéaén, on aluksi tarkistettava, ettd kuvauksen arvot
eivat riipu sivuluokan edustajan valinnasta (eli kuvaus on ns. hyvin maéritelty).

Olkoon ¢ € R,. Jos nyt [o], = [0], jollain ¢/ € R,, niin 070’ € R,,.
Erityisesti télloin pétee o~ 'o’ € R, eli [0] = [0']. Siispa jokaista sivuluokkaa
0], € R,, vastaa yksikésitteinen sivuluokka [o] € R,, joten voidaan mééritel-
14 kuvaus ¢ : R,, — R,, jolle pitee ¢([c],) = [o]. Téallainen kuvaus on lisdksi
homomorfismi, silla kaikilla o, 09 € R,, patee

o([o1]n) - p1([o2]n) = [o1] - [0a] = [o109] = p([0102],) = @([o1]n - [02]n).

Osoitetaan, ettd kuvaus ¢ on injektio. Oletetaan sitd varten, ettd (o] = [o9]
joillain 01,09 € R,. Talloin pitee o;'cy € R,. Toisaalta R, on ryhmad, joten
pitee myos oy oy € R,. Siispd o7 0y € Ry eli [01], = [02]n. Kuvaus ¢ on siis
injektiivinen homomorfismi ryhmalle R,, joten l&htéryhma R,, on isomorfinen
kuvaryhméan Im(¢) < R, kanssa.

b) Osoitetaan, ettd kuvaryhmét

{loe] eR, | o €eR,} ja {[7] €R,|7TeRs}
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muodostavat suoran tulon paikkaryhmasséd R,. Olkoot 0 € R,, ja 7 € R,. Koska
R,, ja R, muodostavat suoran tulon, patee o7 = 7o. Niinpa

[0] - [7] = [o7] = [ro] = [7] - [o].

Kuvaryhmat ovat siis keskendén vaihdannaisia.

Oletetaan sitten, etta [o] = [7] joillain 0 € R, ja 7 € Ry, ja pyritaan osoitta-
maan, ettd [o] = [7] = [id]. Talloin kuvaryhmien leikkaus on triviaali.

Koska [o] = [7], ndhdaan etta
o=r71p jollain p € R,.

Yhtalon vasemmalla puolella oleva permutaatio kuuluu ryhmaan R,,, joten se ei
liikuta sarméapaloja paikoiltaan. Toisaalta oikealla puolella oleva permutaatio on
puolestaan tulo sirméaryhmén ja asentoryhman siirroista, joten se ei liikuta nurkka-
paloja paikoiltaan. Koska vasen ja oikea puoli ovat samat, kumpikaan permutaatio
ei litkuta mitdén paloja paikoiltaan. Taten o € R, eli [o] = [r] = [id]. O

D @ T
ST R I ]

Kuva 18: Tuttu nurkkapalojen 3-sykli esitettynd nurkkaryhmaésséd. Kun palojen
asennot jatetddn huomiotta (eli siirrytadn tekijiryhméén), saadaan ryhmén R,
alkio, joka voidaan samastaa paikkaryhman R, vastaavan 3-syklin kanssa.

Huom. Lauseen a)-kohta péatee ryhmissa yleisesti, kun ryhmét on maaritelty
lausetta 5.14 vastaavalla tavalla: talloin ryhméé R,,, vastaa ryhméa H/(HNN) jne.
Tallaiset aliryhmén tekijaryhmat voidaan siis aina upottaa laajempaan tekijaryh-
méin G/N. Sen sijaan b)-kohdan tulos ei pade yleisesti edes permutaatioryhmilla,
vaikka aliryhmien kantajat olisivatkin erilliset. Upotetut tekijaryhméat saattavat
nimittain yleisessa tapauksessa leikata toisiaan epétriviaalisti. Rubikin kuution
rakenne kuitenkin estad taman.

Kuvassa 19 on kaavamaisesti esitetty tuloryhméan R, x R, rakenne. Kullakin
vaakarivilla vierekkaiset ryhmat muodostavat suoran tulon. Niin kuin aiemmin on
mainittu, jos annettu Rubikin kuution asema sisdltyy tuloryhmaan R,, x Ry, niin
nurkkaruudut voidaan ratkaista sarméruuduista riippumatta. Asema on nimittain
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talloin tulo kahdesta permutaatiosta, joista toinen vaikuttaa pelkkiin nurkkaruu-
tuihin ja toinen pelkkiin sérméaruutuihin. Voidaan esimerkiksi ratkaista ensin nurk-
karuudut (vasen sarake), sitten sirmaruudut (oikea sarake). Edelleen sekéd nurkka-
ettd sarméapalojen kohdalla voidaan noudattaa aikaisempaa jakoa, jossa ratkais-
taan ensin palojen paikat, sitten niiden asennot. Ensin siis kaytettéisiin jompaa
kumpaa kuvion alarivin ryhmééa (paikkaryhmad), sitten sen ylapuolella oleva ryh-
MAA.

Kuva 19: Tuloryhmén R,, x R, rakenne

Toisaalta mika tahansa asema voidaan ratkaista myos ratkaisemalla ensin kaik-
kien palojen paikat, sitten niiden asennot. Lauseen 5.15 a)-kohdan perusteella paik-
koja muuttavat nurkkaryhmén permutaatiot ovat sama asia kuin nurkkiin kohdis-
tuvat paikkaryhmén permutaatiot, ja sama patee sarméaryhmalle. Lisédksi saman
lauseen b)-kohdan mukaan nurkka- ja sarmépalojen paikkaryhmét muodostavat
suoran tulon koko paikkaryhmaésséa, joten ne voidaan myos ratkaista toisistaan
taysin riippumatta. Jokainen tuloryhméan R, x R, asema voidaan siis ratkaista
esimerkiksi siirtdmaélla ensin nurkkapalat paikoilleen, ratkaisemalla sitten sarmien
paikat ja asennot, ja asettamalla lopuksi nurkat oikeisiin asentoihin. Muutkin yh-
distelméat ovat mahdollisia; ainoa rajoitus on, ettd ennen kutakin ylarivin ryhméa
on ratkaistava sen alapuolella oleva ryhma.

Edella esitetyt ratkaisuvaihtoehdot toimivat kuitenkin ainoastaan tuloryhmaés-
sd R, X Ry, joka ei sisalld kaikkia mahdollisia asemia. Luvussa 5.4 selvitetaén,
miten yleisestd tapauksesta voidaan aina siirtyd tuloryhmaéén.

5.3 Algoritmi 2: sirméapalojen 3-sykli

Sarmépaloja kiertavéa 3-sykli on samankaltainen kuin aiemmin opittu nurkkapalo-
jen 3-sykli. Se on jélleen muotoa oro '7~!, missi o on perussiirto U~! ja 7 kol-

men siirron yhdistelmé F~'Ug"' L. Yhdessi niistd koostuu siis kuvassa 20 esitetty
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kahdeksan siirron sarja

U'F'US'LUL 'UgF.

Tamaé siirtosarja suoritetaan tietysti oikealta vasemmalle, aloittaen siirrosta F'.

5 5 (5
4 4 4
112 |3 || 9|6 | 1| 9|6 | 1|7
8 8 2
r C r 1
6(| fT¥7 | L1 10| fYs2 | | N )10 | [
9 (10| M 11|73 1713
U ,
— Y 1 1
D& 10 10
45
1110 3 | (] 3145 | 96 |3
2 15 f
6 | I | 7|4 6 |~I7 L Ul r | 4
9 11 9 11 1|75
-1
1 1. U
10 1O X A
o5
9|6 |3 ||/ 3|1 2| 5|4 1110| 3
I'E I‘8 r
a7 )2 [ 6 | f |7 || 6 | f |7 ‘
11|75 9| 4 | M1 94| M1

Kuva 20: Sarmépalojen 3-sykli

Algoritmi on téssé kirjoitettu siirron Ug avulla, joka on kuution keskitahkon
siirto. Tama on tehty sen takia, etté siirtosarja olisi helpompi hahmottaa. Toisaalta
tasta seuraa, etta siirrot I’ ja L nayttdavat nyt kuvassa molemmat pyorittavan etu-
tahkoa, vaikka todellisuudessa kyseinen “etutahko” on kdantynyt oikealle siirron
Us vaikutuksesta siind vaiheessa, kun ruvetaan kiyttidmiin siirtoa L™!, ja tilal-
le on tullut aiemmin vasemmalla sivulla ollut tahko. Kuvassa tahkoja merkitaén
keskipalojen kirjaimilla f, r ja 1.

5.4 Rubikin paikkaryhméan ratkaiseminen
Tasséa luvussa tarkistetaan ensin, etta kaikki sirmapalojen 3-syklit ovat mahdolli-

sia siirtoja. Sen jalkeen tutkitaan Rubikin paikkaryhmaén parillisuusominaisuuksia,
joita hyvaksi kiyttden saadaan lopulta nurkka- ja reunapalat oikeille paikoilleen.
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Kéaydadn ensin ldpi kaikki kolmen sdrmépalan kombinaatiot samalla tavoin
kuin aiemmin (luvussa 4.3) tehtiin nurkkapaloille. T&ll4 kertaa kombinaatioita tu-
lee yhteensa (132> = 220 kappaletta, ja ne voidaan jakaa 13 joukkoon kuvan 21 mu-
kaisesti. Kunkin joukon sisélld kombinaatiot saadaan kuvan mukaiseen asentoon
koko kuutiota kiertamaélla.

N N

— N N — N v TN
1
L
A, A, A, A,
P 2 P i
d K S d
K
s
B Cc D E

1 // K 1 K 1
K K
V
F1 FZ G1 G2
K 1

Kuva 21: Kolmen reunapalan kombinaatiot

Lasketaan kunkin edelld mainituista joukoista sisaltdmien kombinaatioiden lu-
kumaéra, jotta varmistutaan siitd, ettd muita kombinaatioita ei ole.

A Kirjaimilla Ny ja Ny merkityt palat voivat sijaita milla tahansa kuution kuu-
desta sivusta neljassa eri nurkassa. Kolmas pala on aina palaa Ny vastapaéta.
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A27 A37 A4

F17F2

G17 G2

Joukossa on siis 6 - 4 = 24 kombinaatiota.

Néama kombinaatiot saadaan joukon A; kombinaatioista yksikésitteiselld ta-
valla, nimittain kiertamaélla yldtahkoa kussakin tapauksessa tietyn verran.
Kussakin joukossa on siis 24 kombinaatiota.

Kirjaimilla N; ja Ny merkityt palat voivat sijaita milla tahansa kuution kuu-
desta sivusta neljésséa eri nurkassa. Kolmas pala sijaitsee vastakkaisen nurk-
kasdrméan keskelld. Kombinaatioita on 6 - 4 = 24 kappaletta.

Kaikki kolme palaa sijaitsevat samalla keskitahkolla. Keskitahkoja on yhteen-
sé kolme, ja kirjaimella K merkitty pala voi olla mika tahansa keskitahkon
neljasta reunapalasta. Vaihtoehtoja on siis yhteensa 3 - 4 = 12 kappaletta.

Kirjaimella S merkityt palat voivat sijaita vierekkain milla tahansa kuution
kolmesta keskitahkosta. Vaihtoehtoja niiden sijainnille saadaan yhteensa 12.
Kolmas pala voidaan sen jalkeen valita vastakkaisen sivutahkon jommasta
kummasta reunasta. Namé vaihtoehdot saadaan toisistaan kaantamalla kuu-
tio ylosalaisin. Kombinaatioita on siis 24.

Kaikki palat sijaitsevat samalla sivutahkolla. Sivutahkoja on kuusi, ja kir-
jaimella K merkitty pala voidaan valita kullakin tahkolla 4 palan joukosta.
Kombinaatioita on siis 24.

Néissa tapauksissa kirjaimella K merkitty pala voidaan valita kunkin sér-
mén keskeltd, ja kaikki kolme palaa maéardytyvit sen mukaan. Molemmissa
joukoissa on siis 12 kombinaatiota.

Kirjaimella K merkitty pala voidaan valita kunkin nurkkapalan joukosta,
ja palat maardytyvit sen mukaisesti. Vastakkaisia nurkkia vastaa kuitenkin
sama kombinaatio, joten néissd joukoissa on kummassakin 8/2 = 4 kombi-
naatiota.

Kirjaimella K merkitty pala voidaan valita kustakin nurkasta, ja palat sijait-
sevat sen vierelli. Kombinaatioita on 8 kappaletta.

Yhteensa luetelluissa joukoissa on 7-24 4312+ 8+ 2-4 = 220 kombinaatiota.

Lause 5.16. Mika tahansa ryhmdn R, 3-sykli, joka liikuttaa vain sirmdpaloja, on
mahdollinen siirto.
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Todistus. Kuten luvun 4.3 vastaavassa todistuksessa, jossa tarkasteltiin nurkkapa-
lojen 3-sykleja, tassakin riittda todistaa, etté jokaista kuvassa 21 lueteltua kombi-
naatioiden joukkoa kohti 16ytyy siirto, jolla palat saadaan kirjaimella A; merkit-
tyyn perusasemaan. Edelleen kunkin kombinaatiojoukon sisalld kombinaatio saa-
daan kuvan mukaiseen asemaan kuutiota kiertamalla, jonka jalkeen siirrot voidaan
nimetd uudelleen niin, ettd katsojaan péin olevan tahkon kierroksi tulee F', yla-
tahkon kierroksi U jne.

Konjugoivan siirron kdanteissiirto 10ytyy seuraavasti: Ensin saatetaan kuutiota
kiertdmaélla kuutio johonkin kuvan 21 kolmestatoista asemasta, joista jokaisessa
oletetaan sinisen sivun osoittavan ylospéin ja keltaisen sivun katsojaan péin. Jos
paddyttiin asemaan Ay, siirto on valmis. Muuten suoritetaan (uudelleen nimettyja)
perussiirtoja oheisen taulukon mukaisesti riippuen siitd, mihin asemaan paadyttiin.
(Siirrot suoritetaan oikealta vasemmalle.)

asema | siirto asema | siirto
As U1t E R

As U? F RD!
Ay U F, F~'D

U'D'R | G4 UF~'R?
R'B™! Go R7U!
R~ H RD'R™!

AW

Kaikissa tapauksissa 10ytyy siirto, jonka kaédnteissiirrolla konjugoiminen tuot-
taa halutun 3-syklin. O

Osoitetaan seuraavaksi lemma, joka liittyy siirtojen parillisuuteen. Merkitdan
sitd varten kaikkien nurkkapalojen paikkojen permutaatioryhmaa S%; ja samaten
kaikkien reunapalojen paikkojen permutaatioryhméd S%. Naitd ryhmia voidaan
ajatella symmetrisen ryhmén Sy (kaikkien palojen permutaatiot) aliryhmina. Ne
muodostavat lisiaksi suoran tulon ryhméssé Sog, silla supp(v)Nsupp (o) = 0 kaikilla
veSijaoe St

Lemma 5.17. Jos 7 on Rubikin paikkaryhmdn siirto, niin sille loytyy yksikdasit-
teinen esitys tulona T = v oo, missi v € S ja o € S§. Naille permutaatioille
pdtee sign(v) = sign(o).

Todistus. Koska 7 on paikkaryhmén siirto, se voidaan esittda paikkaryhméan pe-
russiirtojen 71, ..., 7, tulona. Kaikkien palojen permutaatioiden ryhmassa Ssy jo-
kainen perussiirto 7; on puolestaan kahden erillisen 4-syklin tulo, joista toinen
liikuttaa vain nurkkapaloja, toinen vain sdrmépaloja. Merkitadn naita 4-sykleja
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v; € S% ja o; € S§. Koska ryhmét S% ja S§ muodostavat suoran tulon, voidaan
kirjoittaa 7; = (14, 0;) jokaisella i. Néin saadaan siirrolle 7 esitys

T=(V1,01) (Vn,0n) = (V1Va++* Un, 0102 - 0y).

Merkitdan nyt v = vy ---1, ja 0 = o1 ---0,. Koska kaikki siirrot v; ja o; ovat
4-sykleja, patee
sign(v) = (—1)" = sign(o).
O

Jokainen Rubikin paikkaryhmén R, siirto voidaan siis kirjoittaa muodossa
(v,0) € S¥ x S§. Jos myds v ja o kuuluvat ryhméén R,, niin (v,0) on tulo-
ryhméssa R,, x R,,. Edellisen lemman avulla saadaan nyt lause, joka mahdollis-
taa paikkaryhmén ratkaisemisen. Merkinnoissa kaytetdan lauseen 5.15 antamaa
upotusta.

Lause 5.18. Oletetaan, etti 7 = (v,0) € R,. Jos sign(v) = 1 tai sign(o) = 1,
niin v ja o kuuluvat paitkkaryhmadn R,. Lisdksi tuloryhman R,, x Ry, indeksille
patkkaryhmdn aliryhmdnd pétee R, : R, x Rgp] < 2.

Todistus. Oletetaan, ettd sign(rv) = 1 tai sign(c) = 1. Edellisen lemman perus-
teella patee talloin sign(v) = sign(c) = 1. Aiemmin on osoitettu, ettd kaikki
nurkkapalojen 3-syklit ovat mahdollisia siirtoja, ja lauseen 3.12 mukaan jokainen
parillinen permutaatio saadaan 3-syklien yhdistelmana. Taten v € R,, ja sama
patee my6s permutaatiolle o.

Osoitetaan sitten, ettd [R, : R,, x R,,] < 2. Olkoon 7 = (m, ms) jokin paik-

karyhmén perussiirto. Oletetaan, ettd 7 = (v,0) € R, ei kuulu tuloryhméén
R, x Rsp,. Todistuksen alun perusteella joko sign(v) = —1 tai sign(o) = —1.
Talloin taytyy kuitenkin edellisen lemman mukaan olla sign(v) = sign(o) = —1,
ja koska perussiirrolle pétee sign(m;) = sign(my) = —1, saadaan

sign(m;'v) =1 ja sign(m,'o) = 1.
Y1I4 osoitettiin, ettd tdmin perusteella yhdistelmd 7~'7 = (7 'v, 75 'o) kuuluu
tuloryhméaan R, x Ry, joten 7 € 7 - (R,,, X Ry,). Koska miki tahansa tuloryh-
méan kuulumaton permutaatio kuuluu yhteen tiettyyn tuloryhmén sivuluokkaan,
sivuluokkia voi olla korkeintaan kaksi. O

1

Edellisen lauseen nojalla Rubikin kuution palat saadaan oikeille paikoilleen
seuraavalla tavalla:
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1. Selvitetdédn, onko ratkaistavassa asemassa nurkkapalojen (tai sirmépalojen)
permutaatio parillinen. Jos ei ole, tehddan jokin perussiirto. Taméan jalkeen
seka nurkka- ettd sarmapalojen permutaatio on parillinen.

2. Ratkaistaan nurkat ja sarmét erikseen aiemmin opittujen 3-syklien ja niiden
konjugaattien avulla.

5.5 Puolisuorat tulot

Kahden aliryhmén suorassa tulossa eri aliryhmien alkiot kommutoivat keskenaan.
Talloin aliryhmét ovat toisistaan riippumattomia. Ehtoa voidaan kuitenkin lieven-
tad, jos vain halutaan kahden aliryhméan tulon olevan ryhma eikéa riippumattomuu-
della ole niin valia.

Tarkastellaan kahta aliryhméaéd N ja H jossain ryhméssd G. Tulojoukon alkiot
ovat muotoa nh € N H, ja kahden téallaisen alkion tulo on nihy - nohs. Jotta tdma
alkio kuuluisi edelleen joukkoon N H, riittda etta toinen aliryhmisté, esimerkiksi
N, on normaali. Tall6in nimittdin ndhdadn, ettd N:n vasemman sivuluokan alkio
hino kuuluu myos vastaavaan oikeanpuoleiseen sivuluokkaan, joten hing = n’h;
eradlla n’ € N. Nain ollen

TLlhl . ’nghg = nln' . hlhg € NH.

Tulojoukko on siis suljettu laskutoimituksen suhteen. Samalla tavoin nahdéan
myos, ettéd kidnteisalkiot ovat mukana tulojoukossa, silld (nh) ™t = h=in=t = n/h~!
erdalla n’ € N.

Maaritelma 5.19. Ryhmén G aliryhmét N ja H muodostavat sisdisen puolisuo-
ran tulon, jos seuraavat ehdot patevat:

1) N on normaali G:ssé
2) NN H = {e}, missd e on ryhmén G neutraalialkio.
Puolisuoraa tuloa merkitaéan NH = N x H tai HN = H x N.
Esimerkki 5.20. Alternoivalla ryhmalld A4 on normaali aliryhma
N = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Tarkastellaan tamén lisdksi 3-syklin virittaméa aliryhmaa H = {id, (123), (132)},
joka ei ole normaali (esim. ¥ (123) = (124) ¢ A,). Naiden aliryhmien leikkaukses-
sa on vain identtinen permutaatio, joten ne muodostavat puolisuoran tulon N x H.
Kootaan kyseisen tulon alkiot taulukkoon.
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Jokainen alternoivan ryhmaén alkio esiintyy taulukossa tasmélleen kerran. Siispa
N x H = Ay, ja jokaisella A4:n alkiolla on yksikésitteinen esitys tulona noh, missé
neNjaheH.

Aivan kuten suoran tulon tapauksessa, myos puolisuorassa tulossa N x H alkioi-
den esitykset muodossa nh ovat yksikéasitteisia. Tamé seuraa méaaritelméan kohdas-
ta 2). Kahden alkion tulon esitys saadaan seuraavasta kaavasta, joka pétee kaikissa
ryhmissé:

nihy - nghy = ny(hinghT ) hihy = n1"ny - hyhs. (5.21)

Olennaista tdssd on, ettd aliryhmin N ollessa normaali konjugaatti "n,y kuuluu
edelleen aliryhméadn N. Téalloin kaavasta ndhdédan, ettd ei-normaalin ryhméan H
alkiot voidaan jalleen kertoa keskenadn N:n alkioista riippumatta, mutta toista
normaalin aliryhman alkiota on kerrottaessa konjugoitava ensin H:n alkiolla. Ky-
seessd, on siis erdanlainen puolittainen riippumattomuus.

Huom. Jos normaali aliryhmé& on tulossa oikeanpuoleisena, ylla oleva kaava
—1
tulee muotoon hyng - hong = hihs - "2 nyn,.

Kaavan (5.21) avulla voidaan mééritella myos kahden erilaisen ryhmén ulkoi-
nen puolisuora tulo. Ongelmana on vain se, ettd alkion n konjugointi alkiolla h
ei onnistu, jos n ja h ovat eri ryhmissa. Téallainen ulkoinen konjugointi voidaan
kuitenkin méaaritelld, kun ensin mietitdan, minkalainen operaatio konjugointi itse
asiassa on.

Konjugoinnissa jokaiseen ryhman G alkioon g liitetdan kuvaus x +— 9. Tamé
kuvaus on ryhmén G sisdinen automorfismi eli bijektiivinen homomorfismi ryh-
maélta itselleen. Lisaksi konjugointi toteuttaa ns. ryhmdan toiminnan ehdot: neut-
raalialkiota vastaa identtinen kuvaus x — x, ja alkioiden tuloa vastaa yhdistetty
kuvaus, nimittéin 9"z = ! (hx) Néamaéa ominaisuudet huomioiden voidaan maaritel-

14 ryhman konjugointi toisessa ryhmaéssa.

Mairitelma 5.22. Olkoot G ja H ryhmia. Kuvausta g — ¢, joka liittaa jokaiseen
G alkioon g jonkin kuvauksen ¢, ryhmalta H itselleen, kutsutaan konjugoivaksi
toiminnaksi, jos seuraavat ehdot tayttyvat:

1) kuvaus ¢, on isomorfismi (eli automorfismi) jokaisella g € G

2) ¢, on identtinen kuvaus, jos e on G:n neutraalialkio
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3) Pgige = Pg1 © Py kaikilla g1, g2 € G.

Konjugoivan toiminnan késitteen sekéd kaavan (5.21) avulla voidaan madritella
kahden mielivaltaisen ryhméan puolisuora tulo.

Maaritelméa 5.23. Olkoot (N, <) ja (G, %) ryhmid. Oletetaan, ettd on méaaritelty
jokin ryhmén G konjugoiva toiminta g — ¢, ryhmassa N. Ryhmien N ja G ul-
koinen puolisuora tulo N x G muodostuu pareista (n,g), missi n € N ja g € G.
Laskutoimitus maaritellian kaavalla

(n1,91)(n2, 92) = (110 g, (n2), g1 % g2).

Toisinpéin merkityssé puolisuorassa tulossa G x N laskutoimitus on vastaavasti

(91,m1)(g2, n2) = (91 * G2, g, (M) <>n2).

Tuloa voidaan merkitd myos ulkoisuutta korostaen (N x G), tai (G x N),.

Huom. Ulkoisen suoran tulon rakenne riippuu valitusta konjugoivasta toimin-
nasta. Toiminnaksi voidaan aina valita ¢, = id kaikilla g, jolloin puolisuorasta
tulosta tulee suora tulo. Eri valinnat tuottavat kuitenkin erilaisen tulon.

Toisin kuin suoran tulon tapauksessa, ulkoisesta puolisuorasta tulosta on vaikea

akkiseltadn nahda, etta se todella on ryhmaé. Todistetaan tdméa seuraavaksi.

Lause 5.24. Ryhmien (N, ) ja (H,*) puolisuora tulo on ryhmd.

Todistus. Puolisuora tulo on suljettu laskutoimituksen suhteen, koska konjugaatti
©g,(n2) on ryhmén N alkio ja siten tulo ny ¢ g, (n2) kuuluu ryhméén N. Tarkis-
tetaan ryhmén aksioomat.

1) Laskutoimitus on liitdnnéinen, silla kaikilla ny,n9,n3 € N ja g1, 2,93 € G
patee
N1 0 9, (n2), g1 * g2) (13, gs)

((711,91)(”2792 ) n3, g3) ( (

(nl © ©g,(N2) © Pgyugy (13), g1 % g * 93)
(10 0

(

ny ¢ P 77,2 < P (9092 (77,3)), g1 * ga * 93)

ny o 9091 N2 & Py, (nS))a g1 * go * 93)
= (n1,g )(nz © gy (13), 9o * 93)
= (n1,91)((n2, 92) (13, 93) ).
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Téssé kdytettiin hyviksi muun muassa niita tietoja, ettd ¢ (n1ng) = @4(n1)p,(n2)
ja Pgrgo () = g, (0g5(N)).

2) Puolisuoran tulon neutraalialkio on pari (ey, eg), missd ey on N:n neutraa-
lialkio ja eg on G:n. Kaikilla n € N ja g € G nimittéin pétee

(en,ec)(n, g) = (en © ey (n), €c * g) = (ex on, g) = (n,g)
ja

(nag)(eNa eG) = (TL<> 909(61\/), g * eG) = (7’L<> €N, g) = (TL,g)
Y14 kaytettiin tietoja ¢., = id ja pg(en) = ey (homomorfismi).

3) Alkion (n, g) kdanteisalkio puolisuorassa tulossa on (¢,-1(n~ '), g71), silla

(-1 (n71), g71) (n,9) = (-1 (n7") 0 01 (n), g % g)
= (pg1(n " on), eq) = (94-1(en), €c)
= (en, €g)
ja
(n,9) (g1 (n71), g71) = (no g (g1 (1), g g™")
= (noppu1(n™), ec) = (nopes(n™), ec)

= (non_ : eg) = (en, €q).

Nyt on osoitettu, etta puolisuora tulo N x G on ryhma. Tapaus G x N voidaan

késitelld samalla tavalla. Tuossa tapauksessa kadnteisalkioksi tulee (g7, ¢,(n™1)).
0

Esimerkki 5.25. Tarkastellaan nelion symmetriaryhman aliryhméa
N = {id, m, p*, w0 p*},

missi 7 on peilaus pystyakselin suhteen, p? kierto puolirympyrin verran, ja m o p?
peilaus vaaka-akselin suhteen (vrt. esimerkki 4.9). Tadmé& ryhmaé on vaihdannainen,
ja sen kertotaulu nayttaa seuraavalta:

o id 7r P> mop?
id id T 0> mop?
v T id 7wop? p?
0> p? mop? id T
mTop?|mop* PP s id
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Muodostetaan nyt ryhmén N puolisuora tulo ryhmén Zg = {[0], [1], [2] } kanssa.
Sitd varten on ensin méariteltava ryhmén Zs konjugoiva toiminta ryhméssa V.

Konjugoivan toiminnan maaritelman mukaan taytyy olla ¢g = id, ja ¢y =
©141 = 1 © 1. Tarvitsee siis valita vain alkiota [1] € Z3 vastaava homomorfismi
1. Maéritellaédn se seuraavan taulukon mukaisesti:

o |id © p* mop?
ei(o)|id p* wop® w

Taulukosta nahdaan suoraan, ettd ¢; on bijektio. Homomorfisuuden tarkistami-
seksi pitéisi tarkistaa kaikki tulot ¢q(0)ow1(7), joissa o ja T ovat N:n identtisesta
poikkeavia permutaatioita. Tyydytaan téassé tarkistamaan vain yksi:

pr(m) o i (p?) = p? o (mo p?) =7 = pi(mo p?).
Koska ¢ on isomorfismi, myos ¢y on. Liséksi voidaan helposti varmistua myo6s
siita, etta
vo(0) = pr1111(0) = (p(p(0))) = id(0)
kaikilla ¢ € N. Konjugoiva toiminta voidaan siis méaritelld edellda kuvatulla ta-

valla, ja niinpa voidaan maéaritelld myos tatd toimintaa vastaava puolisuora tulo
N x Zg.

Lasketaan lopuksi esimerkin vuoksi alkioiden kertaluvut ryhméssd N x Zgs.
Kaikilla o € N pétee

(6,0)(0,0) = (00 40(0),0+ 0) = (50 0,0) = (id, 0),
silld kaikkien N:n alkioiden kertaluku on 2. Muotoa (o, 0) olevien alkioiden kerta-
luku on siis kaksi (paitsi neutraalialkion (id, 0)).

Olkoot sitten o € N ja k # 0. Télloin

(0,k)(0,k) = (0 opk(o),k+ k)= (00pr(o),2k).

Saatu alkio ei ole neutraalialkio, koska 2k on nollasta poikkeava kaikilla k € Zs.
Toisaalta

(0,k)® = (0 0 pi(0),2k)(0,k) = (0 0 pp(0) 0 o), 2k + k)
= (0 0 ¢pr(0) 0 par(0),0).

Jos viimeisessa lausekkeessa o = id, niin tulo coyy(0)opax (o) on kolmen identtisen
permutaation tulo. Jos taas o # id, niin kyseisessé tulossa on kolme eri identtisesté
poikkeavaa permutaatiota. Molemmissa tapauksissa tulo on identtinen kuvaus,
joten (o, k) on neutraalialkio. Siis jos k # 0, niin alkion (o, k) kertaluku on kolme.

Tarkempi tutkimus osoittaisi, ettd puolisuora tulo N x Zs on itse asiassa iso-
morfinen ryhméan A, kanssa.
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