4 Konjugointi

4.1 Konjugoinnin maaritelma

Usein ryhmén alkiot kuvaavat operaatioita jossain joukossa. Permutaatiot ovat
tasta hyva esimerkki. Téallaisessa tapauksessa voidaan konjugoinnilla siirtaéd jos-
sain joukon osassa toimiva operaatio toiseen osaan. Tasta on hyotya varsinkin, jos
edelld mainittu operaatio on erityisen helppo hahmottaa ja sitd halutaan kayttéa
uudelleen jossain toisessa kohdassa.

Maaritelma 4.1. Olkoon G ryhma ja olkoon g € G. Ryhméan G siséista kuvausta
T gsL’g’1

nimitetdin konjugoinniksi ja tulosalkiota gzg~! alkion x konjugaatiksi. Konjugaat-
tia merkitddn myos grg~! = 9x. Jos X on ryhmin G osajoukko, niin joukko

IX=gXg ' ={gzg " |z € X}
on joukon X konjugaattijoukko.

Konjugointi on kaantyvéa operaatio: kun konjugoitu alkio Y2 konjugoidaan uu-
destaan alkiolla ¢!, saadaan alkuperiinen alkio z. Jos ryhmé on vaihdannainen,
niin kullakin alkiolla on ainoana konjugaattinaan vain alkio itse, silli gzrg~! =
g9~ 'z = z. Toisaalta ei-vaihdannaisissa ryhmissid konjugointi on hyvin yleinen
tyokalu. Esimerkiksi lauseen 3.4 normaalisuuskriteeri voidaan lausua muodossa:

H on normaali jos ja vain jos se sisaltaa kaikkien alkioidensa konjugaatit.

Esimerkki 4.2. Olkoon 7 = (123) € Sy ja olkoon o = (167)(259)(38). Nyt o~ =
(83)(952)(761), ja

71 = (167)(259)(38)(123) (83)(952)(761) = (586).

o o1

Esimerkin 3-sykli saatiin siis konjugoimalla siirretyksi toimimaan lukujen 1, 2 ja 3
sijasta luvuilla 5, 8 ja 6.

Vaikka konjugointi on téssd maaritelty vain ryhmén sisaiseksi operaatioksi,
kyse on oikeastaan yleisemmasté periaatteesta. Jos esimerkiksi f on topologisten
avaruuksien X ja Y vilinen homeomorfismi ja gy on jatkuva kuvaus joukolta Y it-
selleen, voidaan konjugoimalla muodostaa jatkuva kuvaus gx = fogy o f ! joukol-
ta X itselleen. Konjugointia vastaava operaatio on tuttu myos lineaarialgebrasta,
kuten seuraava esimerkki osoittaa.
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Kuva 10: Syklin siirto konjugoimalla

Esimerkki 4.3. Olkoon annettu tasossa origon kautta kulkeva nouseva suora,
jonka x-akselin kanssa muodostama kulma on « astetta. Tarkastellaan lineaari-
kuvausta L, joka projisoi minké tahansa tason pisteen (eli 2-ulotteisen vektorin)
kulmassa  annetulle suoralle (ks. kuva 11).

Kuva 11: Projisointikuvaus

Mainitun lineaarikuvauksen matriisia ei ole ihan helppo muodostaa, vaikka ku-
vaus on geometrisesti yksinkertainen. Tiedetddn kuitenkin, ettd kuvauksella on
kaksi ominaisarvoa: suoran suunnassa olevilla vektoreilla x patee Lx = x ja pro-
jektiosuunnassa olevilla vektoreilla puolestaan Lx = 0. Ominaisarvot ovat siis 1
ja 0. Lineaarikuvauksen matriisi voidaan nain ollen diagonalisoida niin, etta se on
muotoa D = P~'LP, missi P on kannanvaihtomatriisi, joka vaihtaa kantavekto-
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reiksi suoran ja projisoinnin suuntaiset vektorit. Téassa uudessa kannassa ilmoitet-
tuna kuvaus ainoastaan projisoi kohtisuoraan jalkimmaisen koordinaatin suhteen,
joten sen matriisiksi tulee diagonaalimatriisi

10
D= )
Kannanvaihtomatriisi P puolestaan on helppo muodostaa, koska se vain kiertda
kantavektoreita (1,0) ja (0, 1) niin, ettd ne tulevat suoran ja projisoinnin suuntai-

siksi. Talloin P(1,0) = (cosa,sina) ja P(0,1) = (— cos(8 — a),sin(f — «)), joten
kannanvaihtomatriisiksi tulee

p_ [Cosoz —cos(B — a)] .

sina  sin(f — «)

Nyt siis alkuperainen lineaarikuvaus on saadun diagonaalimatriisin konjugaatti:
L = PDP~!, ja sen matriisi voitaisiin tistd yhtalostd myos helposti laskea.

Edellisesté esimerkistd nékyy hyvin konjugoinnin yleinen periaate. Tarkastel-
tava lineaarikuvaus on vaikeasti hahmotettava luonnollisessa kannassa, ja sen mat-
riisi on monimutkainen. Kannanvaihdolla voidaan siirtaa lineaarikuvauksen kuvai-
lema operaatio helpompaan koordinaatistoon, jolloin matriisistakin tulee selkea.
Operaation suorittamisen jéilkeen voidaan sitten palata taas alkuperdiseen kan-
taan.

Esimerkki 4.4. Maaritellaan jokaisella n € Z kokonaislukuja permutoiva kuvaus
o, seuraavasti: jos n € Z, niin o,(z) = n + z kaikilla € Z. Naméa kuvaukset
muodostavat ryhmén T = {0, | n € Z}, jossa id = 0¢, 0 © 0 = Opun ja

1

0, = 0_n. Ryhméa T on vaihdannainen, silla

Om O 0n = Omin = Ontm = Opn O O,

Néin ollen konjugointi ryhméssa T ei muuta alkioita lainkaan. Asia voidaan kui-
tenkin ndhda myos toisella tavalla.

Mikali ryhmén alkiot nimittdin toimivat jossain joukossa, niiden konjugoimi-
nen siirtda kyseisen toiminnan johonkin toisaalle samassa joukossa. Jos nyt patee
°T = T, tama tarkoittaa sita, ettd alkio 7 toimi jo alun perinkin sielld, mihin o
sen toiminnan siirtda. Vaihdannaisen ryhmén jokaisen alkion toiminta ulottuu siis
joka puolelle joukkoa, eika konjugointia siksi tarvita mihinkdan. Tama nahdaén
hyvin esimerkin ryhmassa 7', silla jokainen T:n alkio siirtda kaikkia kokonaislukuja
samalla tavalla, ja siksi alkion konjugoiminen on tarpeetonta.
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Koska konjugointi on saman operaation siirtamistd paikasta toiseen, voi olla
toisinaan hyodyllista tarkastella, mitkd operaatiot voidaan téssé mielesséd saman-
kaltaisia.

Maaritelma 4.5. Olkoon G ryhmaé ja olkoon = € G. Alkion x konjugaattiluokka
on niiden alkioiden joukko, jotka saadaan konjugoimalla alkiota x. Kyseinen joukko
on siis {gzg™' | g € G}.

Koska konjugointi on kadntyva operaatio, x kuuluu y:n konjugaattiluokkaan
jos ja vain jos y kuuluu x:n konjugaattiluokkaan. Toisaalta x kuuluu omaan kon-
jugaattiluokkaansa, silli ‘42z = x. Voidaan myds helposti osoittaa, ettd eri konju-
gaattiluokat ovat aina erillisid. Konjugaattiluokat muodostavat siis koko ryhmén
osituksen samalla tavoin kuin aliryhmien sivuluokat. Konjugaattiluokat voivat kui-
tenkin olla keskendan hyvinkin eri kokoisia.

4.2 Konjugointi permutaatioryhmissa

Permutaatioiden konjugoiminen on helppoa ja symmetrisessi ryhméssé konjugaat-
tiluokille saadaan yksinkertainen saanto.

Lause 4.6. Olkoot o,7 € S,,. Oletetaan, ettd T:n esitys erillisten syklien tulona
on

T = (371,1 .. -xl,kl) cee (.ﬁl}mJ .. .ZL’mng).

Merkitidn o(x; ;) =} ; kaikilla i ja j. Tdlloin 7:n konjugaatille pétee
T = (:1:/11 .. l’llkl) cee (37;n1 .. SL’Imkm)

Todistus. Merkitaan vaitteessé esiintyvaé tuloa

T = (@) @ T,

ja osoitetaan, ettd oro~! = 7/. Olkoon sité varten y € N,, mielivaltainen. Koska

o on bijektio, l16ydetaan jokin = € N, jolle y = o(x). Jos z ei esiinny 7:n sykliesi-
tyksessd, ei myoskadan y esiinny 7':n sykliesityksessa. Téassa tapauksessa 7/(y) = v,
jaoro(y) =o7(x) =0(z) = v.

Oletetaan sitten, ettd x esiintyy 7:n sykliesityksessa eli ettd x = z,  joillain r
ja s. Talloin pétee
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(Huomaa, etta sykliesitys voidaan valita siten, ettd s # k., kun 1-syklit jatetadn
merkitsemdttd.) Lisiksi nihddén, ettd y = z; , joten

T(Y) = @ w )] = [ on] = o (@)
Saatiin, ettd mielivaltaisella alkiolla y € N,, pitee 7/(y) = o(z,411) = o170 (y).
Siispé véite on todistettu. O

Jonoa (ni,ng,...,n,), missi jokainen n,, on permutaation o sykliesitykses-
sé esiintyvien erillisten m-syklien méaara, nimitetaén permutaation syklityypiksi.
Edella olevasta lauseesta saadaan suoraan seuraava seuraus.

Korollaari 4.7. Permutaatiot voivat kuulua samaan konjugaattiluokkaan vain jos
niilld on sama syklityypp?.

Lause 4.6 ndhdaan toiminnassa jo esimerkissa 4.2, jossa konjugoidaan 3-syklid
7 = (123) permutaatiolla o = (167)(259)(38). Koska télle patee (1) = 6, 0(2) =5
ja o(3) = 8, tuloksena on lauseen perusteella 3-sykli (658), kuten myos esimerkissé
nahtiin. Tarkastellaan seuraavaksi hieman monimutkaisempaa esimerkkia.

Esimerkki 4.8. Valitaan jokin n-sykli 7 = (27 z3...x,) ryhméstd S,, missa
n > 3. Taméa n-sykli virittdad aliryhmian H = {id, 7,72,..., 7" 1}. Osoitetaan, etti
H ei voi olla normaali.

Jotta H olisi normaali, sen téytyy sisaltda kaikkien alkioidensa konjugaatit.
Kuitenkin, jos o = (x1 x3), niin edellisen lauseen mukaan

T = (r9 1 X3 ... 7).

On helppo tarkistaa, ettd 7 (x2) = x1 vain, jos m = kn — 1 jollain kokonaisluvulla
k, mutta toisaalta 7%"~!(x;) = z, # w3 kaikilla k € Z. Néin ollen °7 on eri
permutaatio kuin 7™ kaikilla m, joten ?7 ei kuulu aliryhméaan H.

Kun kaytettavissi ovat kaikki symmetrisen ryhméan permutaatiot, myos kaikki
mahdolliset konjugoinnit onnistuvat, ja konjugaattiluokat muodostuvat tasmalleen
niista permutaatioista, joilla on sama syklityyppi. Jos sen sijaan rajoitutaan johon-
kin ryhmén S,, aliryhméén, konjugaattiluokat voivat hajota pienempiin osiin, kun
konjugoivaa alkiota ei enda loydykaan.

Esimerkki 4.9. Tarkastellaan ryhméan S, aliryhmaéa
Ds = {id, (1234), (13)(24), (1432),
(12)(34), (24), (14)(32), (13)},
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jota nimitetdan nelion symmetriaryhmdaksi. Nimitys johtuu siitd, ettd jos nelion
nurkat numeroidaan kuvan 12 mukaisesti, jokainen ryhmén Dg permutaatio vastaa
sellaista nurkkien siirtoa, joka sailyttéda nelion rakenteen. Toisin sanoen, jos neliota
kadnnelldan niin, ettd nurkat palautetaan lopulta alkuperiisten nurkkien paikoille,
saadaan niiden numeroinnin muuttumisesta ryhman Dg permutaatio.

T
N
1 : 2
G
4 3

Kuva 12: Nelion kierto ja peilaus

Neliota voidaan kadnnelld pédasiassa kahdella tavalla. Ensimmainen tapa on
neljainnesympyrin kierto myotapdaiviin, joka vastaa permutaatiota p = (1234).
Tama kierto voidaan suorittaa nelja kertaa, minké jélkeen nelio palaa alkuperéi-
seen asentoonsa, ja nain saadaan kierron virittdma aliryhmé

R = (o) = {id, (1234), (13)(24), (1423)}.
—_— ——
p? p?
Toinen tapa on esimerkiksi pystyakselin varassa suoritettu peilaus 7 = (12)(34).
Neliota voi peilata myos vaaka-akselin seké eri lavistdjien suhteen, mutta nama
kaikki peilaukset saadaan myos yhdistamalla jokin kierroista peilaukseen 7:

™= (12)(34), mp=(24), wp®=(14)(23) ja wp°® = (13).

Alkiot p ja 7 siis virittédvéit nelion symmetriaryhman.

Etsitddan ryhmén Dg jako konjugaattiluokkiin. Neutraalialkion yksi6 {id} muo-
dostaa aina oman konjugaattiluokkansa. Toisaalta syklityyppi rajoittaa sita, mitka
alkiot voidaan saada toisistaan konjugoimalla. Kokeilemalla nahdadn esimerkiksi,
etta

"(1234) = (1432),

joten yhden konjugaattiluokan muodostavat 4-syklit (1234) ja (1423). Konjugoin-
nilla on téssa erityinen geometrinen merkitys. Kun nelioon kaytetaédn peilausta,
nelio ikadn kuin kdantyy nurin pain, taustapuoli eteen. Talloin neljanneskierto
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myotapaivadn muuttuukin alkuperéisessa neliossa neljanneskierroksi vastapéivaan.
Sama toimii milld tahansa peilauksella, ja kaikki nama myo6s tuottavat saman kon-
jugaatin.

Pystypeilaus (12)(34) taas voidaan muuttaa vaakapeilaukseksi (14)(23) kierté-
malla neliota ensin neljanneskierroksen verran. Niinpa ?(12)(34) = (14)(23). Myos
diagonaalipeilaukset (24) ja (13) toimivat téssd konjugoivina alkioina. Samalla ta-
voin ndhdéaan vield, ettd esimerkiksi ”(13) = (24).

Jaljelle jaé viela kiertoalkio p* = (13)(24), joka on samaa syklityyppid kuin
vaaka- ja pystypeilaukset. Kierrolla konjugoiminen tuottaisi kuitenkin vain uuden
kierron. Jos taas konjugoitaisiin jollain peilausalkiolla 7, tulisi nelio kadnnetyksi
ensin nurin péin ja sitten kierron jalkeen jalleen oikein pain. Niinpa tuloksena ei
voi olla peilausta, jossa nelio jaisi loppujen lopuksi nurin péain.

Algebrallisesti sama voidaan todeta, kun huomataan, etta kiertoryhma R on
itse asiassa normaali aliryhmé. Sen indeksi on nimittain [Ds : R|] = |Ds|/|R| =
8/4 = 2. Niin ollen se siséltiad kaikki konjugaattinsa, joten kierto p? ei voi konju-
goitua ryhmaén ulkopuolella olevaksi peilaukseksi. Konjugaattiluokiksi saadaan siis
lopulta seuraavat joukot: {id}, {(1234), (1432)}, {(13), (24)}, {(12)(34), (14)(23)}

ja {(13)(24)}.

4.3 Konjugointi Rubikin ryhmassa

Konjugointi auttaa Rubikin kuution ratkaisussa merkittavasti, sill& sen avulla voi-
daan opittu siirtosarja siirtda kuution toiseen osaan. Jos esimerkiksi halutaan suo-
rittaa paikkaryhméssia R, kuvan 13 mukainen 3-sykli (124) aiemmin opitun syklin
o = (123) asemesta, voidaan ensin suorittaa perussiirto R, joka tuo palan 4
palan 3 paikalle (ja liikuttaa toki samalla muitakin paloja). Tamén jalkeen suori-
tetaan opittu siirto o, ja lopuksi palautetaan pala 4 paikalleen perussiirrolla R. On
siis suoritettu konjugaattisiirto ®o. Aiemman teoreettisen tarkastelun perusteel-
la tiedetédan, etta kyseinen konjugaatti todella on 3-sykli eika liikuta muita kuin
haluttuja paloja.

-~ o
T =1 = =
1 3 | P - 1 4 4 2 ASR 4 3
X
2 / 2 3 1 3 1

Kuva 13: Opitun siirron konjugointi
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Jotta kaikki nurkkapalat saataisiin paikoilleen tunnettua 3-syklid ja sen kon-
jugaatteja soveltamalla, téytyisi kahden ehdon tayttyé: ensinndkin nurkkapalojen
permutaation pitéisi aina olla parillinen. Tama johtuu siita, etta 3-syklit ja niiden
tulot ovat parillisia. Toiseksi kaikkien konjugointiin tarvittavien permutaatioiden
pitaisi olla laillisia siirtoja.

Ensimmainen ehto ei kuitenkaan pade, koska mika tahansa perussiirto on nurk-
kapalojen kannalta 4-sykli, joka ei ole parillinen. Toisaalta, jos nurkkapalat ovat
asennossa, joka vastaa paritonta permutaatiota, tekemaélla mikéa tahansa perussiir-
to (missi tahansa vaiheessa) saa tilanteen jélleen vastaamaan parillista permutaa-
tiota. Talloin se on periaatteessa mahdollista ratkaista 3-syklien avulla.

Kaydaan nyt lapi kaikki mahdolliset kolmen nurkkapalan kombinaatiot ja osoi-
tetaan, etta jokaista néista kohti 16ytyy permutaatio o, joka vie opittuun 3-sykliin
7 osallistuvat palat noiden kolmen nurkkapalan paikalle. Téalloin voidaan mika
tahansa 3-sykli suorittaa konjugaattina 7.

Lasketaan ensin, kuinka monta erilaista kolmen nurkkapalan kombinaatiota
kuutiosta yhteensé 16ytyy. Koska nurkkapaloja on yhteensid kahdeksan, lukuméara
on (g) = 56. Naméa kombinaatiot jakautuvat kolmeen joukkoon A, B ja C, jotka
nakyvat kuvassa 14. Jokaisen joukon sisalld kombinaatiot saadaan johonkin kuvan

kolmesta asennosta koko kuutiota kiertamaélla.

A B C

Kuva 14: Kolmen nurkkapalan kombinaatiot

Lasketaan nyt kussakin joukossa A, B ja C' olevien kombinaatioiden lukumaéaré,
jotta varmistutaan siitd, ettd ndma joukot todella sisdltédvat kaikki mahdolliset
kombinaatiot.

A: Tama on ainoa joukko, jossa kaikki nurkkapalat ovat samalla sivulla. Sivu-
vaihtoehtoja on kuusi, ja jokaisella sivulla kirjaimella N merkitty pala voi olla
neljassa eri nurkassa. Nain saadaan yhteensa 6 - 4 = 24 eri kombinaatiota.

B: Kirjaimilla S merkityt palat ovat samalla sarmélld. Tama sdrmé voidaan va-
lita 12 eri sairman joukosta. Kolmanneksi palaksi voidaan sitten valita jompi
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kumpi vastakkaisen sarmén nurkkapaloista. (Ndmé kombinaatiot saadaan
toisistaan kiertamalld kuutio ylosalaisin.) Yhteensd saadaan siis 24 kombi-
naatiota.

C': Nama kombinaatiot koostuvat kirjaimella K merkityn nurkkapalan viereisten
nurkkien paloista. Nurkan K valinta méaraa koko kombinaation téysin, ja se
voidaan valita vapaasti kaikkien kahdeksan nurkan joukosta. Kombinaatioita
on siis 8.

Yhteensa edelld laskettuja kombinaatioita on juuri 24 + 24 + 8 = 56, joten
kaikki kombinaatiot kuuluvat johonkin luetelluista joukoista.

Seuraavaksi on tarkoitus osoittaa, ettd jokainen nurkkapalojen kombinaatio
voidaan tietylla konjugoinnilla palauttaa kuvan 13 vasemmanpuolimmaiseen ase-
maan, jossa lisdksi oletetaan keltaisen sivun olevan katsojaan pain ja sinisen ylos-
pain. Télloin opittua nurkkapalojen 3-syklia soveltamalla saadaan palat oikeaan
jarjestykseen.

Kunkin joukon A, B ja C sisilld kombinaatiot saadaan johonkin kuvan muo-
toisista asemista koko kuutiota kiertamélla. Tassa on kuitenkin se ongelma, etta
kuution kierrossa sivujen merkinnit muuttuvat: katsojaa kohti oleva sivu ei ehka
endd olekaan keltainen vaan esimerkiksi punainen. Téll6in myos siirtojen merkin-
nit muuttuvat, ja jokaista tapausta varten pitaisi loytda oma konjugointi. Ongel-
maan on kaksi ratkaisua.

Ensinnékin koko kuution kiertdmisen sijaan voidaan pitaéa keskitahkosta kiinni
ja kiertda vain rinnakkaisia sivutahkoja. Télloin nurkkapalat pysyvéit toistensa
suhteen samassa asennossa, mutta sivujen vérit eivit muutu (eli keltainen sivu
on yhéd katsojaan péin). Taméa siirto on sitten lisdttdva konjugoivaan siirtoon.
Kaytannollisempi tapa on kuitenkin yksinkertaisesti kdantaa koko kuutiota ympéri
ja nimetd sitten uudelleen perussiirrot niin, ettd edessd olevan uuden tahkon (ei
ehkéd enda keltainen) kierto on F', uuden ylatahkon kierto U jne. Tata ratkaisua
kaytetdan seuraavan lauseen todistuksessa.

Lause 4.10. Mikd tahansa ryhmdn R, 3-sykli, joka litkuttaa vain nurkkapaloja,
on mahdollinen siirto.

Todistus. Merkitaan luvussa 3.3 opittua nurkkapalojen 3-syklié kirjaimella 7. Va-
litaan jokin kuution palojen numerointi, jossa 7 = (123). Osoitetaan, ettd mité
tahansa kolmea nurkkapalaa a, b ja c¢ kohti voidaan loytaa siirto o € R,, jolle
0{1,2,3} = {a,b,c}. Talloin patee joko 77 = (abc) tai 7 = (acb). Koska joka
tapauksessa (abc)? = (acb), niin kumpikin 3-sykli voidaan muodostaa.
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Olkoot siis a, b ja ¢ jotkin kolme nurkkapalaa. Etsitdan konjugoivan siirron o
sijasta sen kadnteissiirto o~!. Tamén muodostaminen koostuu seuraavista vaiheis-
ta:

1. Saatetaan koko kuutiota kiertdmaélla kuutio johonkin kuvan 14 kolmesta ase-
masta, minka jalkeen nimetaéan siirrot uudestaan niin, etta kuvan ylatahkon
kiertdminen on U, etutahkon kiertdminen F' jne.

2A. Jos paddyttiin asemaan A, siirto o~! on valmis.

2B. Jos paadyttiin asemaan B, kierretdan oikeaa tahkoa neljanneskierros vasta-
péivaan siirrolla R~

2C. Jos paadyttiin asemaan C', kierretdan ensin alatahkoa vastapéivaédn, sitten
oikeaa tahkoa vastapiividn, eli suoritetaan siirto R~*D~!.

Kaikissa tapauksissa saadaan konjugoiva siirto o~!, joka siirtdd nurkat a, b ja c
nurkiksi 1, 2 ja 3. Taman kaanteissiirto on etsitty o. U

Kéytédnnossa vaiheiden 2A, 2B ja 2C konjugointeja ei tarvitse muistaa ulkoa
vaan niiden sijaan voi keksid kuhunkin tilanteeseen sopivan konjugointisiirron.

4.4 Ryhman keskus

Usein on hyodyllisté tarkastella niiden alkioiden joukkoa, joilla konjugoiminen ei
vaikuta muihin alkioihin.

Maaritelma 4.11. Olkoon G ryhmé ja olkoon x € G. Alkion x keskittdjd on
joukko

Co(z) ={9€G|gzg ' =2} ={g€C|gz=uyg}

Ryhmén G keskus on niiden alkioiden joukko, jotka eivéit konjugoitaessa liikuta
mitdan alkioita:

(G ={g € G| gz =uzgkaikilla z € G} = ) Cs(x).

zeG

Voidaan myo6s sanoa, ettda keskus on niiden alkioiden joukko, jotka kommutoivat
kaikkien alkioiden kanssa.

On helppo nahdé, etta seké keskus etta jokainen keskittaja ovat koko ryhmaéan
aliryvhmié. Keskus on lisdksi vaihdannainen ja normaali.
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Vaikka keskittajan maéritelma on annettu siind muodossa, etta sen alkioilla
konjugoiminen ei vaikuta alkioon z, voidaan sama ajatella myos niin, ettd z:11a
konjugoiminen ei vaikuta keskittajan alkioihin. Tama nahdaén seuraavasta:

grg t =1 = gr =19 <= g=x9T .
Samaten keskus voidaan mééritella niiden alkioiden joukkona, joihin mikaan kon-
jugointi ei vaikuta. Tasta seuraa tietysti suoraan keskuksen normaalisuus.

Tarkastellaan seuraavaksi hieman keskittéjaaliryhmien Cg(z) sivuluokkia. Kes-
kittajan alkioilla konjugoitaessa x pysyy paikallaan, joten voisi olettaa, etta kaikki
samaan sivuluokkaan kuuluvat alkiot tuottavat konjugoitaessa x:std saman kon-
jugaatin. Tasta havainnosta saadaan seuraava lause.

Lause 4.12. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja olkoon x € G. Keskittijin Cg(x)
sivuluokkien lukumdadrd |G : Cg(x)] on sama kuin alkion x konjugaattiluokan koko.

Todistus. Osoitetaan edelld mainittu seikka, eli ettéd kaksi alkion = konjugaattia
ovat samat jos ja vain jos niitd konjugoivat alkiot kuuluvat samaan keskittajén si-
vuluokkaan. Télloin konjugaatteja taytyy olla yhta paljon kuin sivuluokkia. Olkoot
siis g1, g2 € G. Télloin

-1 -1
Np =927 = p) (glx) — 92 (921’)
—1 —1
— (95 gl)x — (95 92)3: =

= gy, 91 € Ca(a).

Saatiin siis, ettd kaksi konjugaattia ovat samat jos ja vain jos alkio g, 'g; kuuluu
keskittajaan. Talloin kuitenkin gy ja go kuuluvat samaan sivuluokkaan, joten vaite
on todistettu. 0

Oheisessa kuvassa on havainnollistettu keskittdjaaliryhmén ja konjugaattiluo-
kan suhdetta. Alkion z konjugaattiluokka on neljan alkion joukko {z,y,z, w}.
Saman alkion keskittajalla puolestaan on nelja sivuluokkaa Cg(x), g1 - Ca(z),
g2 - Ca(z) ja g3 - Co(x). Kustakin eri sivuluokasta otettu alkio tuottaa eri kon-
jugaatin, esimerkiksi 9z = y, toisaalta saman sivuluokan alkiot tuottavat aina
saman konjugaatin. Huomaa, ettd konjugaatin sijaintia ryhméssa ei tunneta; ei
esimerkiksi pade valttamatta y € g; - Ca(z).

Esimerkki 4.13. Tarkastellaan permutaation 7 = (123) keskittdjaa ryhmaéssa Ss.
Koska permutaatiolla o konjugoiminen tuottaa 7:sta syklin (o(1) o(2) o(3)), tay-
tyy tutkia, missa tapauksissa tama tulossykli on sama permutaatio kuin 7. Permu-
taatio 7 voidaan kirjoittaa kolmella eri tavalla: (123), (231) tai (312). N&itd vas-
taavat konjugoivat permutaatiot id, (123) ja (132). Muut ryhmén S3 permutaatiot

eivéit pidd konjugoinnissa 7:ta paikallaan; esimerkiksi ' (123) = (213) # (123).
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Kuva 15: Keskittajan sivuluokat ja konjugaatit

Syklin 7 keskittéja on siis Ce(7) = {id, (123), (132)}. Sen indeksi on
[5 = Ca(7)] = [55]/|Ca(r)| = 6/3 =2,

joten silld on itsensé lisdksi vain yksi sivuluokka. Tamé on 2-syklien muodostama

joukko (12) o 7 = {(12), (23), (13)}.

Edelld todistetun lauseen mukaan jokaista keskittajan Cg (1) sivuluokkaa vas-
taa jokin 7:n konjugaatti. Koska symmetrisessa ryhméssa konjugaattiluokat maé-
raytyvat syklityypin mukaan, on 7:n konjugaattiluokka kahden 3-syklin joukko
{(123), (132)}. Keskittaja vastaa itse tietysti 3-syklid 7 = (123). Toinen sivuluok-
ka vastaa tdlloin 3-syklia (132), ja konjugoimalla permutaatiota 7 tuon sivuluokan
alkioilla saadaankin seuraavat tulokset:

(12)(123) = (213) = (132),
#9)(123) = (132)
ia (13)(123) = (321) = (132).

Nahdaan siis, etta sivuluokan alkiot tuottavat kaikki saman 3-syklin.

Todistetun lauseen seurauksena saadaan nk. luokkayhtdlo. Numeroidaan aarel-
lisen ryhmén G konjugaattiluokat A, As, ..., A, ja valitaan jokaisesta luokasta
edustaja x; € A;. Koska konjugaattiluokan A; koko on edellisen lauseen mukaan
[G : Cg(x;)] ja konjugaattiluokat muodostavat toisaalta koko ryhmén osituksen,
patee yhtélo

m

|G| = Z[G : Ca(xy)].

k=1
Tata yhtaloa nimitetdan luokkayhtéloksi.
Luokkayhtilo koskee keskittajien indekseja [G : Cg(x;)] eri konjugaattiluokkien

edustajilla x;. Keskukseen kuuluvilla alkioilla ; on tdhan liittyen erityisia ominai-
suuksia. Koska (G < Cg(z;) kaikilla ¢, luku |(G] jakaa jokaisen luvun |Cq(x;)]
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Lagrangen lauseen mukaan. Loytyy siis luvut k; € Z, joille patee |Cq(x;)| = k;i-|CG)|
kaikilla 7. Edelleen kaikilla 7 patee siis

G kelGl
CG| |Ca(:))]

Siispa jokainen indeksi [G : Cg(w;)] jakaa keskuksen indeksin [G : (G]. Lisdksi
z; kuuluu keskukseen (G jos ja vain jos G = Cg(x;), jolloin [G : Cg(x;)] = 1.
Keskukseen kuuluvat siis tdsmélleen ne alkiot, joilla indeksi [G : Ca(z;)] on 1.

Edella tehtyja huomioita kaytetddn seuraavassa, luvun lopuksi esitettévassa
luokkayhtélon sovelluksessa.

Lause 4.14. Jos ryhmdn G koko on p™, missd p on alkuluku ja m nollaa suurempi
kokonaisluku, niin G:lld on epdtriviaali keskus.

Todistus. Olkoon ryhméan G konjugaattiluokkien maéra r. Valitaan jokaisesta kon-
jugaattiluokasta edustaja x; ja merkitaan n; = [G : Cg(x;)] kaikilla 7. Luokkayh-
talon mukaan §
p" = Z .
i=1

Lagrangen lauseen perusteella jokainen indeksi n; jakaa koko ryhmén koon p™.
Koska p on alkuluku, tiytyy jokaisen luvun n; olla muotoa p* jollain k; € N. Jos
nyt keskus olisi triviaali, niin 16ytyisi vain yksi indeksi 7, jolla p* = 1. Voidaan
olettaa, ettd kyseinen indeksi on r. Saadaan yhtalo

P =p- (pk1—1 +pkg—l b +pkr,1—1) +1.

Kyseisen yhtalon vasen puoli on jaollinen p:lla mutta oikea puoli ei. Keskus ei siis
voi olla triviaali. O

Lause 4.15. Jos G on ryhmd ja |G| = p*, missi p on alkuluku, G on vaihdannai-
nen.

Todistus. Olkoon p alkuluku, ja olkoon |G| = p?. Koska G:n keskus on G:n aliryh-
mé, niin Lagrangen lauseen mukaan |G| € {1,p,p*}. Edellisen lemman mukaan
|CG| # 1. Téten keskuksen indeksi eli tekijairyhméan G/¢G koko on joko 1 tai p.
Kummassakin tapauksessa tekijiryhmé on syklinen. Téstd seuraa (todistus har-
joitustehtévani), ettd G on vaihdannainen. U
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