3 Tekijaryhmat

Tekijaryhméan kéasitteen avulla voidaan monimutkainen ryhma jakaa suuriin, hel-
pommin kasiteltaviin osiin. Tamén jalkeen voidaan erikseen tarkastella, miten las-
kutoimitus vaikuttaa naihin osiin kokonaisuutena, ja jattda hetkeksi huomiotta se,
mité itse asiassa tapahtuu kunkin téllaisen osan sisélla.

3.1 Tekijaryhman maaritelma

Tekijaryhméan maéaarittelemista varten madritelladn aluksi sivuluokat ja normaalit
aliryhmét.

Maaritelma 3.1. Olkoon G jokin ryhma, jolla on aliryhma H. Kullakin alkiolla
g € G maaritelladn H: vasen sivuluokka

gH ={gh|h e H}.
Vastaavasti voidaan méaritella oikea sivuluokka Hg = {hg | h € H}.

Sivuluokista voidaan tehdé heti méaritelmén perusteella muutamia havaintoja.
Ensinndkin eH = H, jos e on ryhmén G neutraalialkio. Aliryhmé on siis itse yksi
sivuluokistaan. Toisaalta, koska e € H, kaikilla ¢ € G pétee ¢ = g-e € gH.
Jokainen ryhmén alkio siis kuuluu johonkin sivuluokkaan, eli sivuluokat peittavdt
koko ryhméan G. Namé havainnot patevat yhta hyvin vasemmille kuin oikeillekin
sivuluokille.

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan ryhméé (Z, +) ja sen aliryhmé&a
AZ = {n € Z | n on jaollinen 4:11a}.

Etsitaan sivuluokat havainnoimalla. Ensinnakin yksi sivuluokista on 0 + 4Z =
47 = {...,—4,0,4,8,12,...}. (Huomaa, ettd kun ryhmén laskutoimituksena on
yhteenlasku, sivuluokkamerkinnéssdkin on kertomerkin sijaan +-merkki.)

Muut sivuluokat saadaan lisiamallé eri lukuja aliryhmén 47 alkioihin:
1+47={...,-3,1,5,9,13,...}
2447 ={...,-2,2,6,10,14,...}
34+4Z=4...,-1,3,7,11,15,...}
4447 =4...,0,4,8,12,16,...}
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Huomataan, ettd 4 4+ 47 on sama joukko kuin 47 ja etta sivuluokkia ei enda tulee
lisda, vaikka kokeiltaisiin uusilla luvuilla: esimerkiksi 13 4+ Z on sama joukko kuin
1+7Z. Jokainen kokonaisluku nayttaa nyt kuuluvan johonkin neljasté sivuluokasta
A7, 1 + A7, 2 4+ 47 ja 3 + 47, ja jokainen naista sivuluokista sisiltaa eri lukuja
kuin toiset.

Edellisessé esimerkissd huomattiin, etta eri sivuluokat eivat sisaltaneet samoja
alkioita. Tamé on itse asiassa yleinen sdanto, joka voidaan osoittaa esimerkiksi
seuraavasti: oletetaan, etta x € g1 H N g H eli etta © = g1hy ja x = gohy joillain
hi,hy € H. Talloin ¢; = zhy", ja kaikilla b’ € H pétee

glh/ = l’h;lh/ = g2 thflh/ € ggH,

c€H

joten g1tH C goH. Samalla tavoin ndhdaan myos, ettd goH C g1 H. Siispa aina
patee joko g1 H = goH tai g1 H N goH = ().

Jonkin aliryhman vasemmat tai oikeat sivuluokat muodostavat siis koko ryh-
mén osituksen (ks. kuva 6). Tarkoituksena olisi nyt unohtaa sivuluokkien varsi-
nainen sisalté ja tutkia sitd, miten laskutoimitus kohtelee néité sivuluokkina ko-
konaisuutena. Olisi siis tarkoitus laskea kokonaisten sivuluokkien tuloja g1 H - go H.
Tallainen tulo on joukko, joka sisaltaé kaikki sellaiset alkiot gyhigohs, joille patee
hi,hy € H. Kyseessi on sama joukko kuin gy - (Hgs) - H, eli H:n oikean sivuluo-
kan Hg, alkiot kerrottuina vasemmalta alkiolla g; ja oikealta kaikilla aliryhmén
H alkioilla.

G

Kuva 6: Aliryhmén H sivuluokat

Ongelmana on nyt se, ettd joukko g1 H - go H ei vélttamatta ole itse sivuluokka.
Tallaisessa tapauksessa ei kokonaisiin sivuluokkiin rajoittumisesta olisi paljon iloa,
kun sivuluokkien joukko ei olisi suljettu niiden laskutoimituksen suhteen. Ongelma
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kuitenkin ratkeaa, mikali H:n vasemmat ja oikeat sivuluokat ovat samoja. Talloin
nimittain patee

g1l - goH = g1+ (Hgs) - H = g1+ (92H) - H = (9192)H - H = (g192)H,
ja néin ollen osien g1 H ja goH tuloksi tulee yksinkertaisesti osa (g192)H.

Maaritelma 3.3. Ryhmén G aliryvhméaa H kutsutaan normaaliksi aliryhmdksi,
mikéli H:n vasemman- ja oikeanpuoleiset sivuluokat ovat samat eli kaikilla g € G
pitee gH = Hg. Jos H on G:n normaali aliryhmé, merkitdan H < G.

Huom. Jos ryhmé on vaihdannainen, sen jokainen aliryhma on normaali, sill&a
on aivan sama, kertooko g aliryvhmén alkioita vasemmalta vai oikealta puolelta.

Seuraava lause antaa helposti tarkistettavan kriteerin sille, onko jokin aliryhma
normaali vai ei.

Lause 3.4. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmda. Aliryhmd H on normaali tds-
malleen silloin, kun kaikilla g € G pitee gHg™* C H eli

ghg™t € H jokaisella h € H.

Todistus. Ryhma on normaali, jos kaikilla ¢ € G péatee gH = Hg. Kun yhtéalon
molemmilla puolilla olevien joukkojen alkiot kerrotaan oikealta ¢g:n kdanteisalkiol-
la, saadaan joukkoyhtilo H = gHg~'. Tama yhtilo pitee siis kaikilla g € G tés-
mélleen silloin, kun H on normaali. Tasta ndhdaan heti, ettd jos H on normaali,
niin myoés gHg~! C H pétee kaikilla g € G.

Oletetaan sitten, etti g ' Hg C H pétee kaikilla ¢ € G. Olkoot h € H jag € G.
Nyt myds g~! € G, joten oletuksen mukaan ¢g~'h(¢g~!)~! = g~thg € H. Edelleen

h=gg 'hgg' € gHg™ ",
[ —
cH

mistd seuraa, ettd H C gHg . Nain ollen H = gHg ! kaikilla ¢ € G, ja H on
normaali. O

Esimerkki 3.5. Ryhmaé S5 koostuu kuudesta alkiosta: (12), (23), (13), (123), (132)
ja id. Tarkistetaan, onko aliryhma H = ((123)) = {id, (123), (132)} normaali.
Lasketaan sitd varten muotoa ghg—! olevat tulot, missa h € H. Niissa tapauksissa,
joissa g € H tai h = id, tulo kuuluu selvéasti aliryhméaan H. Toisaalta silloin, kun
g € H, alkio g on vaihto, joten g7! = g¢. Laskettavat tulot ovat siis itse asiassa
muotoa ghg. Saadaan

(12)(123)(12) = (132), (12)(132)(12) = (123)
(23)(123)(23) = (132), (23)(132)(23) = (123)
(13)(123)(13) = (132), (13)(132)(13) = (123)
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Koska jokainen tulo ghg~! kuuluu aliryhmééin H, kyseinen aliryvhmé on normaali.

Olkoon nyt H' = ((12)) = {id, (12)}. Tama aliryhmé& ei ole normaali, silld
esimerkiksi

(123)(12)(123)~" = (123)(12)(321) = (23) ¢ H'.

Maaritelma 3.6. Olkoon H < G. Ryhmaéé, jonka alkioita ovat sivuluokat gH,
missd ¢ € G, kutsutaan tekijaryhmdksi. Tekijiryhmaa merkitddn G/H, ja sen
laskutoimitus noudattaa saantéd g1H - goH = (g192)H. Tekijaryhmén alkioita
voidaan merkitd myos gH = [g], jolloin laskusddnnoksi tulee [g1][ge] = [g192]-

Esimerkki 3.7. Koska ryhmé (Z, +) on vaihdannainen, sen kaikki aliryhmaét ovat
normaaleja. Tutkitaan tekijaryhmad Z, = Z/4Z. Tamén tekijaryhmén alkiot ovat
alemmassa esimerkissd maédritetyt nelja sivuluokkaa Z = [0], 1 +Z = [1], 2 +
Z = 2] ja 3+ 7Z = [3]. Kyseessi on siis dérellinen 4 alkion ryhmé. Tekijaryhmén
laskutoimituksen mééritelman mukaan esimerkiksi [1] + [2] = [1 + 2] = [3] ja
(3] + [4] = [7] = [3], missd viimeinen yhtasuuruus tulee siitd, ettd sivuluokat
7+ Z ja 3 4+ Z ovat sama joukko. Laskemalla kaikki mahdolliset summat voidaan
muodostaa tekijaryhmén laskutoimitustaulu:

+1[0] [1] [2] [3]
of (o] 1] 2] (3]
Ay a2 B8 o,
21 21 8] o] 1]
BB A 2]

3.2 Rubikin ryhméan jako paikkojen ja asentojen mukaan

Tarkastellaan sellaista Rubikin ryhmén osajoukkoa R,, jonka permutaatiot pitéavat
kuution jokaisen palan paikallaan, vaikka voivatkin muuttaa niiden asentoa.

Lause 3.8. Osajoukko R, on Rubikin ryhmdn normaali aliryhmd.

Todistus. Helposti ndhdaan, etta R, on Rubikin ryhmén aliryhma. Jos nimittain
permutaatiot o ja 7 pitavat kaikki kuution palat paikoillaan, my6s niiden yh-
distelma o7 pitad palat paikoillaan. Toisaalta identtinen permutaatio pitaa palat
paikoillaan, ja jos o ei liikuta paloja, ei mydskadan kaanteiskuvaus o' liikuta niité.

Osoitetaan sitten, ettd aliryhma R, on normaali kayttamalld aiemmin todis-
tettua kriteerid 3.4. Olkoot 7 € R, ja o € R. Tarkastellaan yhdistelmis oro !
siltd kannalta, liikuttaako se paloja vai ei.

Jos o siirtéé jonkin palan paikasta A paikkaan B, niin 0! siirtéé kyseisen palan
takaisin paikasta B paikkaan A. Koska 7 puolestaan pitdéd tuon palan paikallaan
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kohdassa A, ei yhdistelmé liikuta lainkaan kyseista palaa (ks. oheinen kuva). Sama
paattely voidaan tehdéa jokaisen palan kohdalla, joten yhdistelmaé ei liikuta paloja.
Niin ollen o707~ ! € R,, ja R, on normaali. O

(o

Kuva 7: Yhdistelmé oro~! ei siirrd paloja

Kutsutaan aliryhmaa R, Rubikin asentoryhmdksi. Koska asentoryhmé on nor-
maali, voidaan méadritelld tekijiryhma R, = R/R,. Tata tekijaryhméé kutsutaan
puolestaan Rubikin paikkaryhmdaksi. Tekijaryhmén alkiot ovat sivuluokkia [o]. Ai-
na kun [o1] = [09], tdytyy péited o1 = oy o 7 jollain 7 € R,. Tadma tarkoittaa sité,
ettd saman sivuluokan alkiot eroavat toisistaan vain jonkin sellaisen siirron verran,
joka ei muuta palojen paikkoja. Tekijaryhmé voidaan ndhda permutaatioryhmané,
jonka alkiot permutoivat kuution paloja niiden asennoista vélittadmaéatta.

Y14 kuvatun jaon merkitys on siiné, ettd sen avulla voidaan hetkeksi unohtaa,
missa asennoissa kuution palat ovat, ja keskittyd palojen liikuttamiseen. Kuution
ratkaisemiseksi olisi annetusta asemasta o ldhtien 16ydettéava perussiirtojen ketju,
joka palauttaisi kuution perusasemaan id. Edetdan ratkaisussa nyt niin, etta yrite-
tadn ensin palauttaa paikkaryhmdssdi asema [o] asemaksi [id]. Koska [id] = R,, niin
téssa asemassa kaikki palat ovat jo oikeilla paikoillaan, mutta ne voivat olla viela
vaarissa asennoissa. Tamén jalkeen katsotaan tarkemmin, mihin asemaan 7 aliryh-
méssd R, ollaan padadytty, ja yritetdan palauttaa tdmé asema viela perusasemaksi
id. Namé vaiheet nékyvét kuvassa 8.

Huomaa, ettd toisinpain eli asentoryhmasta paikkaryhméan eteneminen olisi
mahdotonta, silld paloilla ei voi ajatella olevan mitdan “oikeita asentoja”, elleivat
ne ole oikeilla paikoillaan. Tamén seikan algebrallinen tulkinta on se, ettd ali-
ryhméssa on aina neutraalialkio, mutta muissa sivuluokissa ei ole mitaan tahan
rinnastettavaa erityisté alkiota. Jos siis asema sijaitsee jossain vaaréassa sivuluokas-
sa, ei sivuluokan sisalla ole mitaén tiettya suuntaa, johon ratkaisussa kannattaisi
edeté.
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R,=R/R,

Kuva &8: Ratkaisun vaiheet

3.3 Algoritmi 1: nurkkapalojen 3-sykli

Kuten ylla todettiin, paikkaryhméa R, voidaan ajatella kuution palojen permu-
taatioryhméané. Kukin sivuluokka [o] vastaa sitd palojen permutaatiota, jonka o
aiheuttaa. Jos kaksi permutaatiota siirtavat paloja samalla tavalla, ne kuuluvat
samaan sivuluokkaan.

Seuraavaksi kuvattava algoritmi tuottaa 3-syklin palojen paikkoja permutoivas-
sa ryhmassd R,. Jos kuutio asetetaan siten, ettd keltainen sivu on katsojaan pain
ja sininen sivu ylospain, ja keltaisen sivun palat numeroidaan vasemmalta oikeal-
le ja ylhdalté alas keskipalaa lukuunottamatta numeroilla {1,...,8}, niin saatava
3-sykli on (316). Se koostuu kahdenlaisista siirroista: ensimmaéinen on perussiirto
o = U ja toinen kolmen perussiirron yhdistelmid 7 = RD~'R~!. Niistd kootaan
lopuksi yhdistelméa oo~ 177!, Kokonaisuudessa siirtosarja on siis seuraavanlainen:

(316) =URD 'R 'U'RDR™.

Tama siirtosarja, kuten kaikki permutaatioiden yhdistelmét, suoritetaan oikealta
vasemmalle.

Kuvassa 9 esitetaan koko siirtosarja vaihe kerrallaan. Huomaa erityisesti, miten
yhdistelmét o7 ja o~ 177! kisittelevit 3-sykliin kuulumattomia paloja. Namé palat
siirtyvit ensin permutaatiossa o~'77! jonnekin, mistd ne sitten palaavat takaisin
permutaatiossa o7. Naiden palojen osalta siis nayttaisi silta, etta kyseiset permu-
taatiot olisivat toistensa kidnteissiirtoja, vaikka tosiasiassa o~ 177! = (70)7! #
(o7)~1. Permutaatioiden 7o ja o7 (tai niiden kéaénteisalkioiden) ero tulee nikyviin
vain 3-sykliin osallistuvissa paloissa. Tasta puhutaan lisid myéhemmin.

Algoritmin opettelu helpottuu, kun huomaa, ettd permutaatio 7 eroaa per-
mutaatiosta 77! vain siind, ettd jalkimmaisessd on toisena siirtona perussiirto D,
edellisessa. D~!. Koko sykli voidaan helposti my6s kiertdi vastakkaiseen suuntaan.
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Kuva 9: Nurkkapalojen 3-sykli

Tarvittava kaanteisalkio on

(07’0‘17'_1)_1 = (7'_1)_1(0_1)_17'_10_1 =707 oL

Kaanteisalkiossa tehdédan siis edelleen ensin kdanteispermutaatiot; eroa alkuperéi-
seen 3-sykliin on siis siind, ettd o-permutaatiot tehdédan ennen T-permutaatioita.

3.4 Alternoivat ryhmat

On helppo todeta, etté parilliset permutaatiot muodostavat symmetrisen ryhmén
S, aliryhméan. Téta aliryhméaa nimitetdan alternoivaksi ryhmdksi ja merkitaan

A, ={o €S, |sign(c) =1}.

Tassa luvussa osoitetaan, etté alternoiva ryhméa on normaali ja etta se jakaa sym-
metrisen ryhméan kahteen yhtd suureen sivuluokkaan, joista toinen siis siséltéda
kaikki parittomat permutaatiot.
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Lause 3.9. Alternoiva ryhmd A, on normaali ryhmdssda S,.

Todistus. Kaytetdan lauseen 3.4 normaalisuuskriteeria. Olkoot 7 € A,, ja o0 € S,
mielivaltaisia. Tarkastellaan yhdistelmidn o7o~! etumerkkii. Ensinndkin havai-
taan, etta

sign(o) - sign(o™!) = sign(oc oo™t = sign(id) = 1,

joten sign(c~') = sign(o). Néin ollen
sign(o7o™ 1) = sign(o) sign(7) sign(o™!) = sign(o)?sign(r) =11 = 1.

Nihdéén, ettd oro~! € A, jolloin voidaan padtelld, ettd cA,0~! C A,. Aliryhmé
A,, on siis normaali. O

Seuraavaksi ryhdytadn tutkimaan, kuinka monesta alkiosta alternoiva ryhma
koostuu. Apuna kaytetddn algebran kurssilta tuttua Lagrangen lausetta, joka muis-
tin virkistdmiseksi mainitaan tassa ilman todistusta.

Lause 3.10 (Lagrange). Olkoon G ddrellinen ryhmd, ja H < G. Talloin aliryhmdn
alkioiden lukumddrd |H| jakaa koko ryhmdn alkioiden lukumddrin |G|. Lisdksi

aliryhmdan H vasemman- ja oikeanpuoleisia sivuluokkia on yhtd paljon, ja niiden
lukumadra on |G|/|H]|.

Lagrangen lause sanoo siis, ettéd sivuluokat jakavat ryhman tasan yhté suuriin
osiin. Sivuluokkien lukuma&dradn nimitetddn aliryhman indeksiksi ja merkitaén

G : H].

Jotta voitaisiin paatella alternoivan ryhman koko, tarvitsee siis vain selvittaa,
kuinka monta sivuluokkaa silla on. Koska parilliset permutaatiot siséltyvat kaikki
yvhteen sivuluokkaan, muissa sivuluokissa voi olla vain parittomia permutaatioi-
ta. Osoittautuu, ettd myos parittomat permutaatiot muodostavat yhden ainoan
sivuluokan, jolloin Lagrangen lauseesta seuraa, ettd kumpikin sivuluokka sisiltaa
tasmalleen puolet ryhman alkioista.

Lause 3.11. Alternoivalla ryhmdlld A, on tasmdlleen kaksi sivuluokkaa, jos n >
2. Toisin sanoen alternoivan ryhmdn indeksi [S,, : A,] on 2, jos n > 2.

Huom. Todistus seuraisi suoraan nk. homomorfialauseesta, koska kuvaus sign :
S, — {—1,1} on homomorfismi, jonka ydin on A, ja joka on surjektiivinen, jos
n > 2. Homomorfialauseen mukaan nimittain tekijairyhma S, /A, on tallin iso-
morfinen kahden alkion ryhmén {—1,1} kanssa. Seuraavassa annetaan kuitenkin
suora todistus, joka ei kdytd homomorfialausetta.
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Todistus. Ensimmaiseksi havaitaan, etté jos n > 2, niin ryhmaé .5, sisaltda vaihdon
(12). Vaihto on pariton, joten (12) ¢ A, ja néin ollen sivuluokkia on véhintaan
kaksi.

Olkoon sitten edelleen n > 2 ja olkoon o jokin pariton permutaatio. Osoitetaan,
ettd o € (12) o A,,. Ensinndkin

sign((12) o) = sign((12)) - sign(o) = —1-(—1) =1,
joten (12)71o € A,. Titen

o= (12)0 (12) o € (12) 0 A,.
€Ap

Koska o oli mielivaltainen pariton permutaatio, ndhdain, ettd jokainen pariton
permutaatio kuuluu samaan sivuluokkaan. Siispa sivuluokkia on tasan kaksi. [

Symmetrinen ryhméa jakautuu siis tasan kahteen sivuluokkaan, joista toinen
sisaltaa kaikki parilliset permutaatiot ja toinen kaikki parittomat. Sivuluokasta
toiseen voidaan siirtya kertomalla annettu permutaatio milla tahansa parittomalla
permutaatiolla.

Pienimpid epétriviaaleja parillisia permutaatioita ovat 3-syklit. Todistetaan
viela luvun lopuksi, ettd 3-syklien avulla voidaan muodostaa kaikki muutkin pa-
rilliset permutaatiot.

Lause 3.12. Syklit, joiden pituus on 3, virittdvdt alternoivan ryhmdn.

Todistus. Tarkastellaan mielivaltaista identtisesta kuvauksesta poikkeavaa permu-
taatiota o € A,. Koska ¢ on parillinen, se voidaan kirjoittaa tulona

T1P1 O TP2 O - - O My P,y

missé jokainen 7 ja jokainen p; on vaihto. Osoitetaan, ettd jokainen yhdistelmé
TPk voidaan korvata joko 3-syklien tulolla tai neutraalialkiolla. Kun muistetaan,
ettd (ab) = (ba) kaikilla a,b € N, saadaan kolme tapausta:

1) jos mrpr on muotoa (ab)(ab), niin mps, = id
2) jos mppr on muotoa (ab)(bc), niin 7,pr = (abe)

3) jos mppx on muotoa (ab)(cd), niin mpr = (abe)(bed).

Niéin ollen o voidaan kirjoittaa 3-syklien tulona. O
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