2 Permutaatioryhmat

Rubikin kuution siirrot ovat tietynlaisia permutaatioita. Permutaatiot muodosta-
vat ryhmia, ja talla tavoin ryhméteorian tyokaluja padstdan kiayttamaan kuutio-
ongelman selvittamisessa. Téssa luvussa tutustutaan permutaatioryhmien perus-
teisiin seka siihen, milla tavoin kuution siirrot tulkitaan permutaatioiksi.

Permutaatioryhmaét olivat itse asiassa ensimmainen ryhméteorian tutkimus-
kohde. Tama johtuu siita, ettd permutaatioita esiintyy joka puolella sekéd matema-
tiikassa etta kdytannon elaméssa. Toisaalta jokainen ryhmé on isomorfinen jonkin
permutaatioryhmén kanssa, joten voidaan ajatella, ettd permutaatioryhmien tun-
teminen riittda kaikkien ryhmien tuntemiseen.

2.1 Permutaation olemus

Matemaattisen maaritelman mukaan permutaatio on bijektio joukolta itselleen.
Nain yksinkertaiselle késitteelle ei kuitenkaan syyttd ole annettu noin hienoa ni-
med. Latinan sana permutatio tarkoittaa muutosta tai vaihtoa, ja permutaatio
kuvaakin joukon sisdistd muutosta, joka kuitenkin sailyttad kaikki joukon alkiot
sellaisinaan; yleensa kyseessa on alkioiden jérjestyksen vaihtuminen.

Vastaostetussa korttipakassa kortit ovat tietyssa perusjéarjestyksessa. Kun kort-
tipakan ensimméisen kerran sekoittaa, esimerkiksi herttadssan paikalle tulee joku
toinen kortti, vaikkapa patakakkonen. Voidaan ajatella, etta herttadssa muuttui —
tai kuvautui — patakakkoseksi. On siis tapahtunut korttipakan permutaatio, jossa
jokainen kortti on voinut vaihtua toiseksi, mutta yksikadn kortti ei ole kadonnut
(injektiivisyys) eikd kortteja ole myoskaan tullut lisdd (surjektiivisuus).

Permutaatiota voidaan tarkastella monelta kannalta. Ensinnakin permutaa-
tion voidaan ajatella tarkoittavan operaatiota, joka sekoittaa korttipakan tietylla
tavalla. Toisaalta voidaan ajatella permutaation tarkoittavan sita lopputulosta, jo-
hon alunperin perusjarjestyksessa oleva korttipakka asettuu tietyn sekoittamisen
jalkeen. Toisinaan toinen tulkinta on sopivampi, toisinaan toinen.

Viela yksi ajattelutapa on syytd mainita. Jos kuvitellaan kaikki uuden kortti-
pakan kortit numeroiduiksi juoksevalla jarjestysnumerolla, voidaan permutaation
ajatella muuttavan nditd jarjestysnumeroita, sen sijaan etta se muuttaisi itse kort-
teja. Tamé helpottaa matemaattista tarkastelua, kun voidaan aina rajoittua johon-
kin standardiin lukujoukkoon ja sen bijektioihin tarvitsematta méaritell& erikseen
korttien tai muiden esineiden joukkoja.



2.2 Permutaatioilla laskeminen

Permutaatiot ovat kuvauksia, joten niiden laskutoimitukseksi on luontevaa valita
kuvausten yhdistdminen. Kahden permutaation tulo on siis o7 = oo, ja tuloksena
on kuvaus, jossa suoritetaan ensin oikeanpuoleinen permutaatio 7, sitten vasem-
manpuoleinen permutaatio o. Laskutoimituksen neutraalialkioksi tulee identtinen
kuvaus id, joka ei muuta alkioiden jarjestystd mitenkaén. Toisaalta permutaation
o kddnteisalkioksi tulee kidnteiskuvaus 0!, joka vaihtaa alkioiden jéirjestyksen ta-
kaisin siksi, mika se olisi ollut ennen permutaation o soveltamista. Kadnteisfunktio
on aina olemassa, koska permutaatiot ovat bijektioita.

Rajoitutaan nyt tarkastelemaan vain lukujoukkojen N, = {1,2,...,n} permu-
taatioita. Joukolla N,, on yhteensé n! permutaatiota, mikd ndhdadn tuloperiaat-
teen avulla: ensimmaiselle alkiolle voidaan valita uusi paikka n:lla tavalla, tdmén
jélkeen toiselle voidaan valita uusi paikka (n — 1):114 tavalla jne.

Maaritelma 2.1. Symmetrinen ryhmda S, on kaikkien joukon N, permutaatioi-
den muodostama ryhméa. Ryhmén laskutoimituksena on kuvausten yhdistdminen,

neutraalialkiona identtinen kuvaus id ja alkion o € S,, kdanteisalkio on kéanteis-

kuvaus o~ 1.

Kuten aiemmin mainittiin, jokaisen darellisen joukon alkiot voidaan varustaa
jarjestysnumerolla, jolloin joukon permutaatioiden voidaan ajatella olevan jonkin
joukon N, permutaatioita. Tamén vuoksi voidaan &arellisessé tapauksessa aina
rajoittua tutkimaan symmetristen ryhmien .S,, ominaisuuksia. Téllaisten ryhmien
alkioita (mikéli n ei ole kohtuuttoman suuri) voidaan merkita seuraavalla tavalla:

(1 2 3 ... n
T \e(1) o2 ¢B3) ... on))"
Esimerkki 2.2. Olkoon permutaatio o € Sy sellainen, ettd o(1) = 2, 0(2) = 3,
0(3) =1ja o(4) = 4. Tatd permutaatiota voidaan nyt merkitd seuraavasti:

(1234
9= \2 3 1 4}

Kun tdméa permutaatio kerrotaan vasemmalta erdalld toisella permutaatiolla, tu-

loksena on
1 2 3 4\(1 2 3 4\ (1 2 3 4
2 1 4 3/\2 3 14) \1 4 2 3/

Toisaalta permutaation o kdanteisalkio on

. (1234
9 =131 2 4/



2.3 Rubikin ryhma

Perusasemassa olevan Rubikin kuution kukin sivu on tietyn vdrinen ja jaettu yh-
deksdan ruutuun. Kun Rubikin kuution tahkoja pyorittaéd, ndiden ruutujen paikat
sekoittuvat. Jos ajatellaan jokainen ruutu keskiruutuja lukuunottamatta numeroi-
duksi tietylla jarjestysluvulla, voidaan kuutiota tarkastella joukkona N,g. Jokai-
nen kuution siirto siis vastaa tiettyd joukon N, permutaatiota eli symmetrisen
ryhmén Syg alkiota. (Keskipalojen ajatellaan pysyvéan aina paikoillaan.) Naita al-
kioita on yhteensd 48! ~ 1,24 - 105! kappaletta. Kuitenkaan kaikkia joukon Sjg
permutaatioita ei voida muodostaa kuution siirroilla. Esimerkiksi punaisen ja si-
nisen sivun reunassa olevan sdrmépalan punaista ruutua ei voi vaihtaa sinisen ja
keltaisen sivun reunan sdrmépalan sinisen sivun ruudun kanssa. Talloin nimittain
kuutioon tulisi sarmépala, jolla olisi kaksi sinista ruutua. Téallaista palaa ei alkupe-
raisessd kuutiossa kuitenkaan ole, eiviatka siirrot voi muuttaa palojen rakennetta.
Toisaalta on paljon muitakin siirtoja, jotka eivit ole mahdollisia. Esimerkiksi min-
kadn sarméapalan kahta sivua ei voi vaihtaa keskendén ilman ettd muutkin ruudut
vaihtuisivat. Syy tahédn ndhdain myohemmin.

Rubikin kuution mahdolliset siirrot muodostavat ryhman. Jos nimittain teh-
déaan kaksi mahdollista siirtoa perdakkain, tulos on edelleen mahdollinen siirto.
Toisaalta se, ettei tee mitdan, on myos mahdollinen siirto, ja tdma siirto vastaa
identtistd permutaatiota. Edelleen minkéd tahansa siirron voi peruuttaa kaanté-
maélla tahkoja painvastaisessa jarjestyksessa toiseen suuntaan, joten minka tahan-
sa mahdollisen siirron kaanteissiirto on myos mahdollinen.

Maaritelma 2.3. Olkoon X joukko, johon kuuluvat kaikki Rubikin kuution ruu-
dut keskiruutuja lukuunottamatta. Rubikin ryhmd R on sellainen joukon X per-
mutaatioiden joukko, jonka jokainen alkio vastaa jotakin Rubikin kuution laillista
siirtoa. Rubikin ryhmé voidaan tulkita symmetrisen ryhméan S,g aliryhmaéksi.

Rubikin ryhmén keskeisimmat alkiot ovat niin sanotut perussiirrot, joilla tar-
koitetaan kunkin tahkon neljannesympyrén suuruista pyorahdystda myotapéaivaan.
Néité siirtoja merkitdan kirjaimilla U, D, F', B, L ja R seuraavan kuvan mukai-
sesti. (Tama on yleisesti kdytetty merkintétapa, jonka esitteli David Singmaster)
Kuvassa sininen sivu on ylhédalla ja keltainen sivu osoittaa katsojaan péin.

Keskitahkojen pyoritys vastaa sita, ettd pyoritetdan molempia rinnakkaisia si-
vutahkoja vastakkaiseen suuntaan ja sitten kadnnetdan koko kuutiota takaisin-
pain. Taméan vuoksi keskitahkojen pyoritysté ei tarvitse ottaa erikseen huomioon.
Merkintojen helpottamiseksi voidaan naitd “valeperussiirtoja” kuitenkin merkitéa
kirjaimilla Ug, Fs ja Lg oheisen kuvan mukaisesti. (Alaindeksi tulee englannin sa-
nasta ‘slice’.) Oikeastaan siis Us = UD™!, Fg = FB™! ja Lg = LR™!, ja niihin on
viela lisattava koko kuution kédantaminen.
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Kuva 3: Kuution perussiirrot ja keskitahkojen siirrot

Rubikin ryhma on maééritelméansa mukaisesti perussiirtojen virittama, eli jo-
kainen Rubikin ryhmén alkio voidaan muodostaa aarellisena tulona perussiirroista
tai niiden kaanteisalkioista.

Sita ruutujen jérjestysté, johon perusjarjestyksessa oleva Rubikin kuutio joutuu
tietyn laillisen permutaation jalkeen, kutsutaan kuution tilaksi. Jokaista tilaa vas-
taa siis tietty permutaatio, ja monesti tiloja nimitetdankin myos permutaatioiksi.
Jos mihin tahansa tilaan sovelletaan kyseistad tilaa vastaavan permutaation kéan-
teisalkiota, saadaan kuutio palautetuksi perusjarjestykseen. Ongelmana on vain
se, etta kyseistd kadnteisalkiota ei ole helppo palauttaa perussiirroiksi.

Maaritelma 2.4. Olkoon kuution tilaa vastaava permutaatio o. Kyseisen tilan
ratkaiseminen tarkoittaa kiadanteispermutaation o~! ilmaisemista perussiirtojen ja
niiden kaanteisalkioiden avulla.

Rubikin kuution ratkaisualgoritmi on jokin menetelma, jolla mika tahansa ti-
la voidaan ratkaista. Tehtavan helpottamiseksi tutkitaan Rubikin ryhmén raken-
netta, ja sitd varten taytyy ensin tutustua erdisiin permutaatioryhmié koskeviin
kasitteisiin.

2.4  Syklit

Syklit ovat permutaatioita, jotka kuvaavat joitain alkioita kehéssa toinen toisilleen:
X1 > Tg > T3 > - -+ — T, — 11, ja pitdvat muut alkiot paikallaan.

Maaritelma 2.5. Olkoon X jokin aarellinen joukko. Joukon X permutaatiota o
nimitetdan sykliksi, jos 10ytyy sellainen z € X, etta kaikilla y € X patee joko

y=o"(x) jollain k € N
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tai o(y) = y. Koska X on adrellinen, niin jollain n > 0 patee o™ (x) = . Pieninté
tallaista lukua n kutsutaan syklin pituudeksi. Toisaalta syklid, jonka pituus on n,
kutsutaan n-sykliks.

Kuva 4: Erés 4-sykli

Syklid, jonka pituus on n, voidaan merkité seuraavasti:
(z o(z) o*(z) ... o" 1(2)).

Jos n = 2, sykli&d nimitetadn vaihdoksi tai transpositioksi.
Esimerkki 2.6. Permutaatio

(12 6
7= \1 3 4

on 4-sykli, silld 3 = 0(2), 6 = 02(2), 4 = 03(2), 2 = 0°(2) ja toisaalta o(1) =1 ja
0(5) = 5. Voidaan merkitd o = (2364) tai yhtd hyvin esimerkiksi o = (3642) tai
o = (4236). Sen sijaan permutaatio

(123456
T™\1 3256 4

ei ole sykli, koska 3 = 0(2) ja 2 = 0?(2), mutta o(4) # 4.

4
2

ot Ot

3
6

Jokainen permutaatio voidaan kirjoittaa erillisten syklien tulona. Taméa mer-
kintatapa on yksikasitteinen lukuunottamatta sité, ettd jokainen n-sykli voidaan
kirjoittaa n:lla eri tavalla ja lisdksi syklit voidaan kirjoittaa tuloksi missa jarjestyk-
sessé tahansa (erilliset syklit ovat keskenddn vaihdannaisia). Sykliesitys loydetédén
lahtemalld jostain alkiosta x ja muodostamalla siita lahteva sykli (x o(x)...). Sen
jalkeen otetaan jokin alkio y, joka ei esiinny jo muodostetussa syklissa ja muo-
dostetaan siitd lahteva sykli (y o(y)...). Nain jatketaan, kunnes uusia alkioita ei
enaa 1oydy.
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Esimerkki 2.7. Edellisen esimerkin permutaatio 7 voidaan kirjoittaa syklien tu-
lona muodossa 7 = (1)(23)(456).

Sopimus. Yhden alkion sykleja ei tarvitse merkité sykliesitykseen. Télloin edel-
lisen esimerkin sykliesitys olisi yksinkertaisemmin kirjoitettuna 7 = (23)(456). Jos
sykliesityksessd on vain yhden alkion sykleja eli kyseessa on identtinen permutaa-
tio, niin talloin yksi 1-sykli on kuitenkin merkittéva.

Huom. Jotta kuvauksen arvoa merkittéessa eivat sulut menisi sekaisin 1-syklin

kanssa, merkitdan toisinaan selvyyden vuoksi kuvaussulkuja hakasuluilla esimer-
kiksi seuraavasti: 7(4) = (23)(456)[4] = 5.

2.5 Permutaation etumerkki

Permutaatiot voidaan jakaa ns. parillisiin ja parittomiin permutaatioihin sen mu-
kaan, koostuvatko ne parillisesta vai parittomasta maarésta 2-sykleja eli vaihtoja.
Seuraavaksi on tarkoitus osoittaa, ettd jokainen permutaatio voidaan kirjoittaa
vaihtojen tulona ja ettéd vaikka tietty permutaatio voidaan kirjoittaa tallaisena tu-
lona usealla eri tavalla, vaihtoja tulee kuitenkin joka tapauksessa joko parillinen
tai pariton maara.

Lause 2.8. Jokainen ddarellisen joukon permutaatio voidaan muodostaa 2-syklien
tulona. Toisin sanoen 2-syklit virittavdt ryhmdan S,.

Todistus. Lahdetaan liikkeelle permutaation sykliesityksestd. Jos permutaatiossa
esiintyy n-sykli 7 = (z1x9...7,), niin korvataan tdméa vaihtojen tulolla 7/ =
(x129)(2o23) « + + (Tp_12,). Helposti ndhdédén, ettd 7 = 7/. Jos nimittdin y # zj
kaikilla k, niin 7(y) = y = 7/(y). Toisaalta 7(zx) = w41, mikili 1 < k < n, ja
talloin
7”(90;3) = (z122)(w273) - - - (Th—108) (TpTpy1) - - (V17 [T1]
= (2122)(22w3) - - - (Tp—128) (L5 Tpes) (2]
= (2172)(T273) - (Th-128) [Th41] = Tpy1

Edelleen 7(z,) = x1, ja

7' (1n) = (2172) (2223) - - - (Tp—2Tn 1) (Tp_17) 1)

= (z122)(T223) - - - (Tp—2%p_1)[Tn_1]

= (ZL‘lfL'Q)[fEQ] = Z.

Kun jokainen sykliesityksen sykli korvataan edellé mainitulla tavalla, saadaan per-
mutaatio esitetyksi vaihtojen tulona. O
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Olkoon o € S,,. Merkitaan

Merkitaan lisiksi A(id) = A,,.

Esimerkki 2.9. Jos o € S3, niin

Ao) = (0(2) = (1)) (a(3) = o(1)) (o(3) — 0(2)).
Talloin erityisesti

AlGd)=A3=(2-1)3-1)3-2)=1-2-1=2,
A((12) = (1-2)B-2)B-1)=-1-1-2= -2,
ja A((123) = (8- 2)(1-2)1-3) = 1-(~1)- (-2) =2

Huomaa, ettd tulon A(o) eri arvot poikkeavat toisistaan vain etumerkiltdan.

Tulon A(c) avulla voidaan madritelld ns. permutaation etumerkki. Osoitetaan
kuitenkin sitd ennen erés tekninen aputulos. Tama tulos selittad samalla edellisessa
esimerkissd havaitun tulon etumerkkiin liittyvan ilmion.

Lemma 2.10. Kaikilla o, 7 € S, pitee A(oT) = (—1)*
parien i,j € N, lukumddrd, joilla j < i mutta 7(j) >
viite pitee muodossa A(T) = (=1)% - A,.

-A(0), missd k on sellaisten
7(1). Erityisesti, jos o = id,

Todistus. Todistus perustuu seuraavaan havaintoon: koska 7 on bijektio, lukujen
i ja 7 kédydessd kertaalleen joukon N, parit lapi, myos arvot 7(i) ja 7(j) kdyvit
kertaalleen lapi samat parit, joskin eri jarjestyksessa. Téméan tiedon perusteella
voidaan luvuilla ¢ ja j indeksoityjd tuloja indeksoida yhtd hyvin luvuilla 7(i) ja

7(7)-
Aina, kun i < j, patee joko 7(i) < 7(j) tai 7(j) < 7(i), koska 7 on injektio.
Néin ollen tulo A(o7) voidaan aluksi jakaa kahteen osaan:

Alor)= ][] (m’(j)—m’(i)): 11 (a7’(j)—a7’(i))~ 11 (JT(j)—aT(i)).

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

T(0)<7(j) T(j)<7(7)

Kadnnetaan jalkimmaéisen tulon tekijiat ympari kertomalla ne luvulla —1, ja vaih-
detaan sitten samassa tulossa kertomisindeksit ¢ ja j paittain:

11 (UT(j) - UT(Z')) = JI —(m‘(i) - OT(j)) = ]I —(m‘(j) - m‘(i)).
1<i<j<n 1<i<j<n 1<j<i<n
T(7)<7(@) T(7)<7(?) T(0)<7(j)
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Jos nyt merkitdan k:lla niiden parien i,7 € N, lukumaaraa, joille j < 2, mutta
7(j) > 7(i), ndyttda kokonaistulo talta:

Alor)= ][] (07’(]’) - JT(i)) - 11 —(O’T(j) — JT(i))

1<i<j<n 1<5<i<n
() <7(4) T()<7(4)

=0 II (orG)=or@)- II (o7()—o7(i)).

1<i<j<n 1<j<i<n
7(4)<7(j) 7(4)<7(j)

Ensimmaisessé tulossa esiintyy nyt sellaisia tekijoita, joilla ¢ < j, toisessa sellai-
sia, joilla j < i. Muita vaihtoehtoja ei kuitenkaan ole niin kauan kuin 7(i) < 7(j).
Néin ollen tulot voidaan yhdistéa, jolloin saadaan

Alor) = (=1)"- TI (o7(j) —or(®)).
<t

Lopulta voidaan kédyttaa hyvéiksi alussa tehtya havaintoa. Yl1la olevassa tulossa
luvut 7(7) ja 7(j) kdyvat kerran lapi kaikki sellaiset joukon N, parit, joille pa-
tee 7(i) < 7(j). Téten tulo voidaan kirjoittaa vield kerran uudelleen korvaamalla

(i) =i jaT(j) = J"

Aler)=(=DF JI (o) = o)) = (-1)"- A0).

Nain on viite todistettu. O

Maaritelma 2.11. Permutaation o € S,, etumerkki on

sign(o) = %:).

Edellisen lemman perusteella kaikilla o € S, pitee sign(c) = +1. Permutaatiota
kutsutaan parilliseksi, jos sen etumerkki on 1, ja parittomaksi, jos etumerkki on
—1.

Aputuloksesta 2.10 saadaan tulkinta permutaation o etumerkille: se kertoo,
onko sellaisia pareja i < j, joille pitee o(i) > o(j) (eli jotka vaihtavat jarjestystd),
parillinen vai pariton méaéra. Aputuloksen avulla voidaan helposti todistaa myos
erds tarked etumerkin ominaisuus.

Lemma 2.12. Kaikilla 0,7 € S, pdtee sign(oT) = sign(o) sign (7).
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Todistus. Olkoon k niiden parien i, j € N,, lukumdaré, joilla i < j, mutta 7(j) <
7(7). Lemman 2.10 perusteella pétee

A(r) = (=1)*- A,
joten (—1)* = sign(7). Nyt voidaan laskea samaisen lemman avulla
Aor) = (=1)F - A(0) = sign(7) - A(0).
Jakamalla tdmén yhtaléon molemmat puolet luvulla A, saadaan
sign(oT) = sign(7) - sign(o),
kuten haluttiin. O

Permutaation etumerkin laskeminen méaritelmén avulla on hieman tyolasta.
Seuraavan lauseen avulla etumerkki voidaan laskea helposti permutaation sykliesi-
tyksesté lahtien.

Lause 2.13. Olkoon o € S,,. Jossign(o) = 1 eli o on parillinen, niin jokainen o:n
esitys 2-syklien tulona sisaltid parillisen madran tekijoita. Jos taas sign(o) = —1,
niin tekijoitd on pariton mdard.

Todistus. Lasketaan ensin mielivaltaisen vaihdon etumerkki kayttamalla lemmaa
2.10. Olkoon 7 = (k1ks) € S,, jokin vaihto. Lisiksi voidaan olettaa, ettd k; < ko.
Lasketaan, kuinka monella parilla 7,5 € N,, pétee ¢ < j mutta 7(i) > 7(j), eli
kuinka monen parin jarjestys kdantyy vaihdossa toisinpain.

Olkoon siis i < j. Aluksi huomataan, ettd mikéli i # ki ja j # ko, niin 7(7) =
i < j=7(j). Toisaalta, mikali i = k; ja j = ko, niin 7(i) = j > ¢ = 7(j). Tésta
tulee siis yksi pari, jonka jarjestys kdantyy. Jéljelle jaavat tapaukset, joissa ¢ = k;
ja j # ko tai joissa i # ki ja j = ko.

Jos i = ki ja j # ko, niin 7(i) = ko ja 7(j) = j. Parien jarjestys kaantyy siis
tasmalleen silloin, kun j < k. Téllaisia tapauksia on ky — k; — 1 kappaletta (ks.
oheinen kuva). Samoin, jos ¢ # k; ja j = ko, jarjestys kddntyy tésmaélleen silloin,
kun 7(i) =i > ky = 7(j). Naita tapauksia on my6s ks — k1 — 1 kappaletta.

1.2 3 ... K, K, .... n
L1

k, - k, - 1 kpl

Kuva 5: Vaihdon etumerkin laskeminen
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Yhteensa jarjestyksen kaantavia pareja on siis 1+2(kg— k1 —1) = 2(ko— k1) +1
kappaletta. Nain ollen lemman 2.10 mukaan

A(r) = (=122 k)t A = A

joten sign(7) = —1.

Olkoon sitten ¢ = 779 - -+ Ty, missa jokainen 75, on vaihto. Yll& suoritetun
laskun seké edellisen lemman perusteella

m

sign(o) = sign(7) sign(7s) - - - sign(7,) = (—1)
Siispa vaihtojen méara m on pariton, jos ja vain jos sign(o) = —1. U

Korollaari 2.14. Olkoon 0 = T Ty € S,, missd jokainen 1, on ny-sykli.
Permutaatio o on pariton, jos ja vain jos summa (ng—1)+ (no—1)+-- -+ (n, —1)
on pariton.

Todistus. Koska lauseen 2.8 perusteella jokainen n-sykli voidaan kirjoittaa n — 1
vaihdon tulona, permutaatio o voidaan kirjoittaa tulona, joka sisaltdd (ny — 1) +
(ng — 1)+ -+ (n, — 1) vaihtoa. O

Esimerkki 2.15. Permutaatio
(123 45 9 10\ _ ¢
771 8 10 56 47 10
voidaan kirjoittaa syklien tulona muodossa o = (2 8)(3 10 7)(4 5 6 9). Syklien
—-1) =

pituuden ovat 2, 3 ja 4. Koska summa (2 — 1)+ (3 —1) + (4 1+24+3=6
on parillinen, niin sign(o) = 1.

DO OO

6 7
9 3

Lopuksi voidaan viela mainita, ettd etumerkki on itse asiassa ryhmahomomor-
fismi.

Lause 2.16. Kuvaus o +— sign(o) on homomorfismi ryhmdlta (S,,o) ryhmdlle

<{17 _1}7 )

Todistus. Koska jokaisella o pétee sign(o) = 1 tai sign(o) = —1, niin sign on
kuvaus S,, — {—1,1}. Toisaalta lemman 2.12 perusteella sign on homomorfismi.
U
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