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1 Johdanto

1.1 Yleista

Unkarilainen kuvanveistaja ja arkkitehtuurin professori Erné Rubik kehitti mai-
neikkaan kuutionsa vuonna 1974. Kuutio oli alun perin tarkoitettu arkkitehtiopis-
kelijoiden visuaalisen hahmottamisen edistamiseen ja Rubik kutsui sita itse nimell&
“Magic Cube”. Vuonna 1980, kun Ideal Toys esitteli lelun maailmalle, se nimettiin
uudelleen Rubikin kuutioksi.

Rubikin kuutio saavutti lyhyessa ajassa suuren suosion, jota se ei ole vielakdan
menettanyt. Siitd on tehty monia muunnelmia: erikokoisia, -vérisid ja -muotoisia.
Tietokoneen avulla voidaan tarkastella myos useampiulotteisia Rubikin kuutioita.

Todelliset harrastajat kayttavat itse 6ljyamiaéan ja virittelemiadn kuutioita saa-
vuttaakseen mahdollisimman nopeita tuloksia. Maailmalla kilpaillaan paitsi pe-
rinteisessé pyorittelyssd myos muun muassa sokkona, jaloilla ja yhdella kédella
ratkaisemisessa. Taménhetkinen virallinen nopeusennéatys on Erik Akkersdijkilla,
joka vuonna 2008 ratkaisi kuution nopeimmillaan 7,08 sekunnissa. Myos suomalai-
set ovat pérjdnneet kuution manipuloinnissa (oikeammin sanottuna pedipuloinnis-
sa): jaloilla ratkaisemisen maailmanennétys, 36,72 sekuntia, kuuluu edelleen Anssi
Vanhalalle. Liséksi Ville Seppéselld on hallussaan maailmanennétykset 4 x 4 x 4-
ja 5 x 5 x 5-kokoisten kuutioiden sokkoratkaisussa.

Rubikin kuution ratkaiseminen on paalta katsottuna darimmaéisen monimutkai-
nen ongelma. Erilaisia kombinaatioita tavallisella 3 x 3 x 3-kuutiolla on 43 252 003
274 489 856 000 eli noin 4,310 kappaletta. Kuitenkin kuution matemaattinen pe-
rusrakenne avautuu melko vahélla vaivalla. Taméan rakenteen selvittdmisessa ryh-
méteorian perustyokaluista on paljon apua, ja toisaalta kuutio toimii erinomaisena
havaintovalineené abstraktilta tuntuvien algebrallisten késitteiden oppimisessa.

Ratkaisemiseen tarvittava pyoritysten maéra ei ole viela tédsméllisesti selvin-
nyt. Vuonna 1998 Michael Reid 16ysi kombinaation, jonka ratkaisemiseen vaadi-
taan viahintaan 26 kappaletta sivutahkon pyoraytyksid neljannesympyran verran.
(Téllaista pyordaytysta kutsutaan tdssid materiaalissa perussiirroksi tai perussiir-
ron kaanteissiirroksi.) Toisaalta Tomas Rokicki osoitti vuonna 2009, ettd minka
tahansa aseman ratkaisemiseen tarvitaan korkeintaan 29 téllaista siirtoa. Naiden
lukuméarien véalisséd on vield tilaa tarkennukselle. Jos sen sijaan myo6s sivutahkon
180 asteen pyoraytys lasketaan siirroksi, tuorein ja samalla lopullinen tulos 16y-
tyy heindkuulta 2010, jolloin Tomas Rokicki, Herbert Kociemba, Morley Davidson
ja John Dethridge osoittivat Googlen laskentatehoa kayttaen, ettd kaikki kuution

http://www.worldcubeassociation.org/results/events.php



kombinaatiot voidaan ratkaista 20 siirrolla. Tama on myos paras mahdollinen tu-
los, sillé erdiden asemien ratkaiseminen vaatii juuri 20 siirtoa (Michael Reidin tulos
vuodelta 1995).2

1.2 Kuution rakenne

Rubikin kuution jokainen sivutahko koostuu yhdekasta kuutionmuotoisesta palas-
ta, joista 4 on nurkkapaloja, 2 sdrmd- eli reunapaloja ja 1 keskipala. Sivutahkot
kadntyvat keskipisteensd ympaéri, mutta muuten paloja ei voi liikuttaa toistensa
suhteen. Naennéisesti myos keskitahkoja voi kiertaa keskipisteensa ympari, mutta
tamé litke voidaan nahda myo6s niin, etta kaksi keskitahkon rinnalla olevaa sivu-
tahkoa kiertyvit vastakkaiseen suuntaan (minka jalkeen koko kuutiota kddnnetaan
vield liikkeen suuntaan).

keskipala

nurkkapala

sarma- eli
reunapala
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N/

ruutuja

Kuva 1: Kuution rakenne ja sivutahkon pyoritys

Mitéa tahansa yhdistelméa kuution sivutahkojen kaéntoja kutsutaan siirroksi.
Kaksi siirtoa samastetaan, mikali niilld paastadn tietysta alkutilanteesta samaan
lopputilanteeseen.

Kuution sivut on varitetty niin, ettd perusasemassa jokainen sivu on yksivé-
rinen eikd kahdella eri sivulla esiinny samaa véria. Jokaisella nurkkapalalla on
ndin ollen kolme varillista sivua, joita kutsutaan ruuduiksi. Sirméapalat puolestaan
sisaltavat vain kaksi varillista ruutua ja kukin keskipala yhden. Kun kuution sivu-
tahkoja kierretdan, erivariset ruudut joutuvat eri sivuille, ja kuution vérirakenne
sekoittuu. Kuution ratkaisemisessa pyritaédn saamaan jokainen kuution sivu jalleen
yvhdenvériseksi.

2Tilanne 28.10.2010. Lihteité 16ytyy osoitteesta http://en.wikipedia.org/wiki/Optimal _
solutions_for_Rubik’s_Cube.



Myynnissé olevien kuutioiden véritykset vaihtelevat. Tamén materiaalin puit-
teissa oletetaan, etta sivujen vérit ovat keltainen, sininen, punainen, oranssi, virhea
ja valkoinen. Nama varit sijaitsevat kuutiossa siten, etté keltainen on vastapéata
valkoista, ja jos keltainen sivu osoittaa katsojaan pain, muut varit kiertavit sivuja
myotapaivadn jarjestyksessa sininen, oranssi, virhed, punainen.
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Kuva 2: Kuution véritys
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On hyodyllista huomioida heti aluksi, ettd kuution keskipalojen voidaan olet-
taa pysyvan paikallaan kuution sivuja pyoritettdessd. Nimittédin, kunkin sivutah-
kon keskipala pysyy paikallaan, kun kyseistd sivua pyoritetdin?, eikd tdma pyori-
tys tietenkdan vaikuta mitenkadn muiden sivujen keskipalojen asemiin. Toisaalta
keskitahkojen pyorittdminen vastaa kahden rinnakkaisen sivutahkon pyorittamis-
td, joten sekdan ei muuta keskipalojen keskinéisia asemia. Néin ollen kuution jo-
kaisen sivun alkuperédinen véri voidaan tunnistaa sen keskipalasta. Taméa ei ole
mahdollista esimerkiksi 4 x 4 x 4-kuutiossa (nimeltddn muuten “Rubikin kosto”),
silla siiné ei ole mitdaan keskipaloja, jotka pysyisivéit paikallaan toistensa suhteen.

3Keskipalat tosin kiertyviit itsensé ympiri, ja jos niiden alkuperédinen suunta merkitéén niihin
esimerkiksi kynélld, on lisihaaste yrittdéd ratkaistaessa palauttaa ne alkuperéaisiin asentoihinsa.
Tama tunnetaan “superkuutio”-ongelmana.



2 Permutaatioryhmat

Rubikin kuution siirrot ovat tietynlaisia permutaatioita. Permutaatiot muodosta-
vat ryhmia, ja talla tavoin ryhméteorian tyokaluja padstdan kiayttamaan kuutio-
ongelman selvittamisessa. Téssa luvussa tutustutaan permutaatioryhmien perus-
teisiin seka siihen, milla tavoin kuution siirrot tulkitaan permutaatioiksi.

Permutaatioryhmaét olivat itse asiassa ensimmainen ryhméteorian tutkimus-
kohde. Tama johtuu siita, ettd permutaatioita esiintyy joka puolella sekéd matema-
tiikassa etta kdytannon elaméssa. Toisaalta jokainen ryhmé on isomorfinen jonkin
permutaatioryhmén kanssa, joten voidaan ajatella, ettd permutaatioryhmien tun-
teminen riittda kaikkien ryhmien tuntemiseen.

2.1 Permutaation olemus

Matemaattisen maaritelman mukaan permutaatio on bijektio joukolta itselleen.
Nain yksinkertaiselle késitteelle ei kuitenkaan syyttd ole annettu noin hienoa ni-
med. Latinan sana permutatio tarkoittaa muutosta tai vaihtoa, ja permutaatio
kuvaakin joukon sisdistd muutosta, joka kuitenkin sailyttad kaikki joukon alkiot
sellaisinaan; yleensa kyseessa on alkioiden jérjestyksen vaihtuminen.

Vastaostetussa korttipakassa kortit ovat tietyssa perusjéarjestyksessa. Kun kort-
tipakan ensimméisen kerran sekoittaa, esimerkiksi herttadssan paikalle tulee joku
toinen kortti, vaikkapa patakakkonen. Voidaan ajatella, etta herttadssa muuttui —
tai kuvautui — patakakkoseksi. On siis tapahtunut korttipakan permutaatio, jossa
jokainen kortti on voinut vaihtua toiseksi, mutta yksikadn kortti ei ole kadonnut
(injektiivisyys) eikd kortteja ole myoskaan tullut lisdd (surjektiivisuus).

Permutaatiota voidaan tarkastella monelta kannalta. Ensinnakin permutaa-
tion voidaan ajatella tarkoittavan operaatiota, joka sekoittaa korttipakan tietylla
tavalla. Toisaalta voidaan ajatella permutaation tarkoittavan sita lopputulosta, jo-
hon alunperin perusjarjestyksessa oleva korttipakka asettuu tietyn sekoittamisen
jalkeen. Toisinaan toinen tulkinta on sopivampi, toisinaan toinen.

Viela yksi ajattelutapa on syytd mainita. Jos kuvitellaan kaikki uuden kortti-
pakan kortit numeroiduiksi juoksevalla jarjestysnumerolla, voidaan permutaation
ajatella muuttavan nditd jarjestysnumeroita, sen sijaan etta se muuttaisi itse kort-
teja. Tamé helpottaa matemaattista tarkastelua, kun voidaan aina rajoittua johon-
kin standardiin lukujoukkoon ja sen bijektioihin tarvitsematta méaritell& erikseen
korttien tai muiden esineiden joukkoja.



2.2 Permutaatioilla laskeminen

Permutaatiot ovat kuvauksia, joten niiden laskutoimitukseksi on luontevaa valita
kuvausten yhdistdminen. Kahden permutaation tulo on siis o7 = oo, ja tuloksena
on kuvaus, jossa suoritetaan ensin oikeanpuoleinen permutaatio 7, sitten vasem-
manpuoleinen permutaatio o. Laskutoimituksen neutraalialkioksi tulee identtinen
kuvaus id, joka ei muuta alkioiden jarjestystd mitenkaén. Toisaalta permutaation
o kddnteisalkioksi tulee kidnteiskuvaus 0!, joka vaihtaa alkioiden jéirjestyksen ta-
kaisin siksi, mika se olisi ollut ennen permutaation o soveltamista. Kadnteisfunktio
on aina olemassa, koska permutaatiot ovat bijektioita.

Rajoitutaan nyt tarkastelemaan vain lukujoukkojen N, = {1,2,...,n} permu-
taatioita. Joukolla N,, on yhteensé n! permutaatiota, mikd ndhdadn tuloperiaat-
teen avulla: ensimmaiselle alkiolle voidaan valita uusi paikka n:lla tavalla, tdmén
jélkeen toiselle voidaan valita uusi paikka (n — 1):114 tavalla jne.

Maaritelma 2.1. Symmetrinen ryhmda S, on kaikkien joukon N, permutaatioi-
den muodostama ryhméa. Ryhmén laskutoimituksena on kuvausten yhdistdminen,

neutraalialkiona identtinen kuvaus id ja alkion o € S,, kdanteisalkio on kéanteis-

kuvaus o~ 1.

Kuten aiemmin mainittiin, jokaisen darellisen joukon alkiot voidaan varustaa
jarjestysnumerolla, jolloin joukon permutaatioiden voidaan ajatella olevan jonkin
joukon N, permutaatioita. Tamén vuoksi voidaan &arellisessé tapauksessa aina
rajoittua tutkimaan symmetristen ryhmien .S,, ominaisuuksia. Téllaisten ryhmien
alkioita (mikéli n ei ole kohtuuttoman suuri) voidaan merkita seuraavalla tavalla:

(1 2 3 ... n
T \e(1) o2 ¢B3) ... on))"
Esimerkki 2.2. Olkoon permutaatio o € Sy sellainen, ettd o(1) = 2, 0(2) = 3,
0(3) =1ja o(4) = 4. Tatd permutaatiota voidaan nyt merkitd seuraavasti:

(1234
9= \2 3 1 4}

Kun tdméa permutaatio kerrotaan vasemmalta erdalld toisella permutaatiolla, tu-

loksena on
1 2 3 4\(1 2 3 4\ (1 2 3 4
2 1 4 3/\2 3 14) \1 4 2 3/

Toisaalta permutaation o kdanteisalkio on

. (1234
9 =131 2 4/



2.3 Rubikin ryhma

Perusasemassa olevan Rubikin kuution kukin sivu on tietyn vdrinen ja jaettu yh-
deksdan ruutuun. Kun Rubikin kuution tahkoja pyorittaéd, ndiden ruutujen paikat
sekoittuvat. Jos ajatellaan jokainen ruutu keskiruutuja lukuunottamatta numeroi-
duksi tietylla jarjestysluvulla, voidaan kuutiota tarkastella joukkona N,g. Jokai-
nen kuution siirto siis vastaa tiettyd joukon N, permutaatiota eli symmetrisen
ryhmén Syg alkiota. (Keskipalojen ajatellaan pysyvéan aina paikoillaan.) Naita al-
kioita on yhteensd 48! ~ 1,24 - 105! kappaletta. Kuitenkaan kaikkia joukon Sjg
permutaatioita ei voida muodostaa kuution siirroilla. Esimerkiksi punaisen ja si-
nisen sivun reunassa olevan sdrmépalan punaista ruutua ei voi vaihtaa sinisen ja
keltaisen sivun reunan sdrmépalan sinisen sivun ruudun kanssa. Talloin nimittain
kuutioon tulisi sarmépala, jolla olisi kaksi sinista ruutua. Téallaista palaa ei alkupe-
raisessd kuutiossa kuitenkaan ole, eiviatka siirrot voi muuttaa palojen rakennetta.
Toisaalta on paljon muitakin siirtoja, jotka eivit ole mahdollisia. Esimerkiksi min-
kadn sarméapalan kahta sivua ei voi vaihtaa keskendén ilman ettd muutkin ruudut
vaihtuisivat. Syy tahédn ndhdain myohemmin.

Rubikin kuution mahdolliset siirrot muodostavat ryhman. Jos nimittain teh-
déaan kaksi mahdollista siirtoa perdakkain, tulos on edelleen mahdollinen siirto.
Toisaalta se, ettei tee mitdan, on myos mahdollinen siirto, ja tdma siirto vastaa
identtistd permutaatiota. Edelleen minkéd tahansa siirron voi peruuttaa kaanté-
maélla tahkoja painvastaisessa jarjestyksessa toiseen suuntaan, joten minka tahan-
sa mahdollisen siirron kaanteissiirto on myos mahdollinen.

Maaritelma 2.3. Olkoon X joukko, johon kuuluvat kaikki Rubikin kuution ruu-
dut keskiruutuja lukuunottamatta. Rubikin ryhmd R on sellainen joukon X per-
mutaatioiden joukko, jonka jokainen alkio vastaa jotakin Rubikin kuution laillista
siirtoa. Rubikin ryhmé voidaan tulkita symmetrisen ryhméan S,g aliryhmaéksi.

Rubikin ryhmén keskeisimmat alkiot ovat niin sanotut perussiirrot, joilla tar-
koitetaan kunkin tahkon neljannesympyrén suuruista pyorahdystda myotapéaivaan.
Néité siirtoja merkitdan kirjaimilla U, D, F', B, L ja R seuraavan kuvan mukai-
sesti. (Tama on yleisesti kdytetty merkintétapa, jonka esitteli David Singmaster)
Kuvassa sininen sivu on ylhédalla ja keltainen sivu osoittaa katsojaan péin.

Keskitahkojen pyoritys vastaa sita, ettd pyoritetdan molempia rinnakkaisia si-
vutahkoja vastakkaiseen suuntaan ja sitten kadnnetdan koko kuutiota takaisin-
pain. Taméan vuoksi keskitahkojen pyoritysté ei tarvitse ottaa erikseen huomioon.
Merkintojen helpottamiseksi voidaan naitd “valeperussiirtoja” kuitenkin merkitéa
kirjaimilla Ug, Fs ja Lg oheisen kuvan mukaisesti. (Alaindeksi tulee englannin sa-
nasta ‘slice’.) Oikeastaan siis Us = UD™!, Fg = FB™! ja Lg = LR™!, ja niihin on
viela lisattava koko kuution kédantaminen.
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Kuva 3: Kuution perussiirrot ja keskitahkojen siirrot

Rubikin ryhma on maééritelméansa mukaisesti perussiirtojen virittama, eli jo-
kainen Rubikin ryhmén alkio voidaan muodostaa aarellisena tulona perussiirroista
tai niiden kaanteisalkioista.

Sita ruutujen jérjestysté, johon perusjarjestyksessa oleva Rubikin kuutio joutuu
tietyn laillisen permutaation jalkeen, kutsutaan kuution tilaksi. Jokaista tilaa vas-
taa siis tietty permutaatio, ja monesti tiloja nimitetdankin myos permutaatioiksi.
Jos mihin tahansa tilaan sovelletaan kyseistad tilaa vastaavan permutaation kéan-
teisalkiota, saadaan kuutio palautetuksi perusjarjestykseen. Ongelmana on vain
se, etta kyseistd kadnteisalkiota ei ole helppo palauttaa perussiirroiksi.

Maaritelma 2.4. Olkoon kuution tilaa vastaava permutaatio o. Kyseisen tilan
ratkaiseminen tarkoittaa kiadanteispermutaation o~! ilmaisemista perussiirtojen ja
niiden kaanteisalkioiden avulla.

Rubikin kuution ratkaisualgoritmi on jokin menetelma, jolla mika tahansa ti-
la voidaan ratkaista. Tehtavan helpottamiseksi tutkitaan Rubikin ryhmén raken-
netta, ja sitd varten taytyy ensin tutustua erdisiin permutaatioryhmié koskeviin
kasitteisiin.

2.4  Syklit

Syklit ovat permutaatioita, jotka kuvaavat joitain alkioita kehéssa toinen toisilleen:
X1 > Tg > T3 > - -+ — T, — 11, ja pitdvat muut alkiot paikallaan.

Maaritelma 2.5. Olkoon X jokin aarellinen joukko. Joukon X permutaatiota o
nimitetdan sykliksi, jos 10ytyy sellainen z € X, etta kaikilla y € X patee joko

y=o"(x) jollain k € N

10



tai o(y) = y. Koska X on adrellinen, niin jollain n > 0 patee o™ (x) = . Pieninté
tallaista lukua n kutsutaan syklin pituudeksi. Toisaalta syklid, jonka pituus on n,
kutsutaan n-sykliks.

Kuva 4: Erés 4-sykli

Syklid, jonka pituus on n, voidaan merkité seuraavasti:
(z o(z) o*(z) ... o" 1(2)).

Jos n = 2, sykli&d nimitetadn vaihdoksi tai transpositioksi.
Esimerkki 2.6. Permutaatio

(12 6
7= \1 3 4

on 4-sykli, silld 3 = 0(2), 6 = 02(2), 4 = 03(2), 2 = 0°(2) ja toisaalta o(1) =1 ja
0(5) = 5. Voidaan merkitd o = (2364) tai yhtd hyvin esimerkiksi o = (3642) tai
o = (4236). Sen sijaan permutaatio

(123456
T™\1 3256 4

ei ole sykli, koska 3 = 0(2) ja 2 = 0?(2), mutta o(4) # 4.

4
2

ot Ot

3
6

Jokainen permutaatio voidaan kirjoittaa erillisten syklien tulona. Taméa mer-
kintatapa on yksikasitteinen lukuunottamatta sité, ettd jokainen n-sykli voidaan
kirjoittaa n:lla eri tavalla ja lisdksi syklit voidaan kirjoittaa tuloksi missa jarjestyk-
sessé tahansa (erilliset syklit ovat keskenddn vaihdannaisia). Sykliesitys loydetédén
lahtemalld jostain alkiosta x ja muodostamalla siita lahteva sykli (x o(x)...). Sen
jalkeen otetaan jokin alkio y, joka ei esiinny jo muodostetussa syklissa ja muo-
dostetaan siitd lahteva sykli (y o(y)...). Nain jatketaan, kunnes uusia alkioita ei
enaa 1oydy.

11



Esimerkki 2.7. Edellisen esimerkin permutaatio 7 voidaan kirjoittaa syklien tu-
lona muodossa 7 = (1)(23)(456).

Sopimus. Yhden alkion sykleja ei tarvitse merkité sykliesitykseen. Télloin edel-
lisen esimerkin sykliesitys olisi yksinkertaisemmin kirjoitettuna 7 = (23)(456). Jos
sykliesityksessd on vain yhden alkion sykleja eli kyseessa on identtinen permutaa-
tio, niin talloin yksi 1-sykli on kuitenkin merkittéva.

Huom. Jotta kuvauksen arvoa merkittéessa eivat sulut menisi sekaisin 1-syklin

kanssa, merkitdan toisinaan selvyyden vuoksi kuvaussulkuja hakasuluilla esimer-
kiksi seuraavasti: 7(4) = (23)(456)[4] = 5.

2.5 Permutaation etumerkki

Permutaatiot voidaan jakaa ns. parillisiin ja parittomiin permutaatioihin sen mu-
kaan, koostuvatko ne parillisesta vai parittomasta maarésta 2-sykleja eli vaihtoja.
Seuraavaksi on tarkoitus osoittaa, ettd jokainen permutaatio voidaan kirjoittaa
vaihtojen tulona ja ettéd vaikka tietty permutaatio voidaan kirjoittaa tallaisena tu-
lona usealla eri tavalla, vaihtoja tulee kuitenkin joka tapauksessa joko parillinen
tai pariton maara.

Lause 2.8. Jokainen ddarellisen joukon permutaatio voidaan muodostaa 2-syklien
tulona. Toisin sanoen 2-syklit virittavdt ryhmdan S,.

Todistus. Lahdetaan liikkeelle permutaation sykliesityksestd. Jos permutaatiossa
esiintyy n-sykli 7 = (z1x9...7,), niin korvataan tdméa vaihtojen tulolla 7/ =
(x129)(2o23) « + + (Tp_12,). Helposti ndhdédén, ettd 7 = 7/. Jos nimittdin y # zj
kaikilla k, niin 7(y) = y = 7/(y). Toisaalta 7(zx) = w41, mikili 1 < k < n, ja
talloin
7”(90;3) = (z122)(w273) - - - (Th—108) (TpTpy1) - - (V17 [T1]
= (2122)(22w3) - - - (Tp—128) (L5 Tpes) (2]
= (2172)(T273) - (Th-128) [Th41] = Tpy1

Edelleen 7(z,) = x1, ja

7' (1n) = (2172) (2223) - - - (Tp—2Tn 1) (Tp_17) 1)

= (z122)(T223) - - - (Tp—2%p_1)[Tn_1]

= (ZL‘lfL'Q)[fEQ] = Z.

Kun jokainen sykliesityksen sykli korvataan edellé mainitulla tavalla, saadaan per-
mutaatio esitetyksi vaihtojen tulona. O
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Olkoon o € S,,. Merkitaan

Merkitaan lisiksi A(id) = A,,.

Esimerkki 2.9. Jos o € S3, niin

Ao) = (0(2) = (1)) (a(3) = o(1)) (o(3) — 0(2)).
Talloin erityisesti

AlGd)=A3=(2-1)3-1)3-2)=1-2-1=2,
A((12) = (1-2)B-2)B-1)=-1-1-2= -2,
ja A((123) = (8- 2)(1-2)1-3) = 1-(~1)- (-2) =2

Huomaa, ettd tulon A(o) eri arvot poikkeavat toisistaan vain etumerkiltdan.

Tulon A(c) avulla voidaan madritelld ns. permutaation etumerkki. Osoitetaan
kuitenkin sitd ennen erés tekninen aputulos. Tama tulos selittad samalla edellisessa
esimerkissd havaitun tulon etumerkkiin liittyvan ilmion.

Lemma 2.10. Kaikilla o, 7 € S, pitee A(oT) = (—1)*
parien i,j € N, lukumddrd, joilla j < i mutta 7(j) >
viite pitee muodossa A(T) = (=1)% - A,.

-A(0), missd k on sellaisten
7(1). Erityisesti, jos o = id,

Todistus. Todistus perustuu seuraavaan havaintoon: koska 7 on bijektio, lukujen
i ja 7 kédydessd kertaalleen joukon N, parit lapi, myos arvot 7(i) ja 7(j) kdyvit
kertaalleen lapi samat parit, joskin eri jarjestyksessa. Téméan tiedon perusteella
voidaan luvuilla ¢ ja j indeksoityjd tuloja indeksoida yhtd hyvin luvuilla 7(i) ja

7(7)-
Aina, kun i < j, patee joko 7(i) < 7(j) tai 7(j) < 7(i), koska 7 on injektio.
Néin ollen tulo A(o7) voidaan aluksi jakaa kahteen osaan:

Alor)= ][] (m’(j)—m’(i)): 11 (a7’(j)—a7’(i))~ 11 (JT(j)—aT(i)).

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

T(0)<7(j) T(j)<7(7)

Kadnnetaan jalkimmaéisen tulon tekijiat ympari kertomalla ne luvulla —1, ja vaih-
detaan sitten samassa tulossa kertomisindeksit ¢ ja j paittain:

11 (UT(j) - UT(Z')) = JI —(m‘(i) - OT(j)) = ]I —(m‘(j) - m‘(i)).
1<i<j<n 1<i<j<n 1<j<i<n
T(7)<7(@) T(7)<7(?) T(0)<7(j)
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Jos nyt merkitdan k:lla niiden parien i,7 € N, lukumaaraa, joille j < 2, mutta
7(j) > 7(i), ndyttda kokonaistulo talta:

Alor)= ][] (07’(]’) - JT(i)) - 11 —(O’T(j) — JT(i))

1<i<j<n 1<5<i<n
() <7(4) T()<7(4)

=0 II (orG)=or@)- II (o7()—o7(i)).

1<i<j<n 1<j<i<n
7(4)<7(j) 7(4)<7(j)

Ensimmaisessé tulossa esiintyy nyt sellaisia tekijoita, joilla ¢ < j, toisessa sellai-
sia, joilla j < i. Muita vaihtoehtoja ei kuitenkaan ole niin kauan kuin 7(i) < 7(j).
Néin ollen tulot voidaan yhdistéa, jolloin saadaan

Alor) = (=1)"- TI (o7(j) —or(®)).
<t

Lopulta voidaan kédyttaa hyvéiksi alussa tehtya havaintoa. Yl1la olevassa tulossa
luvut 7(7) ja 7(j) kdyvat kerran lapi kaikki sellaiset joukon N, parit, joille pa-
tee 7(i) < 7(j). Téten tulo voidaan kirjoittaa vield kerran uudelleen korvaamalla

(i) =i jaT(j) = J"

Aler)=(=DF JI (o) = o)) = (-1)"- A0).

Nain on viite todistettu. O

Maaritelma 2.11. Permutaation o € S,, etumerkki on

sign(o) = %:).

Edellisen lemman perusteella kaikilla o € S, pitee sign(c) = +1. Permutaatiota
kutsutaan parilliseksi, jos sen etumerkki on 1, ja parittomaksi, jos etumerkki on
—1.

Aputuloksesta 2.10 saadaan tulkinta permutaation o etumerkille: se kertoo,
onko sellaisia pareja i < j, joille pitee o(i) > o(j) (eli jotka vaihtavat jarjestystd),
parillinen vai pariton méaéra. Aputuloksen avulla voidaan helposti todistaa myos
erds tarked etumerkin ominaisuus.

Lemma 2.12. Kaikilla 0,7 € S, pdtee sign(oT) = sign(o) sign (7).
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Todistus. Olkoon k niiden parien i, j € N,, lukumdaré, joilla i < j, mutta 7(j) <
7(7). Lemman 2.10 perusteella pétee

A(r) = (=1)*- A,
joten (—1)* = sign(7). Nyt voidaan laskea samaisen lemman avulla
Aor) = (=1)F - A(0) = sign(7) - A(0).
Jakamalla tdmén yhtaléon molemmat puolet luvulla A, saadaan
sign(oT) = sign(7) - sign(o),
kuten haluttiin. O

Permutaation etumerkin laskeminen méaritelmén avulla on hieman tyolasta.
Seuraavan lauseen avulla etumerkki voidaan laskea helposti permutaation sykliesi-
tyksesté lahtien.

Lause 2.13. Olkoon o € S,,. Jossign(o) = 1 eli o on parillinen, niin jokainen o:n
esitys 2-syklien tulona sisaltid parillisen madran tekijoita. Jos taas sign(o) = —1,
niin tekijoitd on pariton mdard.

Todistus. Lasketaan ensin mielivaltaisen vaihdon etumerkki kayttamalla lemmaa
2.10. Olkoon 7 = (k1ks) € S,, jokin vaihto. Lisiksi voidaan olettaa, ettd k; < ko.
Lasketaan, kuinka monella parilla 7,5 € N,, pétee ¢ < j mutta 7(i) > 7(j), eli
kuinka monen parin jarjestys kdantyy vaihdossa toisinpain.

Olkoon siis i < j. Aluksi huomataan, ettd mikéli i # ki ja j # ko, niin 7(7) =
i < j=7(j). Toisaalta, mikali i = k; ja j = ko, niin 7(i) = j > ¢ = 7(j). Tésta
tulee siis yksi pari, jonka jarjestys kdantyy. Jéljelle jaavat tapaukset, joissa ¢ = k;
ja j # ko tai joissa i # ki ja j = ko.

Jos i = ki ja j # ko, niin 7(i) = ko ja 7(j) = j. Parien jarjestys kaantyy siis
tasmalleen silloin, kun j < k. Téllaisia tapauksia on ky — k; — 1 kappaletta (ks.
oheinen kuva). Samoin, jos ¢ # k; ja j = ko, jarjestys kddntyy tésmaélleen silloin,
kun 7(i) =i > ky = 7(j). Naita tapauksia on my6s ks — k1 — 1 kappaletta.

1.2 3 ... K, K, .... n
L1

k, - k, - 1 kpl

Kuva 5: Vaihdon etumerkin laskeminen
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Yhteensa jarjestyksen kaantavia pareja on siis 1+2(kg— k1 —1) = 2(ko— k1) +1
kappaletta. Nain ollen lemman 2.10 mukaan

A(r) = (=122 k)t A = A

joten sign(7) = —1.

Olkoon sitten ¢ = 779 - -+ Ty, missa jokainen 75, on vaihto. Yll& suoritetun
laskun seké edellisen lemman perusteella

m

sign(o) = sign(7) sign(7s) - - - sign(7,) = (—1)
Siispa vaihtojen méara m on pariton, jos ja vain jos sign(o) = —1. U

Korollaari 2.14. Olkoon 0 = T Ty € S,, missd jokainen 1, on ny-sykli.
Permutaatio o on pariton, jos ja vain jos summa (ng—1)+ (no—1)+-- -+ (n, —1)
on pariton.

Todistus. Koska lauseen 2.8 perusteella jokainen n-sykli voidaan kirjoittaa n — 1
vaihdon tulona, permutaatio o voidaan kirjoittaa tulona, joka sisaltdd (ny — 1) +
(ng — 1)+ -+ (n, — 1) vaihtoa. O

Esimerkki 2.15. Permutaatio
(123 45 9 10\ _ ¢
771 8 10 56 47 10
voidaan kirjoittaa syklien tulona muodossa o = (2 8)(3 10 7)(4 5 6 9). Syklien
—-1) =

pituuden ovat 2, 3 ja 4. Koska summa (2 — 1)+ (3 —1) + (4 1+24+3=6
on parillinen, niin sign(o) = 1.

DO OO

6 7
9 3

Lopuksi voidaan viela mainita, ettd etumerkki on itse asiassa ryhmahomomor-
fismi.

Lause 2.16. Kuvaus o +— sign(o) on homomorfismi ryhmdlta (S,,o) ryhmdlle

<{17 _1}7 )

Todistus. Koska jokaisella o pétee sign(o) = 1 tai sign(o) = —1, niin sign on
kuvaus S,, — {—1,1}. Toisaalta lemman 2.12 perusteella sign on homomorfismi.
U
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3 Tekijaryhmat

Tekijaryhméan kéasitteen avulla voidaan monimutkainen ryhma jakaa suuriin, hel-
pommin kasiteltaviin osiin. Tamén jalkeen voidaan erikseen tarkastella, miten las-
kutoimitus vaikuttaa naihin osiin kokonaisuutena, ja jattda hetkeksi huomiotta se,
mité itse asiassa tapahtuu kunkin téllaisen osan sisélla.

3.1 Tekijaryhman maaritelma

Tekijaryhméan maéaarittelemista varten madritelladn aluksi sivuluokat ja normaalit
aliryhmét.

Maaritelma 3.1. Olkoon G jokin ryhma, jolla on aliryhma H. Kullakin alkiolla
g € G maaritelladn H: vasen sivuluokka

gH ={gh|h e H}.
Vastaavasti voidaan méaritella oikea sivuluokka Hg = {hg | h € H}.

Sivuluokista voidaan tehdé heti méaritelmén perusteella muutamia havaintoja.
Ensinndkin eH = H, jos e on ryhmén G neutraalialkio. Aliryhmé on siis itse yksi
sivuluokistaan. Toisaalta, koska e € H, kaikilla ¢ € G pétee ¢ = g-e € gH.
Jokainen ryhmén alkio siis kuuluu johonkin sivuluokkaan, eli sivuluokat peittavdt
koko ryhméan G. Namé havainnot patevat yhta hyvin vasemmille kuin oikeillekin
sivuluokille.

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan ryhméé (Z, +) ja sen aliryhmé&a
AZ = {n € Z | n on jaollinen 4:11a}.

Etsitaan sivuluokat havainnoimalla. Ensinnakin yksi sivuluokista on 0 + 4Z =
47 = {...,—4,0,4,8,12,...}. (Huomaa, ettd kun ryhmén laskutoimituksena on
yhteenlasku, sivuluokkamerkinnéssdkin on kertomerkin sijaan +-merkki.)

Muut sivuluokat saadaan lisiamallé eri lukuja aliryhmén 47 alkioihin:
1+47={...,-3,1,5,9,13,...}
2447 ={...,-2,2,6,10,14,...}
34+4Z=4...,-1,3,7,11,15,...}
4447 =4...,0,4,8,12,16,...}
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Huomataan, ettd 4 4+ 47 on sama joukko kuin 47 ja etta sivuluokkia ei enda tulee
lisda, vaikka kokeiltaisiin uusilla luvuilla: esimerkiksi 13 4+ Z on sama joukko kuin
1+7Z. Jokainen kokonaisluku nayttaa nyt kuuluvan johonkin neljasté sivuluokasta
A7, 1 + A7, 2 4+ 47 ja 3 + 47, ja jokainen naista sivuluokista sisiltaa eri lukuja
kuin toiset.

Edellisessé esimerkissd huomattiin, etta eri sivuluokat eivat sisaltaneet samoja
alkioita. Tamé on itse asiassa yleinen sdanto, joka voidaan osoittaa esimerkiksi
seuraavasti: oletetaan, etta x € g1 H N g H eli etta © = g1hy ja x = gohy joillain
hi,hy € H. Talloin ¢; = zhy", ja kaikilla b’ € H pétee

glh/ = l’h;lh/ = g2 thflh/ € ggH,

c€H

joten g1tH C goH. Samalla tavoin ndhdaan myos, ettd goH C g1 H. Siispa aina
patee joko g1 H = goH tai g1 H N goH = ().

Jonkin aliryhman vasemmat tai oikeat sivuluokat muodostavat siis koko ryh-
mén osituksen (ks. kuva 6). Tarkoituksena olisi nyt unohtaa sivuluokkien varsi-
nainen sisalté ja tutkia sitd, miten laskutoimitus kohtelee néité sivuluokkina ko-
konaisuutena. Olisi siis tarkoitus laskea kokonaisten sivuluokkien tuloja g1 H - go H.
Tallainen tulo on joukko, joka sisaltaé kaikki sellaiset alkiot gyhigohs, joille patee
hi,hy € H. Kyseessi on sama joukko kuin gy - (Hgs) - H, eli H:n oikean sivuluo-
kan Hg, alkiot kerrottuina vasemmalta alkiolla g; ja oikealta kaikilla aliryhmén
H alkioilla.

G

Kuva 6: Aliryhmén H sivuluokat

Ongelmana on nyt se, ettd joukko g1 H - go H ei vélttamatta ole itse sivuluokka.
Tallaisessa tapauksessa ei kokonaisiin sivuluokkiin rajoittumisesta olisi paljon iloa,
kun sivuluokkien joukko ei olisi suljettu niiden laskutoimituksen suhteen. Ongelma
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kuitenkin ratkeaa, mikali H:n vasemmat ja oikeat sivuluokat ovat samoja. Talloin
nimittain patee

g1l - goH = g1+ (Hgs) - H = g1+ (92H) - H = (9192)H - H = (g192)H,
ja néin ollen osien g1 H ja goH tuloksi tulee yksinkertaisesti osa (g192)H.

Maaritelma 3.3. Ryhmén G aliryvhméaa H kutsutaan normaaliksi aliryhmdksi,
mikéli H:n vasemman- ja oikeanpuoleiset sivuluokat ovat samat eli kaikilla g € G
pitee gH = Hg. Jos H on G:n normaali aliryhmé, merkitdan H < G.

Huom. Jos ryhmé on vaihdannainen, sen jokainen aliryhma on normaali, sill&a
on aivan sama, kertooko g aliryvhmén alkioita vasemmalta vai oikealta puolelta.

Seuraava lause antaa helposti tarkistettavan kriteerin sille, onko jokin aliryhma
normaali vai ei.

Lause 3.4. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmda. Aliryhmd H on normaali tds-
malleen silloin, kun kaikilla g € G pitee gHg™* C H eli

ghg™t € H jokaisella h € H.

Todistus. Ryhma on normaali, jos kaikilla ¢ € G péatee gH = Hg. Kun yhtéalon
molemmilla puolilla olevien joukkojen alkiot kerrotaan oikealta ¢g:n kdanteisalkiol-
la, saadaan joukkoyhtilo H = gHg~'. Tama yhtilo pitee siis kaikilla g € G tés-
mélleen silloin, kun H on normaali. Tasta ndhdaan heti, ettd jos H on normaali,
niin myoés gHg~! C H pétee kaikilla g € G.

Oletetaan sitten, etti g ' Hg C H pétee kaikilla ¢ € G. Olkoot h € H jag € G.
Nyt myds g~! € G, joten oletuksen mukaan ¢g~'h(¢g~!)~! = g~thg € H. Edelleen

h=gg 'hgg' € gHg™ ",
[ —
cH

mistd seuraa, ettd H C gHg . Nain ollen H = gHg ! kaikilla ¢ € G, ja H on
normaali. O

Esimerkki 3.5. Ryhmaé S5 koostuu kuudesta alkiosta: (12), (23), (13), (123), (132)
ja id. Tarkistetaan, onko aliryhma H = ((123)) = {id, (123), (132)} normaali.
Lasketaan sitd varten muotoa ghg—! olevat tulot, missa h € H. Niissa tapauksissa,
joissa g € H tai h = id, tulo kuuluu selvéasti aliryhméaan H. Toisaalta silloin, kun
g € H, alkio g on vaihto, joten g7! = g¢. Laskettavat tulot ovat siis itse asiassa
muotoa ghg. Saadaan

(12)(123)(12) = (132), (12)(132)(12) = (123)
(23)(123)(23) = (132), (23)(132)(23) = (123)
(13)(123)(13) = (132), (13)(132)(13) = (123)
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Koska jokainen tulo ghg~! kuuluu aliryhmééin H, kyseinen aliryvhmé on normaali.

Olkoon nyt H' = ((12)) = {id, (12)}. Tama aliryhmé& ei ole normaali, silld
esimerkiksi

(123)(12)(123)~" = (123)(12)(321) = (23) ¢ H'.

Maaritelma 3.6. Olkoon H < G. Ryhmaéé, jonka alkioita ovat sivuluokat gH,
missd ¢ € G, kutsutaan tekijaryhmdksi. Tekijiryhmaa merkitddn G/H, ja sen
laskutoimitus noudattaa saantéd g1H - goH = (g192)H. Tekijaryhmén alkioita
voidaan merkitd myos gH = [g], jolloin laskusddnnoksi tulee [g1][ge] = [g192]-

Esimerkki 3.7. Koska ryhmé (Z, +) on vaihdannainen, sen kaikki aliryhmaét ovat
normaaleja. Tutkitaan tekijaryhmad Z, = Z/4Z. Tamén tekijaryhmén alkiot ovat
alemmassa esimerkissd maédritetyt nelja sivuluokkaa Z = [0], 1 +Z = [1], 2 +
Z = 2] ja 3+ 7Z = [3]. Kyseessi on siis dérellinen 4 alkion ryhmé. Tekijaryhmén
laskutoimituksen mééritelman mukaan esimerkiksi [1] + [2] = [1 + 2] = [3] ja
(3] + [4] = [7] = [3], missd viimeinen yhtasuuruus tulee siitd, ettd sivuluokat
7+ Z ja 3 4+ Z ovat sama joukko. Laskemalla kaikki mahdolliset summat voidaan
muodostaa tekijaryhmén laskutoimitustaulu:

+1[0] [1] [2] [3]
of (o] 1] 2] (3]
Ay a2 B8 o,
21 21 8] o] 1]
BB A 2]

3.2 Rubikin ryhméan jako paikkojen ja asentojen mukaan

Tarkastellaan sellaista Rubikin ryhmén osajoukkoa R,, jonka permutaatiot pitéavat
kuution jokaisen palan paikallaan, vaikka voivatkin muuttaa niiden asentoa.

Lause 3.8. Osajoukko R, on Rubikin ryhmdn normaali aliryhmd.

Todistus. Helposti ndhdaan, etta R, on Rubikin ryhmén aliryhma. Jos nimittain
permutaatiot o ja 7 pitavat kaikki kuution palat paikoillaan, my6s niiden yh-
distelma o7 pitad palat paikoillaan. Toisaalta identtinen permutaatio pitaa palat
paikoillaan, ja jos o ei liikuta paloja, ei mydskadan kaanteiskuvaus o' liikuta niité.

Osoitetaan sitten, ettd aliryhma R, on normaali kayttamalld aiemmin todis-
tettua kriteerid 3.4. Olkoot 7 € R, ja o € R. Tarkastellaan yhdistelmis oro !
siltd kannalta, liikuttaako se paloja vai ei.

Jos o siirtéé jonkin palan paikasta A paikkaan B, niin 0! siirtéé kyseisen palan
takaisin paikasta B paikkaan A. Koska 7 puolestaan pitdéd tuon palan paikallaan
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kohdassa A, ei yhdistelmé liikuta lainkaan kyseista palaa (ks. oheinen kuva). Sama
paattely voidaan tehdéa jokaisen palan kohdalla, joten yhdistelmaé ei liikuta paloja.
Niin ollen o707~ ! € R,, ja R, on normaali. O

(o

Kuva 7: Yhdistelmé oro~! ei siirrd paloja

Kutsutaan aliryhmaa R, Rubikin asentoryhmdksi. Koska asentoryhmé on nor-
maali, voidaan méadritelld tekijiryhma R, = R/R,. Tata tekijaryhméé kutsutaan
puolestaan Rubikin paikkaryhmdaksi. Tekijaryhmén alkiot ovat sivuluokkia [o]. Ai-
na kun [o1] = [09], tdytyy péited o1 = oy o 7 jollain 7 € R,. Tadma tarkoittaa sité,
ettd saman sivuluokan alkiot eroavat toisistaan vain jonkin sellaisen siirron verran,
joka ei muuta palojen paikkoja. Tekijaryhmé voidaan ndhda permutaatioryhmané,
jonka alkiot permutoivat kuution paloja niiden asennoista vélittadmaéatta.

Y14 kuvatun jaon merkitys on siiné, ettd sen avulla voidaan hetkeksi unohtaa,
missa asennoissa kuution palat ovat, ja keskittyd palojen liikuttamiseen. Kuution
ratkaisemiseksi olisi annetusta asemasta o ldhtien 16ydettéava perussiirtojen ketju,
joka palauttaisi kuution perusasemaan id. Edetdan ratkaisussa nyt niin, etta yrite-
tadn ensin palauttaa paikkaryhmdssdi asema [o] asemaksi [id]. Koska [id] = R,, niin
téssa asemassa kaikki palat ovat jo oikeilla paikoillaan, mutta ne voivat olla viela
vaarissa asennoissa. Tamén jalkeen katsotaan tarkemmin, mihin asemaan 7 aliryh-
méssd R, ollaan padadytty, ja yritetdan palauttaa tdmé asema viela perusasemaksi
id. Namé vaiheet nékyvét kuvassa 8.

Huomaa, ettd toisinpain eli asentoryhmasta paikkaryhméan eteneminen olisi
mahdotonta, silld paloilla ei voi ajatella olevan mitdan “oikeita asentoja”, elleivat
ne ole oikeilla paikoillaan. Tamén seikan algebrallinen tulkinta on se, ettd ali-
ryhméssa on aina neutraalialkio, mutta muissa sivuluokissa ei ole mitaan tahan
rinnastettavaa erityisté alkiota. Jos siis asema sijaitsee jossain vaaréassa sivuluokas-
sa, ei sivuluokan sisalla ole mitaén tiettya suuntaa, johon ratkaisussa kannattaisi
edeté.
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R,=R/R,

Kuva &8: Ratkaisun vaiheet

3.3 Algoritmi 1: nurkkapalojen 3-sykli

Kuten ylla todettiin, paikkaryhméa R, voidaan ajatella kuution palojen permu-
taatioryhméané. Kukin sivuluokka [o] vastaa sitd palojen permutaatiota, jonka o
aiheuttaa. Jos kaksi permutaatiota siirtavat paloja samalla tavalla, ne kuuluvat
samaan sivuluokkaan.

Seuraavaksi kuvattava algoritmi tuottaa 3-syklin palojen paikkoja permutoivas-
sa ryhmassd R,. Jos kuutio asetetaan siten, ettd keltainen sivu on katsojaan pain
ja sininen sivu ylospain, ja keltaisen sivun palat numeroidaan vasemmalta oikeal-
le ja ylhdalté alas keskipalaa lukuunottamatta numeroilla {1,...,8}, niin saatava
3-sykli on (316). Se koostuu kahdenlaisista siirroista: ensimmaéinen on perussiirto
o = U ja toinen kolmen perussiirron yhdistelmid 7 = RD~'R~!. Niistd kootaan
lopuksi yhdistelméa oo~ 177!, Kokonaisuudessa siirtosarja on siis seuraavanlainen:

(316) =URD 'R 'U'RDR™.

Tama siirtosarja, kuten kaikki permutaatioiden yhdistelmét, suoritetaan oikealta
vasemmalle.

Kuvassa 9 esitetaan koko siirtosarja vaihe kerrallaan. Huomaa erityisesti, miten
yhdistelmét o7 ja o~ 177! kisittelevit 3-sykliin kuulumattomia paloja. Namé palat
siirtyvit ensin permutaatiossa o~'77! jonnekin, mistd ne sitten palaavat takaisin
permutaatiossa o7. Naiden palojen osalta siis nayttaisi silta, etta kyseiset permu-
taatiot olisivat toistensa kidnteissiirtoja, vaikka tosiasiassa o~ 177! = (70)7! #
(o7)~1. Permutaatioiden 7o ja o7 (tai niiden kéaénteisalkioiden) ero tulee nikyviin
vain 3-sykliin osallistuvissa paloissa. Tasta puhutaan lisid myéhemmin.

Algoritmin opettelu helpottuu, kun huomaa, ettd permutaatio 7 eroaa per-
mutaatiosta 77! vain siind, ettd jalkimmaisessd on toisena siirtona perussiirto D,
edellisessa. D~!. Koko sykli voidaan helposti my6s kiertdi vastakkaiseen suuntaan.
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Kuva 9: Nurkkapalojen 3-sykli

Tarvittava kaanteisalkio on

(07’0‘17'_1)_1 = (7'_1)_1(0_1)_17'_10_1 =707 oL

Kaanteisalkiossa tehdédan siis edelleen ensin kdanteispermutaatiot; eroa alkuperéi-
seen 3-sykliin on siis siind, ettd o-permutaatiot tehdédan ennen T-permutaatioita.

3.4 Alternoivat ryhmat

On helppo todeta, etté parilliset permutaatiot muodostavat symmetrisen ryhmén
S, aliryhméan. Téta aliryhméaa nimitetdan alternoivaksi ryhmdksi ja merkitaan

A, ={o €S, |sign(c) =1}.

Tassa luvussa osoitetaan, etté alternoiva ryhméa on normaali ja etta se jakaa sym-
metrisen ryhméan kahteen yhtd suureen sivuluokkaan, joista toinen siis siséltéda
kaikki parittomat permutaatiot.
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Lause 3.9. Alternoiva ryhmd A, on normaali ryhmdssda S,.

Todistus. Kaytetdan lauseen 3.4 normaalisuuskriteeria. Olkoot 7 € A,, ja o0 € S,
mielivaltaisia. Tarkastellaan yhdistelmidn o7o~! etumerkkii. Ensinndkin havai-
taan, etta

sign(o) - sign(o™!) = sign(oc oo™t = sign(id) = 1,

joten sign(c~') = sign(o). Néin ollen
sign(o7o™ 1) = sign(o) sign(7) sign(o™!) = sign(o)?sign(r) =11 = 1.

Nihdéén, ettd oro~! € A, jolloin voidaan padtelld, ettd cA,0~! C A,. Aliryhmé
A,, on siis normaali. O

Seuraavaksi ryhdytadn tutkimaan, kuinka monesta alkiosta alternoiva ryhma
koostuu. Apuna kaytetddn algebran kurssilta tuttua Lagrangen lausetta, joka muis-
tin virkistdmiseksi mainitaan tassa ilman todistusta.

Lause 3.10 (Lagrange). Olkoon G ddrellinen ryhmd, ja H < G. Talloin aliryhmdn
alkioiden lukumddrd |H| jakaa koko ryhmdn alkioiden lukumddrin |G|. Lisdksi

aliryhmdan H vasemman- ja oikeanpuoleisia sivuluokkia on yhtd paljon, ja niiden
lukumadra on |G|/|H]|.

Lagrangen lause sanoo siis, ettéd sivuluokat jakavat ryhman tasan yhté suuriin
osiin. Sivuluokkien lukuma&dradn nimitetddn aliryhman indeksiksi ja merkitaén

G : H].

Jotta voitaisiin paatella alternoivan ryhman koko, tarvitsee siis vain selvittaa,
kuinka monta sivuluokkaa silla on. Koska parilliset permutaatiot siséltyvat kaikki
yvhteen sivuluokkaan, muissa sivuluokissa voi olla vain parittomia permutaatioi-
ta. Osoittautuu, ettd myos parittomat permutaatiot muodostavat yhden ainoan
sivuluokan, jolloin Lagrangen lauseesta seuraa, ettd kumpikin sivuluokka sisiltaa
tasmalleen puolet ryhman alkioista.

Lause 3.11. Alternoivalla ryhmdlld A, on tasmdlleen kaksi sivuluokkaa, jos n >
2. Toisin sanoen alternoivan ryhmdn indeksi [S,, : A,] on 2, jos n > 2.

Huom. Todistus seuraisi suoraan nk. homomorfialauseesta, koska kuvaus sign :
S, — {—1,1} on homomorfismi, jonka ydin on A, ja joka on surjektiivinen, jos
n > 2. Homomorfialauseen mukaan nimittain tekijairyhma S, /A, on tallin iso-
morfinen kahden alkion ryhmén {—1,1} kanssa. Seuraavassa annetaan kuitenkin
suora todistus, joka ei kdytd homomorfialausetta.
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Todistus. Ensimmaiseksi havaitaan, etté jos n > 2, niin ryhmaé .5, sisaltda vaihdon
(12). Vaihto on pariton, joten (12) ¢ A, ja néin ollen sivuluokkia on véhintaan
kaksi.

Olkoon sitten edelleen n > 2 ja olkoon o jokin pariton permutaatio. Osoitetaan,
ettd o € (12) o A,,. Ensinndkin

sign((12) o) = sign((12)) - sign(o) = —1-(—1) =1,
joten (12)71o € A,. Titen

o= (12)0 (12) o € (12) 0 A,.
€Ap

Koska o oli mielivaltainen pariton permutaatio, ndhdain, ettd jokainen pariton
permutaatio kuuluu samaan sivuluokkaan. Siispa sivuluokkia on tasan kaksi. [

Symmetrinen ryhméa jakautuu siis tasan kahteen sivuluokkaan, joista toinen
sisaltaa kaikki parilliset permutaatiot ja toinen kaikki parittomat. Sivuluokasta
toiseen voidaan siirtya kertomalla annettu permutaatio milla tahansa parittomalla
permutaatiolla.

Pienimpid epétriviaaleja parillisia permutaatioita ovat 3-syklit. Todistetaan
viela luvun lopuksi, ettd 3-syklien avulla voidaan muodostaa kaikki muutkin pa-
rilliset permutaatiot.

Lause 3.12. Syklit, joiden pituus on 3, virittdvdt alternoivan ryhmdn.

Todistus. Tarkastellaan mielivaltaista identtisesta kuvauksesta poikkeavaa permu-
taatiota o € A,. Koska ¢ on parillinen, se voidaan kirjoittaa tulona

T1P1 O TP2 O - - O My P,y

missé jokainen 7 ja jokainen p; on vaihto. Osoitetaan, ettd jokainen yhdistelmé
TPk voidaan korvata joko 3-syklien tulolla tai neutraalialkiolla. Kun muistetaan,
ettd (ab) = (ba) kaikilla a,b € N, saadaan kolme tapausta:

1) jos mrpr on muotoa (ab)(ab), niin mps, = id
2) jos mppr on muotoa (ab)(bc), niin 7,pr = (abe)

3) jos mppx on muotoa (ab)(cd), niin mpr = (abe)(bed).

Niéin ollen o voidaan kirjoittaa 3-syklien tulona. O
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4 Konjugointi

4.1 Konjugoinnin maaritelma

Usein ryhmén alkiot kuvaavat operaatioita jossain joukossa. Permutaatiot ovat
tasta hyva esimerkki. Téallaisessa tapauksessa voidaan konjugoinnilla siirtaéd jos-
sain joukon osassa toimiva operaatio toiseen osaan. Tasta on hyotya varsinkin, jos
edelld mainittu operaatio on erityisen helppo hahmottaa ja sitd halutaan kayttéa
uudelleen jossain toisessa kohdassa.

Maaritelma 4.1. Olkoon G ryhma ja olkoon g € G. Ryhméan G siséista kuvausta
T gsL’g’1

nimitetdin konjugoinniksi ja tulosalkiota gzg~! alkion x konjugaatiksi. Konjugaat-
tia merkitddn myos grg~! = 9x. Jos X on ryhmin G osajoukko, niin joukko

IX=gXg ' ={gzg " |z € X}
on joukon X konjugaattijoukko.

Konjugointi on kaantyvéa operaatio: kun konjugoitu alkio Y2 konjugoidaan uu-
destaan alkiolla ¢!, saadaan alkuperiinen alkio z. Jos ryhmé on vaihdannainen,
niin kullakin alkiolla on ainoana konjugaattinaan vain alkio itse, silli gzrg~! =
g9~ 'z = z. Toisaalta ei-vaihdannaisissa ryhmissid konjugointi on hyvin yleinen
tyokalu. Esimerkiksi lauseen 3.4 normaalisuuskriteeri voidaan lausua muodossa:

H on normaali jos ja vain jos se sisaltaa kaikkien alkioidensa konjugaatit.

Esimerkki 4.2. Olkoon 7 = (123) € Sy ja olkoon o = (167)(259)(38). Nyt o~ =
(83)(952)(761), ja

71 = (167)(259)(38)(123) (83)(952)(761) = (586).

o o1

Esimerkin 3-sykli saatiin siis konjugoimalla siirretyksi toimimaan lukujen 1, 2 ja 3
sijasta luvuilla 5, 8 ja 6.

Vaikka konjugointi on téssd maaritelty vain ryhmén sisaiseksi operaatioksi,
kyse on oikeastaan yleisemmasté periaatteesta. Jos esimerkiksi f on topologisten
avaruuksien X ja Y vilinen homeomorfismi ja gy on jatkuva kuvaus joukolta Y it-
selleen, voidaan konjugoimalla muodostaa jatkuva kuvaus gx = fogy o f ! joukol-
ta X itselleen. Konjugointia vastaava operaatio on tuttu myos lineaarialgebrasta,
kuten seuraava esimerkki osoittaa.
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Kuva 10: Syklin siirto konjugoimalla

Esimerkki 4.3. Olkoon annettu tasossa origon kautta kulkeva nouseva suora,
jonka x-akselin kanssa muodostama kulma on « astetta. Tarkastellaan lineaari-
kuvausta L, joka projisoi minké tahansa tason pisteen (eli 2-ulotteisen vektorin)
kulmassa  annetulle suoralle (ks. kuva 11).

Kuva 11: Projisointikuvaus

Mainitun lineaarikuvauksen matriisia ei ole ihan helppo muodostaa, vaikka ku-
vaus on geometrisesti yksinkertainen. Tiedetddn kuitenkin, ettd kuvauksella on
kaksi ominaisarvoa: suoran suunnassa olevilla vektoreilla x patee Lx = x ja pro-
jektiosuunnassa olevilla vektoreilla puolestaan Lx = 0. Ominaisarvot ovat siis 1
ja 0. Lineaarikuvauksen matriisi voidaan nain ollen diagonalisoida niin, etta se on
muotoa D = P~'LP, missi P on kannanvaihtomatriisi, joka vaihtaa kantavekto-
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reiksi suoran ja projisoinnin suuntaiset vektorit. Téassa uudessa kannassa ilmoitet-
tuna kuvaus ainoastaan projisoi kohtisuoraan jalkimmaisen koordinaatin suhteen,
joten sen matriisiksi tulee diagonaalimatriisi

10
D= )
Kannanvaihtomatriisi P puolestaan on helppo muodostaa, koska se vain kiertda
kantavektoreita (1,0) ja (0, 1) niin, ettd ne tulevat suoran ja projisoinnin suuntai-

siksi. Talloin P(1,0) = (cosa,sina) ja P(0,1) = (— cos(8 — a),sin(f — «)), joten
kannanvaihtomatriisiksi tulee

p_ [Cosoz —cos(B — a)] .

sina  sin(f — «)

Nyt siis alkuperainen lineaarikuvaus on saadun diagonaalimatriisin konjugaatti:
L = PDP~!, ja sen matriisi voitaisiin tistd yhtalostd myos helposti laskea.

Edellisesté esimerkistd nékyy hyvin konjugoinnin yleinen periaate. Tarkastel-
tava lineaarikuvaus on vaikeasti hahmotettava luonnollisessa kannassa, ja sen mat-
riisi on monimutkainen. Kannanvaihdolla voidaan siirtaa lineaarikuvauksen kuvai-
lema operaatio helpompaan koordinaatistoon, jolloin matriisistakin tulee selkea.
Operaation suorittamisen jéilkeen voidaan sitten palata taas alkuperdiseen kan-
taan.

Esimerkki 4.4. Maaritellaan jokaisella n € Z kokonaislukuja permutoiva kuvaus
o, seuraavasti: jos n € Z, niin o,(z) = n + z kaikilla € Z. Naméa kuvaukset
muodostavat ryhmén T = {0, | n € Z}, jossa id = 0¢, 0 © 0 = Opun ja

1

0, = 0_n. Ryhméa T on vaihdannainen, silla

Om O 0n = Omin = Ontm = Opn O O,

Néin ollen konjugointi ryhméssa T ei muuta alkioita lainkaan. Asia voidaan kui-
tenkin ndhda myos toisella tavalla.

Mikali ryhmén alkiot nimittdin toimivat jossain joukossa, niiden konjugoimi-
nen siirtda kyseisen toiminnan johonkin toisaalle samassa joukossa. Jos nyt patee
°T = T, tama tarkoittaa sita, ettd alkio 7 toimi jo alun perinkin sielld, mihin o
sen toiminnan siirtda. Vaihdannaisen ryhmén jokaisen alkion toiminta ulottuu siis
joka puolelle joukkoa, eika konjugointia siksi tarvita mihinkdan. Tama nahdaén
hyvin esimerkin ryhmassa 7', silla jokainen T:n alkio siirtda kaikkia kokonaislukuja
samalla tavalla, ja siksi alkion konjugoiminen on tarpeetonta.
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Koska konjugointi on saman operaation siirtamistd paikasta toiseen, voi olla
toisinaan hyodyllista tarkastella, mitkd operaatiot voidaan téssé mielesséd saman-
kaltaisia.

Maaritelma 4.5. Olkoon G ryhmaé ja olkoon = € G. Alkion x konjugaattiluokka
on niiden alkioiden joukko, jotka saadaan konjugoimalla alkiota x. Kyseinen joukko
on siis {gzg™' | g € G}.

Koska konjugointi on kadntyva operaatio, x kuuluu y:n konjugaattiluokkaan
jos ja vain jos y kuuluu x:n konjugaattiluokkaan. Toisaalta x kuuluu omaan kon-
jugaattiluokkaansa, silli ‘42z = x. Voidaan myds helposti osoittaa, ettd eri konju-
gaattiluokat ovat aina erillisid. Konjugaattiluokat muodostavat siis koko ryhmén
osituksen samalla tavoin kuin aliryhmien sivuluokat. Konjugaattiluokat voivat kui-
tenkin olla keskendan hyvinkin eri kokoisia.

4.2 Konjugointi permutaatioryhmissa

Permutaatioiden konjugoiminen on helppoa ja symmetrisessi ryhméssé konjugaat-
tiluokille saadaan yksinkertainen saanto.

Lause 4.6. Olkoot o,7 € S,,. Oletetaan, ettd T:n esitys erillisten syklien tulona
on

T = (371,1 .. -xl,kl) cee (.ﬁl}mJ .. .ZL’mng).

Merkitidn o(x; ;) =} ; kaikilla i ja j. Tdlloin 7:n konjugaatille pétee
T = (:1:/11 .. l’llkl) cee (37;n1 .. SL’Imkm)

Todistus. Merkitaan vaitteessé esiintyvaé tuloa

T = (@) @ T,

ja osoitetaan, ettd oro~! = 7/. Olkoon sité varten y € N,, mielivaltainen. Koska

o on bijektio, l16ydetaan jokin = € N, jolle y = o(x). Jos z ei esiinny 7:n sykliesi-
tyksessd, ei myoskadan y esiinny 7':n sykliesityksessa. Téassa tapauksessa 7/(y) = v,
jaoro(y) =o7(x) =0(z) = v.

Oletetaan sitten, ettd x esiintyy 7:n sykliesityksessa eli ettd x = z,  joillain r
ja s. Talloin pétee
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(Huomaa, etta sykliesitys voidaan valita siten, ettd s # k., kun 1-syklit jatetadn
merkitsemdttd.) Lisiksi nihddén, ettd y = z; , joten

T(Y) = @ w )] = [ on] = o (@)
Saatiin, ettd mielivaltaisella alkiolla y € N,, pitee 7/(y) = o(z,411) = o170 (y).
Siispé véite on todistettu. O

Jonoa (ni,ng,...,n,), missi jokainen n,, on permutaation o sykliesitykses-
sé esiintyvien erillisten m-syklien méaara, nimitetaén permutaation syklityypiksi.
Edella olevasta lauseesta saadaan suoraan seuraava seuraus.

Korollaari 4.7. Permutaatiot voivat kuulua samaan konjugaattiluokkaan vain jos
niilld on sama syklityypp?.

Lause 4.6 ndhdaan toiminnassa jo esimerkissa 4.2, jossa konjugoidaan 3-syklid
7 = (123) permutaatiolla o = (167)(259)(38). Koska télle patee (1) = 6, 0(2) =5
ja o(3) = 8, tuloksena on lauseen perusteella 3-sykli (658), kuten myos esimerkissé
nahtiin. Tarkastellaan seuraavaksi hieman monimutkaisempaa esimerkkia.

Esimerkki 4.8. Valitaan jokin n-sykli 7 = (27 z3...x,) ryhméstd S,, missa
n > 3. Taméa n-sykli virittdad aliryhmian H = {id, 7,72,..., 7" 1}. Osoitetaan, etti
H ei voi olla normaali.

Jotta H olisi normaali, sen téytyy sisaltda kaikkien alkioidensa konjugaatit.
Kuitenkin, jos o = (x1 x3), niin edellisen lauseen mukaan

T = (r9 1 X3 ... 7).

On helppo tarkistaa, ettd 7 (x2) = x1 vain, jos m = kn — 1 jollain kokonaisluvulla
k, mutta toisaalta 7%"~!(x;) = z, # w3 kaikilla k € Z. Néin ollen °7 on eri
permutaatio kuin 7™ kaikilla m, joten ?7 ei kuulu aliryhméaan H.

Kun kaytettavissi ovat kaikki symmetrisen ryhméan permutaatiot, myos kaikki
mahdolliset konjugoinnit onnistuvat, ja konjugaattiluokat muodostuvat tasmalleen
niista permutaatioista, joilla on sama syklityyppi. Jos sen sijaan rajoitutaan johon-
kin ryhmén S,, aliryhméén, konjugaattiluokat voivat hajota pienempiin osiin, kun
konjugoivaa alkiota ei enda loydykaan.

Esimerkki 4.9. Tarkastellaan ryhméan S, aliryhmaéa
Ds = {id, (1234), (13)(24), (1432),
(12)(34), (24), (14)(32), (13)},
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jota nimitetdan nelion symmetriaryhmdaksi. Nimitys johtuu siitd, ettd jos nelion
nurkat numeroidaan kuvan 12 mukaisesti, jokainen ryhmén Dg permutaatio vastaa
sellaista nurkkien siirtoa, joka sailyttéda nelion rakenteen. Toisin sanoen, jos neliota
kadnnelldan niin, ettd nurkat palautetaan lopulta alkuperiisten nurkkien paikoille,
saadaan niiden numeroinnin muuttumisesta ryhman Dg permutaatio.

T
N
1 : 2
G
4 3

Kuva 12: Nelion kierto ja peilaus

Neliota voidaan kadnnelld pédasiassa kahdella tavalla. Ensimmainen tapa on
neljainnesympyrin kierto myotapdaiviin, joka vastaa permutaatiota p = (1234).
Tama kierto voidaan suorittaa nelja kertaa, minké jélkeen nelio palaa alkuperéi-
seen asentoonsa, ja nain saadaan kierron virittdma aliryhmé

R = (o) = {id, (1234), (13)(24), (1423)}.
—_— ——
p? p?
Toinen tapa on esimerkiksi pystyakselin varassa suoritettu peilaus 7 = (12)(34).
Neliota voi peilata myos vaaka-akselin seké eri lavistdjien suhteen, mutta nama
kaikki peilaukset saadaan myos yhdistamalla jokin kierroista peilaukseen 7:

™= (12)(34), mp=(24), wp®=(14)(23) ja wp°® = (13).

Alkiot p ja 7 siis virittédvéit nelion symmetriaryhman.

Etsitddan ryhmén Dg jako konjugaattiluokkiin. Neutraalialkion yksi6 {id} muo-
dostaa aina oman konjugaattiluokkansa. Toisaalta syklityyppi rajoittaa sita, mitka
alkiot voidaan saada toisistaan konjugoimalla. Kokeilemalla nahdadn esimerkiksi,
etta

"(1234) = (1432),

joten yhden konjugaattiluokan muodostavat 4-syklit (1234) ja (1423). Konjugoin-
nilla on téssa erityinen geometrinen merkitys. Kun nelioon kaytetaédn peilausta,
nelio ikadn kuin kdantyy nurin pain, taustapuoli eteen. Talloin neljanneskierto
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myotapaivadn muuttuukin alkuperéisessa neliossa neljanneskierroksi vastapéivaan.
Sama toimii milld tahansa peilauksella, ja kaikki nama myo6s tuottavat saman kon-
jugaatin.

Pystypeilaus (12)(34) taas voidaan muuttaa vaakapeilaukseksi (14)(23) kierté-
malla neliota ensin neljanneskierroksen verran. Niinpa ?(12)(34) = (14)(23). Myos
diagonaalipeilaukset (24) ja (13) toimivat téssd konjugoivina alkioina. Samalla ta-
voin ndhdéaan vield, ettd esimerkiksi ”(13) = (24).

Jaljelle jaé viela kiertoalkio p* = (13)(24), joka on samaa syklityyppid kuin
vaaka- ja pystypeilaukset. Kierrolla konjugoiminen tuottaisi kuitenkin vain uuden
kierron. Jos taas konjugoitaisiin jollain peilausalkiolla 7, tulisi nelio kadnnetyksi
ensin nurin péin ja sitten kierron jalkeen jalleen oikein pain. Niinpa tuloksena ei
voi olla peilausta, jossa nelio jaisi loppujen lopuksi nurin péain.

Algebrallisesti sama voidaan todeta, kun huomataan, etta kiertoryhma R on
itse asiassa normaali aliryhmé. Sen indeksi on nimittain [Ds : R|] = |Ds|/|R| =
8/4 = 2. Niin ollen se siséltiad kaikki konjugaattinsa, joten kierto p? ei voi konju-
goitua ryhmaén ulkopuolella olevaksi peilaukseksi. Konjugaattiluokiksi saadaan siis
lopulta seuraavat joukot: {id}, {(1234), (1432)}, {(13), (24)}, {(12)(34), (14)(23)}

ja {(13)(24)}.

4.3 Konjugointi Rubikin ryhmassa

Konjugointi auttaa Rubikin kuution ratkaisussa merkittavasti, sill& sen avulla voi-
daan opittu siirtosarja siirtda kuution toiseen osaan. Jos esimerkiksi halutaan suo-
rittaa paikkaryhméssia R, kuvan 13 mukainen 3-sykli (124) aiemmin opitun syklin
o = (123) asemesta, voidaan ensin suorittaa perussiirto R, joka tuo palan 4
palan 3 paikalle (ja liikuttaa toki samalla muitakin paloja). Tamén jalkeen suori-
tetaan opittu siirto o, ja lopuksi palautetaan pala 4 paikalleen perussiirrolla R. On
siis suoritettu konjugaattisiirto ®o. Aiemman teoreettisen tarkastelun perusteel-
la tiedetédan, etta kyseinen konjugaatti todella on 3-sykli eika liikuta muita kuin
haluttuja paloja.

-~ o
T =1 = =
1 3 | P - 1 4 4 2 ASR 4 3
X
2 / 2 3 1 3 1

Kuva 13: Opitun siirron konjugointi
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Jotta kaikki nurkkapalat saataisiin paikoilleen tunnettua 3-syklid ja sen kon-
jugaatteja soveltamalla, téytyisi kahden ehdon tayttyé: ensinndkin nurkkapalojen
permutaation pitéisi aina olla parillinen. Tama johtuu siita, etta 3-syklit ja niiden
tulot ovat parillisia. Toiseksi kaikkien konjugointiin tarvittavien permutaatioiden
pitaisi olla laillisia siirtoja.

Ensimmainen ehto ei kuitenkaan pade, koska mika tahansa perussiirto on nurk-
kapalojen kannalta 4-sykli, joka ei ole parillinen. Toisaalta, jos nurkkapalat ovat
asennossa, joka vastaa paritonta permutaatiota, tekemaélla mikéa tahansa perussiir-
to (missi tahansa vaiheessa) saa tilanteen jélleen vastaamaan parillista permutaa-
tiota. Talloin se on periaatteessa mahdollista ratkaista 3-syklien avulla.

Kaydaan nyt lapi kaikki mahdolliset kolmen nurkkapalan kombinaatiot ja osoi-
tetaan, etta jokaista néista kohti 16ytyy permutaatio o, joka vie opittuun 3-sykliin
7 osallistuvat palat noiden kolmen nurkkapalan paikalle. Téalloin voidaan mika
tahansa 3-sykli suorittaa konjugaattina 7.

Lasketaan ensin, kuinka monta erilaista kolmen nurkkapalan kombinaatiota
kuutiosta yhteensé 16ytyy. Koska nurkkapaloja on yhteensid kahdeksan, lukuméara
on (g) = 56. Naméa kombinaatiot jakautuvat kolmeen joukkoon A, B ja C, jotka
nakyvat kuvassa 14. Jokaisen joukon sisalld kombinaatiot saadaan johonkin kuvan

kolmesta asennosta koko kuutiota kiertamaélla.

A B C

Kuva 14: Kolmen nurkkapalan kombinaatiot

Lasketaan nyt kussakin joukossa A, B ja C' olevien kombinaatioiden lukumaéaré,
jotta varmistutaan siitd, ettd ndma joukot todella sisdltédvat kaikki mahdolliset
kombinaatiot.

A: Tama on ainoa joukko, jossa kaikki nurkkapalat ovat samalla sivulla. Sivu-
vaihtoehtoja on kuusi, ja jokaisella sivulla kirjaimella N merkitty pala voi olla
neljassa eri nurkassa. Nain saadaan yhteensa 6 - 4 = 24 eri kombinaatiota.

B: Kirjaimilla S merkityt palat ovat samalla sarmélld. Tama sdrmé voidaan va-
lita 12 eri sairman joukosta. Kolmanneksi palaksi voidaan sitten valita jompi
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kumpi vastakkaisen sarmén nurkkapaloista. (Ndmé kombinaatiot saadaan
toisistaan kiertamalld kuutio ylosalaisin.) Yhteensd saadaan siis 24 kombi-
naatiota.

C': Nama kombinaatiot koostuvat kirjaimella K merkityn nurkkapalan viereisten
nurkkien paloista. Nurkan K valinta méaraa koko kombinaation téysin, ja se
voidaan valita vapaasti kaikkien kahdeksan nurkan joukosta. Kombinaatioita
on siis 8.

Yhteensa edelld laskettuja kombinaatioita on juuri 24 + 24 + 8 = 56, joten
kaikki kombinaatiot kuuluvat johonkin luetelluista joukoista.

Seuraavaksi on tarkoitus osoittaa, ettd jokainen nurkkapalojen kombinaatio
voidaan tietylla konjugoinnilla palauttaa kuvan 13 vasemmanpuolimmaiseen ase-
maan, jossa lisdksi oletetaan keltaisen sivun olevan katsojaan pain ja sinisen ylos-
pain. Télloin opittua nurkkapalojen 3-syklia soveltamalla saadaan palat oikeaan
jarjestykseen.

Kunkin joukon A, B ja C sisilld kombinaatiot saadaan johonkin kuvan muo-
toisista asemista koko kuutiota kiertamélla. Tassa on kuitenkin se ongelma, etta
kuution kierrossa sivujen merkinnit muuttuvat: katsojaa kohti oleva sivu ei ehka
endd olekaan keltainen vaan esimerkiksi punainen. Téll6in myos siirtojen merkin-
nit muuttuvat, ja jokaista tapausta varten pitaisi loytda oma konjugointi. Ongel-
maan on kaksi ratkaisua.

Ensinnékin koko kuution kiertdmisen sijaan voidaan pitaéa keskitahkosta kiinni
ja kiertda vain rinnakkaisia sivutahkoja. Télloin nurkkapalat pysyvéit toistensa
suhteen samassa asennossa, mutta sivujen vérit eivit muutu (eli keltainen sivu
on yhéd katsojaan péin). Taméa siirto on sitten lisdttdva konjugoivaan siirtoon.
Kaytannollisempi tapa on kuitenkin yksinkertaisesti kdantaa koko kuutiota ympéri
ja nimetd sitten uudelleen perussiirrot niin, ettd edessd olevan uuden tahkon (ei
ehkéd enda keltainen) kierto on F', uuden ylatahkon kierto U jne. Tata ratkaisua
kaytetdan seuraavan lauseen todistuksessa.

Lause 4.10. Mikd tahansa ryhmdn R, 3-sykli, joka litkuttaa vain nurkkapaloja,
on mahdollinen siirto.

Todistus. Merkitaan luvussa 3.3 opittua nurkkapalojen 3-syklié kirjaimella 7. Va-
litaan jokin kuution palojen numerointi, jossa 7 = (123). Osoitetaan, ettd mité
tahansa kolmea nurkkapalaa a, b ja c¢ kohti voidaan loytaa siirto o € R,, jolle
0{1,2,3} = {a,b,c}. Talloin patee joko 77 = (abc) tai 7 = (acb). Koska joka
tapauksessa (abc)? = (acb), niin kumpikin 3-sykli voidaan muodostaa.
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Olkoot siis a, b ja ¢ jotkin kolme nurkkapalaa. Etsitdan konjugoivan siirron o
sijasta sen kadnteissiirto o~!. Tamén muodostaminen koostuu seuraavista vaiheis-
ta:

1. Saatetaan koko kuutiota kiertdmaélla kuutio johonkin kuvan 14 kolmesta ase-
masta, minka jalkeen nimetaéan siirrot uudestaan niin, etta kuvan ylatahkon
kiertdminen on U, etutahkon kiertdminen F' jne.

2A. Jos paddyttiin asemaan A, siirto o~! on valmis.

2B. Jos paadyttiin asemaan B, kierretdan oikeaa tahkoa neljanneskierros vasta-
péivaan siirrolla R~

2C. Jos paadyttiin asemaan C', kierretdan ensin alatahkoa vastapéivaédn, sitten
oikeaa tahkoa vastapiividn, eli suoritetaan siirto R~*D~!.

Kaikissa tapauksissa saadaan konjugoiva siirto o~!, joka siirtdd nurkat a, b ja c
nurkiksi 1, 2 ja 3. Taman kaanteissiirto on etsitty o. U

Kéytédnnossa vaiheiden 2A, 2B ja 2C konjugointeja ei tarvitse muistaa ulkoa
vaan niiden sijaan voi keksid kuhunkin tilanteeseen sopivan konjugointisiirron.

4.4 Ryhman keskus

Usein on hyodyllisté tarkastella niiden alkioiden joukkoa, joilla konjugoiminen ei
vaikuta muihin alkioihin.

Maaritelma 4.11. Olkoon G ryhmé ja olkoon x € G. Alkion x keskittdjd on
joukko

Co(z) ={9€G|gzg ' =2} ={g€C|gz=uyg}

Ryhmén G keskus on niiden alkioiden joukko, jotka eivéit konjugoitaessa liikuta
mitdan alkioita:

(G ={g € G| gz =uzgkaikilla z € G} = ) Cs(x).

zeG

Voidaan myo6s sanoa, ettda keskus on niiden alkioiden joukko, jotka kommutoivat
kaikkien alkioiden kanssa.

On helppo nahdé, etta seké keskus etta jokainen keskittaja ovat koko ryhmaéan
aliryvhmié. Keskus on lisdksi vaihdannainen ja normaali.
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Vaikka keskittajan maéritelma on annettu siind muodossa, etta sen alkioilla
konjugoiminen ei vaikuta alkioon z, voidaan sama ajatella myos niin, ettd z:11a
konjugoiminen ei vaikuta keskittajan alkioihin. Tama nahdaén seuraavasta:

grg t =1 = gr =19 <= g=x9T .
Samaten keskus voidaan mééritella niiden alkioiden joukkona, joihin mikaan kon-
jugointi ei vaikuta. Tasta seuraa tietysti suoraan keskuksen normaalisuus.

Tarkastellaan seuraavaksi hieman keskittéjaaliryhmien Cg(z) sivuluokkia. Kes-
kittajan alkioilla konjugoitaessa x pysyy paikallaan, joten voisi olettaa, etta kaikki
samaan sivuluokkaan kuuluvat alkiot tuottavat konjugoitaessa x:std saman kon-
jugaatin. Tasta havainnosta saadaan seuraava lause.

Lause 4.12. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja olkoon x € G. Keskittijin Cg(x)
sivuluokkien lukumdadrd |G : Cg(x)] on sama kuin alkion x konjugaattiluokan koko.

Todistus. Osoitetaan edelld mainittu seikka, eli ettéd kaksi alkion = konjugaattia
ovat samat jos ja vain jos niitd konjugoivat alkiot kuuluvat samaan keskittajén si-
vuluokkaan. Télloin konjugaatteja taytyy olla yhta paljon kuin sivuluokkia. Olkoot
siis g1, g2 € G. Télloin

-1 -1
Np =927 = p) (glx) — 92 (921’)
—1 —1
— (95 gl)x — (95 92)3: =

= gy, 91 € Ca(a).

Saatiin siis, ettd kaksi konjugaattia ovat samat jos ja vain jos alkio g, 'g; kuuluu
keskittajaan. Talloin kuitenkin gy ja go kuuluvat samaan sivuluokkaan, joten vaite
on todistettu. 0

Oheisessa kuvassa on havainnollistettu keskittdjaaliryhmén ja konjugaattiluo-
kan suhdetta. Alkion z konjugaattiluokka on neljan alkion joukko {z,y,z, w}.
Saman alkion keskittajalla puolestaan on nelja sivuluokkaa Cg(x), g1 - Ca(z),
g2 - Ca(z) ja g3 - Co(x). Kustakin eri sivuluokasta otettu alkio tuottaa eri kon-
jugaatin, esimerkiksi 9z = y, toisaalta saman sivuluokan alkiot tuottavat aina
saman konjugaatin. Huomaa, ettd konjugaatin sijaintia ryhméssa ei tunneta; ei
esimerkiksi pade valttamatta y € g; - Ca(z).

Esimerkki 4.13. Tarkastellaan permutaation 7 = (123) keskittdjaa ryhmaéssa Ss.
Koska permutaatiolla o konjugoiminen tuottaa 7:sta syklin (o(1) o(2) o(3)), tay-
tyy tutkia, missa tapauksissa tama tulossykli on sama permutaatio kuin 7. Permu-
taatio 7 voidaan kirjoittaa kolmella eri tavalla: (123), (231) tai (312). N&itd vas-
taavat konjugoivat permutaatiot id, (123) ja (132). Muut ryhmén S3 permutaatiot

eivéit pidd konjugoinnissa 7:ta paikallaan; esimerkiksi ' (123) = (213) # (123).
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Kuva 15: Keskittajan sivuluokat ja konjugaatit

Syklin 7 keskittéja on siis Ce(7) = {id, (123), (132)}. Sen indeksi on
[5 = Ca(7)] = [55]/|Ca(r)| = 6/3 =2,

joten silld on itsensé lisdksi vain yksi sivuluokka. Tamé on 2-syklien muodostama

joukko (12) o 7 = {(12), (23), (13)}.

Edelld todistetun lauseen mukaan jokaista keskittajan Cg (1) sivuluokkaa vas-
taa jokin 7:n konjugaatti. Koska symmetrisessa ryhméssa konjugaattiluokat maé-
raytyvat syklityypin mukaan, on 7:n konjugaattiluokka kahden 3-syklin joukko
{(123), (132)}. Keskittaja vastaa itse tietysti 3-syklid 7 = (123). Toinen sivuluok-
ka vastaa tdlloin 3-syklia (132), ja konjugoimalla permutaatiota 7 tuon sivuluokan
alkioilla saadaankin seuraavat tulokset:

(12)(123) = (213) = (132),
#9)(123) = (132)
ia (13)(123) = (321) = (132).

Nahdaan siis, etta sivuluokan alkiot tuottavat kaikki saman 3-syklin.

Todistetun lauseen seurauksena saadaan nk. luokkayhtdlo. Numeroidaan aarel-
lisen ryhmén G konjugaattiluokat A, As, ..., A, ja valitaan jokaisesta luokasta
edustaja x; € A;. Koska konjugaattiluokan A; koko on edellisen lauseen mukaan
[G : Cg(x;)] ja konjugaattiluokat muodostavat toisaalta koko ryhmén osituksen,
patee yhtélo

m

|G| = Z[G : Ca(xy)].

k=1
Tata yhtaloa nimitetdan luokkayhtéloksi.
Luokkayhtilo koskee keskittajien indekseja [G : Cg(x;)] eri konjugaattiluokkien

edustajilla x;. Keskukseen kuuluvilla alkioilla ; on tdhan liittyen erityisia ominai-
suuksia. Koska (G < Cg(z;) kaikilla ¢, luku |(G] jakaa jokaisen luvun |Cq(x;)]
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Lagrangen lauseen mukaan. Loytyy siis luvut k; € Z, joille patee |Cq(x;)| = k;i-|CG)|
kaikilla 7. Edelleen kaikilla 7 patee siis

G kelGl
CG| |Ca(:))]

Siispa jokainen indeksi [G : Cg(w;)] jakaa keskuksen indeksin [G : (G]. Lisdksi
z; kuuluu keskukseen (G jos ja vain jos G = Cg(x;), jolloin [G : Cg(x;)] = 1.
Keskukseen kuuluvat siis tdsmélleen ne alkiot, joilla indeksi [G : Ca(z;)] on 1.

Edella tehtyja huomioita kaytetddn seuraavassa, luvun lopuksi esitettévassa
luokkayhtélon sovelluksessa.

Lause 4.14. Jos ryhmdn G koko on p™, missd p on alkuluku ja m nollaa suurempi
kokonaisluku, niin G:lld on epdtriviaali keskus.

Todistus. Olkoon ryhméan G konjugaattiluokkien maéra r. Valitaan jokaisesta kon-
jugaattiluokasta edustaja x; ja merkitaan n; = [G : Cg(x;)] kaikilla 7. Luokkayh-
talon mukaan §
p" = Z .
i=1

Lagrangen lauseen perusteella jokainen indeksi n; jakaa koko ryhmén koon p™.
Koska p on alkuluku, tiytyy jokaisen luvun n; olla muotoa p* jollain k; € N. Jos
nyt keskus olisi triviaali, niin 16ytyisi vain yksi indeksi 7, jolla p* = 1. Voidaan
olettaa, ettd kyseinen indeksi on r. Saadaan yhtalo

P =p- (pk1—1 +pkg—l b +pkr,1—1) +1.

Kyseisen yhtalon vasen puoli on jaollinen p:lla mutta oikea puoli ei. Keskus ei siis
voi olla triviaali. O

Lause 4.15. Jos G on ryhmd ja |G| = p*, missi p on alkuluku, G on vaihdannai-
nen.

Todistus. Olkoon p alkuluku, ja olkoon |G| = p?. Koska G:n keskus on G:n aliryh-
mé, niin Lagrangen lauseen mukaan |G| € {1,p,p*}. Edellisen lemman mukaan
|CG| # 1. Téten keskuksen indeksi eli tekijairyhméan G/¢G koko on joko 1 tai p.
Kummassakin tapauksessa tekijiryhmé on syklinen. Téstd seuraa (todistus har-
joitustehtévani), ettd G on vaihdannainen. U
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5 Tuloryhmat

Jotkin ryhmat voidaan jakaa toisistaan riippumattomiin osiin niin, etta jokainen
ryhmén alkio saadaan tulona eri osista valituista alkioista. Téalloin ryhméé voidaan
kasitella osiensa tulona eli tuloryhméané.

5.1 Suorat tulot

Tarkastellaan aluksi permutaatioryhmiin liittyvaa esimerkkia.

Esimerkki 5.1. Symmetrisestd ryhmésté Sy 10ytyy muun muassa syklien viritta-
mét aliryhmat

H = ((1234)) = {id, (1234), (13)(24), (1432)}
ja K = ((123)) = {id, (123), (132)}.
Néiden aliryhmien alkioista voidaan muodostaa tulojoukko H K, johon kuuluvat
kaikki muotoa hk olevat alkiot, missa h € H ja k € K. Laskemalla kukin naista
12 tulosta nédhdéaan, etta
HEK = {id, (1234), (13)(24), (1423),
(123), (1324), (142), (34),
(132), (14), (234), (1243) }.

Saatu tulojoukko ei kuitenkaan ole ryhmén Sy aliryhmaé, koska esimerkiksi (1324) €
HK, mutta (1324)* = (12)(34) € HK.

Etsitdan nyt jokin ehto, jolla aliryhmien tulosta H K tulisi ryhmé. Kahden
tulojoukosta valitun alkion hik; ja hgky tulo on hikihsks, joka ei valttaméatté
kuulu joukkoon H K. Eras tapa korjata tilanne on vaatia, etta aliryvhmien H ja K
alkiot olisivat keskenddn vaihdannaisia, patee edelld mainitussa tulossa

hi kihg ke = hihoki ks,
ihd

ja oikeanpuoleinen tulo kuuluu nyt joukkoon H K. Myts minka tahansa alkion
hk € HK kianteisalkio kuuluu joukkoon HK, silli h™' € H ja k~! € K, ja niin
ollen (hk)™ =k™'h™' = h k™! € HK. Joukosta HK tulee télloin aliryhmé, silli
my0Os neutraalialkiolle pitee e = e x e € HK.

Maaritelma 5.2. Olkoot H ja K ryhmén G aliryhmia. Joukkoa H K kutsutaan
aliryvhmien H ja K sisdiseksi suoraksi tuloksi, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
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1) hk = kh kaikilla h € H jak € K

2) HN K = {e}, missd e on ryhmén G neutraalialkio.

Sisdistd suoraa tuloa merkitddn HK = H x K tai toisinaan (sisdisyyttéd korostaen)
myo6s (H x K)s. Jos ryhméssa G on laskutoimituksena yhteenlasku, tuloa kutsutaan
sisdisekst suoraksi summaksi ja merkitaan H @ K.

Edella havaittiin, etta kahden aliryhmén sisdinen suora tulo H x K on itse-
kin aliryhma. Myohemmin nahddan myos toinen tilanne, jossa kahden aliryhmén
tulosta H K tulee aliryhma.

Esimerkki 5.3. Tarkastellaan symmetrisen ryhméan S; aliryhmia
H ={id, (123),(132)} ja K ={id, (45)}.

Koska erilliset syklit kommutoivat keskenaan, pétee hk = kh kaikille h € H ja
k € K. Lisiksi H N K = {id}, joten joukko

HK = {id, (123), (132), (45), (123)(45), (132)(45)}
on aliryhmien H ja K suora tulo eli HK = H x K. Lisdksi H x K < S5.

Esimerkki 5.4. Tarkastellaan yhteenlaskuryhmééd Z,5 = {[0],[1],[2],...,[14]},
missd [n] = [m] aina kun m — n on jaollinen 15:114. Talld ryhmélla on aliryhmét
H = ([5]) = {[0], [5], [101} ja K = ([3]) = {[0], [3], [6], [9], [12]}. Koska ryhmé Z,5
on vaihdannainen ja H N K = {[0]}, voidaan muodostaa aliryhmien H ja K suora
summa H @ K. Lasketaan summa-alkiot oheiseen taulukkoon. (Jétetaan taulukon
alkioista hakasulut selvyyden vuoksi merkitsemétta.)

HoKk |0 [5 [10
0 |0 5 10
B |3 8 13
6] |6 11 1
o] |9 14 4
[12] |12 2 7

Taulukosta huomataan, ettd H & K = Zj5. Lisdksi kukin ryhmén Z5 alkio
esiintyy taulukossa tdsmaélleen kerran.

Todistetaan seuraavassa lemmassa kaksi hyodyllista ehtoa, jotka patevat kai-
kille ryhmille, jotka voidaan esittda aliryhmiensd suorana tulona.
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Lemma 5.5. Oletetaan, ettd H ja K ovat ryhmdn G aliryhmid ja etta G = Hx K.
Talloin seuraavat ehdot pdtevdt:

1) Ryhmdt H ja K ovat G:n normaaleja aliryhmid.

2) Jokaisella alkiolla g € G on yksikdsitteinen esitys g = hk, missi h € H ja
ke K.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd ehto 1) patee. Olkoot sitd varten b’ € H, k' € K
ja g € G. Osoitetaan, ettd konjugaatit A/ ja k" kuuluvat edelleen aliryhmiin H
ja K. Koska G = H x K, voidaan kirjoittaa g = hk joillain h € H ja k € K. Nyt
patee kh' = h'k, joten

gh'g™" = h(kR)k™'h™" = h(h'k)k"'h™" = hih'h™" € H.
Toisaalta myos h(kk'k™) = (kk'k=1)h, joten
gk'g™ = h(kk'k )R = (kK'k™)hh ™' = kK'E! € K.

Siispa k' € H ja k' € K, joten aliryhméit H ja K ovat normaaleja.

Todistetaan sitten ehto 2). Oletetaan, ettéd alkiolla g € G on esitykset tuloina
h1ky ja hoks, missd hq, hy € H ja ky, ko € K. Siispa h1ky = hoks, josta saadaan

h;lhl = 1{72]{;1.

Ylla olevan yhtélon vasemman puolen alkio kuuluu joukkoon H ja oikean puolen
alkio joukkoon K, joten molemmat alkiot kuuluvat itse asiassa leikkausjoukkoon
H N K. Toisaalta suoran tulon mééritelman mukaan H N K = {e}, missd e on
ryhmén G neutraalialkio. Téaten hy'h; = e ja kok;' = e, mistd nihdédn, ettd
hy = hy ja ky = k. Alkion g esitys on siis yksikéasitteinen. O

Lisdtieto. Aliryhmien sisdinen suora tulo voidaan méaritelld myos usemmalle
kuin kahdelle aliryhmalle. Maaritelmé on aivan samanlainen kuin kahden aliryh-
mén tapauksessa. Jos aliryvhméat ovat Hy, ..., H,., ehdoiksi tulee

1) hlh] = h]hz aina, kun i 7& j, h, S Hz ja hj S Hj
2) I‘IZ N (I_IJII_IJ2 s 'er_l) = {6}, missa ¢ ¢ {.j17 ce ,jrfl}.

Suoraa tuloa voidaan talloin merkitd Hy x Hy X - - - x H,, tai tulomerkinnalla [T}, H;.
Maéaritelméa toimii myos ddrettomén monen aliryhmén tapauksessa. Talloin kui-
tenkin kaikilla suoran tulon [];c; H; alkioilla on ddrelliset esitykset h; h;, ---h

in )
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missa h;, € H;, kaikilla . Asretonté alkioiden tuloa ei nimittéin voida ryhméssé
yleensd madritella.

Sisdinen suora tulo maaritelldén jonkin ryhmén G sisdltdmien aliryhmien valil-
la. Koska kuitenkin osoittautuu, ettd namé aliryhmét ovat taysin riippumattomia
toisistaan, ei uloimmaista ryhméa G oikeastaan tarvita mihinkaén, vaan suora
tulo voidaan itse asiassa madritellda minka tahansa kahden ryhmaéan vélilla. Se, et-
td ryhmissa on mahdollisesti taysin erilaiset alkiot ja laskutoimitukset, ei tuota
estetta.

Maaritelma 5.6. Ryhmien (G, 0) ja (Ga, %) ulkoinen suora tulo on ryhmé, jonka
alkioina ovat parit (g1, g2), missi g1 € G1 ja go € Ga, ja laskutoimituksena

(91, 92) - (91, 95) = (910 91,92 * g5)-

Ulkoista suoraa tuloa merkitaan G x G tai toisinaan (G X Gs),,. Jos molemmissa
ryhmissd kiytetadan laskutoimituksena yhteenlaskua, voidaan ulkoista suoraa tuloa
kutsua myos ulkoiseksi suoraksi summaksi ja merkitd G & G.

Ulkoisessa suorassa tulossa neutraalialkiona toimii pari (e, e2), missi e; ja es
ovat ryhmien G, ja G neutraalialkiot. Alkion (g1, ¢2) € G1 X G5 kddnteisalkio on
puolestaan (g; ', g5 ).

Esimerkki 5.7. Muodostetaan ryhmien

Zz = {[0]3, [1]3, [2]3} ja Zs = {[0]5, [1]5, [2]5, [3]5, [4]5}

ulkoinen suora summa. Tulo koostuu pareista ([m]s, [n]s), jotka voidaan kirjoittaa
oheisen taulukon muotoon. (Jitetaan jilleen taulukosta pois hakasulut alkioiden
ympérilta.)

Z3®Zs | (03 [1]5 [2]3
[0]5 (03,05) (13,05) (23,05)
[1]5 (03,15) (13,15) (23,15)
[2]5 (03,25) (13,25) (23,25)
[3]5 (03,35) (13,35) (23,35)
[4]5 (03,45) (13,45) (23,45)

Kun verrataan saatua taulukkoa esimerkkiin 5.4, huomataan, etta aikaisemman
taulukon lukua [k];5 vastaa téssd taulukossa aina sellainen pari ([m]s, [n]5), jolle
pétee [m -5+ n - 3|15 = [k]15. Ryhmén Z,; virittdé alkio [1];5, silld kaikki ryhmén
alkiot saadaan sen monikertoina. Taulukkoesityksesta padtellen téita alkiota vastaa
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pari ([2]3, [2]5), ja jos lasketaan kyseisen parin monikerrat summaryhmaéssi Zs®Zs,
saadaan

Tt = W N

Laskemalla kaikki monikerrat huomataan, etta pari ([2]s,[2]5) virittdd summa-
ryhmén Zs @ Zs. Nain voidaan lopulta todeta, ettd ryhmét Z5 ja Zs @ Zs ovat
isomorfiset, silld ne ovat samankokoiset ja molemmat erdan alkionsa virittdmia.

Kuvassa 16 on piirretty syklinen ryhmé Z,5 kahdella tavalla: yhtena pitkané
syklind ja kahden ryhman tulona.

| | | >
>

0 1 2

Kuva 16: Kaksi tapaa hahmottaa 15 alkion syklinen ryhma

Esimerkki 5.8. Muodostetaan ryhmien A, ja ({1, —1}, -) ulkoinen suora tulo. Tu-
lo koostuu pareista (o, k), missd o on joku parillinen permutaatio ja k = +1. Mer-
kitdan tallaista paria yksinkertaisesti o, jos k = 1, ja —o, jos k = —1. Tuloryhmén
koko on 2 |A,,| = |S,[, ja houkutus olisi samastaa se symmetrisen ryhmén kanssa
niin, ettd miinusmerkkiset alkiot vastaisivat parittomia permutaatioita. Pateehan
my0s tuloryhmaéssa

(=0)-(=7)=(0,-1)-(1,—1)=(0oT,1) =0T,

eli kahden “parittoman” permutaation tulo on jalleen parillinen. Téllainen samas-
tus ei kuitenkaan onnistu, silla esimerkiksi ryhmén S35 kaikki parittomat permu-
taatiot ovat vaihtoja, joten niiden toinen potenssi on identtinen kuvaus, mutta
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(—(123))% = (132). Yleisesti voidaankin osoittaa, ettd ryhmat A, x ({1,—1},-) ja
S, eivit ole isomorfisia paitsi tapauksessa n = 2.

Jos Hy ja Hy ovat ryhmien G ja Gy aliryhmié, niin niiden ulkoinen suora tulo
on ryhmé, joka siséltyy ryhméan G x G5. Se on siis kyseisen ryhmén aliryhma.
Osoitetaan seuraavassa lemmassa, ettd kahden normaalin aliryhmén tulo on myos
normaali koko ryhmien tulossa.

Lemma 5.9. Jos Hy ja Hy ovat ryhmien Gy ja Go normaaleja aliryhmid, niin
ryhmd (Hy X Hs), on normaali ryhmdssa (G X Gg)..

Todistus. Olkoot (hy, he) € Hy X Hs ja (g1, g2) € Gy X G. Télloin patee

(91, 92) (R, ha) (g1, 92) " = (g1higi ", gahags V),

ja koska H; ja H, ovat normaaleja, konjugaateille taytyy pated gihig;' € Hy ja
gohagy ' € H,. Siispé (91’92)(h1, hy) € Hy x Hy, joten Hy x Hy on normaali. d

Aliryhmien sisdinen tulo poikkeaa ulkoisesta tulosta oikeastaan vain teknisilta
yksityiskohdiltaan. Seuraava lause osoittaa, ettd namé késitteet voidaan samastaa.

Lause 5.10. Olkoot G ja Gy ryhmid. Tdlloin loytyy aliryhmdat H, K < (G X G3).,
joille pitee (H x K)s = (G X Ga)y. Toisaalta, jos H ja K ovat mielivaltaisia
ryhmdn G aliryhmid, niin (H x K)s = (H X K),.

Jos ryhmé G on joidenkin aliryhmiensé H ja K sisdinen suora tulo, sitd voidaan
lauseen nojalla ajatella myos ulkoisena tuloryhmand H x K, jonka alkiot ovat
pareja (h, k). Tallainen pari samastetaan siind tapauksessa ryhmén G alkioon hk.
Toisaalta, jos G1 ja G5 ovat eri ryhmia, voidaan niiden ulkoisen suoran tulon alkiota
(g1, g2) toisinaan merkitd yksinkertaisemmin g gs,

Lauseen 5.10 todistus. Todistetaan aluksi ensimmaéinen vaite. Olkoot siis GG; ja G
jotkin kaksi ryhmaé, joiden neutraalialkiot ovat e; ja e;. Tarkastellaan tuloryhmén
(Gy x Gy), aliryhmid H = (Gy x {e1}), ja K = ({e1} x G3),. Selvastikin HNK =
{(e1, e2)}. Lisdksi kaikilla g; € Gy ja g2 € Go pétee

(g1, e2)(e1,92) = (g1, 92) = (e1,92) (g1, €2),

joten aliryhméan H alkiot kommutoivat aliryhmén K alkioiden kanssa. Aliryhmien
H ja K tulo on siis suora, ja sitd voidaan merkitd (H x K)s. Lisdksi nahdédén,
ettd jos (g1,92) € (G1 X Ga)y, niin (g1, 92) = (g1, €2)(€1, g2), miss (g1, e2) € H ja
(61,92) € K. Taten (H X K)S = (G1 X Gg)u
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Todistetaan sitten toinen vaite. Olkoot H ja K ryhmén G aliryhmia. Maéri-
tellaan kuvaus ¢ : (H x K), — (H x K), kaavalla ¢(h,k) = hk ja osoitetaan,
ettéd se on isomorfismi. Ensinnékin jokainen sisdisen suoran tulon alkio on muotoa
hk, missi h € H ja k € K. Nyt pétee ¢(h,k) = hk, joten kuvaus ¢ on surjek-
tio. Oletetaan sitten, ettd ¢(hq, k1) = @(hg, k2) joillain hy, he € H ja ki, ks € K.
Talloin siis hiky = hoke € (H x K)g, ja koska lemman 5.5 mukaan jokaisen si-
sdisen suoran tulon alkion esitys téllaisena tulona on yksikéasitteinen, téaytyy olla
(hi,k1) = (hg, k2). Kuvaus ¢ on siis myos injektio. Homomorfisuus seuraa siité,
etti yhtalo

(k) (ha, k2)) = @(aha, k) = hahakiky = hikahaks
= @(hy, k1) - ¢(ho, k2)

patee kaikilla hqy, ho € H ja ki, ke € K. O

Suoran summan kasite esiintyy paljon modulien ja vektoriavaruuksien yhtey-
dessé, jotka ovat yhteenlaskun suhteen vaihdannaisia ryhmii. Esimerkiksi taso R?
on ulkoinen suora summa kahdesta ryhmaésta (R, +), silld sen alkiot ovat pareja
(z,y), ja yhteenlasku toimii komponenteittain: (x,y) + (z,w) = (x + z,y + w).
Toisaalta taso on myo6s x- ja y-akselin sisdinen suora summa, silld jokainen tason
vektori voidaan kirjoittaa erdiden muotoa = (z,0) ja y = (0,y) olevien vekto-
rien summana. Molemmat esitystavat kuvaavat samaa rakennetta, ja niiden yhteys
ilmenee kaavasta (x,y) = T + 7.

Esimerkki 5.11. Osoitetaan, etta jos n > 2, ryhmé A, x ({1, —1},-) ei ole iso-
morfinen ryhmén S,, kanssa. Jos ndin nimittéin olisi, niin .5,, olisi edellisen lauseen
nojalla esitettdvissa kahden aliryhménsd B ja C suorana tulona. Nama aliryh-
mét ovat molemmat normaaleja, ja toinen niista sisdltdd neutraalialkion lisdksi
vain yhden alkion: olkoon esimerkiksi C' = {id, o}. Néaytetadn, etta C ei voi olla
normaali.

Koska 02 = id, koostuu o:n sykliesitys kokonaan erillisisté vaihdoista. Olkoon
yksi néistd vaihdoista (ab). Kun n > 2, l6ydetddan joukosta N, jokin kolmaskin
alkio c. Nyt konjugaatin (*)o sykliesityksessé esiintyy vaihto (ac), jota ei ollut o:n
sykliesityksessd. Niin ollen o # ®9g, joten 9o & C. Tasté seuraa, ettd C ei ole
normaali.

Koska ryhma S,, ei siis sisélla kaksialkioista normaalia aliryhméa, se ei voi olla
isomorfinen suoran tulon A,, x ({1, —1},-) kanssa.
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5.2 Tuloryhmat Rubikin ryhmassa

Rubikin kuution rakenteesta johtuen mitkéaan lailliset permutaatiot eivit voi siir-
tda nurkkapalaan kiinnitettyd ruutua sdrmépalaan tai pdinvastoin. Siispé sellaiset
siirrot, jotka koskevat vain nurkkaruutuja, ovat taysin riippumattomia sarmaruu-
tuja liikuttavista siirroista, jolloin on samantekevad, tekeekd pelkkiin nurkkaruu-
tuihin vaikuttavan siirron ennen pelkkiin sarméaruutuihin vaikuttavaa siirtoa vai
toisinpain. Tallaisten pelkastaén yhdentyyppisiin ruutuihin vaikuttavat siirtojen
joukot muodostavat Rubikin ryhméssé siséisen suoran tulon.

Téssé luvussa maaritelladan edelld mainittu Rubikin ryhmén siséinen suora tulo
sekd osoitetaan muutama tdman tuloryhman ja Rubikin ryhméan véliseen suhtee-
seen liittyvé lause, joiden avulla voidaan mychemmin ratkaista kaikki paikkojen
ryhman R, asemat. Tehtavan helpottamiseksi tarkastellaan my6s Rubikin ryhman
ulkopuolisia ruutujen permutaatioryhman aliryhmié.

Merkitdan kirjaimella N kaikkien nurkkapalojen ruutujen joukkoa ja kirjai-
mella S kaikkien sarméruutujen joukkoa. Olkoon edelleen Sy nurkkaruutujen per-
mutaatioiden ryhmad, ja Sg vastaavasti sirméaruutujen permutaatioiden ryhmaé. Jos
kaikki ruudut numeroidaan luvuilla 1, ..., 48, naiden permutaatioryhmien voidaan
ajatella olevan ryhmén Syg aliryhmié.

Edelld mainittujen ryhmien késittelyd helpottaa, kun otetaan kayttoon kanta-
jan kasite. Jos permutaatio o toimii perusjoukossa X, sen kantaja on

supp(0) = {z € X | o(x) # a}.

Permutaation kantaja on siis niiden alkioiden joukko, joihin permutaatio vaikut-
taa epatriviaalisti. Esimerkiksi permutaation (156)(28) kantaja ryhméssa Sy on
{1,2,5,6,8}. Permutaation kantajalle pidtee muun muassa seuraavat ominaisuu-
det:

1) o(z) € supp(o) jos ja vain jos x € supp(o)
2) supp(o) = supp(c~")
3) supp(o o 1) C supp(c) Usupp(7).

Néiden ominaisuuksien todistaminen on helppo harjoitustehtava.

Nyt voidaan maéritella ryhmét Sy ja Ss kantajan késitteen avulla seuraavasti:
Sy ={o € Sz |supp(c) C N} ja Sg={o € S |supp(o) C S}

Koska mikédan ruutu ei ole kiinni sekd nurkka- etta sdrmapalassa, nahdaén etta
N NS = (. Tasta seuraa, ettd nurkka- ja sdrméapaloja permutoivat aliryhmét

46



Sy ja Ss muodostavat suoran tulon ryhméssé Sss. Tamé todistetaan seuraavassa
lauseessa hieman yleisemmassd muodossa.

Lause 5.12. Olkoot ¥ ja T joukon X symmetrisen ryhmdn Sx aliryhmid. Ole-
tetaan, ettd joillain joukoilla A, B C X pitee AN B = (), supp(c) C A kaikilla
o € ¥ ja supp(t) C B kaikilla 7 € T. Tdlloin X ja T muodostavat suoran tulon
ryhmdssa Sy .

Todistus. Ensinndkin huomataan, ettd jos ¢ kuuluu molempiin ryhmiin ¥ ja T,
niin taytyy patea supp(o) C AN B = 0, eli o(z) = x kaikilla alkioilla z € X.
Taten o = id.

Olkoot sitten o € ¥ ja 7 € T. Jos x € A, niin permutaation kantajan ominai-
suuksien perusteella pétee o(x) € A. Koska supp(7) N A = (), nadhdaan etta

To(r) =o(x) = or(x).
ey

Jos taas x € B, niin 7(x) € B, ja

al(ic_)/ =71(z) = 10 (2).

Lopulta, jos * ¢ AU B, niin o(z) = 7(z) = z, joten o7(x) = 7o(x). Niin on
osoitettu, ettd o = 70, eli aliryhméat ¥ ja T ovat keskendédn vaihdannaisia. Ne
muodostavat siis suoran tulon. O

Ryhmét Sy ja Ss muodostavat suoran tulon kaikkien ruutujen permutaatio-
ryhmaéssa Syg. Kaikki ndiden ryhmien alkiot eivét kuitenkaan ole laillisia siirtoja.
Maaritelladn siksi vield erikseen edelld késiteltyjen ryhmien Rubikin ryhméaén si-
séltyvat osat.

Maaritelma 5.13. Joukkoa R, = RN Sy kutsutaan Rubikin nurkkaryhmdksi ja
joukkoa Ry = R N Sg puolestaan Rubikin sdrmdryhmdksi.

Rubikin nurkkaryhma sisaltda sellaiset lailliset siirrot, jotka liikuttavat vain
nurkkaruutuja, ja sdrméryhmé puolestaan on niiden siirtojen joukko, jotka lii-
kuttavat vain sarméaruutuja. Koska namé joukot on maéritelty kahden ryhmén
leikkauksina, ne ovat itsekin ryhmia ja siten Rubikin ryhmén aliryhmia. Edelleen
ryhméat R, ja Ry muodostavat Rubikin ryhman sisdisen suoran tulon, silla niiden
kantajat ovat erilliset (kantajat sisaltyvit edelleen joukkoihin N ja S). Tuloryh-
méaan R, x R, kuuluvat siirrot koostuvat nurkkiin ja sarmiin vaikuttavista osis-
ta, joita voidaan késitella toisistaan riippumatta. Rubikin ryhmassa on kuitenkin
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Kuva 17: Tuloryhmén R,, x R, asema Rubikin ryhméssa

myo6s sellaisia siirtoja, jotka eivat kuulu kyseiseen tuloryhméan. Kuvassa 17 on
esitetty Venn-diagrammina Rubikin ryhmaéan ja tuloryhméan R, x R, suhde.

Jako nurkka- ja siérméaryhmiin heijastuu myos asento- ja paikkaryhmiin. Asen-
toryhméa koskeva tulos voidaan jélleen antaa yleisessda muodossa.

Lause 5.14. Jos H ja K ovat ryhmdan G aliryhmid ja N on G:n normaali aliryh-
md, niin HNN < H ja KNN K.

Todistus. Kahden aliryhmén leikkaus on aliryhmé, joka sisaltyy kumpaankin leik-
kaavaan aliryhméén. Se on siis erityisesti niiden molempien aliryhma. Lisdksi, jos
n € HN N ja h € H, niin "n € N, koska N on normaali G:ssi, ja "n € H,
koska n € H. Taten H N N on normaali aliryhmé H:ssa. Samalla tavoin voidaan
todistaa, ettd K N N on normaali aliryhma K :ssa. O

Koska asentoryhmé R, on Rubikin ryhméan normaali aliryhma, ovat leikkaus-
ryhmat
R..=R,NR, ja Ry =R;NR,

edellisen lauseen nojalla normaaleja vastaavissa ryhmissa R, ja R;. Nain ollen
voidaan muodostaa tekijaryhmat

Rnp - Rn/Rna .ja Rsp = Rs/Rsa-

Néiden tekijaryhmien tulkinta on se, ettd R,,,:n alkiot vaihtavat vain nurkkapalojen
paikkoja ja Rg,:m alkiot vain sdrmdpalojen paikkoja, niiden asennoista vélittamatta.
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Néytetaédn vield lopuksi, etté tekijaryhmat R, ja R, voidaan upottaa luonnol-
lisella tavalla Rubikin paikkaryhmaén, jossa ne muodostavat suoran tulon. Merki-
tdan tassa yhteydessa eri aliryhmiin liittyvia sivuluokkia seuraavasti:

[g]n = aRnaa [T]S - TRSG ja [p] - pRa-
Tassa tietysti c € R,,, 7 € R; jap € R.

Lause 5.15. a) Tekijiryhmdt R, ja Ry, ovat isomorfisia joidenkin Rubikin paik-
karyhmdn R, aliryhmien kanssa. Isomorfismeiksi voidaan lisiksi valita sellaiset,
etti o1 : (0], — [o] kaikilla o € R, ja s : [T]s — [7] kaikilla T € R;.

b) Ryhmien R,, ja Ry, kuvat a)-kohdan isomorfismeissa muodostavat suoran
tulon ryhmdssda R,,.

Lauseen a)-kohdan merkitys on seuraava: Ajatellaan esimerkiksi nurkkaryh-
méan kuuluvia permutaatioita vélittamétta palojen asennoista. Tamé on tietysti
sama asia, kuin jos ajateltaisiin sellaisia paikkaryhmén siirtoja, jotka vaikuttavat
vain nurkkapaloihin (ks. kuva 18). Kyseessid on kuitenkin eri tekijaryhmat, silla
ne on muodostettu eri normaalien aliryhmien avulla. Nyt todistettava lause antaa
tallaisten tekijaryhmien vilille luonnollisen isomorfismin.

Lauseen 5.15 todistus. a) Tarkastellaan ryhméé R,,,. Toisen ryhmén tapauksessa
todistus on aivan samanlainen. Koska ollaan maaritteleméssa kuvausta tekijaryh-
malta johonkin toiseen ryhmaéaén, on aluksi tarkistettava, ettd kuvauksen arvot
eivat riipu sivuluokan edustajan valinnasta (eli kuvaus on ns. hyvin maéritelty).

Olkoon ¢ € R,. Jos nyt [o], = [0], jollain ¢/ € R,, niin 070’ € R,,.
Erityisesti télloin pétee o~ 'o’ € R, eli [0] = [0']. Siispa jokaista sivuluokkaa
0], € R,, vastaa yksikésitteinen sivuluokka [o] € R,, joten voidaan mééritel-
14 kuvaus ¢ : R,, — R,, jolle pitee ¢([c],) = [o]. Téallainen kuvaus on lisdksi
homomorfismi, silla kaikilla o, 09 € R,, patee

o([o1]n) - p1([o2]n) = [o1] - [0a] = [o109] = p([0102],) = @([o1]n - [02]n).

Osoitetaan, ettd kuvaus ¢ on injektio. Oletetaan sitd varten, ettd (o] = [o9]
joillain 01,09 € R,. Talloin pitee o;'cy € R,. Toisaalta R, on ryhmad, joten
pitee myos oy oy € R,. Siispd o7 0y € Ry eli [01], = [02]n. Kuvaus ¢ on siis
injektiivinen homomorfismi ryhmalle R,, joten l&htéryhma R,, on isomorfinen
kuvaryhméan Im(¢) < R, kanssa.

b) Osoitetaan, ettd kuvaryhmét

{loe] eR, | o €eR,} ja {[7] €R,|7TeRs}
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muodostavat suoran tulon paikkaryhmasséd R,. Olkoot 0 € R,, ja 7 € R,. Koska
R,, ja R, muodostavat suoran tulon, patee o7 = 7o. Niinpa

[0] - [7] = [o7] = [ro] = [7] - [o].

Kuvaryhmat ovat siis keskendén vaihdannaisia.

Oletetaan sitten, etta [o] = [7] joillain 0 € R, ja 7 € Ry, ja pyritaan osoitta-
maan, ettd [o] = [7] = [id]. Talloin kuvaryhmien leikkaus on triviaali.

Koska [o] = [7], ndhdaan etta
o=r71p jollain p € R,.

Yhtalon vasemmalla puolella oleva permutaatio kuuluu ryhmaan R,,, joten se ei
liikuta sarméapaloja paikoiltaan. Toisaalta oikealla puolella oleva permutaatio on
puolestaan tulo sirméaryhmén ja asentoryhman siirroista, joten se ei liikuta nurkka-
paloja paikoiltaan. Koska vasen ja oikea puoli ovat samat, kumpikaan permutaatio
ei litkuta mitdén paloja paikoiltaan. Taten o € R, eli [o] = [r] = [id]. O

D @ T
ST R I ]

Kuva 18: Tuttu nurkkapalojen 3-sykli esitettynd nurkkaryhmaésséd. Kun palojen
asennot jatetddn huomiotta (eli siirrytadn tekijiryhméén), saadaan ryhmén R,
alkio, joka voidaan samastaa paikkaryhman R, vastaavan 3-syklin kanssa.

Huom. Lauseen a)-kohta péatee ryhmissa yleisesti, kun ryhmét on maaritelty
lausetta 5.14 vastaavalla tavalla: talloin ryhméé R,,, vastaa ryhméa H/(HNN) jne.
Tallaiset aliryhmén tekijaryhmat voidaan siis aina upottaa laajempaan tekijaryh-
méin G/N. Sen sijaan b)-kohdan tulos ei pade yleisesti edes permutaatioryhmilla,
vaikka aliryhmien kantajat olisivatkin erilliset. Upotetut tekijaryhméat saattavat
nimittain yleisessa tapauksessa leikata toisiaan epétriviaalisti. Rubikin kuution
rakenne kuitenkin estad taman.

Kuvassa 19 on kaavamaisesti esitetty tuloryhméan R, x R, rakenne. Kullakin
vaakarivilla vierekkaiset ryhmat muodostavat suoran tulon. Niin kuin aiemmin on
mainittu, jos annettu Rubikin kuution asema sisdltyy tuloryhmaan R,, x Ry, niin
nurkkaruudut voidaan ratkaista sarméruuduista riippumatta. Asema on nimittain
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talloin tulo kahdesta permutaatiosta, joista toinen vaikuttaa pelkkiin nurkkaruu-
tuihin ja toinen pelkkiin sérméaruutuihin. Voidaan esimerkiksi ratkaista ensin nurk-
karuudut (vasen sarake), sitten sirmaruudut (oikea sarake). Edelleen sekéd nurkka-
ettd sarméapalojen kohdalla voidaan noudattaa aikaisempaa jakoa, jossa ratkais-
taan ensin palojen paikat, sitten niiden asennot. Ensin siis kaytettéisiin jompaa
kumpaa kuvion alarivin ryhmééa (paikkaryhmad), sitten sen ylapuolella oleva ryh-
MAA.

Kuva 19: Tuloryhmén R,, x R, rakenne

Toisaalta mika tahansa asema voidaan ratkaista myos ratkaisemalla ensin kaik-
kien palojen paikat, sitten niiden asennot. Lauseen 5.15 a)-kohdan perusteella paik-
koja muuttavat nurkkaryhmén permutaatiot ovat sama asia kuin nurkkiin kohdis-
tuvat paikkaryhmén permutaatiot, ja sama patee sarméaryhmalle. Lisédksi saman
lauseen b)-kohdan mukaan nurkka- ja sarmépalojen paikkaryhmét muodostavat
suoran tulon koko paikkaryhmaésséa, joten ne voidaan myos ratkaista toisistaan
taysin riippumatta. Jokainen tuloryhméan R, x R, asema voidaan siis ratkaista
esimerkiksi siirtdmaélla ensin nurkkapalat paikoilleen, ratkaisemalla sitten sarmien
paikat ja asennot, ja asettamalla lopuksi nurkat oikeisiin asentoihin. Muutkin yh-
distelméat ovat mahdollisia; ainoa rajoitus on, ettd ennen kutakin ylarivin ryhméa
on ratkaistava sen alapuolella oleva ryhma.

Edella esitetyt ratkaisuvaihtoehdot toimivat kuitenkin ainoastaan tuloryhmaés-
sd R, X Ry, joka ei sisalld kaikkia mahdollisia asemia. Luvussa 5.4 selvitetaén,
miten yleisestd tapauksesta voidaan aina siirtyd tuloryhmaéén.

5.3 Algoritmi 2: sirméapalojen 3-sykli

Sarmépaloja kiertavéa 3-sykli on samankaltainen kuin aiemmin opittu nurkkapalo-
jen 3-sykli. Se on jélleen muotoa oro '7~!, missi o on perussiirto U~! ja 7 kol-

men siirron yhdistelmé F~'Ug"' L. Yhdessi niistd koostuu siis kuvassa 20 esitetty
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kahdeksan siirron sarja

U'F'US'LUL 'UgF.

Tamaé siirtosarja suoritetaan tietysti oikealta vasemmalle, aloittaen siirrosta F'.

5 5 (5
4 4 4
112 |3 || 9|6 | 1| 9|6 | 1|7
8 8 2
r C r 1
6(| fT¥7 | L1 10| fYs2 | | N )10 | [
9 (10| M 11|73 1713
U ,
— Y 1 1
D& 10 10
45
1110 3 | (] 3145 | 96 |3
2 15 f
6 | I | 7|4 6 |~I7 L Ul r | 4
9 11 9 11 1|75
-1
1 1. U
10 1O X A
o5
9|6 |3 ||/ 3|1 2| 5|4 1110| 3
I'E I‘8 r
a7 )2 [ 6 | f |7 || 6 | f |7 ‘
11|75 9| 4 | M1 94| M1

Kuva 20: Sarmépalojen 3-sykli

Algoritmi on téssé kirjoitettu siirron Ug avulla, joka on kuution keskitahkon
siirto. Tama on tehty sen takia, etté siirtosarja olisi helpompi hahmottaa. Toisaalta
tasta seuraa, etta siirrot I’ ja L nayttdavat nyt kuvassa molemmat pyorittavan etu-
tahkoa, vaikka todellisuudessa kyseinen “etutahko” on kdantynyt oikealle siirron
Us vaikutuksesta siind vaiheessa, kun ruvetaan kiyttidmiin siirtoa L™!, ja tilal-
le on tullut aiemmin vasemmalla sivulla ollut tahko. Kuvassa tahkoja merkitaén
keskipalojen kirjaimilla f, r ja 1.

5.4 Rubikin paikkaryhméan ratkaiseminen
Tasséa luvussa tarkistetaan ensin, etta kaikki sirmapalojen 3-syklit ovat mahdolli-

sia siirtoja. Sen jalkeen tutkitaan Rubikin paikkaryhmaén parillisuusominaisuuksia,
joita hyvaksi kiyttden saadaan lopulta nurkka- ja reunapalat oikeille paikoilleen.
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Kéaydadn ensin ldpi kaikki kolmen sdrmépalan kombinaatiot samalla tavoin
kuin aiemmin (luvussa 4.3) tehtiin nurkkapaloille. T&ll4 kertaa kombinaatioita tu-
lee yhteensa (132> = 220 kappaletta, ja ne voidaan jakaa 13 joukkoon kuvan 21 mu-
kaisesti. Kunkin joukon sisélld kombinaatiot saadaan kuvan mukaiseen asentoon
koko kuutiota kiertamaélla.

N N

— N N — N v TN
1
L
A, A, A, A,
P 2 P i
d K S d
K
s
B Cc D E

1 // K 1 K 1
K K
V
F1 FZ G1 G2
K 1

Kuva 21: Kolmen reunapalan kombinaatiot

Lasketaan kunkin edelld mainituista joukoista sisaltdmien kombinaatioiden lu-
kumaéra, jotta varmistutaan siitd, ettd muita kombinaatioita ei ole.

A Kirjaimilla Ny ja Ny merkityt palat voivat sijaita milla tahansa kuution kuu-
desta sivusta neljassa eri nurkassa. Kolmas pala on aina palaa Ny vastapaéta.
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A27 A37 A4

F17F2

G17 G2

Joukossa on siis 6 - 4 = 24 kombinaatiota.

Néama kombinaatiot saadaan joukon A; kombinaatioista yksikésitteiselld ta-
valla, nimittain kiertamaélla yldtahkoa kussakin tapauksessa tietyn verran.
Kussakin joukossa on siis 24 kombinaatiota.

Kirjaimilla N; ja Ny merkityt palat voivat sijaita milla tahansa kuution kuu-
desta sivusta neljésséa eri nurkassa. Kolmas pala sijaitsee vastakkaisen nurk-
kasdrméan keskelld. Kombinaatioita on 6 - 4 = 24 kappaletta.

Kaikki kolme palaa sijaitsevat samalla keskitahkolla. Keskitahkoja on yhteen-
sé kolme, ja kirjaimella K merkitty pala voi olla mika tahansa keskitahkon
neljasta reunapalasta. Vaihtoehtoja on siis yhteensa 3 - 4 = 12 kappaletta.

Kirjaimella S merkityt palat voivat sijaita vierekkain milla tahansa kuution
kolmesta keskitahkosta. Vaihtoehtoja niiden sijainnille saadaan yhteensa 12.
Kolmas pala voidaan sen jalkeen valita vastakkaisen sivutahkon jommasta
kummasta reunasta. Namé vaihtoehdot saadaan toisistaan kaantamalla kuu-
tio ylosalaisin. Kombinaatioita on siis 24.

Kaikki palat sijaitsevat samalla sivutahkolla. Sivutahkoja on kuusi, ja kir-
jaimella K merkitty pala voidaan valita kullakin tahkolla 4 palan joukosta.
Kombinaatioita on siis 24.

Néissa tapauksissa kirjaimella K merkitty pala voidaan valita kunkin sér-
mén keskeltd, ja kaikki kolme palaa maéardytyvit sen mukaan. Molemmissa
joukoissa on siis 12 kombinaatiota.

Kirjaimella K merkitty pala voidaan valita kunkin nurkkapalan joukosta,
ja palat maardytyvit sen mukaisesti. Vastakkaisia nurkkia vastaa kuitenkin
sama kombinaatio, joten néissd joukoissa on kummassakin 8/2 = 4 kombi-
naatiota.

Kirjaimella K merkitty pala voidaan valita kustakin nurkasta, ja palat sijait-
sevat sen vierelli. Kombinaatioita on 8 kappaletta.

Yhteensa luetelluissa joukoissa on 7-24 4312+ 8+ 2-4 = 220 kombinaatiota.

Lause 5.16. Mika tahansa ryhmdn R, 3-sykli, joka liikuttaa vain sirmdpaloja, on
mahdollinen siirto.
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Todistus. Kuten luvun 4.3 vastaavassa todistuksessa, jossa tarkasteltiin nurkkapa-
lojen 3-sykleja, tassakin riittda todistaa, etté jokaista kuvassa 21 lueteltua kombi-
naatioiden joukkoa kohti 16ytyy siirto, jolla palat saadaan kirjaimella A; merkit-
tyyn perusasemaan. Edelleen kunkin kombinaatiojoukon sisalld kombinaatio saa-
daan kuvan mukaiseen asemaan kuutiota kiertamalla, jonka jalkeen siirrot voidaan
nimetd uudelleen niin, ettd katsojaan péin olevan tahkon kierroksi tulee F', yla-
tahkon kierroksi U jne.

Konjugoivan siirron kdanteissiirto 10ytyy seuraavasti: Ensin saatetaan kuutiota
kiertdmaélla kuutio johonkin kuvan 21 kolmestatoista asemasta, joista jokaisessa
oletetaan sinisen sivun osoittavan ylospéin ja keltaisen sivun katsojaan péin. Jos
paddyttiin asemaan Ay, siirto on valmis. Muuten suoritetaan (uudelleen nimettyja)
perussiirtoja oheisen taulukon mukaisesti riippuen siitd, mihin asemaan paadyttiin.
(Siirrot suoritetaan oikealta vasemmalle.)

asema | siirto asema | siirto
As U1t E R

As U? F RD!
Ay U F, F~'D

U'D'R | G4 UF~'R?
R'B™! Go R7U!
R~ H RD'R™!

AW

Kaikissa tapauksissa 10ytyy siirto, jonka kaédnteissiirrolla konjugoiminen tuot-
taa halutun 3-syklin. O

Osoitetaan seuraavaksi lemma, joka liittyy siirtojen parillisuuteen. Merkitdan
sitd varten kaikkien nurkkapalojen paikkojen permutaatioryhmaa S%; ja samaten
kaikkien reunapalojen paikkojen permutaatioryhméd S%. Naitd ryhmia voidaan
ajatella symmetrisen ryhmén Sy (kaikkien palojen permutaatiot) aliryhmina. Ne
muodostavat lisiaksi suoran tulon ryhméssé Sog, silla supp(v)Nsupp (o) = 0 kaikilla
veSijaoe St

Lemma 5.17. Jos 7 on Rubikin paikkaryhmdn siirto, niin sille loytyy yksikdasit-
teinen esitys tulona T = v oo, missi v € S ja o € S§. Naille permutaatioille
pdtee sign(v) = sign(o).

Todistus. Koska 7 on paikkaryhmén siirto, se voidaan esittda paikkaryhméan pe-
russiirtojen 71, ..., 7, tulona. Kaikkien palojen permutaatioiden ryhmassa Ssy jo-
kainen perussiirto 7; on puolestaan kahden erillisen 4-syklin tulo, joista toinen
liikuttaa vain nurkkapaloja, toinen vain sdrmépaloja. Merkitadn naita 4-sykleja
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v; € S% ja o; € S§. Koska ryhmét S% ja S§ muodostavat suoran tulon, voidaan
kirjoittaa 7; = (14, 0;) jokaisella i. Néin saadaan siirrolle 7 esitys

T=(V1,01) (Vn,0n) = (V1Va++* Un, 0102 - 0y).

Merkitdan nyt v = vy ---1, ja 0 = o1 ---0,. Koska kaikki siirrot v; ja o; ovat
4-sykleja, patee
sign(v) = (—1)" = sign(o).
O

Jokainen Rubikin paikkaryhmén R, siirto voidaan siis kirjoittaa muodossa
(v,0) € S¥ x S§. Jos myds v ja o kuuluvat ryhméén R,, niin (v,0) on tulo-
ryhméssa R,, x R,,. Edellisen lemman avulla saadaan nyt lause, joka mahdollis-
taa paikkaryhmén ratkaisemisen. Merkinnoissa kaytetdan lauseen 5.15 antamaa
upotusta.

Lause 5.18. Oletetaan, etti 7 = (v,0) € R,. Jos sign(v) = 1 tai sign(o) = 1,
niin v ja o kuuluvat paitkkaryhmadn R,. Lisdksi tuloryhman R,, x Ry, indeksille
patkkaryhmdn aliryhmdnd pétee R, : R, x Rgp] < 2.

Todistus. Oletetaan, ettd sign(rv) = 1 tai sign(c) = 1. Edellisen lemman perus-
teella patee talloin sign(v) = sign(c) = 1. Aiemmin on osoitettu, ettd kaikki
nurkkapalojen 3-syklit ovat mahdollisia siirtoja, ja lauseen 3.12 mukaan jokainen
parillinen permutaatio saadaan 3-syklien yhdistelmana. Taten v € R,, ja sama
patee my6s permutaatiolle o.

Osoitetaan sitten, ettd [R, : R,, x R,,] < 2. Olkoon 7 = (m, ms) jokin paik-

karyhmén perussiirto. Oletetaan, ettd 7 = (v,0) € R, ei kuulu tuloryhméén
R, x Rsp,. Todistuksen alun perusteella joko sign(v) = —1 tai sign(o) = —1.
Talloin taytyy kuitenkin edellisen lemman mukaan olla sign(v) = sign(o) = —1,
ja koska perussiirrolle pétee sign(m;) = sign(my) = —1, saadaan

sign(m;'v) =1 ja sign(m,'o) = 1.
Y1I4 osoitettiin, ettd tdmin perusteella yhdistelmd 7~'7 = (7 'v, 75 'o) kuuluu
tuloryhméaan R, x Ry, joten 7 € 7 - (R,,, X Ry,). Koska miki tahansa tuloryh-
méan kuulumaton permutaatio kuuluu yhteen tiettyyn tuloryhmén sivuluokkaan,
sivuluokkia voi olla korkeintaan kaksi. O

1

Edellisen lauseen nojalla Rubikin kuution palat saadaan oikeille paikoilleen
seuraavalla tavalla:
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1. Selvitetdédn, onko ratkaistavassa asemassa nurkkapalojen (tai sirmépalojen)
permutaatio parillinen. Jos ei ole, tehddan jokin perussiirto. Taméan jalkeen
seka nurkka- ettd sarmapalojen permutaatio on parillinen.

2. Ratkaistaan nurkat ja sarmét erikseen aiemmin opittujen 3-syklien ja niiden
konjugaattien avulla.

5.5 Puolisuorat tulot

Kahden aliryhmén suorassa tulossa eri aliryhmien alkiot kommutoivat keskenaan.
Talloin aliryhmét ovat toisistaan riippumattomia. Ehtoa voidaan kuitenkin lieven-
tad, jos vain halutaan kahden aliryhméan tulon olevan ryhma eikéa riippumattomuu-
della ole niin valia.

Tarkastellaan kahta aliryhméaéd N ja H jossain ryhméssd G. Tulojoukon alkiot
ovat muotoa nh € N H, ja kahden téallaisen alkion tulo on nihy - nohs. Jotta tdma
alkio kuuluisi edelleen joukkoon N H, riittda etta toinen aliryhmisté, esimerkiksi
N, on normaali. Tall6in nimittdin ndhdadn, ettd N:n vasemman sivuluokan alkio
hino kuuluu myos vastaavaan oikeanpuoleiseen sivuluokkaan, joten hing = n’h;
eradlla n’ € N. Nain ollen

TLlhl . ’nghg = nln' . hlhg € NH.

Tulojoukko on siis suljettu laskutoimituksen suhteen. Samalla tavoin nahdéan
myos, ettéd kidnteisalkiot ovat mukana tulojoukossa, silld (nh) ™t = h=in=t = n/h~!
erdalla n’ € N.

Maaritelma 5.19. Ryhmén G aliryhmét N ja H muodostavat sisdisen puolisuo-
ran tulon, jos seuraavat ehdot patevat:

1) N on normaali G:ssé
2) NN H = {e}, missd e on ryhmén G neutraalialkio.
Puolisuoraa tuloa merkitaéan NH = N x H tai HN = H x N.
Esimerkki 5.20. Alternoivalla ryhmalld A4 on normaali aliryhma
N = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Tarkastellaan tamén lisdksi 3-syklin virittaméa aliryhmaa H = {id, (123), (132)},
joka ei ole normaali (esim. ¥ (123) = (124) ¢ A,). Naiden aliryhmien leikkaukses-
sa on vain identtinen permutaatio, joten ne muodostavat puolisuoran tulon N x H.
Kootaan kyseisen tulon alkiot taulukkoon.
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Jokainen alternoivan ryhmaén alkio esiintyy taulukossa tasmélleen kerran. Siispa
N x H = Ay, ja jokaisella A4:n alkiolla on yksikésitteinen esitys tulona noh, missé
neNjaheH.

Aivan kuten suoran tulon tapauksessa, myos puolisuorassa tulossa N x H alkioi-
den esitykset muodossa nh ovat yksikéasitteisia. Tamé seuraa méaaritelméan kohdas-
ta 2). Kahden alkion tulon esitys saadaan seuraavasta kaavasta, joka pétee kaikissa
ryhmissé:

nihy - nghy = ny(hinghT ) hihy = n1"ny - hyhs. (5.21)

Olennaista tdssd on, ettd aliryhmin N ollessa normaali konjugaatti "n,y kuuluu
edelleen aliryhméadn N. Téalloin kaavasta ndhdédan, ettd ei-normaalin ryhméan H
alkiot voidaan jalleen kertoa keskenadn N:n alkioista riippumatta, mutta toista
normaalin aliryhman alkiota on kerrottaessa konjugoitava ensin H:n alkiolla. Ky-
seessd, on siis erdanlainen puolittainen riippumattomuus.

Huom. Jos normaali aliryhmé& on tulossa oikeanpuoleisena, ylla oleva kaava
—1
tulee muotoon hyng - hong = hihs - "2 nyn,.

Kaavan (5.21) avulla voidaan mééritella myos kahden erilaisen ryhmén ulkoi-
nen puolisuora tulo. Ongelmana on vain se, ettd alkion n konjugointi alkiolla h
ei onnistu, jos n ja h ovat eri ryhmissa. Téallainen ulkoinen konjugointi voidaan
kuitenkin méaaritelld, kun ensin mietitdan, minkalainen operaatio konjugointi itse
asiassa on.

Konjugoinnissa jokaiseen ryhman G alkioon g liitetdan kuvaus x +— 9. Tamé
kuvaus on ryhmén G sisdinen automorfismi eli bijektiivinen homomorfismi ryh-
maélta itselleen. Lisaksi konjugointi toteuttaa ns. ryhmdan toiminnan ehdot: neut-
raalialkiota vastaa identtinen kuvaus x — x, ja alkioiden tuloa vastaa yhdistetty
kuvaus, nimittéin 9"z = ! (hx) Néamaéa ominaisuudet huomioiden voidaan maaritel-

14 ryhman konjugointi toisessa ryhmaéssa.

Mairitelma 5.22. Olkoot G ja H ryhmia. Kuvausta g — ¢, joka liittaa jokaiseen
G alkioon g jonkin kuvauksen ¢, ryhmalta H itselleen, kutsutaan konjugoivaksi
toiminnaksi, jos seuraavat ehdot tayttyvat:

1) kuvaus ¢, on isomorfismi (eli automorfismi) jokaisella g € G

2) ¢, on identtinen kuvaus, jos e on G:n neutraalialkio
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3) Pgige = Pg1 © Py kaikilla g1, g2 € G.

Konjugoivan toiminnan késitteen sekéd kaavan (5.21) avulla voidaan madritella
kahden mielivaltaisen ryhméan puolisuora tulo.

Maaritelméa 5.23. Olkoot (N, <) ja (G, %) ryhmid. Oletetaan, ettd on méaaritelty
jokin ryhmén G konjugoiva toiminta g — ¢, ryhmassa N. Ryhmien N ja G ul-
koinen puolisuora tulo N x G muodostuu pareista (n,g), missi n € N ja g € G.
Laskutoimitus maaritellian kaavalla

(n1,91)(n2, 92) = (110 g, (n2), g1 % g2).

Toisinpéin merkityssé puolisuorassa tulossa G x N laskutoimitus on vastaavasti

(91,m1)(g2, n2) = (91 * G2, g, (M) <>n2).

Tuloa voidaan merkitd myos ulkoisuutta korostaen (N x G), tai (G x N),.

Huom. Ulkoisen suoran tulon rakenne riippuu valitusta konjugoivasta toimin-
nasta. Toiminnaksi voidaan aina valita ¢, = id kaikilla g, jolloin puolisuorasta
tulosta tulee suora tulo. Eri valinnat tuottavat kuitenkin erilaisen tulon.

Toisin kuin suoran tulon tapauksessa, ulkoisesta puolisuorasta tulosta on vaikea

akkiseltadn nahda, etta se todella on ryhmaé. Todistetaan tdméa seuraavaksi.

Lause 5.24. Ryhmien (N, ) ja (H,*) puolisuora tulo on ryhmd.

Todistus. Puolisuora tulo on suljettu laskutoimituksen suhteen, koska konjugaatti
©g,(n2) on ryhmén N alkio ja siten tulo ny ¢ g, (n2) kuuluu ryhméén N. Tarkis-
tetaan ryhmén aksioomat.

1) Laskutoimitus on liitdnnéinen, silla kaikilla ny,n9,n3 € N ja g1, 2,93 € G
patee
N1 0 9, (n2), g1 * g2) (13, gs)

((711,91)(”2792 ) n3, g3) ( (

(nl © ©g,(N2) © Pgyugy (13), g1 % g * 93)
(10 0

(

ny ¢ P 77,2 < P (9092 (77,3)), g1 * ga * 93)

ny o 9091 N2 & Py, (nS))a g1 * go * 93)
= (n1,g )(nz © gy (13), 9o * 93)
= (n1,91)((n2, 92) (13, 93) ).
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Téssé kdytettiin hyviksi muun muassa niita tietoja, ettd ¢ (n1ng) = @4(n1)p,(n2)
ja Pgrgo () = g, (0g5(N)).

2) Puolisuoran tulon neutraalialkio on pari (ey, eg), missd ey on N:n neutraa-
lialkio ja eg on G:n. Kaikilla n € N ja g € G nimittéin pétee

(en,ec)(n, g) = (en © ey (n), €c * g) = (ex on, g) = (n,g)
ja

(nag)(eNa eG) = (TL<> 909(61\/), g * eG) = (7’L<> €N, g) = (TL,g)
Y14 kaytettiin tietoja ¢., = id ja pg(en) = ey (homomorfismi).

3) Alkion (n, g) kdanteisalkio puolisuorassa tulossa on (¢,-1(n~ '), g71), silla

(-1 (n71), g71) (n,9) = (-1 (n7") 0 01 (n), g % g)
= (pg1(n " on), eq) = (94-1(en), €c)
= (en, €g)
ja
(n,9) (g1 (n71), g71) = (no g (g1 (1), g g™")
= (noppu1(n™), ec) = (nopes(n™), ec)

= (non_ : eg) = (en, €q).

Nyt on osoitettu, etta puolisuora tulo N x G on ryhma. Tapaus G x N voidaan

késitelld samalla tavalla. Tuossa tapauksessa kadnteisalkioksi tulee (g7, ¢,(n™1)).
0

Esimerkki 5.25. Tarkastellaan nelion symmetriaryhman aliryhméa
N = {id, m, p*, w0 p*},

missi 7 on peilaus pystyakselin suhteen, p? kierto puolirympyrin verran, ja m o p?
peilaus vaaka-akselin suhteen (vrt. esimerkki 4.9). Tadmé& ryhmaé on vaihdannainen,
ja sen kertotaulu nayttaa seuraavalta:

o id 7r P> mop?
id id T 0> mop?
v T id 7wop? p?
0> p? mop? id T
mTop?|mop* PP s id
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Muodostetaan nyt ryhmén N puolisuora tulo ryhmén Zg = {[0], [1], [2] } kanssa.
Sitd varten on ensin méariteltava ryhmén Zs konjugoiva toiminta ryhméssa V.

Konjugoivan toiminnan maaritelman mukaan taytyy olla ¢g = id, ja ¢y =
©141 = 1 © 1. Tarvitsee siis valita vain alkiota [1] € Z3 vastaava homomorfismi
1. Maéritellaédn se seuraavan taulukon mukaisesti:

o |id © p* mop?
ei(o)|id p* wop® w

Taulukosta nahdaan suoraan, ettd ¢; on bijektio. Homomorfisuuden tarkistami-
seksi pitéisi tarkistaa kaikki tulot ¢q(0)ow1(7), joissa o ja T ovat N:n identtisesta
poikkeavia permutaatioita. Tyydytaan téassé tarkistamaan vain yksi:

pr(m) o i (p?) = p? o (mo p?) =7 = pi(mo p?).
Koska ¢ on isomorfismi, myos ¢y on. Liséksi voidaan helposti varmistua myo6s
siita, etta
vo(0) = pr1111(0) = (p(p(0))) = id(0)
kaikilla ¢ € N. Konjugoiva toiminta voidaan siis méaritelld edellda kuvatulla ta-

valla, ja niinpa voidaan maéaritelld myos tatd toimintaa vastaava puolisuora tulo
N x Zg.

Lasketaan lopuksi esimerkin vuoksi alkioiden kertaluvut ryhméssd N x Zgs.
Kaikilla o € N pétee

(6,0)(0,0) = (00 40(0),0+ 0) = (50 0,0) = (id, 0),
silld kaikkien N:n alkioiden kertaluku on 2. Muotoa (o, 0) olevien alkioiden kerta-
luku on siis kaksi (paitsi neutraalialkion (id, 0)).

Olkoot sitten o € N ja k # 0. Télloin

(0,k)(0,k) = (0 opk(o),k+ k)= (00pr(o),2k).

Saatu alkio ei ole neutraalialkio, koska 2k on nollasta poikkeava kaikilla k € Zs.
Toisaalta

(0,k)® = (0 0 pi(0),2k)(0,k) = (0 0 pp(0) 0 o), 2k + k)
= (0 0 ¢pr(0) 0 par(0),0).

Jos viimeisessa lausekkeessa o = id, niin tulo coyy(0)opax (o) on kolmen identtisen
permutaation tulo. Jos taas o # id, niin kyseisessé tulossa on kolme eri identtisesté
poikkeavaa permutaatiota. Molemmissa tapauksissa tulo on identtinen kuvaus,
joten (o, k) on neutraalialkio. Siis jos k # 0, niin alkion (o, k) kertaluku on kolme.

Tarkempi tutkimus osoittaisi, ettd puolisuora tulo N x Zs on itse asiassa iso-
morfinen ryhméan A, kanssa.
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6 Kommutaattorit

Alkioiden kommutaattori on niiden vaihdannaisuuden mitta. Toisaalta kommu-
taattoreita voidaan kédyttad hyvéksi etsittdessd ryhmaésté tietynlaisia alkioita.

6.1 Kommutaattorien perusominaisuudet

Jos alkiot g ja h eivat ole keskenddn vaihdannaisia, eli ne eiviat kommutoi keske-
naan, tulot gh ja hg eroavat toisistaan jollain tavoin. Télloin 16ytyy jokin alkio r,
jolle patee gh = r-hg. Tama luku r ilmaisee ikédan kuin eri pain laskettujen tulojen
valisen suhteen.

Maaritelma 6.1. Olkoot g ja h ryhmén G alkioita. Yhdistelmaa
9, 8] = (gh)(hg)™" = ghg™'h ™' € G
kutsutaan alkioiden g ja h kommutaattoriksi.

Alkiot g ja h kommutoivat, jos ja vain jos niiden kommutaattori on neutraalial-
kio. Kommutaattorilla ja konjugaatilla on selva yhteys, joka ilmenee esimerkiksi
kaavoissa

g M =7 ht o [g. =g+ " (g7,

Liséksi seuraavat kaavat ovat kommutaattoreita kasiteltdessa hyodyllisia:

[gvh] "g=g- [hvgil] ja [gvh] ~h="h- [h717g]'

On my6s muistettava, ettd alkioiden kommutaattori ei ole symmetrinen, vaan
g, h] = [h,g]™".

Esimerkki 6.2. Lasketaan permutaatioiden o = (123)(45) ja 7 = (2345) kommu-
taattori ryhmassa Ss:

o, 7] = 77 - 71 = 1209 (9345) 0 (2345) 1 = (3154) o (5432) = (15324).

Kommutaattorista tuli 5-sykli, johon osallistuvat kaikki perusjoukon luvut. Voi-
daan ajatella, etta tdma 5-sykli on “verraten suuri” alkio ryhmassa S5, miké tar-
koittaa sité, ettd permutaatiot o ja 7 kommutoivat hyvin heikosti keskenaan.

Paitsi ettd kommutaattoreita voi kiyttad mittaamaan alkioiden vélistd kom-
mutointia, niitd voi kdyttad myos tuottamaan erityisen suuria tai pienia alkioita.
Jos nimittain l6ydetadn alkiot, jotka nayttavit olevan lahes vaihdannaisia keske-
naén, niiden kommutaattoriksi saadaan mita luultavimmin hyvin pieni alkio. Al-
kion “suuruus” tai “pienuus” ei sinansa ole yleensa ryhmassa selvéisti maariteltya,
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mutta jos ryhma koostuu johonkin joukkoon vaikuttavista alkioista, kuten per-
mutaatioista, pieni alkio on sellainen, joka vaikuttaa joukkoon mahdollisimman
vahan.

Esimerkiksi kaksi permutaatiota kommutoivat keskenaén varmasti, jos ne vai-
kuttavat kokonaan eri alkioihin. Mitd vihemmén on yhteisia alkioita, joihin kum-
matkin vaikuttavat, sitd enemmén permutaatiot kommutoivat ja sitd pienempi on
niiden kommutaattori. Kuitenkin jokainen kommutaattori on valttdmatta parilli-
nen permutaatio, ja pienin parillinen permutaatio on 3-sykli. Seuraavan lauseen
idea nakyy myos kuvassa 22.

Lause 6.3. Olkoot o ja T jonkin joukon X permutaatioita. Jos kantajien leikkauk-
selle pitee supp(o) Nsupp(7) = {x} jollain x € X, niin

o, 7] = (:p o(x) T(ZL‘))

Todistus. Néytetaan ensin, ettd ehdosta supp(c) N supp(r) = {z} seuraa aina
[0, 7](x) = o(z). Huomataan aluksi, etti o(z) # = ja 7(x) # z. Lisdksi 7(z) kuuluu
7:n kantajaan, koska permutaation kantaja sisdltdd aina tdsmalleen samat alkiot
kuin sen kdanteiskuvauksen kantaja. Toisaalta 7(z) & supp(o), koska 7(x) # .
Nyt saadaan

[0,7](2) = oo™t 77 (z) = o7 1 () = o().
#supp(o)

Saadun tuloksen sekd aiemmin mainittujen kaavojen perusteella patee myos

0, 7)(0(@)) = (5.0 (.07 (¢) = o{r(z)) = 7(x)
ja
0. 7)(r(2)) = (10 [, 0)) (2) = 7(r7'(2)) = 2.

Y14 néhtiin, ettd permutaatio [o, 7| sisaltdd ainakin 3-syklin (z o(z) 7(x)).
Jaljelle jaa tarkistaa, mita tapahtuu, jos y & {z,o(z), 7(x)}. Téll6in voidaan tar-
kastella kolmea vaihtoehtoa. Jos y ei ole o:n eikéd 7:n kantajassa, niin selvastikin
[0, T](y) = y. Jos taas y € supp(o), niin y ei voi olla samalla 7:n kantajassa (koska
y #7), joten

o, 7)(y) = om0 T (y) =0T (y) =00 (y) =y.

Edelleen, jos y € supp(7), niin

1

[0, 7)(y) = oro 7 (y) = o7 (y) = o(y) = y.

#x
Néhtiin, ettd aiemmin loydetyn 3-syklin ulkopuoliset alkiot pysyvat paikallaan,
joten kommutaattori on juuri tuo mainittu 3-sykli. O
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supp(c) + supp(r)

Kuva 22: Miten kommutaattorista tulee 3-sykli

6.2 Kommutaattorit Rubikin ryhmassa

Rubikin kuution ratkaisemisessa keskeinen ongelma on, etta perussiirrot liikutta-
vat niin suurta osaa kuution ruuduista. Kun yksi perussiirto liikuttaa 20 ruutua
48:sta, on hyvin vaikea seurata, mihin kukin ruutu ajautuu. Kommutaattoreita voi
tassa yhteydessa kédyttaa tehokkaasti hyodyksi, silld niiden avulla saadaan aikaan
siirtoja, jotka liikuttavat paljon pienempéa osaa kuutiosta kerrallaan. Itse asiassa
ailemmin opitut siirtosarjat voidaan tuottaa juuri talla periaatteella, ja seuraavaksi
tutkitaan tarkemmin, miten tdmé kiytannossa tapahtuu.

Tarkastellaan ensin tilannetta Rubikin paikkaryhmassa. Lauseen 6.3 mukaan
voidaan tuottaa kolmen palan sykli, jos vain loydetédan kaksi siirtoa, joiden yhtei-
sen vaikutuksen piiriin kuuluu ainoastaan yksi pala. Yritetdan saada tama aikaan
nurkkapaloilla niin, etta tuloksena olisi luvussa 3.3 opittu nurkkapalojen 3-sykli.

Koska lauseen 6.3 mukaan siirtojen o ja 7 kommutaattorina on mahdollista
saada 3-sykli (x o(z) 7(x)), on jarjestettava niin, etta o siirtdd etutahkon oikeassa
ylakulmassa olevan palan vasempaan ylakulmaan, ja 7 siirtdd saman palan va-
sempaan alakulmaan (ks. kuva 23). Siirroksi o voidaan valita vaikkapa yldtahkon
pyoritys U. Tamén jalkeen siirron 7 on kuitenkin oltava sellainen, etta se ei lii-
kuta muita ylatahkon paloja kuin palaa z. Tama saadaan aikaan konjugoimalla
alatahkon pyoritys D!, joka ei liikuta ylitahkoa, sellaisella siirrolla, joka siirtéia
oikeassa alakulmassa olevan palan x:n paikalle. Néin saadaan siirroksi 7 lopulta
konjugaatti ip-1 = RD-'R-1.

Sarmépalojen kohdalla tilanne on samanlainen. Opitussa siirtosarjassa siirtoa
o vastaa yliatahkon kierto U~!. Siirron 7 pitdisi nyt siirtdé pala x alarivin keski-
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palan paikalle (ks. kuva 23) ilman ettd ylatahkon palan liikkkuvat. Tdméa onnistuu
konjugoimalla etutahkon kierrolla pystysuoran keskirivin paikalle vaakasuora. Tél-
16in haluttu siirto muuttuu vaakasuoran keskitahkon siirroksi, joka puolestaan ei
koske ylatahkoon.

Tilanne on nyt kuitenkin hieman mutkikkaampi kuin nurkkapalojen tapaukses-
sa, silld keskitahkon siirtdmisen on alun perin tulkittu tarkoittavan rinnakkaisten
sivutahkojen liiketta. Vaakasuoran keskitahkon kiertaminen siis liikuttaa oikeas-
taan myos ylatahkon paloja, mika ei ollut tarkoitus. Téssé yhteydessa onkin pa-
rempi sallia hetkeksi keskitahkojen pyoritykset omiksi siirroikseen, jotka pitédvat
sivutahkojen palat paikallaan, jotta paastdan kayttaméaan lausetta 6.3. Sen nojal-
la tassakin tapauksessa saadaan 3-sykli, vaikka tilannetta tulkittiinkin totutusta
poikkeavalla tavalla. Lopuksi voidaan sitten nimeta kéytetyt siirrot oikeaoppisesti,
jolloin siirrosta 7 tulee tavallisen konjugaatin sijaan yhdistelmi 7 = F~'Ug'L.

supp(o) supp(c)
Y a4 P v e
.,/’ O-(X)
o(x) X d y
< supp(t) T supp(t)
©(X) d ©(X) v

Kuva 23: Paikkaryhmén 3-syklien muodostaminen

Asentoryhméssa 3-sykleja tuottavan lauseen kayttaminen ei kuitenkaan onnis-
tu. Koska yhden ruudun liikkuessa liikkuvat samalla kaikki saman palan ruudut, ei
kahden permutaation kantajien leikkaus voi olla yksio. Merkitadn tédssa yhteydessa
sitd palaa, johon ruutu x kuuluu, symbolilla P,, ja tuon palan kaikkien ruutujen
joukkoa symbolilla R,. Jos siis kaksi siirtoa vaikuttavat molemmat ruutuun =z,
niiden yhteinen vaikutusalue voi olla pienimmilldan joukko R,. Niinpé tallaisten
siirtojen kommutaattori on pienin loydettavissa oleva kommutaattori.

Tarkastellaan seuraavaksi, minkéalaiset kaksi siirtoa voitaisiin valita, jotta saa-
taisiin kantajien leikkaukseksi joukko R, ja lisdksi siirtojen kommutaattorista tulisi
asentoryhman siirto. Jos kumpikaan siirto ei liikkuta palaa P, paikaltaan, ne ovat
molemmat tuon palan ruutuihin rajoitettuina syklejé. Tallaiset siirrot kommutoi-
vat keskenddn palan P, kohdalla, joten niiden kommutaattori ei liikuta lainkaan
kyseisen palan ruutuja. Jos taas molemmat siirrot liikuttavat palaa P,, tilanne pa-
lautuu takaisin paikkaryhmaéan. Tuloksena on téalloin palojen 3-sykli, joka ei kuulu
asentoryhmaéan.
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Ainoa jaljelld oleva vaihtoehto on, ettd toinen siirroista liikuttaa palaa P, ja
toinen ainoastaan vaihtaa sen ruutujen jarjestystd. Téllaisessa tilanteessa synty-
va, kommutaattori kuuluu asentoryhméan, mika voidaan nahdé esimerkiksi siité,
ettd asentoryhmé on normaali aliryhmé. Kommutaattori [0, 7] voidaan nimittain
kirjoittaa muodossa 7 - 771, joten jos 7 on asentoryhmén siirto, niin koko kom-
mutaattori kuuluu asentoryhméan.

6.3 Algoritmi 3: nurkkapalojen kierto

Nurkkapalojen kierron tuottavan siirtosarjan muodostaminen perustuu luvun 6.2
paatelmiin. Siirtosarja on kahden siirron kommutaattori, joista toinen kiertaa nurk-
kapalaa ja toinen siirtda sitda paikaltaan. Siirtava permutaatio o on téassékin al-
goritmissa ylatahkon kierto U. Kiertava permutaatio puolestaan on yhdistelmé
7= RD'R'F!D7F. Niistd muodostuu kommutaattori

l0,7]=URD'R'F'D'"FU'"F 'DFRDR".

Tama siirtosarja, joka on esitetty kuvassa 24, kiertda kahta vierekkéistd nurkka-
palaa A ja B vastakkaisiin suuntiin. Pala A kiertyy vastapéivaén ja pala B myo-
tapaivaan.

Siirtosarjan voi hahmottaa esimerkiksi seuraavasti: Aluksi tehdédén joukko siir-
toja, joissa pala B kiertyy myotapaivaan, ja samalla kuution kaksi alinta tahkoa
saavat sekoittua miten hyvinsd. Sen jdlkeen siirretdén pala A palan B paikalle
alempiin tahkoihin koskematta ja suoritetaan aiemmat siirrot uudestaan péinvas-
taisessa jarjestyksessid. Namaé siirrot kiertavit nyt palaa A vastapéividédn ja asetta-
vat samalla kuution alaosan uudelleen jarjestykseen. Lopuksi kddnnetaén palat A
ja B alkuperaisille paikoilleen.

Siirto 7, joka kiertaé oikeassa ylanurkassa olevaa palaa, on puolestaan helpointa
hahmottaa kahdessa osassa. Molemmat osat ovat samanlaisia konjugaattimuotoisia
siirtoja; toinen koskee kuution oikeanpuoleista sivutahkoa, toinen etutahkoa.

6.4 Algoritmi 4: sirméapalojen kierto

Sarmépalojen kierto on samantapainen kommutaattori kuin nurkkapalojen kierto.
Sarmépalaa siirtdva permutaatio o on edelleen ylatahkon kierto U. Sarmépalan
kidntdva permutaatio saadaan yhdistelméstd 7 = RUsB~2Ug*F. Koko siirtosarja
on kommutaattori

[0,7] = URUsB™*Ug?FU ' F'U2B*U3'R™".
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Kuva 24: Nurkkapalojen kierto

Téama siirtosarja on esitetty kuvassa 25. Se kddntda ympéri kaksi vierekkaisilla
reunoilla sijaitsevaa sdrmépalaa (palat A ja B).

Siirtosarja perustuu siihen, ettd palan B ruudut ovat ainoat ruudut, joihin seka
o etta 7 vaikuttavat. Naiden siirtojen kommutaattorista tulee siksi pieni ja hel-
posti hallittava. Tarkalleen ottaen siirrot tosin vaikuttavat useampiinkin yhteisiin
ruutuihin, koska keskitahkon kadntamisen ajatellaan liikuttavan myos yléatahkoa.
Tassa kuitenkin luovutaan hetkeksi siitd ajattelutavasta, niin kuin tehtiin myos
luvussa 6.2 sirméapalojen 3-syklid tarkasteltaessa. Algoritmin siirrot on kuitenkin
nimetty alkuperéisid merkint6jé noudattaen. Esimerkiksi kolmanneksi suoritettava
oikean sivutahkon 180 asteen kierto on nimeltiin B2, koska valkoisen keskipalan
perusteella kyse on silld hetkelld valkoisesta sivutahkosta.
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Kuva 25: Sarméapalojen kierto

6.5 Rubikin asentoryhmaian ratkaiseminen

Edellisissa luvuissa on opittu siirtosarjoja, joiden avulla nurkka- tai reunapaloja
on mahdollista kiertda paikallaan niin, ettd yhden palan kiertyessa yhteen suun-
taan jokin toinen pala kiertyy samalla painvastaiseen suuntaan. Talloin palojen
yvhteenlaskettu kiertymaé eli kokonaiskiertymd siilyy. Jotta saataisiin kaikki palat
oikeaan asentoon, taytyy tutkia, mitd tuolle kokonaiskiertymalle tapahtuu erilai-
sissa siirroissa. Koska opitut palojen asentoa muuttavat algoritmit eivat muuta
kokonaiskiertymaa, olisi toivottavaa, etta se sailyisi aina samana kaikissa asemis-
sa, joissa palat ovat oikealla paikallaan. Muuten opitut algoritmit eivat riittéisi
asentojen ratkaisemiseen.
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Sellaisia ominaisuuksia, jotka sailyvét kaikissa tilanteissa, kutsutaan invarian-
teiksi. Invariantteja kaytetdan runsaasti esimerkiksi pelien ja algoritmien analy-
soinnissa. Talla kurssilla on jo loydetty joitakin téallaisia invariantteja. Esimerkiksi
jokainen paikkaryhmén siirto voidaan ilmoittaa muodossa v o o, misséd v on nurk-
kiin ja o paikkoihin kohdistuva permutaatio (jotka eivét itse vélttaméttéd sisélly
R,:hen). Lemmassa 5.17 osoitettiin, ettd sign(v) - sign(o) = 1 pétee kaikissa mah-
dollisissa asemissa, joten tamé etumerkkien tulo on invariantti.

Vaikka jokin ominaisuus ei siilyisi aivan kaikissa tilanteissa, on yleensa hyo-
dyksi tarkastella, missé tilanteissa kyseinen ominaisuus kuitenkin séilyy ja milla
tavoin ominaisuutta voidaan muuttaa. Paikkaryhmén siirroista tiedetédan, ettéa jos
ne ilmoitetaan edelld kuvatussa muodossa, sign(r) voi olla 1 tai —1. Perussiir-
rot kuitenkin vaihtavat tuon etumerkin, joten haluttaessa siirtya yhdesta tilasta
toiseen minka tahansa perussiirron tekeminen riittda. Voidaan myos sanoa, etta
sign(v) on invariantti, jos siirroiksi sallitaan vain kahden perussiirron yhdistelmét.

Peleissa ja algoritmeissa jonkin ominaisuuden invarianssin osoittamiseksi on
yleenséd yksinkertaisinta nédyttad, ettd kyseinen ominaisuus séilyy algoritmin pe-
rusaskelissa. Tamé lahestymistapa tuottaa kuitenkin ongelmia Rubikin asentojen
ryhmassa, koska kuution perussiirrot eivat sisilly asentoryhmaén. Jos palat ovat
oikeilla paikoillaan mutta viarissé asennoissa, mista tiedetaén, miten sarja perus-
siirtoja vaikuttaa palojen kokonaiskiertymaan? Perussiirto vie palat vadrille pai-
koille, joissa niiden kiertyméa menettad merkityksensa.

Asian ratkaisemiseksi méaritelladn jokaiselle palalle kiertymén kasite erikseen
jokaisessa paikassa, missa pala voi olla. Tamé maarittely voidaan tehdé lahes mi-
ten tahansa, koska vadrdssd paikassa olevalla palalla ei ole mitadn tiettya oikeaa
asentoa, vaan jokainen asento on sille samanarvoinen. Aloitetaan antamalla jokai-
sen nurkkapalan ruuduille numerointi kuvan 26 osoittamalla tavalla. Kuvassa on
perusasemassa oleva kuutio kuvattu yla- ja alapuolelta niin, ettd nurkkapalat on
ikaan kuin taiteltu auki.

Kuva 26: Nurkkapalojen numerointi

Kuvatussa numeroinnissa jokainen nurkkaruutu tulee numeroiduksi jollain lu-
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vuista 0, 1 ja 2. Laskujen yksinkertaistamiseksi ajatellaan, ettd nama ovat syklisen
ryhmén Zs alkioita. Talloin voidaan nimittédin sanoa, etta jos ruudulla z on numero
n, niin saman palan muiden ruutujen numerot ovat nurkan ympéari myotapéaivaan
kierrettaessa n 4+ 1 ja n + 2.

Seuraavaksi merkitddn ne ruutujen paikat, joissa on perusasemassa O-ruutu.
Tama tarkoittaa sita, ettd ajatellaan merkityiksi kaikki sinisen ja vihredn sivun
nurkkaruutujen paikat riippumatta siitd, mika ruutu niissd milloinkin sattuu ole-
maan. Jokaisesta palasta on aina tasmalleen yksi ruutu merkitylla paikalla. Naiden
merkkien avulla voidaan maéritelld nurkkapalojen kiertymaét.

Maaritelma 6.4. Tarkastellaan nurkkapalan x ruutuja asemassa o. Palan x kier-
tymd ky(0) € Zs on sen palaan z kuuluvan ruudun numero, joka sattuu ole-
maan asemassa o jollakin merkityista paikoista. Aseman o nurkkapalojen koko-
naiskiertymd on kaikkien nurkkapalojen kiertymien summa, ja sitd merkitdan

Kn(o) =X, ki(0).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd nurkkapalojen kokonaiskiertymé ei muutu perus-
siirroissa. Kokonaiskiertyméa on siis invariantti.

Lause 6.5. Olkoon 7 jokin perussiirto. Tdlloin Ky(mo o) = Ky(o) kaikissa ase-
missa o € R.

Todistus. Tutkitaan, miten eri perussiirrot vaikuttavat kokonaiskiertyméan. Kaik-
ki merkityt paikat ovat kuution yla- ja alatahkoilla, joten siirrot U ja D siirtavat
kaikki merkitylld paikalla olevat ruudut jollekin toiselle merkitylle paikalle. Nama
siirrot eivat siis vaikuta kokonaiskiertyméan lainkaan.

Siirrot F', B, L ja R ovat ruutujen numeroinnin ja paikkojen merkitsemisen
suhteen symmetrisid, joten riittaa tarkastella yhta niista. Valittu siirto vaikuttaa
vain niiden palojen kiertymaéan, jotka sijaitsevat kierrettéivalld sivutahkolla. Nime-
tdan namé palat numeroilla 1, 2, 3 ja 4 ja merkitdan jokaisen palan alkuperaista
kiertyméa n; = k;(0). Kuvassa 27 ndkyy, mitéd sivutahkon paloille tapahtuu suori-
tettaessa perussiirto . Merkityille paikoille osuvat ruudut on tummennettu.

Kuvan mukaan asemassa o o m saadaan neljén liikkuneen palan kokonaiskier-
tyméksi

iki(ﬁoa):(n1+2)+(n2+1)+(n3+1)+(n4+2)

i—1
=Ny +ng+n3+ng+6 (Z3:ssa 6 =0)

:n1+n2+n3+n4.

Nurkkapalojen kokonaiskiertyma ei siis muutu myoskaan perussiirroissa F', B, L
tai R. ]
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n,+2|n,+1 n,+2| n,+1 T N |n,+2 n+1 Ny

n,+1{n,+2 n,+1|n,+2 n, |n,+1 n,+2| n,

n, n, n,+2 n,+1

Kuva 27: Perussiirron vaikutus nurkkapalojen kiertymaan

Koska alkuasemassa kokonaiskiertymé on nolla, saadaan edellisesté lauseesta
heti seuraava korollaari.

Korollaari 6.6. Kaikissa asemissa o € R patee Ky (o) = 0.

Oletetaan, ettd nurkkapalat ovat jo oikeilla paikoillaan. Nyt ne saadaan myos
oikeisiin asentoihin edellistd korollaaria soveltamalla. Eras tapa tehdd tamé olisi
valita aina kaksi vaaréssa asennossa olevaa nurkkapalaa, konjugoida ne vierekkai-
siksi ja kiertdd toinen niistéd oikeaan asentoon. Téalla tavalla oikeassa asennossa
olevien palojen maara lisdantyy koko ajan, joten lopulta kaikki palat ovat oikeassa
asennossa. Missdan vaiheessa jaljella ei voi olla vain yhta viarassa asennossa olevaa
nurkkapalaa, koska talloin nurkkien kokonaiskiertyma olisi nollasta poikkeava.

Toinen tapa saada nurkat oikeisiin asentoihin ei vaadi konjugointia. Siiné jar-
jestetdan nurkkapalat aluksi jonoon (xy,zs,...,z,), jossa sama pala voi esiintya
useammin kuin kerran, mutta kaksi perakkaistd palaa sijaitsevat aina vierekkéin
(eli samalla sarmalld). Taméan jilkeen kdydaan lapi paloja jonon alusta l&dhtien.
Aina kun loydetddn vdarin péin oleva pala zy, missd k < n, kdytetddn opittua
algoritmia paloihin zj ja xxy1, niin ettd pala xj tulee oikeaan asentoon. Lopulta
kaikki palat x1,...,x,_1 ovat oikeassa asennossa, ja koska kokonaiskiertyméan on
oltava nolla, myos x,, on oikeassa asennossa.

Reunapalojen tapauksessa menetelldian aivan samalla tavalla kuin nurkkapa-
loilla. Tarvittava ruutujen numerointi nakyy kuvasta 28, jossa kuutio on kuvattu
perusasemassa edestd ja takaa. Ruutujen numeroiden ajatellaan nyt kuuluvan ryh-
méan Zs. Nollaruutuja ovat kaikki siniset ja virheat ruudut ja niissé paloissa, joissa
kumpiakaan ei esiinny, keltaiset tai valkoiset ruudut.

Kuten aikaisemmin, perusasemassa olevien nollaruutujen paikat merkitaan, ja
palan kiertymé maarédytyy siitd, mika palan ruuduista sattuu olemaan merkitylla
paikalla.
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Kuva 28: Reunapalojen numerointi

Maaritelma 6.7. Sarmépalan = kiertymd k,(o) € Zy asemassa o on sen palaan
2 kuuluvan ruudun numero, joka sattuu olemaan asemassa o jollakin merkityis-
té paikoista. Aseman o sdrmdpalojen kokonaiskiertymd on kaikkien sarméapalojen
kiertymien summa, ja sitd merkitaan Kg(o) =3, k(o).

Lause 6.8. Sarmdpalojen kokonaiskiertymd Kg(o) ei muutu perussiirroissa.

Todistus. Kaydaan kaikki perussiirrot lapi. Siirrot U ja D siirtavat jokaisen mer-
kitylla paikalla olevan ruudun jalleen merkitylle paikalle, joten ne eivit muuta
kokonaiskiertymaéa. Toisaalta siirrot L ja R siirtavét jokaisen merkitsemattomdlld
paikalla olevan ruudun jalleen merkitseméttomaélle paikalle, joten kokonaiskierty-
ma ei niissdkdan muutu.

Jaljelle jaa tutkia, mitd tapahtuu siirroissa F' ja B. Ne ovat palojen numeroin-
nin ja paikkojen merkitsemisen suhteen symmetrisia, joten riittda tutkia toista
niistd. Nimetaén siirtoon osallistuvat sdérméapalat numeroilla 1, 2, 3 ja 4 ja merki-
tadn néiden kiertymid alkuperdisessi asemassa n; = k;(0). Kuvassa 29 on néytet-
ty, miten perussiirto vaikuttaa palojen kiertymiin. Sarméapalat on taiteltu auki ja
merkityilla paikoilla sijaitsevat ruudut tummennettu.

ny n,+1
n,+1 T n,
n+1| n, CN n, |n,+1 n, |n,+1 n+1| n,
n,+1 n,
n, n,+1

Kuva 29: Perussiirron vaikutus sarmapalojen kiertyméan
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Kuvasta nahdéaan, ettéd tarkasteltavien neljan palan kiertymien summaksi tulee
uudessa asemassa

iki(ﬂ'oa):(n1+1)+(n2+1)+(n3+1)+(n4+1)

=ny+ne+ng+ng+4 (Zy:ssa 4 =0)

:n1+n2+n3+n4.

Reunapalojen kokonaiskiertymé ei siis muutu myoskaan perussiirroissa F' tai B.

O

Sarmépalat voidaan nyt saada oikeisiin asentoihin samalla periaatteella kuin
nurkkapalatkin.
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7 Rubikin kuution laajennoksia

Tavallista Rubikin kuutiota voidaan laajentaa monilla tavoilla. Ensi ndkemalté
nama uudet versiot vaikuttavat paljon hankalammilta ratkaista, mutta tarkempi
tarkastelu osoittaa, ettd samat perusideat ovat edelleen voimassa monimutkaisem-
missakin muunnelmissa.

7.1 Suuremmat kuutiot

Ensimmaiseksi mieleen tuleva tapa laajentaa kuutiota on lisdtd sdrmén pituut-
ta. Talla tavalla saadaan muun muassa suositut 4 x 4 x 4- ja 5 x 5 x 5-kuutiot.
Vaikka ruutujen maéra — ja samalla myos mahdollisten asemien méaréd — kas-
vaa naissa laajennoksissa huimasti, kuution perusrakenne sailyy kuitenkin samana.
Siksi talla kurssilla osoitettuja tuloksia voidaan yleensé soveltaa sellaisinaan. Esi-
merkiksi nurkkapaloja on edelleen kahdeksan kappaletta, ja jokainen perussiirto
on nurkkapalojen paikkojen suhteen pariton permutaatio. Kommutaattoreilla voi-
daan tuottaa paikkojen 3-syklejé seké erilaisia asentoryhmén siirtoja, ja palojen
kokonaiskiertymista saadaan invariantteja samaan tapaan kuin yksinkertaisem-
massakin kuutiossa.

Suuremmissa kuutioissa keskipalatkin saavat merkityksen. Jos sdrmén pituus
on pariton, kuutiossa on joka tahkolla yksi keskimmainen pala, jonka voi ajatella
pysyvan aina paikallaan. Tastd keskimméisesta palasta voi paéatelld kunkin sivun
varin missd tahansa asemassa. Jos sdrman pituus on enemman kuin kolme, on
kuutiossa kuitenkin useampiakin keskipaloja, jotka koostuvat vain yhdesta ruu-
dusta, ja naiden paikalleen saaminen vaatii omanlaisensa siirtosarjat. Siirtosarjoi-
hin tarvitaan nyt myos keskitahkojen siirtoja, joita ei enaé voida jattaa huomiotta.
Kommutaattorit kuitenkin tehoavat edelleen, ja tilannetta helpottaa se, etta kukin
keskipala voi olla vain yhdessé asennossa.

Kuutiossa, jonka sdrmén pituus on parillinen, ei sen sijaan ole sellaisia keskim-
maéisid paikallaan pysyvia paloja, joista voisi aina tarkistaa kuution sivujen oikean
varin. Tallaisessa tapauksessa voidaan kuitenkin turvautua nurkkapaloihin. Nurk-
kapalojen rakenteesta johtuen kuutiossa vastakkaisten sivutahkojen varit on aina
madaratty. Jos perusasemassa valkoinen sivu on keltaista vastassa, ei kuutiossa voi
olla nurkkapalaa, jossa olisi sekd valkoinen etta keltainen ruutu. Téten valkoinen
ja keltainen sivu eivat voi ikind olla vierekkain. Kuution sivujen madrdamiseksi
riittaa siis valita yksi nurkkapala, esimerkiksi sini-kelta-punainen, ja ajatella tuon
nurkkapalan olevan aina oikealla paikallaan. Néin selvidd, missa sininen, keltainen
ja punainen sivu sijaitsevat kussakin asemassa, ja muut sivut ovat naille vastakkai-
sia. Kuvassa 30 on 4 x 4 x 4-kuutio, jonka nurkkapalasta nékyy, etta kuution pu-
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nainen sivu on katsojaan pain ja sininen sivu ylospéin. Takasivu on talloin oranssi,
vasen sivu valkoinen ja alasivu virhea.

Kuva 30: 4 x 4 x 4-kuutio, “Rubikin kosto”

Parillissarmaisilla kuutioilla on toinenkin erikoispiirre. Keskitahkojen siirrot
voidaan nimittain jakaa reuna- ja keskipaloja liikuttaviin osiin, joista edellinen
on pariton permutaatio ja jalkimmaéinen parillinen. Parillinen keskipalojen siirto
voidaan tuottaa 3-syklien avulla, joten myos reunapalojen pariton permutaatio
on mahdollinen siirto. Tallaisilla kuutioilla voidaankin tehda esimerkiksi kahden
reunapalan vaihto, joka ei onnistu paritonsarmaisilla kuutioilla.

Sarmén pituuden lisdantyesséd kaytannon ongelmaksi tulee ratkaisualgoritmin
pituus. Kuutiossa, jonka siarmén pituus on kuusi, on jo 96 keskipalaa. Naiden
kaikkien paikoilleen saaminen 3-syklien avulla on melkoisen tyolasté.

7.2 Muita ruutujen mairaan perustuvia laajennoksia

Kuution ruutujen maaraéa voi lisitda myos tekemélld kuutiosta neli- tai useampi-
ulotteisen. Tallaisten kuutioiden késitteleminen onnistuu yleensa vain tietokoneen
avulla. Ulottuvuuksien lisdantyessa eri pala- ja siirtotyyppejé tulee huimasti liséa,
mutta ratkaisun perusideat eivat kuitenkaan muutu.

Toinen peruskuution muunnelma ovat kdyttaa kuution sijasta erimuotoisia kap-
paleita. Rubikin kuution tapaisia peleja voidaan tehda seka sdannollisistd etta
epasaannollisista monitahokkaista, ja naiden avulla saadaan aikaan monenlaisia
algebrallisia struktuureja. Kuitenkin niin kauan kuin on mahdollista tuottaa 3-
sykleja, voidaan ratkaisua aina lahestyd niiden avulla. Siirtojen parillisuuskysy-
mykset voivat erimuotoisissa kuutioissa sen sijaan olla hyvinkin erilaisia. Esimer-
kiksi dodekaedrin muotoisessa Megaminx-pelissa jokainen perussiirto on parillinen
permutaatio sekd nurkka- ettd sdrmépalojen asentoryhméssé. (Téssé mielessa Me-
gaminx on siis jopa yksinkertaisempi kuin tavallinen kuutio.)
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7.3 Superkuutio

Edella mainituissa Rubikin kuution muunnelmissa on sama tavoite kuin perintei-
sessa kuutiossa: saada erivériset ruudut samoille paikoille kuin perusasemassa. Ky-
se on siis ruutujen paikkojen permutaatioista. Jos ruutuja on n kappaletta, kuu-
tion siirtoja vastaavan permutaatioryhmén voi ajatella symmetrisen ryhmén S,
aliryvhméksi, olipa kyse sitten tavallisesta kolmiulotteisesta kuutiosta tai vaikkapa
seitsenulotteisesta ikosaedrista.

Yksi mahdollisuus perustavoitteen muunnelmaksi on tarkastella keskipalojen
asentoja. Nurkka- ja reunapalojen asennot maaraytyvat, kun niiden ruudut aset-
taa oikealle paikalleen. Keskipaloissa on kuitenkin vain yksi ruutu, ja keskipalaa
onkin mahdollista kiertda itsensd ympaéri ilman, ettd mikddn ruutu joutuu vaa-
réille paikalle. Jos tavoitteeksi otetaan myos keskipalojen asentojen palauttaminen
samaksi kuin alussa, saadaan ns. superkuutio-ongelma.

Tarkastellaan lahemmin 3 x 3 x 3-kuution superkuutio-ongelmaa. Koska kyse ei
enad ole pelkidstdan ruutujen paikoista, ei voida ajatella eri asemien muodostavan
aliryhmad kaikkien ruutujen permutaatioiden ryhmaéssa Ssy, kuten aiemmin teh-
tiin. Algebralliseen perusstruktuuriin tarvitaan siis jonkinlainen laajennos, toisin
kuin ruutujen méaradn perustuvissa Rubikin kuution muunnelmissa.

Yksi vaihtoehto perusstruktuurin laajentamiseksi on seuraava: Koska keskipa-
lojen voidaan edelleen ajatella pysyvan kaikissa siirroissa paikoillaan ja keskipa-
loja koskevat siirrot ovat riippumattomia muita paloja koskevista siirroista, voi-
daan haluttu laajennos toteuttaa tuloryhméana. Kukin keskipala voi olla neljasséa
eri asennossa, ja naméa asennot voidaan ajatella numeroiduiksi syklisen ryhmén Z,
alkioilla. Talla tavalla saadaan laajennetuksi ryhmaéksi seitseman ryhméan suora
tulo Sy X Z§, jossa on ensimmadisend tekijand nurkka- ja reunaruutujen permutaa-
tioryhma ja seuraavina kaikkien kuuden keskipalan asentoryhmét.

Toinen mahdollisuus on lisata kuutioon keinotekoisia ruutuja. Jos ajatellaan
my0s jokainen keskipala jaetuksi neljaan ruutuun, jotka sijaitsevat kaikki samalla
sivulla, voidaan néiden valeruutujen paikoista paételld keskipalan asento. Tallai-
nen jako on esitetty kuvassa 31, josta nédkyy samalla, miten perussiirto vaikuttaa
keskipalan asentoon. Yksi keskipalan ruuduista on varitetty mustaksi selvyyden
vuoksi. Jakamalla keskipala ruutuihin voidaan jalleen ajatella eri asemien muodos-
tavan aliryhmén kaikkien ruutujen permutaatioiden ryhmaéssa, mutta nyt ruutuja
on yhteensé 64, joten kyse on ryhméan Sgq aliryhmésta. Tamé ryhmé on kooltaan
paljon suurempi kuin ensimmaisen laajennosvaihtoehdon tuloryhma, mutta koska
kyse on nyt vain ruutujen lisddmisesté, voidaan aikaisempia ideoita jélleen kayttéa
hyvaksi.

Tutkitaan nyt, minkélaisia kommutaattoreita keskipalan liikkeistd saadaan.
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Kuva 31: Keskipalojen jako ruutuihin ja perussiirron vaikutus keskipalan asentoon

Tata varten luovutaan nyt niista periaatteista, etta keskipalat pysyisivat aina pai-
kallaan ja keskitahkon kierto tulkittaisiin rinnakkaisten sivutahkojen kierroksi.
Perussiirrot (keskitahkojen siirrot mukaanlukien) nimetdan kuitenkin edelleen to-
tuttuun tapaan.

Ensinnédkin on huomattava, ettd jokainen siirto, joka siirtaéd jonkin keskipalan
paikaltaan, siirtad samalla myos vastakkaista keskipalaa. Nain ollen keskipalojen
paikkaryhméssé on mahdotonta 16ytaa kahta permutaatiota, joiden yhteiseen kan-
tajaan kuuluisi vain yksi keskipala. Kommutaattoriperiaatteella (lause 6.3) ei siis
saada aikaan paikkojen 3-syklid. Paikkaryhmassa pienin yhteinen kantaja, eli kah-
den vastakkaisen keskipalan pari, saadaan esimerkiksi valitsemalla siirroiksi kah-
den eri keskitahkon perussiirrot. Tamé on tdhidn mennessa esilla olleista kommu-
taattorisiirroista yksinkertaisin, ja se tuottaa vastakkaisten keskipalojen 3-syklit
kuvan 32 mukaisesti.

Kuva 32: Vastakkaisten keskipalojen 3-syklit
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Kuvassa kuutio on kuvattuna seka edesté etté takaa. Siirrot on helppo suorit-
taa, ja tulos on nayttiva, mutta siirtosarja ei itse asiassa auta keskipalojen oikean
asennon loytamisessa.

Toinen mahdollisuus kommutaattorin tuottamiseen on valita sellaiset siirrot,
joista toinen kiertda keskipalaa paikallaan ja toinen siirtdéd sen johonkin muuhun
paikkaan. Kiertaviksi permutaatioksi 7 voidaan valita esimerkiksi perussiirto U.
Siirtdva permutaatio o saadaan puolestaan helposti kolmen keskitahkon siirron
yhdistelméni FsLg'Ug' (oikeastaan konjugaattisiirto). Niistd muodostetun kom-
mutaattorin [0, 7] tuloksena sininen keskipala kiertyy vastapiivddn ja keltainen
keskipala myotapéiviaan. Siirtosarja on esitetty kuvassa 33. Huomaa, etta keski-
palojen liikuttaminen vaikuttaa siirtojen merkitsemistapaan, ja siksi esimerkiksi
siirto Lg kiertdd kuvassa kuution ylapinnan suuntaista keskitahkoa.

Kuva 33: Keskipalojen kierto

Keskipalojen kiertymét k, (o) voidaan méaéritelld samaan tapaan kuin luvussa
6.5. Talloin kukin kiertymaé on ajateltava syklisen ryhmén Z, alkioksi. Koska yhden
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sivutahkon kierto muuttaa vain yhden keskipalan kiertymaé yhdellé, keskipalojen
kokonaiskiertyma K (o) voi olla mika tahansa luvuista 0, 1, 2 tai 3. Edella ku-
vattu siirtosarja ei vaikuta kokonaiskiertyméan, joten tarvitaan muitakin siirtoja
keskipalojen asentojen ratkaisemiseksi.

Nimitetdan téssa yhteydessa perusasemaksi sitd asemaa, jossa kaikki palat ovat
oikeilla paikoillaan ja oikeissa asennoissa, mukaanlukien keskipalat. Sellaisia ase-
mia, joissa kaikki palat ovat oikeilla paikoillaan ja nurkka- ja reunapalat lisdksi
oikeissa asennoissaan, kutsutaan vanhaksi perusasemaksi. Vanhasta perusasemas-
ta toiseen siirtyminen vaatii parillisen méaran perussiirtoja, silla ndmé ovat ruu-
tujen parittomia permutaatioita, jollei keskipalojen asentoa oteta lukuun. (Keski-
tahkon perussiirto voidaan laskea omaksi perussiirrokseen tai kahdeksi sivutahkon
perussiirroksi.) Koska perusasemassa keskipalojen kokonaiskiertymé on 0, taytyy
jokaisessa vanhassa perusasemassa kokonaiskiertymén olla joko 0 tai 2.

Edellisen paattelyn nojalla keskipalat saadaan oikeaan asentoon seuraavasti:
Ratkaistaan kuutio vanhan mallin mukaan, jolloin paddytaan johonkin vanhaan
perusasemaan. Keskipalat voivat olla nyt vaarissa asennoissa, mutta niiden ko-
konaiskiertyma on 0 tai 2. Jos se on 0, keskipalat saadaan oikeisiin asentoihin
ylla kuvattua siirtosarjaa soveltamalla. Jos kokonaiskiertymé on 2, tehddan ensin
kaksi perussiirtoa esimerkiksi kiertamallé yhté sivutahkoa puoli kierrosta. Talloin
kokonaiskiertymaéksi tulee 0. Paikoiltaan siirtyneet nurkka- ja sdrmépalat voidaan
nyt palauttaa perusasemaan soveltamalla aiemmin opittuja algoritmeja. Kyseisten
siirtosarjojen kantajat eivét sisdlla keskipaloja, joten naiden kiertymét eivat tassa
kohtaa muutu. (Td&méa on helpointa ndhda ajattelemalla keskitahkojen perussiirto-
ja sivutahkojen pyorityksing, jolloin keskipalat eivét liiku paikoiltaan. Keskipalo-
jen asentoryhma puolestaan on vaihdannainen, joten jokainen kommutaattori on
tuohon asentoryhméén rajoitettuna triviaali.) Tuloksena saadaan vanha perusase-
ma, jossa keskipalojen kokonaiskiertyma on 0, ja tdhdn voidaan jalleen soveltaa
keskipaloja kiertdvad siirtosarjaa.

LOPPU
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