Algebra I
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kertaustehtévié toiseen kurssikokeeseen

Huomio. Kertaustehtavien edellisessi versiossa ensimmaéisen tehtdvin tehtéa-
vinanto oli virheellinen: kolmikko (2Z, +, -) ei ole rengas kurssin méairitelméin
mukaan, silla multiplikatiivinen neutraalialkio 1 ei kuulu joukkoon 27Z. Osassa
kirjallisuudessa renkaan méaéritelma ei vaadi multiplikatiivisen neutraalialkion
kuulumista joukkoon, osassa téllaista rakennetta kutsutaan pseudorenkaaks.
Pahoittelut virheesta.

1. Maéritelladn kokonaislukujen joukossa Z laskutoimitukset & ja ® ehdoilla

rdy = rv+y—1 ja
rTOYy = x+y—zxY.

Osoita, ettd kolmikko (Z,®,®) on rengas. Onko se kokonaisalue? Enté
kunta?

2. Osoita, ettd Gaussin kokonaislukujen rengas
Z[i| ={a+bi:abeZ}
on kompleksilukujen renkaan C alirengas.
3. Olkoon R rengas. Osoita, ettd joukko
C(R) ={a € R: ab = ba kaikilla b € R}
on renkaan R alirengas.

4. a) Osoita, ettd ryhmé 2Z on ryhmén Z normaali aliryhmé.

b) Etsi aliryhmén 27 sivuluokat ryhméssé Z ja muodosta tekijaryhmén
7./27 laskutaulu.

¢) Osoita ryhmien homomorfialauseen avulla, ettd Z /27 = Z,.
5. Etsi kaikki renkaan Z[v/5] automorfismit eli isomorfismit Z[v/5] — Z[v/5].

6. Olkoon G ryhmé ja N ja M sen normaaleja aliryhmié. Osoita, ettd myos
N N M on ryhméan G normaali aliryhma.

7. Osoita, ettd tekijiryhmé 5Z/207Z on isomorfinen ryhmén (Z4, +) kanssa.



8.

10.

11.

Oletetaan, ettd D ja E ovat kokonaisalueita ja f : D — E rengashomo-
morfismi. Olkoon D:n karakteristika n # 0. Osoita, ettd D:114 ja E:ll4 on
sama karakteristika.

Osoita, ettd kuvaus f : C — C, f(z + iy) = = — iy, on renkaan C auto-
morfismi.

Tarkastellaan reaalialkioisten n X n -matriisien joukkoa R™*™. Kaintyvien
matriisien joukko

GL,(R) ={A € R™" : det(A) # 0}
muodostaa ryhmén kertolaskun suhteen. Osoita, etta joukko
SL,(R)={A € GL,(R) : det(A) =1}
on ryhmén GL,(R) normaali aliryhmé ja etté
GL,(R)/SL,(R) =R\ {0}.

Vihje: Determinanttikuvaus det : GL,(R) — (R \ {0}, -) on surjektiivinen
ryhméhomomorfismi. Kéytd ryhmien homomorfialausetta.

Olkoon G/N = {A, B,C, D} sellainen tekijaryhmi, etta sille on voimassa

e A,
b € B,
c € C ja
e € D

joillakin a, b, ¢, e € G (e on ryhmén G neutraalialkio) ja lisdksi {e, a, b, c} =
V. Kirjoita ryhmén G/N laskutaulu.



