Algebra I

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Harjoitus 9 (2 sivua)

28.3. — 1.4.2011

1.

a) Osoita, ettd rengas R = {[0]10, [2]10, [4]10, [6]10, [8]10} on kokonaisalue. Mik&
on sen karakteristika? Onko kyseessa kunta?

b) Ratkaise kokonaisalueessa D yhtdlo 3 — x = 0. Mitkd ovat ratkaisut,
kun D = Zs tai D = Z37 Yleista sitten havaintosi mielivaltaiseen ko-
konaisalueeseen. Montako ratkaisua yhtélolla on, kun kokonaisalueen D
karakteristika on 27 Enté silloin, kun karakteristika on 37

Osoita, ettd karteesinen tulo Zs x Zs on rengas, kun laskutoimitukset méari-
tellaan pisteittain. Rengas Zz on kokonaisalue ja vielapa kunta. Onko Zs x Zg
kokonaisalue? Enta kunta?

a) Oletetaan, ettd n € Z ei ole alkuluku. Osoita, ettd Z,, ei ole kokonaisalue.
(Ota mallia vaikkapa renkaasta Zg, joka ei ole kokonaisalue.)

b) Olkoon p alkuluku. Osoita, ettd Z, on kokonaisalue.

Siten Z,, on kokonaisalue tdsmalleen silloin, kun n on alkuluku.
Maarita kaikki ryhmén S aliryhmét. Lagrangen lauseesta on apua.

Olkoon G ryhmé ja H sen aliryhma.

a) Oletetaan, ettd z,y € G. Osoita, ettd z(Hy) = (xH)y.
b) Oletetaan, ettd x € G ja h € H. Osoita, ettd thH = xH.

Tarkastellaan ryhmén Zgy aliryhméad N = ([3]g). Kirjoita tekijaryhmén Zg/N
yhteenlaskutaulu. Jarjestd ryhmén Zg yhteenlaskutaulussa alkiot sivuluokkien
mukaan. Miten taulussa nakyy tekijaryhma Zg/N?

KAANNA!



7*. Seuraavat tehtavat ovat lisatehtévia, joita ei kasitella laskuharjoituksissa. Teh-
tavista ei myoskaan saa lisapisteita. Tehtévé a) kertaa harjoitusten ydinasioita,
ja sen voi tehdd, jos kaipaa lisdharjoitusta perustehtavista. Tehtéva b) on hie-
man muita tehtavid haastavampi tehtava.

a) i) Osoita, ettd harjoituksen 8 tehtévissa 5 esiintynyt rengas Q[v/5] on
kunta.
ii) Olkoon D kokonaisalue ja olkoot a, b, c € D. Oletetaan, ettd a # 0 ja
ab = ac. Osoita, ettd b = ¢ (supistamissaanto).
b) i) Olkoon p alkuluku. Osoita, etté renkaassa Z, ainoastaan alkiot [1], ja
[p — 1], ovat itsensi kadnteisalkioita.

ii) Osoita edellisen kohdan avulla Wilsonin lause: kokonaisluku p on al-
kuluku jos ja vain jos

(p—1!=-1 (mod p).



