Algebra 1

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Harjoitus 4 (2 sivua)

7.-10.2.2011

1. Mééritelldadn joukolle Ko = {1,2,3,...,12} kellotaulusumma ©® seuraavalla
tavalla: jos n,m € Kis, niin n ® m on se kellonaika, joka saadaan, kun kel-
lonaikaan n lisataan m tuntia. Esimerkiksi 11 ® 5 = 4. Maarita seuraavat
summat:

a) 2009 b) 10 ® 6
¢) 3012 d) 804

Mika on laskutoimituksen neutraalialkio? Enta alkioiden vasta-alkiot?

Kuvitellaan sitten kellotaulu, jossa on 13 tuntia. Nyt siis tarkastellaan joukkoa
K3 =1{1,2,3,...,13}. Mit4 saat talla kertaa tulokseksi yll& olevista laskuista?
Mika on neutraalialkio ja mitka ovat alkoiden vasta-alkiot?

2. Maaritellaan

5 6
6 2)°

Laske tulot o7 ja 7o. Esita permutaatiot o, 7, o7 ja 7o erillisten syklien tulona.

4
4

3. Tutkitaan ryhmén S5 alkioita v = (1534) ja G = (134)(25).
a) Maarita alkiot o=t ja 71

b) Ratkaise ryhméssd S5 yhtélot ax = 3 ja za = .

4. Osoita, ettéd joukko V' = {(1), (12), (34), (12)(34) } on ryhmén S, aliryhmaé. (Té-
ta varten kannattaa kirjoittaa joukon V' kertotaulu.) Kumpaa luvussa 1.3.4 esi-
tettyd neljan alkion ryhmaa V' vastaa?

5. Olkoon G ryhma. Osoita, etta joukko
H = {9 € G| xg=gx kaikilla z € G}

on ryhméan G vaihdannainen aliryhma.

KAANNA!



6. Tutkitaan korttipakka, jossa on kymmenen korttia. Alla on kuvailtu kaksi kort-
tipakan sekoitustapaa. Kirjoita kummassakin tapauksessa sekoitusta vastaava
permutaatio. Selvita, kuinka monen sekoituskerran jalkeen ollaan takaisin lah-
totilanteessa.

a) Otetaan pakan paaltd neljan kortin pino ja laitetaan se pakan alle.

b) Jaetaan pakka kahteen yhtd suureen osaan ja asetetaan néiden kahden
osan kortit vuorotellen toistensa lomaan. Jos korttien alkuperainen jarjes-
tys oli 1,2,3,...,10, niin uusi jarjestys on 1, 6, 2, 7, 3, 8, 4, 9, 5, 10.

7*. Seuraavat tehtavit ovat lisatehtavii, joita ei kasitella laskuhajoituksissa. Teh-
tavistd ei myoskaan saa lisapisteita eika niista tule malliratkaisuja. Tehtava
a) kertaa harjoitusten ydinasioita, ja sen voi tehdé, jos kaipaa lisdharjoitusta
perustehtévistd. Tehtdva b) on hieman muita tehtévid haastavampi tehtava.

a) Osoita, etté joukko {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} on ryhmé&n Sy aliryh-
ma. Vertaa sita luvussa 1.3.4 esitettyihin kertotauluihin.

b) Aivojenvaihtokoneella voi vaihtaa kahden henkilon aivot. On kuitenkin
niin, etta jos aivot on vaihdettu kahden henkilon vililla, nuo samat kaksi
henkiloa eivat voi vaihtaa aivoja enaa uudestaan.

i)

ii)

iii)

Oletetaan, ettda kolme henkiloa on vaihdellut aivoja keskenaén niin,
etta ensimmaisen aivot ovat toisella, toisen aivot kolmannella ja kol-
mannen aivot ensimmaisella. Osoita, etta jos avuksi saadaan kaksi
uutta henkiloa, niin vaihtelemalla aivoja heidédn kanssaan kaikki voi-
vat saada omat aivonsa takaisin.

Oletetaan sitten, etta k kappaletta henkiloita on vaihdellut aivojaan
niin, ettd ensimmaisen aivot ovat toisella, toisen aivot kolmannella ja
niin edelleen. Viimeisen henkilon aivot ovat ensimmaéisella henkilolla.
Aivojen permutaatio on siis sykli, jonka pituus on k. Osoita, etta jos
avuksi otetaan kaksi ulkopuolista henkiloa, niin kaikki aivot voidaan
palauttaa oikealle omistajalleen.

Osoita, etté olivatpa aivot vaihtuneet miten tahansa, niin kahden ul-
kopuolisen avustajan avulla ne voidaan aina palauttaa oikeille omis-
tajilleen.

(Ongelma on otettu TV-sarjan Futuraman tuotantokauden 6 jaksosta 10
”The prisoner of Benda”.)



