Algebra I

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Harjoitus 12 (2 sivua)

18.4. — 29.4.2011

1. a) Olkoon f: G — H ryhmé&homomorfismi. Osoita, ettd jos G on vaihdan-
nainen ryhmaé, myos kuva Im f on vaihdannainen ryhma.

b) Ovatko ryhmét Zg ja S3 isomorfiset?

2. a) Osoita, ettd kuvaus f: Z X Z — Z, f(a,b) = b on ryhmédhomomorfismi.
b) Nayta homomorfialauseen avulla, etté

7 X 7
Z x {0}

= 7.

3. Harjoituksen 10 tehtavéssa 2 huomattiin, etta ryhmilla 77 /427 ja Zg on saman-
laiset yhteenlaskutaulut. Osoita homomorifialauseen avulla, ettd ryhmét ovat
isomorfiset. Mika niiden valilla oleva isomorfismi on?

Jos haluat tdhan tehtavaan lisavihjeen, katso seuraavalle sivulle.

4. Mitka rengashomomorfismin ehdoista seuraavat kuvaukset toteuttaavat? Mitka
niista ovat rengashomomorfismeja?

a) f: (ZV2],+,") = (ZV3],+,)), fla+b/2)=a+b/3
b) g: ZXZ —Z X Zyn, g(a,b)=(a,[b,).
c) h: (Q+,) — (R,+,), h(x)=2%

Tassi Z[v2] = {a+bv2 | a,b € Z} ja Z[V3] = {a+b/3 | a,b € Z}.

5. Mitka seuraavista vaitteista pitavat paikkansa? Perustele vastauksesi.

a) Renkaan ideaali on aina myos alirengas
b) Jaannosluokkarengas Z, on isomorfinen tekijarenkaan Z/nZ kanssa.

c) Jos rengas on kokonaisalue, sen jokainen tekijarengas on myos kokonais-
alue.

d) Olkoon R rengas ja I sen aito ideaali. Jos R on kunta, tekijarengas R/I
on kokonaisalue.

KAANNA!



6. a) Anna esimerkki kahdesta renkaan Zj eri polynomista, joita vastaa sama
polynomikuvaus.

b) Mairita renkaan Zs polynomien f = X? +4X —1ja g = X? —3X + 3
juuret.

c) Osoita, etté edellisessd kohdassa polynomi ¢ jakaa polynomin f.

7*. Seuraavat tehtavit ovat lisdtehtévia, joita ei kasitelld laskuharjoituksissa. Teh-
tavista ei myoskéddn saa lisapisteitd. Tehtéva a) kertaa harjoitusten ydinasioita,
ja sen voi tehdd, jos kaipaa lisaharjoitusta perustehtéavista. Tehtéva b) on hie-
man muita tehtavia haastavampi tehtéva.

a) 1) Maaritad kaikki renkaan Zg ideaalit ja niitd vastaavat tekijarenkaat.
Tutki tekijarenkaiden laskutoimitustauluja ja mieti, minké tuttujen
renkaiden kanssa ne ovat isomorfisia.

ii) Olkoon R rengas, jolla on ideaali I. Osoita, ettd kuvaus 7: R — R/I,
7(r) = r + I on rengashomomorfismi.

b) Oletetaan, ettd syt(n,m) = 1. Osoita, ettd ryhmét Z,,, ja Z, X Z,, ovat

isomorfiset. Muista ryhmien homomorfialause.

Vihje tehtiviin 3: Kiyta kavausta f: 7Z — Zg, f(a) = [La]e.



