Algebra I

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Harjoitus 11 (2 sivua)
11.4.-15.4.2011

1. Alla on annettu joukot R ja I. Missé tapauksissa joukko I on renkaan R ideaali?

a) R=Q, I =7
b) R={a+bV2|a,beZ}, I ={4a+bV/8|a,becZ}
¢) R=27Z,1=17g

2. Mitka seuraavista kuvauksista ovat ryhmahomomorfismeja? Jos kuvaus on ryh-
méahomomorfismi, maarita sen kuva ja ydin. Kerro nédiden tietojen perusteella,
onko kyseessa ryhmaéisomorfismi.

a) f: 95— S;, f(o) =(123)0(132

)
(r) = 3x
(=1)"

3. Alla on yritetty maéaritelld kuvauksia. Missd tapauksissa mééritteleminen on-
nistuu?
a) f: Q\{0} = Z, f(}) =a+b, missi a,b € Z
b) f:Zs — Zs, f([a]s) = [als
) f:4Z)20Z — Zs, f(a+ 20Z) = [1als

Jos kuvaus voidaan méaritella, tutki, onko se ryhméahomomorfismi.

4. Maaritellaan A = {(1), (123), (132)} < S5 ja N = {[0]4, [2]4} < Z4. Mita Lag-
rangen lause kertoo tekijaryhmén (S5 x Zy4)/(A x N) alkioiden lukumaarasta?
Maarita tekijaryhmén alkiot ja kertotaulu.

5. Oletetaan, ettd f: G — H on ryhmédhomomorfismi. Tutkitaan normaalia ali-
ryhméa N = Ker f ja sen sivuluokkia. Osoita, ettd samassa sivuluokassa ole-
villa alkioilla on sama kuva kuvauksessa f. Toisin sanoen, jos aN = bN, niin
f(a) = f(b). Ytimen sivuluokat siis maaraavat funktion arvot.

KAANNA!



6. Maaritelldan joukon Z laskutoimitus * kuten harjoituksen 2 tehtavéssa 1:
nxm=n-+m-+5 kaikilla n,m € Z.
Osoita, ettd ryhmét (Z, +) ja (Z, *) ovat isomorfiset.

Vihje: Mille alkiolle luku 0 kuvautuu?

7*. Seuraavat tehtévit ovat lisdtehtévia, joita ei kasitelld laskuharjoituksissa. Teh-
tavista ei myoskéddn saa lisapisteitd. Tehtéva a) kertaa harjoitusten ydinasioita,
ja sen voi tehdé, jos kaipaa lisdharjoitusta perustehtéavistda. Tehtéva b) on hie-
man muita tehtavia haastavampi tehtéva.

a) i) Madritellaan f: (R\ {0},-) — (R\ {0},-), f(z) = 2% Osoita, etti f
on ryhmahomomorfismi. Maaritd sen kuva ja ydin.
ii) Osoita, ettd kahden ryhméisomorfismin yhdistetty kuvaus on ryhmé-
isomorfismi.

b) Osoita, ettd 2 x 2-matriisien renkaalla on vain triviaalit ideaalit. On-
ko kyseinen rengas kunta? Miksei tulos ole ristiriidassa luentomateriaalin
lauseen 4.3.11 kanssa?



