Pienimman NeliGsumman Sovitus (PNS)

> n = Havaintojen maara

\4

x; = Havaintojen ajat/paikat/... (i = 1, ..., n)

v

yi = y(xi) = Havaintojen arvot (i = 1, ...,n)

v

oi = Havaintojen tarkkuus (i = 1, ..., n)

v

wi = o, > = Havaintojen painot (i = 1, ..., n)

v

Malli havainnoille y 4+ & on
8(B) = g(x, B)
> B =B, B, ..., Bo] = Mallin vapaat parametrit, joita on Q kappaletta
> &=y, — gl B) = Residuaalit = Havainnot miinus malli
> PNS etsii parhaat 3 arvot A, ... 3¢, jotka minimoivat
0w =Fomd =% 2] -5 52T

> Summattu residuaalit jaettuina virheilldén korotettuna toiseen potenssiin. Siitd nimi PNS.

> Hyvassa mallissa x? ~ n. M I kSI ? Hyvéssa mallissan > Q. MIkSI ?
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Ma||eISta kuva: @www.edupristine.com

>

Malli g on lineaarinen, jos sen
kaikki osoittaisderivaatat dg/96;
ovat riippumattomia kaikista
vapaista parametreista /3.

Jos ndin ei ole,

malli on epalineaarinen.

Esimerkki: lineaarinen malli
g(B,x) =M + Asinx + Bcosx,

yiorx

Predicted Value of

y

Observed Value of y
for %,

> | Intercept = f3; {

B=[MABeiQ=3

0g/oM =1,

0g/OA = sinx,

0g/9B = cosx

Esimerkki: epélineearinen malli
g = AeP¥,

B=[A,Blelig=2

0g/0A = eBx

0g/OB = ABePx

y=b,+b,x+e
o ®
\‘-
e; @ Slope = B,
- “Random Error for this x
Q — value
X; X

Lineaarisilla malleilla PNS antaa j:lle yksikésitteisen ratkaisun ;.

» Epalineaarisilla malleilla 3:n ratkaisu 3, riippuu siita, mika
annetaan (etsitdén tavalla tai toisella) ratkaisun alkuarvoksi 8.
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python: PNS

» Data: OPpnsl.dat (n = 3)
1 2.42
2 5.47
3 7.24
#

# Kommenttirivi: Python ohjelmani Ppnst.py
# — Pienimman neliosumman sovitus
#

import os ; os.system(’'clear’)
import numpy as np ; import pylab as pl
import scipy ;
#

# Tyhjennetaan
# Importoidaan
from scipy import optimize # Miksi outoa?

def residuals (beta,y,x):
epsilon= y—(beta[0]+beta[1]+x)
return epsilon

#

file="OPpnsi.dat’

y=np.loadtxt (file ,skiprows=0,usecols=(1
betaO=np.ones(2) ; print(’'beta0=",betal)

tu=optimize.leastsq(residuals ,betal,args=(y,x

betal=tu[0] ; print(’betal=",betal)
pl.xlim([0,4]) ; pl.ylim([0,9])
pl.plot(x,y, 'or’)
xx=0.5+np.arange(21)/20.%3
g =beta1[0]+betal[1]xxx ; pl.plot(xx,g)
pl.savefig(’'Ppnsi.jpg’) ; pl.show()

> Tulostaa

betal [1. 1.1
[ 0.22333333 2.41 1
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#Data
x=np.loadtxt(file ,skiprows=0,usecols=(0,)) #Data

#

#
#
#
#
#
#

,)) #Data

Alkuarvo

))
Loppuarvo
xy rajat
Data plot
Mallin xx
Malli g(xx)
Kuva&Nayta

python: PNS

X = [x1,x,x3) = x=Data
¥ = [y1,y2,y3] = y=Data
g=g(x,B) =a+bx= g=Mall

B = [a, b] = Vapaat parametrit

€ =y — g = epsilon = Residuaalit
optimize.leastq tarvitsee
aliohjelman residuals

Bo = beta0 = sovituksen alkuarvo
B1 = betal = sovituksen loppuarvo

Lineaarinen = loppuarvo betal ei
riipu alkuarvosta beta0




octave: PNS

» Data: oPpnsl.dat (n = 3)
1 2.42
2 5.47
3 7.24
#

# Kommenttirivi: Octave ohjelmani Opnsi.m
# — Pienimman neliosumman sovitus

#

clear ; clc # Poistetaan ... Tyhjennetaan ...
function y=ffun(x,beta) ; #

y=beta(1)+beta(2)=x ; # llman ";" tulostaa!

endfunction s #
#

pkg load optim ; # Added spring 2017
#

filename="0OPpns1.dat’; fid=fopen(filename,'r’);
[z]=fscanf(fid , %’ ,[2,Inf]);

x=z(1,:); y=z(2.:) ;

beta0=[1 1]; printf("beta0=%6.2{%6.2f\n" ,beta0)
[yfit betal] = leasqr(x,y,betal,"ffun");
printf("betal=%6.2f%6.2f\n" ,betal)

axis ([0,4,0,9]);

hold on; plot(x,y, or’); xx=0.5+((0:21)/20.)*3;
g =betatl(1)+betal(2)+xx; plot(xx,g);

hold off; print(’'Opnsi.jpg’, —djpg’)
» Tulostaa

betal 1.00 1.00

be’ 0.22 2.41
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» Sovitus ilman “painoja”. Paljon vaihtoehtoja |www |

# Data

#—"

#—"

# Alkuarvo

# PNS

# Loppuarvo
# xy rajat

# Mallin xx
# Malli g(xx)
# Kuva

octave: PNS
X = [x1,x,x3] = x=Data
¥ = [v1,y2,¥3] = y =Data
g=g(xpB) =a+bx= g=Mall

B = |a, b] = Vapaat parametrit
€ =y — g = epsilon = Residuaalit

> leasgqr tarvitsee aliohjelman
function tunnuksella “£fun”

Bo
B
Lineaarinen = loppuarvo betal ei
riipu alkuarvosta beta0

beta0 = sovituksen alkuarvo

betal = sovituksen loppuarvo



http://octave.sourceforge.net/optim/function/leasqr.html

python: PNS python: PNS

» Toinen nayttd: kotisivun Ppns2.py > Loopin for i in range (4): sisalla

» Loopin for i in range (4) : sisdlla pl.plot (x0,g0, ob’) = siniset ympyrat

» Plotattavat kdyrat yy ja gg pl.plot (xx,gg, 'b’) =sin... jatkuva viiva
xx =0 < xx1, ... xxj0] < 27 = tihed pl.plot (x0,y0, ' or’) = punaiset ympyrat
tasavalinen plottien argumentti pl.plot (xx,yy, ' r’) = pun... jatkuva viiva
vy = g(xx, B1) sovitetty kayra txtl=’ ... = formatoitu stringi
Kuvat: yy = punainen viiva pl.text (x1... = stringin tulostus kuvaan
gg = g(xx, Bspy) simulointimallin kayra » Loopin for i in range (4) :jalkeen
Kuvat: gg = sininen viiva pl.savefig(’'Ppns2.jpg’) = kuvan

» Varsinaiset plotit tallennus jpg muodossa
pl.axes ([z1[i],2z2[i], lev,kor]) = » Vain n0=n[i], s0=s[i] ja plotin paikka
plottien paikat pl. .axe.s"( [“zl [i],z2[i] ... muuttuvat

loopin sisélla

pl.xlim([x1,x2]) = x-rajat .
) » Kuva Ppns2. jpg seuraavalla sivulla
pl.ylim([yl,y2])=y-rajat
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PNS kuva: Ppns2. jpg

n= 10 ja s0= 0.1
Simuloitu: A= 1.00 ja
0. jaB=

n= 10 ja s0= 1.00
Simuloitu: A=
Sovit‘attu:lA:

Sovit‘ettu: IA: -

n= 50 ja sO:
Simuloitu: F

SoviFettu:l

an laitos, Helsingin yliopisto
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octave: PNS

» Toinen nayttd: kotisivun Opns2.m
> Loopin for i=1:4 sisalla

» Plotattavat kayrat yy ja gg

xx =0 < xxp, ..., xxj00 < 27 = tihed
tasavalinen plottien argumentti

yy = g(xx, B1) sovitetty kayra
Kuvat: yy = punainen viiva
gg = g(xx, Bsir) simulointimallin kéyra
Kuvat: gg = sininen viiva
» Varsinaiset plotit

subplot (8,8, [z1(i),z2(i)]) =
plottien paikat

axis ([x1,x2,yl,y2]) = xy-rajat

set (gca, ' fontsize’ ,5) = xy-akselien
numeroiden koko
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octave: PNS
> Loopin for i=1:4 sisélla

hold onja hold off pari

plot (x0,g0, 'ob’, 'markersize’, 3)
= siniset ympyrat

plot (xx,gg, 'b’) = sin... jatkuva viiva
plot (x0,y0, 'or’, 'markersize’, 3)
= punaiset ympyréat

plot (xx,yy, ' r’) = pun... jatkuva viiva
txtl=sprintf ..
text (x1+ ... = stringin tulostus kuvaan
Loopin for i=1:4 jalkeen

print (‘Opns2.jpg’, ' -djpg’) =
kuvan tallennus pdf muodossa

. = formatoitu stringi

Vain n0=n (i), s0=s (i) ja plotin paikka
subplot (8,8, [z1(i),z2(i)])
muuttuvat loopin sisélla




PNS kuva: Opns2. jpg

>

>

& & PNS

Mit& opittiin?

n=10,0 =0.1

Vahan tarkkaa dataa
PNS tulos OK
n=10,0=1.0

Vahan epéatarkkaa dataa
PNS tulos “sinne pain”
n=50,0=1.0

Paljon epéatarkkaa dataa
PNS tulos OK
n=>50,0=5.0

Paljon huonoa dataa
PNS tulos “sinne péin”

Sovita vaara malli tahan
dataan (esim. suora)
= “Musta laatikko”
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n= 10 ja s0= 0.10
Simuloitu A= 1.00 ja B= 2.00
Sovitettu A= 0.96 Ja B= 1.96

1.00
00 ja B= 2.00
11 Ja B= 1.97

Simuloitu A=
Sovitettu A=

n= 10 ja s0= 1.00
Simuloitu A= 1.00 ja B= 2.00
Sovitettu A= 0.84 ja B= 2.30

n= 50 ja s0= 5.00
Simuloitu A= 1
Sovitettu A=

ja B= 2.00
ja B= 3.28

4 ;;;)S:Tﬁé)ék \ ©
S el > Bt




Epélineaarisista malleista

PNS SET=42 (n=148,m=55} PSch
> Epélineaariset smfoun =
mallit o
Jetsu & Pelt
(1999)
A&AS 139, 629
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an sovitus

Sinikayran sovitus Sinikayran sovitus

» Harjoitustyd: Vaiheet frekvenssillé fies » python ja octave eivat valttdmatta anna
tdsmalleen samoja arvoja. Miksi?
#i = FRAC[(t; — 10)fvest],

276 M= 7.70, A= 0.04, B= -0.03

missa fy = 0 ja FRAC[x] poistaa
argumentin x kokonaislukuosan

Esim: FRAC[98.76] = 0.76

Poistaa kokonaiset kierrokset
= Kaikki kierrokset paéllekkain

» Havainnot vaiheen funktiona oikealla
» Sovitetaan malli

g(t,B) = M + Acos(2m¢y) + Bsin(27mgy),

missé vapaat parametrit ovat 3 = [M, A, B].

» Parhaan pienimmaén neliGsumman mallin
M, A ja B arvot annetaan oikealla
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Malleista

Ma”e|sta (Kuva: @tamino.wordpress.com) Ma”e|sta
> Epalineaarinen malli » Mallien tulkinta on “taidelaji”

- . A Denier's Guide to the 2008 Melt
g(tv B) =M+A 905(27Tﬁ) + Bsin(2xft), Arctic Sea Ice Extent

(Area of ocean with at least 15% sea ice)

missé B=[M, A, B, f], koska .
esimerkiksi 0g/0A = cos(2nft) =
. - s
» Sovituksen lopputulos 3; riippuu oL S
vahvasti alkuoletuksesta 3y ! - q
. e F N See, the melt's finished! o
» Ratkaistaan paras f.s tehospekirilla % - N . , &
) ) ) & sf Tl /3
> 27fieq = vakio = Lineaarinen malli 2 / g
3 . e | ~—BINDSIOT 8
8(t, B) = M + A cos(2rfueqt) + Bsin(2foestt), S 6 FALSE HOPE g
e r ~ ookl Stopped ¢ H
missd 3=[M,A,B] = f eivaikuta ¥ | so0s :
Z - I — -
lopputulokseen G = M1, A}, B)] g AL 05008 e 5
I — 1979—-2000 Average See. moro nan lastyearl s
» Jetsu & Pelt (1999, A&AS 139, 629): I o proves o globe s cooing, rotvermins! g
1 Il 1 1 ] Z

Kaytetaan lopuksi epalineaarisen
mallin alkuarvona
Bo = [M1,A1, B, foest)

Jun Jul Aug Sep Oct
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Malleista

Malleista
> Yieisesti: g(t, B) = S_r_ Bi cos(2mkft) + C sin(2rkft),
missé 8 = [By, .., Bk, C1, ..., Ck,f] (Huom: C, tarpeeton)

» Tehospektri olettaa k=0 =1
sinikayran oikeaksi F‘%c. L4
malliksi (K = 1) , ": ,."

» Todellisuus ¢ ‘; ”

— K on tuntematon . S o

— Samassa datassa saattaa s % .'!.
vaihdella K = 0,1,2,3,...7 o o5 o o & 6 e o e e

- K =0 = Eiperiodisuutta  wu_,, . K=2 K=3

e 5 g g

— K =1=1 huippu % & 2% o o

10 e [ Y X
— K =2 =1 tai 2 huippua & J‘J s .-' N ",; ,3"-:;. g 8
~ K=3=1,2tai 3 hui A “Cal L o * ut
3 ,2tai 3. uippua “ h &7 ‘ 3? . “.

— Paras K arvo mallille . 3. @ ) . 1.:
voidaan myds ratkaista 2 f" o e

Esim: Lehtinen et al.
(2011: A&A, 527, A136)
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Malleista

SEG=2 SET=51
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. enE
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