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1. Olkoon f : (0, 1)× (1,∞)→ R,

f(x, y) = e−xy − 2e−2xy.

Näytä, että
∫

1

0

(
∫

∞

1

f(x, y) dy

)

dx 6=

∫

∞

1

(
∫

1

0

f(x, y) dx

)

dy

ja kommentoi Fubinia.

2. Olkoon f : (0, 1)× (0, 1)→ R,

f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Näytä, että
∫

1

0

(
∫

1

0

f(x, y) dy

)

dx 6=

∫

1

0

(
∫

1

0

f(x, y) dx

)

dy

ja kommentoi taas Fubinia.

3. Olkoot (X,M, µ), (Y,N , ν) mitta-avaruuksia, missä X = Y =
(0, 1), M = Bor(X), µ = Lebesguen mitta, N = P(Y ) ja ν =
lukumäärämitta. Olkoon f : X × Y → R,

f(x, y) =

{

1, jos x = y;

0, muuten.

Laske
∫

X

(∫

Y
f(x, y) dν(y)

)

dµ(x) ja
∫

Y

(∫

X
f(x, y) dµ(x)

)

dν(y) sekä
kommentoi vielä kerran Fubinia.

4. Olkoon µ äärellinen Borel-mitta R:llä ja f(x) = µ
(

(−∞, x]
)

. Osoita
Fubinia käyttäen, että

∫

∞

−∞

(

f(x+ C)− f(x)
)

dx = Cµ(R)

kaikilla C ∈ R.

5. Olkoon X separoituva metrinen avaruus ja Ak ⊂ X, k ∈ N. Osoita,
että

dimH

(

∞
⋃

k=1

Ak

)

= sup
k

dimH(Ak).


