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Nämä ovat viimeiset laskuharjoitukset. Kurssin voi suorittaa loppukokeella
yleistenttien yhteydessä (esim. 20.12).

Tehtävissä 1, 2, 3 ja 5 (X,M) on mitallinen avaruus ja µ :M → Ṙ on
merkkimitta.

1. Todista: Jos A,B ∈M, A ⊂ B ja |µ(B)| <∞, niin |µ(A)| <∞.

2. Oletetaan, että (P, P c) ja (D,Dc) ovat µ:n Hahnin hajotelmia.
(a) Osoita: Jos A ∈M ja A ⊂ (D \ P ) ∪ (P \D), niin µ(A) = 0.
(b) Osoita: Jos A ∈M ja A ⊂ (Dc \ P c) ∪ (P c \Dc), niin µ(A) = 0.
(c) Osoita, että µ(A∩D) = µ(A∩P ) ja µ(A∩Dc) = µ(A∩P c) kaikilla

A ∈M.

3. Todista (keskenään singulaaristen) mittojen µ+ ja µ− yksikäsitteisyys
Jordanin hajotelmassa (Lause 5.39).

4. Olkoon (X,M, ν) mitta-avaruus ja f : X → Ṙ M-mitallinen s.e. inte-
graali ∫

X

f dν =

∫
X

f+ dν −

∫
X

f− dν

on määritelty (ks. Esimerkki 5.45). Silloin

µ(E) =

∫
E

f dν, E ∈M,

on merkkimitta. Olkoon P = {x ∈ X : f(x) ≥ 0}.
(a) Osoita, että (P, P c) on µ:n Hahnin hajotelma.
(b) Osoita, että

µ+(E) =

∫
E

f+ dν ja µ−(E) =

∫
E

f− dν

jokaisella E ∈M.

5. Olkoon ν : M → [0,+∞] mitta. Osoita, että µ ¿ ν, jos ja vain jos
V (µ, ·)|M ¿ ν.


