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1. Olkoon (Ω,F ,P) kuten Lemmassa 4.57 ja J ⊂ N äärellinen. Osoita, että

P
(

{ω ∈ Ω: X`(ω) = j` ∀` ∈ J} =
∏

`∈J

pj` .

2. Olkoon Gf = {(x, f(x)) ∈ R
2 : x ∈ [0, 1]} funktion f : [0, 1]→ R kuvaaja.

Oletetaan, että f on Hölder-jatkuva eksponentilla α ∈ (0, 1], ts.

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α

kaikilla x, y ∈ [0, 1]. Osoita, että dimHGf ≤ 2− α.
[Vihje: Jos I ⊂ [0, 1] on väli, jonka pituus on 1/n, n ∈ N, niin arvioi

kuinka montaa neliötä I × [ s
n
, s+1

n
], s ∈ N, voi f :n kuvaaja korkeintaan

leikata.]

3. Olkoot R
n:n similariteetit ψj , j = 1, . . . , k, aitoja kontraktioita ja olkoon

F vastaava invariantti joukko.
(a) Jos x0 ∈ F ja x ∈ F , niin osoita, että

x = lim
i→∞

ψj1 ◦ ψj2 ◦ · · · ◦ ψji(x0),

sopivalla (x:stä riippuvalla) jonolla similariteettien ψj iteraatioita.
(b) Osoita, että iteraatioiden ψj1 ◦ ψj2 ◦ · · · ◦ ψji , i ∈ N, kiintopisteiden

joukko on tiheä F :ssä. [Käytä (a)-kohtaa.]

4. Osoita, että Rieszin s-kapasiteetille Cs, s > 0, pätee:
(a)

Cs({x0}) = 0

jokaisella s > 0 ja x0 ∈ R
n.

(b)
Cs(A) <∞,

jos s > 0 ja A ⊂ R
n on rajoitettu.

(c) Jos Hs(A) <∞, niin Cs(A) = 0.
(d) Jos Cs(A) = 0 ja A on kompakti, niin Ht(A) = 0 kaikilla t > s.

5. Olkoon s > 0 ja olkoot Ai ⊂ R
n Borel-joukkoja siten, että Cs(Ai) = 0

kaikilla i ∈ N. Osoita, että

Cs
(

∞
⋃

i=1

Ai
)

= 0.

[Vihje: Huomaa, että jokaisella µ ∈ M(∪iAi) on oltava µ(Ai) > 0
jollakin i.]


