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1 Mitta- ja integrointiteorian kertausta ja tiydennysta

1.1 Mitat

Olkoon X joukko ja
P(X)={A: AC X}

X:n potenssijoukko.
Miaritelmi 1.2, Kokoelma M C P(X) on o-algebra “sigma-algebra”) X:ssi, jos
(1) 0 e M,
(2) Ae M = A°=X\Ae M,
(B) AjeM,ieN = U2, A e M.
Esimerkki 1.3. 1. P(X) on laajin o-algebra X:ssi,
2. {0, X} on pienin o-algebra X :ss;
3. Leb(R™) = R™:n Lebesgue-mitalliset joukot.
4. Jos M on o-algebra X:ssi ja A C X, niin
M|A={BnA: Be M}
on o-algebra A:ssa.
5. Jos M on o-algebra X:ssi ja A € M, niin
My={BCX:BnAeM}
on o-algebra X:ssé.

Miaritelmi 1.4. Jos F C P(X) on jokin perhe X:n osajoukkoja, niin
o(F)= m{/\/l M on o-algebra X:ssd, F C M}
on F:n wvirittdmd o-algebra. Se on pienin o-algebra, joka siséltdd JF:n.
Esimerkki 1.5. Palautetaan mieliin, ettd joukko I C R™ on avoin n-vili, jos se on muotoa
I={(z1,...,2p): aj < xj <bj},
missd —oo < aj < b; < +o0. Silloin
o({I: I n-vili}) =o({A: A C R" avoin}) mgLk. Bor(R")
on R™ Borel-joukkojen o-algebra. (Mieti, miksi vasemmalla puolella on yhtdsuuruus.)

Havaitaan, ettd R™:n kaikki avoimet joukot, suljetut joukot, Gs-joukot (avointen joukkojen nu-
meroituvat leikkaukset), F,-joukot (suljettujen joukkojen numeroituvat yhdisteet), Fys-joukot, Gs,-
joukot (jne.) ovat Borel-joukkoja. Siten esimerkiksi rationaalilukujen joukko @ on Borel.
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Huomautus 1.6. Jokaisessa topologisessa avaruudessa X voidaan mééritelld Borel-joukot
Bor(X) =0({A: A C X avoin}).
Miaritelmé 1.7. Olkoon M o-algebra X:ssé. Kuvaus p: M — [0, +00] on mitta, jos pétee:
(i) u(®) =0,
(i) p(U2, 4i) =372, u(A;), jos joukot A; € M ovat erillisid.
Kolmikkoa (X, M, u) kutsutaan mitta-avaruudeksi ja M:n alkioita mitallisiksi joukoiksi.

Ehtoa (ii) kutsutaan tdysadditiivisuudeksi. Madritelmésté seuraa, ettd mitta on monotoninen:
Jos A,B € M ja AC B, niin u(A) < p(B).

Huomautus 1.8. 1. Jos u(X) < oo, mitta p on ddrellinen.
2. Jos p(X) =1, niin p on todenndkdisyysmitta.

3. Jos X = J72 A;, missi pu(A;) < oo Vi, mitta p on o-ddrellinen. Tilloin sanotaan myds, etti
X on o-aarellinen p:n suhteen.

4. Jos A € M ja u(A) =0, niin A on nollamittainen.

5. Jos X on topologinen avaruus ja Bor(X) C M (ts. jokainen Borel-joukko on mitallinen), niin
w on Borel-mitta.

Esimerkki 1.9. 1. X =R"”, M = LebR" = Lebesgue-mitallisten joukkojen perhe ja up = m,, =
Lebesguen mitta.

2. X = R", M = BorR" = Borel-joukkojen perhe ja pn = m,|Bor R"” = Lebesguen mitan
rajoittuma Borel-joukkojen perheeseen.

3. Olkoon X # () miki tahansa joukko. Kiinnitetiin x € X ja asetetaan kaikilla A C X

1, josz € A;
n(A) = :
0, josz¢A.

Silloin p: P(X) — [0,400] on mitta (ns. Dirac mitta alkiossa x € X). Usein merkitiin
= 0g.

4. Jos f: R™ — [0,400] on Lebesgue-mitallinen, niin p: Leb(R™) — [0, +0o0],

u(B) = [ flaydm, @)
on mitta. (Ks. Mitta ja integraali, Lause 3.22)
5. Jos (X, M, p) on mitta-avaruus ja A € M, niin kuvaus pr A: My — [0, +00],
(4 A)(B) = (B A),
on mitta. Sitd kutsutaan p:n rajoittumaksi A:han.

Lause 1.10. Olkoon (X, M, i) mitta-avaruus ja Ay, As, ... € M.
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(a) Jos Ay C Ay C As -+, niin

p({J Ai) = lim p(A4).

) i—00
=1

(b) Jos Ay D As D A3 D -+ ja u(Ag) < oo jollakin k, niin

o0

p([)Ai) = lim p(4).

1—+00
i=1
Todistus. Mitta ja integraali. O

1.11 Metriset ulkomitat
Maéaritelma 1.12. Kuvaus i: P(X) — [0, 400 on ulkomitta X :ssé, jos piitee:
(i) 2(0) = 0;
(i) a(A) < 372 A(4s), jos AC U2, 4 C X.
Huomautus 1.13. 1. Ulkomitta on siis mééritelty kaikilla X :n osajoukoilla.
2. Ehdosta (ii) seuraa, ettd ulkomitta on monotoninen, ts. fi(A) < i(B), jos AC B C X.
3. Useissa kirjoissa (esim. Evans-Gariepy, Mattila, ...) ulkomittaa kutsutaan mitaksi.
4. Olkoon i ulkomitta X:ssd ja A C X. Silloin ji:n rajoittuma A:han,
(i A)(B) = i(B N A)
on ulkomitta X:ssi.

Jokainen ulkomitta mé&érittelee “mitallisten” joukkojen o- algebran ns. Carathéodoryn ehdon
avulla.

Madritelmé 1.14. Olkoon i ulkomitta X:ssd. Joukko E C X on f-mitallinen, tai lyhyemmin
maitallinen, jos

A(A) = (AN E) + (A \ E)
kaikilla A C X.
Lause 1.15. Olkoon i ulkomitta X :ssd ja
M=M;={E C X: E on fi-mitallinen}

Silloin

(a) M on o-algebra ja

(b) = | M on mitta (so. p on tdysaddititvinen).

Todistus. Mitta ja integraali. O

Maiésritelmd 1.16. Sanomme, ettd topologisen avaruuden X ulkomitta i on Borel-ulkomitta, jos
jokainen X :n Borel-joukko on fi-mitallinen (toisin sanoen, jos fi:n méirdami mitta on Borel-mitta).
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Ryhdymme seuraavaksi etsiméén vastausta kysymykseen milloin topologisen avaruuden X ul-
komitta & on Borel.

Maéritelmi 1.17 (Carathéodory). Metrisen avaruuden (X, d) ulkomitta i on metrinen ulkomitta,
jos
A(AUB) = i(4) + i B)

kaikilla A, B C X, joilla dist(A, B) = inf{d(a,b): a € A,b € B} > 0.

Lause 1.18. Metrisen avaruuden (X,d) ulkomitta i on Borel-ulkomitta, jos ja vain jos fi on
metrinen ulkomitta.

Muotoillaan ja todistetaan ensin aputulos.
Lemma 1.19. Olkoon i metrinen ulkomitta, A C X ja G avoin joukko s.e. A C G. Jos
A ={z € A: dist(z,G) > 1/k}, k € N,

niin fi(A) = limy_e0 fi( Ag)-

Todistus. Koska G on avoin, A C |Jp2 | Ag. Siten A = |J72; Aj. Olkoon

By = Ay \ Ag.
Silloin
o0 o
A=Ay, U (U ng> U (U sz+1> ;
k=n k=n
joten
o [ee]
(A) < fi(A2n) + > (Bak) + Y ii(Bory1)
k=n k=n

=(I) =(IT)
Annetaan sitten n — oo.

(1) Jos summat (I), (/1) — 0, kun n — oo, niin

A(A) < lim fi(Asy) < ji(A)

n—o0
ja véite on tosi.

(2) Jos (I) # 0, kun n — oo, niin

Z [i(B2y) = oc.

n

Toisaalta
n—1
AD Az, D | Ba,
k=1
missé
1 1

dist(Bog, Bogt2) >

— 0.
—2k+1 2k+2 ”
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Koska fi on metrinen ulkomitta, niin

n—1 n—1
fi(Bax) = fi( | Bak) < fi(A2n) < fi(A)
k=1 k=1

Kun n — oo, saadaan
A(A) = Tim fi(Ay) = oc.
k—o0

Samoin péétellddn, jos summa (1) 4 0, kun n — oo. O
Lauseen 1.18 todistus. Oletetaan ensin, ettd ji on metrinen ulkomitta ja osoitetaan, ettd [
on Borel-ulkomitta. Koska Bor(X) = o({F: F C X suljettu}) ja M on o-algebra, niin riittaa
osoittaa, ettéd jokainen suljettu joukko F' C X on p-mitallinen.
Olkoon E C X miké tahansa testijoukko Carathéodoryn ehdossa. Sovelletaan Lemmaa 1.19
joukoilla A = FE\ F jaG= X\ F. Olkoon Ay = {zx € E\ F: dist(z,G°) > 1/k}, k € N, jolloin

dist(Ax, F) > 1/k
ja
lim (Ay) = i(E\ F).
k—o00
Koska fi on metrinen,
A(E) > p((ENF)UA) = i(ENF) + fi(Ag).

Antamalla k — oo saadaan
ME) > p(ENF)+ a(E\ F).

Toisaalta ulkomitan monotonisuudesta seuraa, ettéa
A(E) < f(ENF) + i(E\ F).
Siten F' on ji-mitallinen ja i on Borel-ulkomitta.
Kéénteisen suunnan todistus jdd harjoitustehtévéksi. O
1.20 Mittojen siddnnollisyys, Radon-mitat

Erityisen hyodyllisid ulkomittoja ovat ne, joiden méérittelemissd mitallisten joukkojen perheissé on
paljon joukkoja. Téllaisilla ulkomitoilla on oma nimi:

Maiésritelmé 1.21. Sanomme, ettd X:n ulkomitta & on sddnndllinen, jos jokaista A C X kohti on
olemassa ji-mitallinen joukko E siten, ettd A C E ja u(E) = i(A). (E on Am mitallinen peite.)

Maiésritelmé 1.22. Olkoon X topologinen avaruus.

(a) Sanomme, ettd X:n ulkomitta i on Borel-sidnndllinen, jos u on Borel-mitta ja jokaista A C X
kohti on olemassa Borel-joukko B € Bor(X) siten, ettd A C B ja u(B) = i(A).

(b) Jos (X, M, i) on mitta-avaruus s.e. Bor(X) C M, niin mittaa p sanotaan Borel-sddnndlliseksi,
jos jokaista A € M kohti on olemassa B € Bor(X) s.e. A C B ja u(A) = u(B).

Lemma 1.23. Jos i on Borel-sidnndéllinen ulkomitta X :ssi ja A C X on fi-mitallinen s.e. u(A) <
oo, niin it A on Borel-sidinndllinen. Jos A € Bor(X), niin oletusta u(A) < oo ei tarvita.
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Todistus. (HT 1/5)

Lause 1.24. Olkoon i Borel-sidnnollinen ulkomitta metrisessd avaruudessa X, A C X fi-mitallinen
ja e > 0.

(a) Jos u(A) < oo, niin on olemassa suljettu joukko C' C A s.e. u(A\ C) <e.

(b) Jos on olemassa avoimet joukot Vi,Va,... C X s.e. A C Uioq Vi ja (Vi) < oo Vi, niin on
olemassa avoin joukko V.C X s.e. ACV jau(V\A) <e.

Todistus. (a): Korvaamalla i Borel-sdénnolliselld ulkomitalla i A (ks. Lemma 1.23) voidaan
olettaa, ettd i(X) < oo. Osoitetaan viite ensin jokaiselle Borel-joukolle A. Olkoon

D={AC X:Ve>03suljettu C C Ajaavoin VD Ase puV\C)<e}

Helposti ndhdéén, ettd D toteuttaa ehdot (1) ja (2) o-algebran mééritelméssi. Oletetaan, ettéd
A1, Ag, ... € D ja olkoon € > 0. T&lloin on olemassa suljetut joukot C; ja avoimet joukot V; s.e.
C; CA; CVijau(Vi\Ci) <e/2t. Nyt V =], Vi on avoin ja

p(VAUG) =D nVi\G) <=

————
CU;(Vi\Cy)

Toisaalta Lauseen 1.10 (b) nojalla

lim go(V\ Lnj Ci) = n(V\ Gci)’

n—00
i=1 =1

joten on olemassa n s.e.
n
M(V \ U CZ) <E.
i=1

Koska |J;_; C; on suljettu, D toteuttaa myds o-algebran (3):n ehdon. Osoitetaan sitten, ettd D
siséltdd suljetut joukot. Olkoon C suljettu ja

Vi = {z € X: dist(z,C) < 1/i}.

Talloin Vi on avoin Vi D Vo D - -+ ja C = (); Vi. Siten im0 (Vi) = p(C) ja lim; 00 u(V;\C) = 0.
Téstéd seuraa, ettd C' € D. Siten D on o-algebra, joka sisdltdd kaikki suljetut joukot. Erityisesti
Bor(X) C D. Siten (a)-kohta pitee kaikille Borel-joukoille.

Oletetaan sitten, ettd A on f-mitallinen ja u(A) < oo. Koska fi on Borel-sddnnéllinen, on
olemassa Borel-joukko B D A s.e. u(A) = p(B). Silloin u(B\ A) = 0. Edelleen on olemassa Borel-
joukko D D B\ A s.e. (D) =0. Nyt E =B\ D on Borel, E C A ja

pAN\E) =0.
——
cD

Aiemmin todistetun nojalla jokaista € > 0 kohti on olemassa suljettu C C E = B\ D (C A) s.e.
w(E\ C) < e. Mutta silloin

pANC) < p(A\ E) + (BN C) <,
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joten (a) pitee A:lle.
(b) Soveltamalla (a)-kohtaa joukkoihin V; \ A saadaan suljetut joukot C; C V; \ A s.e.

w(Vi\ A\ C;) < e27°.
Silloin V' = J,;(V; \ C;) on avoin, A C V ja u(V\ A) <e. O

Huomautus 1.25. Ulkomitan Borel-sddannollisyyttd ei tarvittu viitteiden (a) ja (b) todistamiseen
Borel-joukoille A. Siten Lause 1.24 pétee kaikille Borel-ulkomitoille, jos liséiksi oletetaan, ettd A on
Borel.

Jatkossa keskeisid ovat Radon-mitat, jotka mééritellddin seuraavaksi. Muistutetaan, etté topolo-
ginen avaruus X on lokaalisti kompakti, jos jokaisella pisteelld x € X on ympéristd, jonka sulkeuma
on kompakti. Topologinen avaruus on Hausdorff, jos sen eri pisteilld on erilliset ympéristot.

Maiésritelmd 1.26. Olkoon X lokaalisti kompakti Hausdorff-avaruus. Sanomme, ettd mitta p on
Radon-mitta, jos p on Borel-mitta ja

(a) pu(K) < oo kaikilla kompakteilla K C X;
(b) u(V) =sup{p(K): K C V kompakti} kaikilla avoimilla V' C X;
(¢) w(B) =inf{p(V): BCV jaV C X avoin} kaikilla Borel-joukoilla B € Bor(X).

Huomautus 1.27. 1. Yleisesti Borel-sddannollisen mitan (lokaalisti kompaktissa Hausdorff-avaruudessa)
ei tarvitse olla Radon-mitta (ks. HT 2/2).

2. Toisaalta Radon-mitankaan ei tarvitse olla Borel-sdénnollinen: Olkoon A C R ei-Lebesgue-
mitallinen, i = m*LA ja
w= p|{E C R: E jg-mitallinen}.

Télloin p on Radon-mitta, mutta ei Borel-sdannéllinen. (HT)
Joissakin tapauksissa Radon-mitat voidaan helposti karakterisoida.

Lause 1.28. Olkoon p Borel-mitta R":ssd. Silloin p on Radon-mitta, jos ja vain jos p on lokaalisti
darellinen, ts.

vV € R", ,u(B(ac,r)) <00, kun 0 <r < rg.

Todistus. Méiritelmén 1.26 (a)-kohdan nojalla Radon-mitat ovat lokaalisti dérellisié.

Oletetaan sitten, ettd p on lokaalisti dérellinen Borel-mitta R™:ssé. Jos K C R™ on kompakti,
niin valitaan jokaisella x € K avoin z-keskinen kuula, jonka mitta on &irellinen. Koska K on
kompakti, se voidaan peittédé dédrellisen monella téllaisella kuulalla. Siten K:n mitta on &irellinen
ja (a) pitee.

Todistetaan ehdot (b) ja (c¢) jokaiselle Borel-joukolle A C R™. Soveltamalla Lauseen 1.24 (a)-
kohtaa (ks. myos Huom. 1.25) dérellismittaisiin Borel-joukkoihin

A;=ANDB(0,i), B(0,i) ={xeR": |z| <i},
16ydetdén suljetut joukot C; C A; s.e.

WA\ Cy) < 1/i.
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Télloin C; on suljettuna ja rajoitettuna joukkona kompakti (olemme R™:ssé). Nyt

H(A) = p(Ay) 2 u(Ci) > p(Ay) — 1/i 22 (),

josta seuraa (b). Koska A C J,; B(0,7) ja u(B(0,7)) < oo, on Lauseen 1.24 (b)-kohdan nojalla
olemassa avoimet joukot V; C R" s.e. A C Vj ja u(V;\ A) < 1/5. Télloin

n(A) < p(Vj) = p(A) + p(Vy \ A) < p(A) +1/5,
josta seuraa (c). O

Korollari 1.29. Olkoon i lokaalisti ddrellinen metrinen ulkomitta R™:ssd. Silloin fi:n mddrdidmd
mitta p = M, M ={A CR": A fi-mitallinen}, on Radon-mitta.

Huomautus 1.30. Lause 1.28 pétee yleisemminkin. Esimerkiksi, jos X on lokaalisti kompakti
metrinen avaruus, jonka topologialla on numeroituva kanta.
1.31 Mittojen yksikésitteisyys

Seuraavaksi tutkimme, milloin kaksi mittaa v, u: o(F) — [0, +00] yhtyvit, jos v(A) = p(A) VA e F
(vrt. HT 2/1).

Madritelma 1.32. 1. Kokoelma F C P(X), F # 0, on w-systeemi, jos AN B € F kaikilla
A BeF.

2. Kokoelma D C P(X) on d-systeemi (eli Dynkinin luokka), jos pitee:
(i) X € D
(i) ABeDjaACB = B\AcD;
(iii) A CAs C--- jaAr, e DVk = UzozlAk e D.

3. Kokoelman A wvirittdmd d-systeemi on pienin d-systeemi, joka sisiltda A:n, ts.
ﬂ{D: D d-systeemi, A C D}.

Lause 1.33 (Dynkinin lemma). Olkoon A C P(X) m-systeemi. Jos D on d-systeemi ja A C D,
niin o(A) C D.

Todistus. Riittdid osoittaa viite tapauksessa, jossa D on A:n virittdmé d-systeemi. Talloin
riittda osoittaa, ettd D on o-algebra.

1. Ae D = A€ D: Tami seuraa suoraan d-systeemin ehdoista (i) ja (ii).
2. X € D (ehto (i)).
3. Ae D,Be A = AN B € D: Tami seuraa, jos osoitetaan, etti

Di={AecD:ANBeD VBeA}

on d-systeemi, joka siséltdé A:n. Silloinhan on oltava D; = D. Inkluusio A C D; pétee, koska
A on 7m-systeemi ja A C D. Ehto (i) on myos selvd. Jos Ay, Ay € D1, Ay C A, niin kaikilla
BeA

A \NA)NB=(A2NB)\(A41NB)eD,

(A2 \ Ay) (A2N B)\ (A1 N B)

€D €D
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joten Ay \ Ay € D ja ehto (ii) pétee. Samoin ehto (iii) on voimassa, silld jos A1 C Ay C --- ja
Ay € Dy VEk, niin

(G

[o¢]
(UAk)ﬂB: (A,NB)eD
k=1 k:lﬁ’;’

kaikilla B € A ja siten Up Ay € Dy.
4. A,Be€D = AN B € D: Samoin kuin edelld ndhd&én, etta
Dy={AecD: ANBeD VBeD}
on d-systeemi. Liséksi A C Dy 3-kohdan mukaan, joten Dy = D.

Edelld olleen nojalla D on suljettu leikkauksen suhteen. Koska liséksi D on suljettu komple-
mentoinnin suhteen, on D suljettu yhdisteen suhteen (ts. D on algebra). Lopuksi havaitaan, ettd D
toteuttaa o-algebran (iii)-ehdon, silld jos A1, Ao, ..., C D, niin

U Ak = U A;C €D,
k=1 k=1

missd A = AiUAU---UA, €D jaAj C A;_H. Siten D on c-algebra. O

Lause 1.34. Olkoon F m-systeemi, M = o(F) ja v,u: M — [0,400] todenndikdisyysmittoja s.e.
v(A) = u(A) kaikilla A € F. Silloin v = u.

Todistus. Merkitddn D = {A € M: v(A) = u(A)} ja osoitetaan, ettd D = M. Lauseen 1.33
nojalla riittda osoittaa, ettid D on d-systeemi, sill silloin M = o(F) C D C M.

(i) Koska v(X) =1 = p(X), niin X € D.
(ii) Jos A,B €D ja A C B, niin
v(B\ A) = v(B) —v(A) = u(B) — u(A) = (B \ 4),
joten B\ A € D.
(iii) Olkoot Ay, Ag,... €D ja A; C Ay C ---. Silloin Lauseen 1.10 (a) nojalla

[ee] [ee]
v(J4i) = lim v(4) = lim p(A5) = u((J 4),
i=1 i=1
joten U;A; € D.
Siis D on d-systeemi ja lause on siten todistettu. U

Korollari 1.35. Olkoot v ja pu ddrellisic Borel-mittoja R™ :ssd. Josv(I) = p(I) jokaisella ddrelliselli
n-vdlillg I, niin v = p.

Todistus. Koska

o
R* = (] -4.40"
j=1
niin oletuksesta (v(I) = u(I)) ja Lauseesta 1.10 (a) seuraa, etti v(R™) = u(R™) = ¢y < oo. Jos
co = 0, niin ¥ = 0 = p ja asia on selvd. Muussa tapauksessa jakamalla cy:lla, voidaan olettaa, ettd
v ja p ovat todennikoisyysmittoja. Koska F = {I: I direllinen n-vili} on m-systeemi ja o(F) =
Bor(R"™), seuraa viite Lauseesta 1.34. O
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1.36 Mittojen laajentaminen

Oletetaan, ettd on annettu kokoelma F C P(X) ja kuvaus p: F — [0, +0o0], joka on o-additiivinen
F:ssd, toisin sanoen,

Ay € F erillisia 0o 0o
(1.37) = ([ A) =D u(Ap).
Uici Ar € F k=1 k=1

Tutkimme seuraavaksi, milloin p voidaan jatkaa mitaksi o(F):dén. Edellisen kappaleen valossa
oletamme, ettd F on m-systeemi. Yleisesssd tapauksessa tdmé ei riitd laajentamiseen, mutta jos
oletamme hieman enemmaén, laajentaminen onnistuu.

Maéaritelm# 1.38. 1. Perhe A C P(X) on algebra, jos

(i) 0 € A;
(ii) ABe A = ANBeA;
(i) AcA = X\Aec A

2. Perhe P C P(X) on puolialgebra, jos

(a) 0 e P;
(b) ABeP = ANBeP;
(c) Ae P = X\ A=, Ak, missé joukot Aj € P ovat erillisii.

Otetaan kdyttoon merkinté

4
=1

tarkoittamaan pistevieraiden joukkojen A; yhdistetta.

Lemma 1.39. Olkoon P puolialgebra. Tdlloin

P={| |Ai: A eP,ieN}

i=1
on algebra (ns. P virittdmé algebra ).
Todistus.

(i) 0 eP.

(ii) Olkoot A, B € P, jolloin
n m

A=| |4, B=|]|B;, Ai.B;eP.

i=1 j=1

Silloin
ANB= |_| A; N B
i.j

ja A;N B;j € P, joten AN B € P.
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(iii) Olkoon A = [, j42 € P, A; € P. Koska P on puolialgebra, niin X \ 4; = LI~ Bj, Bj € P,
ja siksi X \ A; € P. Néin ollen (ii)-kohdan nojalla
n n
X A= (X \ 4)€P.
\Hz (X )\ 4)

=1 _
! cp

O

Miégritelma 1.40. Jos A on algebra ja p: A — [0, +00] on o-additiivinen s.e. p()) = 0, niin p on
mitta algebralla A.

Lemma 1.41. Olkoon P puolialgebra ja p: P — [0, +00] o-additiivinen s.e. u(0) = 0. Silloin on
olemassa yksikdsitteinen mitta i1 algebralla P,

a:P — [0, +0o0],

jolle pitee
a(A) =pu(A) VAeP.

Todistus. Olkoon A € P, jolloin

n
A=| |4, AieP
=1
Asetetaan
(1.42) aA) = 3 4.

1. @ on hyvin médritelty: Olkoon A =| |, A; = | [i", B;. Silloin

Bi=B;nA=|[(B;nA) ja
=1

Ai=AinA=| [(AinBy),

j=1

joten

Do nlBy) TE Y (B 0 A) TE Y u(Ay),

J

2. i on mitta algebralla P: Selvisti () = 0. Olkoot 4; € P, i € N, s.e. A=|[2; 4; € P. On
osoitettava, etta

A(A) = 3 (A,
i=1
Kirjoitetaan A; = | [, A;;, missd A;; € P. Siten

AZI_IAZ']'7 Aij cP.
0,



14 Moderni reaalianalyysi

Toisaalta A € P, joten
n
A=||Bi, BieP,
k=1
jolloin
B, =ANB = |_|A1] N By.
(2]
Tésséd A;; N By, € P, koska P on puolialgebra. Nyt pum o-additiivisuudesta seuraa, etté

0o My

k) = ZZ#(Az‘j NB) ja p(A Zu Ai; N By).

i=1 j=1 k=1

Niinpa
(1.42)
= 1(By)

k=1
oo My

9 WITTS

k=1 1=1 j=1

O3S w0 By
—_— —m

i=1 j=1 k=1

i(A)

=u(Aij)

o0 s
i=1 j=1
(1.42) &
= ZQ(AZ), silld A; = I_I Aij, Aij eP.
i=1 j=1
(Yht&lo (%) pétee, koska kyseessd on positiivitermiset sarjat.)
3. Yksikisitteisyys: Olkoot © ja fi mittoja algebralla P s.e.
(1.43) v(A) = a(A) = pu(A) VAeP.

Viitdmme, ettd 7(A) = ji(A) kaikilla A € P. Olkoon A € P ja kirjoitetaan

O

Lause 1.44 (Carathéodory-Hahn laajennuslause). Olkoon A C P(X) algebra ja p: A — [0, 400]

mitta algebralla A.
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(a) Silloin on olemassa mitta v: o(A) — [0,4+00] s.e. v|A = p.

(b) Jos p on o-ddrellinen A:n suhteen (so. X = Jjoq Ai, Ai € A, u(4;) < o0), niin v on
yksikdsitteinen.

Todistus. Madritelldén v: P(X) — [0, +oo] asettamalla
o0 o0
P(E) =inf{> pu(A): EC| A, A€ AVi}.
i=1 i=1
1. Tallsin 7 on ulkomitta ja 7(A) = u(A) jokaisella A € A. (HT 2/4)
2. Jokainen A € A on r-mitallinen. (HT 2/5)

3. Jos M on p-mitallisten joukkojen perhe, niin 7| M on mitta (Lause 1.15). Kohdan 2. nojalla
o(A) C M ja siten v = p|o(A) on etsitty mitta.

4. Yksikésitteisyyttd varten oletetaan, ettd vy, vs: 0(A) — [0, +00] ovat mittoja s.e.
Vi(A) = va(A) = p(A)
kaikilla A € A. Jos A € A ja u(A) < oo, niin Lauseen 1.34 mukaan
vi(ANB) =w1(ANB)

kaikilla B € o(A). Valitaan joukot A; € As.e. A; C Ay C -+, pu(4;) < o0 ja X = U2, A
Koska v ja v ovat mittoja o(.A):ssa, niin kaikilla B € o(A) pétee

1/1(B) = lim 1/1(B ﬂAz) = ZILI{.IO 1/2(B ﬁAZ) = VQ(B)

1—00
eli vy = V). |

1.45 Tulomitta

Sovelletaan Carathéodory-Hahn laajennuslausetta tulomitan konstruoimiseen. Olkoot (X, M, u) ja
(Y, N, v) mitta-avaruuksia ja

S={AxB:AeM, BeN} CP(XxY)
ns. mitallisten suorakaiteiden perhe.
Lemma 1.46. S on puolialgebra.
Todistus.
(a) Selviisti ) € S.
(b) Jos Ax BeSjaA' xB €8, niin (AxB)N(A' xB)=(AnA)x (BNnB')eS.
(¢) Jos A x B € 8, niin sen komplementti
(A x B)® = (4° x B) U (A x B U (4° x BY)
€S €S €S

on vaadittua tyyppié. ]
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Madritellddn A: S — [0, +00] asettamalla
(1.47) AMA x B) = u(A)v(B).
Selviisti A(()) = 0. Osoitetaan seuraavaksi, etti A on o-additiivinen S:ssé.

Lemma 1.48. Jos A; x B; € S, i € N, ovat erillisidi s.e.
[e.e]
| |(4ix Bi)=AxBeS,
i=1

nin
[o.¢]
D MA; x Bi) = MA x B).
i=1

Todistus. On siis osoitettava, etti

Kiinnitetdéin x € A ja merkitédén I(z) = {i € N: z € A;}. Silloin

B= || B

i€l(x)

ja siten

Nain ollen kaikilla x € X pitee

=xa(@) Y xa,(@)v(B)
)

i€l(x

= xa(@) Y xa,(2)v(B)
i=1
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Lause 1.49. Olkoot (X, M, ) ja (Y,N,v) o-didrellisii mitta-avaruuksia ja S C P(X x Y') mital-
listen suorakaiteiden perhe. Silloin mitallisella avaruudella (X XY, 0(8)) on olemassa 1-kdsitteinen
mitta X v, ns. pw:n ja v:n tulomitta, siten, ettd

(1% v)(A x B) = A(A x B) = u(A)(B)
kaikilla A € M ja B e N.

Todistus. Koska A on o-additiivinen puolialgebralla S ja A(#) = 0, niin Lemman 1.41 nojalla
on olemassa yksikisitteinen mitta A\ algebralla S s.e. A(A x B) = A(A x B) kaikilla A x B € S.
Lissiksi p:n ja v o-ddrellisyydests seuraa, ettd A on o-ddrellinen S:n suhteen. Viite seuraa nyt
Carathéodory-Hahnin laajennuslauseesta. U

Palautetaan mieliin Reaalianalyysi I:stéd, ettd mitta mitta-avaruus (X, M, u) on tdydellinen, jos
nollamittaisten joukkojen osajoukot ovat mitallisia. Toisin sanoen, jos A C B € M ja u(B) = 0,
niin A € M. Mitta voidaan aina tdydentédé (ks. Reaalianalyysi I, Lause 1.12):

Lause 1.50. Olkoon (X, M, p) mitta-avaruus. Madritelliin M C P(X) asettamalla
M={AUF: Ae M ja F CE jollakin E € M, p(E) = 0}.
ja mddritellidn fi: M — [0, +00],
AU F) = u(4),

missd A ja F kuten ylla. Tdllgin

(1) M on o-algebra X :ssd;

(2) i on taydellinen mitta;

(3) u=pM.

Mitta i on nimeltddn p:n tdydentymé. Vastaavasti (X, M, i) on mitta-avaruuden (X, M, u) tiyden-
tymd.

Huomautus 1.51. 1. Jos ji on ulkomitta X:ssé, niin sen maardmé mitta-avaruus (X, Mg, p)
on téaydellinen.

2. Jos fi on Borel-sddnnollinen metrinen ulkomitta, niin sen méérama mitta-avaruus (X, Mg, p)
n (X,Bor(X), p):n téaydellistyma.

3. Jos (X, M, ) ja (Y, N, v) ovat tiydellisii o-dérellisid mitta-avaruuksia, niin tulomitta-avaruus
(X xY,0(S), uxv) el vilttaméitti ole tidydellinen. Esimerkiksi, jos A € M, A #£ 0, u(A) =0
jaBCY, B€N,nin AxBCAXY, uy(AxY) =0, mutta A x B & o(S) (ks. Lemma
1.53). Erityisesti, Lebesguen mittojen m, ja my tulomitta (R™ x R* ¢(S),m, x my) ei ole
taydellinen, joten m, X my # myyi. Sen sijaan my, 1 on m, X mg:n tdydentyma.

1.52 Fubinin lause

Olkoot (X, M, ) ja (Y, N,v) o-darellisid mitta-avaruuksia ja p x v Lauseen 1.49 antama tulomitta.
Tutkimme kysymysté, millaisille funktioille f: X x Y — R pétee:

/nyf(x’y)d(’“‘X” /(/f“/d’/ ) /</fxydu >du(y)?
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Olkoon F C X x Y. Merkitdin
E,={yeY:(z,y) € E}, zelX,
EY={rxeX: (v,y) e E}, xze€Y.
Lemma 1.53. Jos E € o(S), niin E, € N ja EY € M kaikillax € X jay €Y.

Todistus. Olkoon C = {E € 0(S): E, € N Va € X}. Riittdd osoittaa, ettd C on o-algebra
s.e. § C C. Tallsin nimittdin on oltava C = o(S) (ja E,:id koskeva viite pitee), koska o(S) on
pienin S:n siséltdmé o-algebra. Joukkoja EY koskeva viite todistetaan samoin.

Olkoon Ax B € S. Koska (Ax B), =BeN,josx € A, ja(Ax B), =0¢€ N, josx ¢ A, niin
A x B €. Siis § C C. Osoitetaan sitten, ettd C on o-algebra.

(i) Selviisti § € C.
(ii) Havaitaan, ettd (E€), = (E;)°. Siten

EeC = E,eN VreX
= (Ey)°eN VreX
= (B, eN VreX
= E°eC.

(iii) Nyt havaitaan, ettd (U;F;), = U;(E;),. Siten

E;eC ieN = |JE ec

O
Olkoon f: X x Y — R. Midiritelliitin jokaisella 2 € X ja jokaisella y € Y funktiot f,: Y — R
ja fY%: X — R asettamalla

fa(y) = f(2,9),
[ x) = flz,y).
Lemma 1.54. Jos f: X x Y — R on u x v-mitallinen, niin silloin
(a) fr on v-mitallinen jokaisella x € X,
(b) fY on p-mitallinen jokaisella y € Y.

Todistus. Jos U C R on avoin, niin f~!U € 0(S), koska f on p x v-mitallinen. Samoin joukot
fl(+0) € o(S) ja f71(~0) € S. Jos E on miké tahansa yo. joukoista f~'U, f~!(4o00), tai
f7'(—00), niin Lemman 1.53 mukaan f;'U, (f;'(+00), tai f;'(—0c0)) = E, on v-mitallinen.
Samoin (f¥)7'U, ((f¥) ' (4o00), tai (f¥)"*(—o0)) = EY on p-mitallinen. O

Lemma 1.55. Jos E € o(S), niin
g: X = [0,+00], g(z) = v(EL),

on p-mitallinen ja
[:Y = [0,+00], f(y) = pu(EY),
on v-mitallinen. Lisdksi

/ o(z) du(z) = / F(w) dv(y) = (1 x v)(E).
X Y
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Todistus. Osoitetaan, ettd perhe

F= {E € 0(S): x — v(E,) p-mitallinen ja /V(Ex) du(x) = (1 x y)(E)}

on o-algebra, joka sisdltdd Sm. Télloin F = o(S) ja funktiota g, g(x) = v(Ey), koskevat viitteet
pétee. Samoin todistetaan f:44 koskevat véitteet.

Jos E = A x B €S8, niin
B, = B, josz € A;
0, Josz¢A,
jolloin
v(Ey) = v(B)xa(z)

ja siten x — v(E,) on p-mitallinen ja

[ B dute) = v(B) [ xadu=(uxv)ax B).
X X
(Huom. z — x4(z) on p-mitallinen, silla A € M.) Néin ollen S C F. Dynkinin lemman (Lause
1.33) nojalla riittdé osoittaa, ettd F on d-systeemi, sill silloin o(S) = F. On siis niytettiavi, ettd
(i) X xY eF,
(ii) BE,FeF, ECF = F\EecF,
(iii) E,CEsC---, B, e F = UfilEZE}—
Todistetaan ndmi jirjestyksessa (i), (iii), (ii).
(i) Edelld ndimme, ettd S C F, joten X x Y € F.

(iii) Olkoon E; C Ey C --+, E; € F, ja E = J;2, E;. Funktiot « — v(E;;) ovat mitallisia. Liséiksi
Eip C By C -+ ja By = ;2 Eig, joten v(Ey) = lim;_,o v(Eiz) ja x — v(E;) on mitallisten
funktioiden rajafunktiona mitallinen. Edelleen v(E;;) < v(Ea;) < ---, joten monotonisen
konvergenssin lauseen nojalla

(1 x v)(E) "= Tim (4 x v)(E)

PE tim | w(Ey) dp(a)

1—00 Jx

MEL/X.lim v(Eiy) du()

1—00

= [ () duta).
X
Néin ollen E € F.
(ii) Koska X ja Y ovat o-aérellisid, on olemassa joukot
e}
X1CXoCoory, i €M, p(Xy) <00, X=X, ja
i=1

o
ViCYaC-, ieN, (V) <o, Y = Vi
=1
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Olkoon
E={Feo(S): ENn(X;xY;) € FVieN}

ja osoitetaan, ettd £ on o-algebra, joka sisiltdd S:n. Télloin € = o(S) eli EN (X; x Y;) € F
kaikilla ¢ € N ja kaikilla £ € 0(S). Jos E = A x B € §, niin EN (X; xY;) € S kaikilla
i. Todistuksen alkuosan nojalla £ N (X; x Y;) € F kaikilla i, joten S C &. Erityisesti siis
X xY € & Osoitetaan, ettd £ on d-systeemi. Jos E; € £, E; C Ej41, niin todistuksen
(iii)-osan mukaan

(UjEj) N (Xz X Y;) =U; (Ej N (Xz X }/z)) e F Vi,
joten U;E; € £. Oletetaan sitten, ettd E, F' € £, E C F. Merkitdin

EZ:EQ(XZX}/Z) ja
F,=Fn(X;xYy),

jolloin E;, F, € F Vi ja
F\E; = (F\E)N(X; xY;).

Osoitetaan, ettd F; \ F; € F kaikilla ¢ € N. Jokaisella x € X piitee
v((F5\ Ei)z) = v(Fig \ Biz) = v(Fiz) — v(Eig),
silla B, C Fip ja v(Eiy) < oo. Téstd padtellddn, etté
z = v((Fi\ Ei)a)

on p-mitallinen ja

/X V((F:\ Ei)y) du(x) = /X v(Far) dulz) — /X v(Eir) ds(z)

= (nxv)(F;) = (p x v)(E;)
= (nxv)(F; \ Eq).

Siten F; \ E; € F Vi. Olemme niyttineet, etti & = o(S) ja siten F C £.

Olkoon sitten E, F' € F, F C F. Haluamme nayttdi, ettd F'\ E € F, jolloin olemme lopulta
osoittaneet, etti F = o(S). Koska F; \ E; C Fi41 \ Ei+1 ja

seuraa (iii)-kohdasta, etti F'\ E € F.

Lause 1.56 (Tonelli). Olkoon f: X xY — [0,+00] u x v-mitallinen. Tdalldin pdtee:

(1) Kaikilla (zo,y0) € X XY

x> f(x,y0) on p-mitallinen ja

y — f(zo,y) on v-mitallinen.
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@)
v /Y F(e,y) dv(y) on p-mitallinen ja
v /X (@, y) du(x) on v-mitallinen.
3)
J ([ o) duw) = [ sy dux vie)
= [ ([ sy duta)) avi,
Todistus.

(a) Jos E € 0(S), niin véite pétee (u x v-mitalliselle) funktiolle f = xyg Lemmojen 1.54 ja 1.55
nojalla.

(b) Lineaarisuuden nojalla viite péitee (o(S):n suhteen) yksinkertaisille funktioille

k
f=> aixm, Ei€a(S)

(¢) Jos f: X xY — [0,4+00] on p x v-mitallinen, niin on olemassa kasvava jono (o(S):n suhteen)
yksinkertaisia funktioita s; 7 f s.e.

/ sid(p x v) — fd(pxv).
XxY XxY

Koska s; / f, niin sy 7 f ja s? 7 fY kaikilla (z,y) € X x Y. Siten monotonisen konver-

genssin lauseen nojalla
[ swiv) = [ favty) o
Y Y

[ staute) = [ auta)

“Rajafunktion mitallisuudesta” seuraa nyt, ettd funktiot

v fY(x) = f(2,y),
y— fely) = f(z

»Y),
oo | L) = | et
y%/fy ) dp(x /ffcydu

ovat mitallisia eli viitteet (1) ja (2) pétevét. Jos

gi(x):/ysm,du(y),
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niin g; < g;+1, joten MKL:n nojalla

/X</ sie Ay >d“ -, </ fadu(y ) @ = (/Y f<x,y>du<y>> dn(z).

Toisaalta

/X </Y Siz dl/(y)> du(z) 2 (b) /XXY sid(p X v) — Xxyfd('u X ),

joten vasen yhtélo (3):ssa pétee. Samoin todistetaan (3):n oikeanpuoleinen yht&ls.
]

Huomautus 1.57. Edelld olleet tulokset on muotoiltu tulomitalle p x v ja (u x v)-mitallisille
funktioille. Niité ei voi suoraan soveltaa tiydelliseen mitta-avaruuteen (R x R¥, Leb(R" %), m,, 1)
Esimerkiksi Lemmat 1.53 ja 1.54 eivdit pide mitta-avaruudelle (R” x R¥, Leb(R"*), m, ). Jos
nimittdin B C R* on ei-mitallinen (my:m suhteen), niin E = {z} x B on m,,;-mitallinen kaikilla
r € R", silla anrk(E) = 0. Toisaalta B = FE,, josta ndemme, ettei Lemman 1.53 viite pide.

Tonellin lauseessa voidaan mitta-avaruuden (R™ x R, Leb(R"**), m,, ;) tapauksessa vaatia echto
(1) vain m.k. zp ja m.k. yo.

Lause 1.58 (Fubini). Olkoon f: X xY — R w X v-mitallinen ja oletetaan, ettd ainakin yksi

integraaleista
/Xxy\f\d(uxu / (/ |f (2, )| dv(y >du(g¢), tai
/Y</X|f(9«“ay)|du(x)> dv(y)

on ddrellinen. Tdlloin
(1) y— f(x,y) on integroituva Y :ssi melkein kaikilla x € X;
(2) ©+— f(x,y) on integroituva X :ssi melkein kaikilla y € Y

(3) v [y f(z,y)dv(y) on integroituva X :ssd, t.s.

/){‘/yf(fv,y) dv(y)| du(x) < oo

(4) y— [x f(x,y) du(x) on integroituva Y :ssi;

(5) f on integroituva X X Y :ssi ja

[ rawen= [ ([ sena) e = [ ([ i) at <

Todistus. Kuten Mitta ja integraali, Lause 4.3 (Fubini 2.) O
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2 Hausdorffin mitat

2.1 Hausdorffin mitan perusominaisuudet

Lebesguen n-ulotteinen mitta m,, sopii hyvin R™:n “suurien” osajoukkojen koon mittaamiseen,
mutta se on lilan karkea mittari R™:n “pienid” joukkoja varten. Esimerkiksi, ms ei pysty erottamaan
tason R? yksioti suorasta, silli ne molemmat ovat nollamittaisia.

Téassé luvussa esittelemme kokonaisen skaalan “s-ulotteisia” mittoja H®, 0 < s < oo, jotka
pystyvét ndkemédn joukkojen hienorakennetta Lebesguen mittaa paremmin. Ideana on, etté joukko
A C R™ on “s-ulotteinen”, jos 0 < H*(A) < oo, vaikka A:n geometria olisi hyvin monimutkainen.

N&m4 mitat voidaan médritelld missd tahansa metrisessé avaruudessa (X, d). Oletamme kuiten-
kin, ettdi X on separoituva, s.o. X:ssi on numeroituva tihei osajoukko S = {x;}22,, jolloin X = S.
Taté oletusta tarvitaan vain takaamaan se, ettd X:114 on olemassa ns. d-peite jokaisella § > 0.

Maidritelma 2.2. 1. Epétyhjan joukon E C X halkaisija on

d(E) = sup d(z,y).
z,yeE

2. Numeroituva kokoelma X':m osajoukkoja {E;}32; on joukon A C X §-peite, 6 > 0, jos
o
Ac|JE jad(E;)<svieN
i=1

Kiinnitetddn “dimensio” s € [0,00) ja 6 > 0. Kun A C X, niin mé&é&ritelldin
o0
(2.3) H3(A) = inf{) d(E;)*: {E;} on Am é-peite},

missi tehddin sopimukset, ettd d({z})? =1 Vo € X ja d()* =0 Vs > 0.
Maéritelmésta ndhdadn valittomasti, etté

M3, (A) = H;, (A),

jos 0 < 61 < d9. Niinpé allaoleva raja-arvo (2.5) on olemassa ja voimme maéritells.
Maéaritelmé 2.4. Joukon A C X s-ulotteinen Hausdorffin (ulko)mitta on
(25) W) = I H5(0) (= sup i),
Lause 2.6. (i) H3: P(X) — [0,400] on ulkomitta kaikilla § > 0.

(i) H®: P(X) — [0,+00] on metrinen ulkomitta.

Todistus.
(i) (a) Selvisti H3(0) = 0.

(b) Olkoon sitten A C [J;2; A; C X. Voidaan olettaa, ettd Hj(A;) < oo Vi. Olkoon € > 0 ja
valitaan jokaisella i joukon A; é-peite {E; J2q s.e.

D d(E)® < H(A;) + 27"

7=1
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Talloin UZ ; E; on yhdisteen | J;°; 4; ja siten myds A:m d-peite, joten

Hi(A) < 3 ()

<) (M3(Ai) +e27)
=1

IN

e+ > Mi(A).
=1

Antamalla € — 0 saadaan haluttu viite.

(ii) Selvisti H*(0) = 0. Jos A C J;2; Ai C X, niin (i)-kohdan ja H®:n mééritelmén nojalla
H3(A) < Y HH(A) <D M (A).
i=1 i=1

Antamalla § — 0 ndhdéén, ettd H® on ulkomitta. Olkoot sitten Ay, Ao C X joukkoja, joille
dist(A;, A2) > 0. Haluamme néyttad, ettd

H¥ (A1 U Ay) = HP (A1) + HP(Ag).
Riittas osoittaa, ettd
(2.7) H3(A1 U Ag) = H3(Ar) + H3(A2),

jos & < dist(Ay, A2)/3. Voidaan olettaa, ettd H5(A; U Az) < oo. Olkoon & > 0 ja valitaan
joukon A U Ay d-peite {£;}7°, siten, ettd

[ee]
D d(E)* < Hi(A1 U Ay) +e.
i=1
Koska 6 < dist(A41, A2)/3, jokainen E; leikkaa enintdéin yhtd joukoista A; tai Ag. Niinpé

voidaan jakaa
{Ei}i2, = {E2, U{E 2,

missé, - -
A c|JE ja Ayc|JE]!
i=1 i=1
Niin ollen
[o¢] [o¢]
H3(Ar) + H3(A2) <) d(E)*+ ) d(E])
i=1 i=1
[o¢]
= Z d(EZ)S
i=1

Koska £ > 0 oli mielivaltainen, saadaan (2.7).
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O
Lauseiden 1.18 ja 2.6 mukaan jokainen X:n Borel-joukko on H*-mitallinen. Merkitsemme #H*®:n
rajoittumaa H°-mitallisiin joukkoihin samalla symbolilla H?. T&llgin siis pétee:

Lause 2.8. H?® on Borel-mitta.

Korollarista 1.29 saadaan nyt:
Korollari 2.9. Jos A C R"™ on H*-mitallinen ja H*(A) < oo, niin H°LA on Radon-mitta.
Lause 2.10. Separoituvan metrisen avaruuden X ulkomitta H® on Borel-sdadnndllinen.

Todistus. Koska edellisen lauseen mukaan H?®:n méadrddméa mitta on Borel, riittdd osoittaa,
ettéd jokaista A C X kohti on olemassa B € Bor(X) s.e. A C B ja H*(A) = H*(B).
Olkoon A C X. Jos H*(A) = oo, voidaan valita B = X ja véite pétee. Jos taas H*(A) < oo,

niin valitaan A:n 1/i-peite {EJZ 52 jokaisella i € N s.e.

> d(E))* <H;,(A) + 1/i.

j=1

Koska d(E) = d(E) jokaisella E C X, voimme olettaa, etti joukot EJZ ovat suljettuja. T&ll6in

on Borel joukko ja A C B. Liséksi {E;} on B:n 1/i-peite jokaisella i € N, joten
e .
H;(A) < HS(B) <) d(ED® < H5j(A) +1/i,
j=1

Antamalla i — co saadaan viite H*(A) = H*(B). O
Huomautus 2.11. 1. H° on lukumé&sramitta.

2. H§ ei yleensd ole metrinen ulkomitta.

3. Karkeasti ottaen, H' ~ pituusmitta, H? ~ pinta-ala, jne.

4. Helposti nihd#sn (pian tulevia tuloksia kiyttien), ettei (esim.) taso R? ole o-#drellinen H':n
suhteen.

2.12 Hausdorff-dimensio

Olkoon (X,d) separoituva metrinen avaruus. Méérittelemme téssd luvussa osajoukoille A C X
dimension, joka kuvaa A (metristd) kokoa. Poiketen esim. topologisesta dimensiosta, tdmén di-
mension ei tarvitse olla kokonaisluku.

Lemma 2.13. Olkoon A C X ja s > 0.
(i) Jos H*(A) < oo, niin H'(A) = 0 kaikilla t > s.
(ii) Jos H*(A) > 0, niin H'(A) = oo kaikilla 0 < t < s.
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Todistus. Riittdd todistaa (i), silld véite (i) seuraa (i):std. Olkoon 6 > 0 ja {E;}52; Am d-peite
s.e.

id(Ej)s <HF(A)+1<H(A)+1 < 0.

j=1
Silloin kaikilla ¢ > s
[o¢]
MH5(A) <) d(E))
j=1
[o¢]
< 5t—s Z d(E])S
j=1
< ST (HS(A) 4+ 1)
Viite seuraa antamalla § — 0. O

Edellisen lemman nojalla funktiolla s — #H®(A) on yksinkertainen kuvaaja: on nimittédin ole-
massa yksikésitteinen sy € [0, 00|, jonka kohdalla kuvaaja tipahtaa &arettomyydestd nollaan.

Madritelmé 2.14. Osajoukon A C X Hausdorff-dimensio on luku
dimy(A) = inf{s > 0: H*(A) = 0}.
Télloin siis pétee:
1. Jos t < dimy(A), niin H'(A) = .
2. Jos t > dimy(A), niin H!(A) = 0.

Yleisesti luvusta H*(A), kun s = dimy(A), ei voida sanoa mitéén: se voi olla tapauksesta riippuen
miké tahansa luku vélilta [0, co]. Kuitenkin:

(2.15) 0<H(A) <oo = dimy(A) =s.
Joukkoa A C X, jolle (2.15) pétee, kutsutaan s-joukoksi.
Lemma 2.16. (i) Jos A C B, niin dimy(A) < dimy/(B).

(ii) Jos Ar C X, k € N, niin

dimH(U Ak) = Sl]ip dlmH(Ak)
k=1

Todistus. (HT) O
Siten esimerkiksi dimy (Q) = 0.

2.17 Hausdorffin mitat R":ssi

Seuraavaksi laskemme (tai arvioimme) Cantor-tyyppisten fraktaalien Hausdorff-mittoja ja -dimensioita
R™:ssd. Tatéd varten tutkitaan Hausdorff-mittojen invarianssiominaisuuksia. Tehokkaampia tapoja
Hausdorff-dimension méaraamiseksi kehitdmme myohemmin.

Muistutetaan aluksi, ettd kuvaus 7: R™ — R" on ¢sometria, jos

|Tx — Ty| = |x —y| Va,y e R".
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Tunnetusti jokainen R™:n isometria on affiini, ts. muotoa
Tx =a9+ Uz,

misséd ag € R ja U: R” — R" on lineaarinen isometria.
Vastaavasti, kuvaus R: R® — R" on similariteetti, jos

|Rz — Ry| = clx —y| Vz,y € R",
missé ¢ > 0 on vakio (venytyskerroin, skaalauskerroin, jne.). Télloin R on muotoa
Rx =ag+cUx,

missd U on jélleen lineaarinen isometria.
Lause 2.18. Olkoon A C R™. Ulkomitalle H*, s > 0, pdtee:

(a) H*(A+ x9) = H?(A) Vo€ R",

(b) H*(U(A)) = H*(A) kaikilla lineaarisilla isometrioilla U: R™ — R™,

(c) H*(R(A)) = c*H*(A), jos R: R" — R" on similariteetti, jonka skaalauskerroin on ¢ > 0.

Todistus. Viitteet seuraavat havainnosta, ettéd d(R(E)) = c¢d(E) VE C R™, missid R on kuten
(c)-kohdassa. O

Olkoot (X,d1) ja (Y,d2) metrisid avaruuksia. Palautetaan seuraavaksi mieliin, ettd kuvaus
f: X =Y on L-Lipschitz (vakiolla L > 0), jos

d2 (f(.l‘), f(y)) < Ldl(xvy)

kaikilla x,y € X. Vastaavasti, kuvaus g: X — Y on L-bilipschitz, jos

%dl(:v,y) < dy(f(2), f(y)) < Ldi(z,y)

kaikilla z,y € X. Havaitaan, ettd L-bilipschitz kuvaus on aina injektio vasemmanpuoleisen epéayht&lon
nojalla.

Lemma 2.19. Olkoot (X,d1) ja (Y,d2) separoituvia metrisid avaruuksia.
(i) Jos f: X =Y on L-Lipschitz, niin

He(fA) < LHS(A) VAC X.

(ii) Jos g: X — 'Y on L-bilipschitz, niin

dimy (gA) = dimy(A) VA C X.

Todistus.
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(i) Voidaan olettaa, ettd H*(A) < oo. Kiinnitetédéin € > 0, § > 0 ja valitaan Am J-peite {E;}32,
s.e.

Zd )S < H3(A) +

Silloin {f(E};)}32, on fAm Lé—pelte7 joten

His(fA) <D d(f(Ey)°

< L*) d(E;)
j=1

< L3(HZ(A) +¢€).
Viite seuraa antamalla € — 0 ja § — 0.
(ii) Soveltamalla (i)-kohtaa kuvaukseen g~!: g(4) — X saadaan
L™°H?(A) < H?(gA).

Siten
“H(A) < HU(gA) < LHI(A)

mistéd véite seuraa.

Seuraavaksi tutkimme Lebesguen mitan m,, ja Hausdorff-mitan H" yhteyttd R™:ssé.
Lause 2.20. Kaikilla A € Bor(R™) pdtee
HP(A) = e ma(A).
missd ¢, € (0,00) on vakio.
Todistus. Olkoon @ = [0, 1)". Osoitetaan ensin, etti
(2.21) 0 < H"(Q) < 0.

Selvisti @ voidaan peittdéd j™:114 yhtdsuurella osakuutioilla {Qi}gll, joiden sivunpituus on 1/j ja
halkaisija d(Q;) = v/n/j. Jos siis 0; = y/n/j, niin

Hi (Q) < ;z:; <?)n =n"2

Antamalla §; = \/n/j — 0, saadaan
HM(Q) < 2.

Olkoon sitten § > 0 ja oletetaan, ettd {£;}7°, on Q:m d-peite. Selvisti E; C I;, missé I; on sopivasti
valittu kuutio, jonka sivunpituus on 2d(E;). Silloin

Z AE)" =277 (2d(E;))" =27">  mn(I;)
=1 =1 =1
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joten

HF(Q) =27

Nain ollen

H*(Q)=27"

ja viite (2.21) pétee.
Merkitééan ¢, = H"(Q) ja osoitetaan, etta

(2.22) H™(A) = cp mn(A)

kaikilla Borel-joukoilla A C R™. Viite (2.22) pétee, kun A = [0,1)". Lauseen 2.18 (c)-kohdan
nojalla (2.22) pitee, jos A on mielivaltainen R™:n “oikealle puoliavoin” kuutio, ts. muotoa A =
[a1,b01) X -+ X [an,bp), 0 < by —a; = -+ = b, — a, < oo. Seuraavaksi todetaan, ettd jokai-
nen R™:n oikealle puoliavoin n-vili voidaan esittda erillisten oikealle puoliavoimien kuutioiden
numeroituvana yhdisteené. Siten (2.22) pétee kaikille R™:n oikealle puoliavoimille n-vileille. Jos
Qm = [-m,m)", m € N, niin oikealle puoliavoimien n-vilien ja Q,:n leikkaukset muodostavat
m-systeemin ja virittdvit Q,:n Borelin joukot. Lauseen 1.34 mukaan H"(A) = ¢, my,(A) kaikilla
A € Bor([—m,m)"). Koska tdmé pétee kaikilla m € N, niin (2.22) pétee kaikilla A € Bor(R"). O
Sekd H" ettd m,, ovat molemmat R™:n Borel-sd@nnéllisid ulkomittoja, joten pétee:

Korollari 2.23.
H"(A) =¢,m;(A) VACR™

Todistus. (HT) O
Esitetddn Lauseelle 2.20 myo6s toinen todistus, joka perustuu tasaisesti jakautuneisiin mittoihin.

Maiésritelmé 2.24. Sanomme, ettd metrisen avaruuden X Borel-mitta p on tasaisesti jakautunut,
jos

0 < p(B(z,r)) = n(Bly,r)) < oo
kaikilla z,y € X ja kaikilla 0 < r < oo.
Lebesguen mitta m,, on tasaisesti jakautunut R":ssd. Lauseen 2.18 perustella H?® (B(:L‘,r)) =
H? (B(y,r)) kaikilla z,y € R™, r > 0 ja s > 0. Toisaalta R™ kuulien H*-mitat ovat positiivisia ja

aarellisia vain, jos s = n (vrt. Lemma 2.13 ja (2.21)). Siten H™ on tasaisesti jakautunut R™:ssi.
Lause 2.20 saadaan nyt seuraavasta yleisestéd tuloksesta.

Lause 2.25. Jos p ja v ovat tasaisesti jokautuneita Borel-mittoja separoituvassa metrisessd ava-
ruudessa X, niin on olemassa vakio cy € R s.e.

H(A) = cov(A)
kaikilla A € Bor(X).

Todistus. Merkitédn g(r) = u(B(z,r)) ja h(r) = v(B(z,r)), kun 0 < r < oo ja z € X. Jos
U C X on rajoitettu, avoin joukko ja x € U, niin on olemassa raja-arvo

lim Z/(B(:L‘,r) N U)

=1.
r—0+ h(r)
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Fatoun lemman nojalla patee t&lldin

v(B(z,r

| )
wo) :/UTE%LT

o 1
<1H§§EW/UV(B(:C’T)QU) du(x).

dp(z)

Fubinin lauseesta (ks. Huomautus 2.26) seuraa nyt, etté

[ v nv)au = [ ([ xoenmam) e

(
_ /U < /U X5 () d/,a(x)> dv(y)
u(B

(y,r)) dv(y)

Siten

Samalla tavalla saadaan b
0 <v(U) < liminf %M(U).

Nahdaén, ettd on olemassa raja-arvo

g(r)

A ) =
ja ettd u(U) = cor(U) kaikilla avoimilla U C X ja siten myos kaikilla U € Bor(X). O

Huomautus 2.26. Perustellaan Fubinin lauseen kaytto edellisessé todistuksessa. Ensiksikin seké
w ettéd v ovat o-ddrellisid. Toiseksi pétee yleinen tulos: Jos Y ja Z ovat topologisia avaruuksia, joilla
on numeroituva kanta (ts. ovat N2), niin silloin

(2.27) Bor(Y x Z) = o(Bor(Y) x Bor(Z2)).

Edellisessé lauseessa Y = Z = X on separoituva metrinen avaruus, joten se on Ny ja siten (2.27)
patee. Niin ollen avoin joukko A, = {(z,y) € X x X:d(z,y) < r} on X x X:n Borel-joukkona
1 X v-mitallinen. Tésté seuraa edelleen, ettd kuvaus f: X x X — R,

[, 9) = XB@r)(¥) = XBE») (T) = xa,(2,9)

on p x v-mitallinen ja siksi Fubinia voi kayttaa.

Osoitetaan vield (2.27)m inkluusio Bor(Y x Z) C o(Bor(Y) x Bor(Z)), jota kéytettiin edelld.
Toinen suunta jia harjoitustehtaviksi. Olkoon A C Y x Z avoin. Koska Y ja Z ovat Na:ia, niin A
voidaan esittdd numeroituvana yhdisteend

A= U Az X Bj,
1,j€EN

missé 4; € Y, Bj € Z ovat avoimia. Téllsin A; x B; € Bor(Y) x Bor(Z), joten A € o(Bor(Y) x
Bor(Z)). Néin ollen Bor(Y x Z) C o(Bor(Y) x Bor(2)).
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Seuraavaksi konstruoimme joukkoja, joiden Hausdorff-dimensio ei ole kokonaisluku. Palaute-
taan mieliin Cantor-joukon konstruktio Reaalianalyysi I:std. (Kdytdmme hieman eri merkint6ja ja
késittelemme vain erikoistapauksen.)

Olkoon 0 < A < 1/2. Merkitdan Ip; = [0,1], 111 = [0,A] ja I1 2 = [1 — A, 1]. Toisin sanoen,
I 1 ja I o on saatu Ip 1:sté poistamalla sen keskeltd avoin véli, jonka pituus on 1 —2\. Seuraavaksi
poistetaan suljettujen vélien I;; keskeltd avoimet vélit, joiden pituus on (1 — 2A)\ ja jatketaan
prosessia induktiivisesti. Oletetaan, ettd n:n vaiheen vélit 1,,;, i = 1,...,2", on mééritelty. T&lloin
(n+1)m vaiheen vilit I,41 4, j = 1,...,2""! saadaan poistamalla n:n vaiheen vilien keskelté avoin
véli, jonka pituus on (1 — 2X\)A". Siten

d(In;) = A", VnjaVi=1,...,2".
Merkitasn
271
Cn(N) = In.
i=1
(“n:n vaiheen approksimaatio”) ja

CA) =[] Cnl(N).
n=1

T&llsin C(A\) on kompakti, ylinumeroituva joukko, jolla ei ole sisépisteitéd. Lisdksi C'(\) on “itsesi-
milaari” ja mi(C(A)) = 0. Cantorin 1/3-joukko C(1/3) on usein kéytetty erikoistapaus.

Io
Co
Il 1 11’2
Cy
I 124
Co
Lause 2.28. Kaikilla 0 < XA < 1/2
log 2
di CA\) = ————.
iy O = e

Erityisesti dimy C(\) voi saada kaikki arvot vdlilti (0,1).

Todistus. Riittdé osoittaa, etta

(2.29) 1/2 <H(C(N) <1,
jos
_ log2
log(1/A)

(i) Esitetddn ensin heuristinen argumentti eksponentin s 1oytamiseksi: Selvésti

C()\) = (C1 Uy,
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missd C ja Co ovat erillisii ja similaarisia C'(A):n kanssa skaalauskertoimella A. Jos C(\) olisi
s-joukko, niin Lauseen 2.18 (c)-kohdan nojalla

H*(C(N) = H(C1) +H(Co)

= 2\°H°® (C()\))
Siten
1=2)\%,
josta ratkaisemalla saadaan
_ log2
" log(1/n)’

Arvion (2.29) tarkka todistus: Jos § > 0 on annettu, niin valitaan n € N niin suureksi, ettd
A" < 8. Tallsin {I,,;}2°, on C'(\)m S-peite, joten

2" 2"
H3(C)) <D () =) (1/2)" =
1=1 1=1

Siis

H(C(N) < 1.
Esitdmme todistuksen alarajalle (2.29) vain erikoistapauksessa A = 1/3, silld myShemmin
tulemme késittelem#dn tehokkaimpia keinoja Hausdorff-dimension mééradmiseksi. Yleinen

tapaus A € (0,1/2) ei toisi olennaisia muutoksia todistukseen. Oletetaan, ettd {£;}32; on
sellainen C'(1/3):n d-peite, ettd

oo

Zd S<H(C(1/3) +6, 5= 82

log 3

Jokaisella j valitaan suljettu véli I; (= [a,b]) s.e. E; C intI; (=]a,b]) ja d(I;) < (1+0)d(Ej).
Télloin {int I;}22; muodostaa C (1 /3):n avoimen peitteen, joten C(1/3):n kompaktisuuden
nojalla voimme vahta adrellisen osapeitteen. Indekséimélld vélit I; uudelleen voimme olettaa,

etta
m
ca3yclJn

j=1

ja

Ho(C(1/D) +52 3 d(E)"
j=1

m
> (146)7°) d(I;)’.
j=1
Alarajan (2.29) todistamiseksi riittéé siis osoittaa, etté

m

(2.30) > d(L)t =

j=1

l\DlH
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jos {I;}7L, on C(1/3)m peite &érellisen monella suljetulla vélilla I;. Jokaisella j valitaan
k=k(j )EN jolle

(2.31) 3=+ < q(1;) < 37,

Olkoon kg suurin luvuista k(j),7 = 1,...,m. Konstruktion ja luvun k = k(j) valinnan perus-
teella jokainen I; voi leikata ainoastaan yhté km vaiheen vélid Iy, ;. Siis I; leikkaa korkeintaan
2ko—k(7) .15 vaiheen kg viilid T, ko,i- Siten téllaisten kom vaiheen vélien lukuméérd on korkeintaan

m

Z oko—k(j)

J=1

Toisaalta ko:n vaiheen viileji on 2% kappaletta. Niisté jokainen sisiltds C(1/3):m pisteitd ja
C(1/3) c UL, I, joten on oltava

m
9ko < Z oko—k(5)
j=1

Nyt voimme laskea

m m
oko < ZQkO*k(J') — 9ko Z 9~k
Jj=1 J=1

(37+0)ys

I
Ms

<2 i(i%d( 1))’

josta sieventdmalld saadaan

Huomautus 2.32. Edellistéd todistusta tarkentamalla voidaan osoittaa, ettéa

log 2

H(CW) =1, 5= 7

(ks. [Fal, s. 14-15]).

2.33 Suoristuvat ja epésuoristuvat 1-joukot

Tarkastellaan aluksi suoristuvia kaaria R™:ssid. Olkoon : [a,b] — R™, a < b, jatkuva injektio,
jolloin ¢[a,b] =T" on kaari. Madrittelemme, ettd I':n pituus on

—S“P{ZW “)lra=to <ty <o <tpy=b}

missé supremum otetaan yli kaikkien [a, b]:n dérellisten jakojen.
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Sanomme, ettd I' on suoristuva, jos L(I') < oo.

Lause 2.34. Olkoon I' C R™ suoristuva kaari. Silloin
L(T) =HY(T).

Todistus. Jokainen suoristuva kaari I' voidaan parametrisoida kaarenpituuden suhteen (HT').
Toisin sanoen, on olemassa homeomorfismi v¢g: [0,L£(y)] — T, jolle L(3g[s,t]) = t — s kaikilla
0<s<t<L().

Kaarenpituuden mééritelmén nojalla

[tho(t) — tho(s)| < L(o[a,b]) = [t — s, 0<s <t <L),
joten 1y on 1-Lipschitz. Siten
HH(T) = H (vo[0, L)) < H'([0, L(D)]) = L(T),

missé viimeinen yhtilo seuraa faktasta, ettd H! = mq Rissé.
Ké#nteisen epdyhtélon todistamiseen riittdd nayttdd (L£(T):n méidritelmén nojalla), etté

H (vo[s, t]) > [vo(s) — vo(t)]

kaikilla 0 < s < t < L(I'). Voidaan olettaa, ettd 1o(s) # 1o(t). Olkoon P ortogonaaliprojektio
pisteiden vy(s) ja 1o(t) kautta kulkevalle suoralle S. Silloin P on 1-Lipschitz ja

P(to[s,t]) D J,
missd J C S on pisteiden ¥y (s) ja ¥o(t) viliin jaava jana S:ll4. Siten
M (vols, 1) = H' (P(dols,1])) = H'(J) = [¢o(s) — ¢o(t)].
Viimeisessd yhtilossi kiytettiin Lausetta 2.18 ja faktaa, ettd H' = m; R:ssi. O

Korollari 2.35. Olkoon I' C R™ suoristuva kaari ja v: [0, L(I")] — R™ sen parametrisointi kaa-

renpituuden suhteen. Jos E C [0, L(T)] on Lebesgue-mitallinen, niin E C R™ on H'-mitallinen ja
H' (YE) = mi(E).

Huomautus 2.36. Jos I' C R"™ on suoristuva kaari ja ¢: [0,L(I")] — R™ sen parametrisointi
kaarenpituuden suhteen. Silloin ¢ = (11, ..., ), missi jokainen 1;, i = 1,...,n, on 1-Lipschitz ja
siten absoluuttisesti jatkuva. Néin ollen }(¢) on olemassa m.k. ¢ € [0, £L(I")] ja edelleen derivaatta

P(t) = (1(8),-. Pn(t)) €RT

on olemassa melkein kaikilla ¢ € [0, £(T')].
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Lauseen 2.34 mukaan jokainen suoristuva kaari on 1-joukko, ts. 0 < H!(I') < oo. Téllaisia jouk-
koja ovat myds suoristuvien kaarien direlliset ja my6s numeroituvat yhdisteet U;I';, jos >°. HY(T;) <
00.

Onko olemassa olennaisesti muunlaisia 1-joukkoja?

Léhestytddan kysymysté esimerkkien valossa.

Esimerkki 2.37. Aloitetaan tason suljetusta yksikkéneliosti Jo = QY = [0, 1]2. Olkoon J; yhdiste
neljisti suljetusta nurkkaneliostd Q}, i = 1,...,4, joiden jokaisen sivunpituus on 1/4. Sen jilkeen
kukin Ji:n neliosta Q}, i = 1,...,4, korvataan neljilld nurkkaneliclla Q?, 7 =1,...,16, joiden
sivunpituudet ovat 1/16. Néin jatketaan, jolloin n:nnessé vaiheessa meilld on 4" kpl neli6ité Q?, ] =
1,...,4", joiden kunkin sivunpituus on 4~". Olkoon

471
Jn= Q7
j=1

ja
o
J=)n
n=0
Télloin J on Cantor-tyyppinen joukko. Itseasiassa J = C(1/4) x C(1/4).
JO Jl J2
[ M .. ..
o O o O
Q0 o @3
Q3 Qi Q?
[l MW .. =
o O o O
J3
H \Q§

Mika on J:n Hausdorff-dimensio dimy J7 Péételldin sopiva ehdokas ensin similariteettien avulla.
Havaitaan, ettia
4
J=| |7
i=1

missé J; on similaarinen .J:n kanssa skaalauskertoimella 1/4, joten H*(.J;) = (1/4)*H*(J) ja
H(JT) = 4(1/4)°H?(JT).
Jos J on s-joukko, saadaan ylldolevasta ehto
4(1/4)* =1

eli s = 1. Perustellaan asiaa hieman tarkemmin. Kiinnitetdén 6 > 0. Todetaan ensin, ettd d(Q7) =
V2/4™. Jos n € N on niin suuri, ettd v/2/4" < §, niin {Q?}?; on J:n d-peite ja siten

n
MH3(J) <> d(QF) <4"V2/4" = V2.
Jj=1
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Siten H'(J) < V2 < 0o. Samanlaisella piittelylld kuin Lauseen 2.28 todistuksessa voidaan osoittaa,
ettd H1(J) > 0. Siten

dimy(J) =1 ja 0<H(J) < oo,

eli J on 1-joukko. Geometrialtaan se néayttdd kuitenkin hyvin erilaiselta kuin suoristuva kéyra.
Huom.: Positiivinen alaraja voidaan myos 16ytis kiyttiamilli ortogonaalista projektiota P: R — S
suoralle S, jonka kulmakerroin on —2. Tillsin kuvajoukko P(J) on jana, jonka pituus on 3/v/5.
Koska projektio P on 1-Lipschitz, niin H!(J) > H'(P(J)) = 3/+/5. Itseasiassa voidaan osoittaa,
ettd H(J) = V2.

Edelld huomautettiin, ettd J = C(1/4) x C(1/4). Havaitaan, ettd dimy(J) =1 = 2log2/log4 =
dimy C(1/4) + dimy C(1/4).

Esimerkki 2.38. Olkoot g1, ¢2, . . . suljetun yksikkokiekon D = {z € R?: |z| < 1} ne pisteet, joiden
molemmat koordinaatit ovat rationaalilukuja. Namé pisteet muodostavat D:n tiheéin numeroituvan
osajoukon. Olkoon

E—

o0
Sj,
j=1
missé
S; ={z e R%: |z — ¢;| =277}

Nyt
o0 .
0<HY(E) <) 21277 =27 < 0.
j=1
Siten E on 1-joukko ja dimy E = 1. Kuitenkin F on tihed D:ssd, EN D = D, joten E on “hyvin
suuri”. Missd mielessi F muistuttaa geometrisilta ominaisuuksiltaan suoristuvaa kaarta?
Namé ja vastaavat esimerkit heréttiavat useita kysymyksia:

e Milld tavalla Esimerkin 2.37 Cantor-joukko on erilainen kuin suoristuva kaari?

e Millainen on yleinen 1-joukko? Miten siitd voi erottaa “Cantor-tyyppiset” ja “suoristuvat”
osat ja miten ko. osat voi maéritella?

e Miten suoristuvien kaarien geometriset ominaisuudet, kuten esim. tangenttien olemassaolo,
yleistyvit Esimerkin 2.38 kaltaisiin joukkoihin?
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Misritelmi 2.39. Sanomme, ettid H!-mitallinen joukko E C R™ on 1-suoristuva (tai lyhyemmin
suoristuva), jos on olemassa numeroituvan monta suoristuvaa kaarta I';,7 € N, s.e.

o
H(E\|JTi) =0
i=1
Joukko F' C R™ on tdysin 1-episuoristuva (tai lyhyemmin epdsuoristuva), jos H'(F NT) = 0

jokaisella suoristuvalla kaarella I" C R".

Esimerkin 2.38 joukko E on 1l-suoristuva, kun taas Esimerkin 2.37 joukko J on tdysin 1-
epésuoristuva (HT).

Huomautus 2.40. 1. Jos A on l-suoristuva ja E C A on H!-mitallinen, niin F on I-suoristuva.
2. Jos joukot A, Ay, ..., ovat l-suoristuvia, niin U;A; on 1-suoristuva.
3. Voidaan mééaritelld myds m-suoristuvat joukot kaikilla m € N, ks. Mattilan kirja [Mat].

Lause 2.41. Jokainen H!-mitallinen joukko A C R™, jolle H'(A) < oo, on muotoa A = EUF,
missié E on 1-suoristuva ja F on tiysin 1-epdsuoristuva. Lisiksi E ja F ovat H'-nollamittaisia
joukkoja vaille yksikdsitteiset.

Todistus. HT 6/5. O
Tarkastelemme seuraavaksi suoristuvien/epasuoristuvien joukkojen geometrisia ominaisuuksia.
Palautetaan mieleen Lebesguen tiheyspistelause Reaalianalyysi I:stéd: Jos E € Leb(R™), niin

lim my(E N B(z,71))

A T (B

melkein kaikilla z € E. Kysymme onko Hausdorff-mitoilla mitdéan vastaavia ominaisuuksia. Voidaan
nayttaa, etta

H'(B(z,r)) = (2)",
kun B(x,r) C R", ks. esim. [EG], [Mat]. TAam& mielessé pitden médrittelemme:

Masritelmé 2.42. Olkoon 0 < s < 00, A C R™ jaa € R™. Joukon A yld- ja ala-s-tiheydet pisteessd
a ovat

) H*(AN B(a,r))
©*(A,a) =1 )
()=l )
s .. JH*(ANB(a,7))
©;(A,a) = l%nrg(l)rif OBE .

Jos ©3(A,a) = ©*°(A,a), niin titd arvoa kutsutaan A:n (s-ulotteiseksi) tiheydeksi a:ssa ja mer-
kitdan ©°(A4, a):lla.

Tutkimme tiheyksid peitelauseita kdyttden. Palautetaan mieliin Reaalianalyysi [:std seuraava
Peruspeitelause ja Vitalin peitteen késite. Jos B on z-keskinen r-séiteinen avoin (suljettu) kuula,
niin 5B on z-keskinen 5r-séteinen avoin (suljettu) kuula.
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Lause 2.43 (Peruspeitelause). Olkoon F mielivaltainen perhe R™:n kuulia s.e.
D =sup{d(B): B € F} < oc.
Tdlloin on olemassa numeroituva (mahdollisesti ddrellinen) perhe G C F s.e.

B,NBj=0 VB;,Bj€G, B;# Bj, ts. G:n kuulat erillisii; ja

L Bc | 5B.

BeF Beg

Masritelmd 2.44. Olkoon V perhe R™:n kuulia. Sanomme, ettd V on joukon E C R™ Vitalin
peite, jos jokaista x € E ja jokaista € > 0 kohti on olemassa B € V s.e. x € B ja d(B) < . Perhe
V on suljettu (avoin) Vitalin peite, jos jokainen B € V on suljettu (avoin) kuula.

Lause 2.45 (Vitalin peitelause Hausdorff-mitoille). Olkoon 0 < s < oo ja olkoon V joukon E C R™
suljettu Vitalin peite. Silloin on olemassa numeroituva perhe erillisid kuulia B; € V s.e. joko

(246) S d(B) = o
=1

tai
(2.47) H(E\|JB) =0
i=1
Huomautus 2.48. Kéayttamalla ns. Besicovitchin peitelausetta saadaan Lauseen 2.45 vastine mie-
livaltaiselle R™:n Radon-mitalle (ks. Lauseet 5.2, 5.12).

Todistus. Voidaan olettaa, ettd 0 < d(B) < 1 kaikilla B € V. Valitaan kuulat induktiivisesti:
Olkoon Bj € V mielivaltainen. Oletetaan, etti erilliset kuulat By,..., B, € V on valittu. Olkoon

dpy =sup{d(B): BeV, BNB; =0 V1 <i<m}.

Jos d,, = 0, niin on oltava
m
E C U B;,
i=1
ja véite on siten todistettu ((2.47) pétee). Jos nimittdin olisi olemassa x € £\ U™ B;, niin

dist(z, U™, B;) > 0,

silld Ui, B; on kompakti. Koska V on E:m Vitalin peite, olisi silloin olemassa B € V s.e. v € B ja
BNU™,B; =0 jasiten dy, > 0.

Jos d,;, > 0, niin valitaan sellainen By,11 € V, ettd d(Bp,+1) > dp, /2. Jos tdmé valintaprosessi
ei padty milldén m, saadaan erilliset kuulat {B;}7°; C V. On siis nédytettévi: Jos

o
Z d(Bz)s < o0,
i=1

niin ehto (2.47) pétee. Tétd varten osoitetaan ensin, ettd

k 00
(2.49) E\NUBic |J 5B; VkeN.
i=1 j=k+1
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Jos nimittéin
k
zreE\ U B,
i=1

niin # € B € V, missii BN B; = () kaikilla 1 < j < k. Koska d(B,,) — 0, kun m — oo, niin
d(B) > 2d(Bp4+1) jollakin m. Télloin B:mn on leikattava jotain joukoista Bjyyi,..., B, muussa
tapauksessa

dpm > d(B) > 2d(Bpni1) > dp.

Olkoon B; ensimméinen kuulista By, ..., B,,, jota B leikkaa. Silloin

BNB; #0, d(B;)>d;j1/2>d(B)/2 ja k+1<j<m.

Siten B C 5B; ja (2.49) piitee.

[ss]8

Olkoon lopuksi § > 0. Kun k on riittdvan suuri, niin d(5B8;) < § kaikilla j > k. Siten
00 k
Hy(E\ | Bi) <H3(E\ | Bi)
i=1 i=1

<H;( J 5B))
j=k+1

< i d(5B;)*

j=k+1

o
=5 ) d(B;)" =0,
j=k+1

kun k — oo. Siten

Hy(E\|JBi) =0
=1

kaikilla § > 0 ja (2.47) pitee. O
Seuraava lause on hyddyllinen tutkittaessa s-joukkojen lokaaleja ominaisuuksia.

Lause 2.50. Olkoon 0 < s < 0o, A CR" ja H*(A) < 0.
(a) 27° < O*(A,a) <1 H*-m.k. ac A

(b) Jos A on H*-mitallinen, niin ©*°(A,a) =0 H*-m.k. a € R"\ A
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Todistus. Osoitetaan ensin (a)-kohdan vasen epayht#ls. Todetaan aluksi, etté

{z€A: 0%(A,z) <27} = fj (z€A: H(ANB(z,r) < (1 - 1/k)r* YO0<r<1/k}
k=1

=C},

ja osoitetaan sitten, ettd H*(Cy) = 0 kaikilla k& € N. Kiinnitetdéin k& € N, ¢ > 0 ja merkitdén
C = C}. Peitetdén C joukoilla Ej, j € N, s.e. 0 < d(E;) <1/k, CNE; #0 ja

i d(E;)* < H*(C) +e.

J=1

Jokaisella j valitaan z; € C'N E; ja merkitdin r; = d(E;). Koska C N E; C AN B(z;,7;), niin

W (C) < iHS(Cm E;)
j=1
< iHS(A N B(xj,75))
j=1

<> (1 =1/k)rs
j=1

NE

= (1-1/k) Y d(E))°

< (1—1/k)(H*(C) + ).

Il
—

Antamalla ¢ — 0 n&hdéén, ettd H5(C) =0, silld 1 — 1/k < 1 ja H*(C) < o0.

Todistetaan sitten (a)-kohdan oikeanpuoleinen epiyhtils. Koska H*® on Borel-sddnnéllinen (ul-
komitta), voimme olettaa, ettd A on Borel-joukko. Silloin Korollari 2.9:n nojalla H*_A on Radon-
mitta.

Kun ¢ > 1, niin olkoon
E={rxecA: 0%(A x) >t}

Haluamme néyttés, ettd H*(E) = 0. Olkoon § > 0 ja ¢ > 0. Koska H*LA on Radon-mitta, on
olemassa avoin U C R" s.e. E C U ja

HNANU) < H3(E) + <.

Jokaisella € E on olemassa side r, < §/2, jolla B(z,7;) C U seké jono séteitd r; < ry, r; — 0
s.e.

(2.51) H(AN B(z,r;)) >t(2r;)° VieN.

(Huomaa, etti jono r; riippuu x:sté, siis r; = r;(x).) Kéytetdin Vitalin peitelausetta E:n Vitalin
peitteeseen V = {B(x,r;): « € E, i € N}. Siten on olemassa erilliset suljetut kuulat {B;} C V s.e.

(252) HS(E \ Uij) = 0.
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Tallsin
H(E)+e>H(AND)
> M (ANBy)

J

> t H3(E NU;B;j)
> tH5(E),

missé viimeinen epdyht#lo seuraa (2.52):std ja Hj:n subadditiivisuudesta. Antamalla ¢ — 0 ja
d — 0, saadaan t H*(E) < H*(E) < oo. Siten H*(E) = 0, koska ¢ > 1.
Todistetaan lopuksi (b): Olkoon t > 0 ja

B={zxecR"\A: ©*(A,z) >t}

ja osoitetaan, ettd H°(B) = 0. Kiinnitetddn § > 0 ja ¢ > 0. Sovelletaan Lauseen 1.24 (b)-kohtaa
Borel-sédnnolliseen ulkomittaan H5 A (ks. Lemma 1.23). Koska (H*LA)(B) = 0, niin 1.24:n nojalla
on olemassa avoin U C R" s.e. B C U ja H*(ANU) < e. Jokaisella z € B on olemassa séde
0<r(x)<dse B(xr(z) cUija

H¥ (AN B(z,r(x))) >t (2r(2))".

Peruspeitelauseesta 2.43 seuraa, ettd on olemassa erilliset kuulat B; = B(z;,7(;)) s.e. B C U;5B;.
Siten

tH505(B) <t > d(5B;)°
=5% Y d(By)*
<5°) H(ANB;)
< 557—[2(14 nuU)
< 5%¢.
Antamalla € — 0 saadaan Hj,5(B) = 0, josta seuraa edelleen H*(B) = 0, kun § — 0. O

Korollari 2.53. Olkoot A, B C R™ H®-mitallisia s.e. B C A ja H*(A) < oo. Silloin H*-m.k. x € B
pdtee:
0% (A, x) =0"(B,x) ja O(Ax)=0LB,x).

Todistus.

H* (AN B(z,r)) _ H*((A\ B)N B(z,7)) +’HS(B N B(z,r))
(2r)® (2r)® (2r)® '

0
L2950 Hs-mk. z€B
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Maiésritelmé 2.54. Sanomme, etté piste £ € E on joukon E C R" s-sddnndllinen piste, jos
O™ (E,z) = 05(F,z) = 1.
Jos x € E ei ole s-sdédnnollinen, niin sanomme, ettid se on E:n s-epésddnnollinen piste.
Millaisen joukon H*-m.k. pisteet ovat s-sddnnollisia?
Lause 2.55. (a) Jos E C R" on 1-suoristuva ja H'(E) < oo, niin

olE,x) =0 (E,2) =1 H'-mk z<cE.

(b) Jos F C R? on tiysin 1-epdsuoristuva, niin
Ol(F x)<3/4 H'-m.k xcF.

Todistus. Sivuutamme (b)-kohdan todistuksen (ks. Falconerin kirja [Fal, s. 40-44]) ja todis-
tamme vain (a)-kohdan.

1. Olkoon E = T suoristuva kaari ja ¢ sen parametriesitys. Oletetaan, ettei x = 1(tp) € I" ole
I':n péétepiste. Silloin kaikilla riittdvén pienilld » > 0 on olemassa t; < g ja to > tg s.e.
Y(t1),¥(te) € OB(z,r) ja ¥]t1,t2[C B(z,r). Jos P on ortogonaalinen projektio x:n ja t(t1):n
kautta kulkevalle suoralle, niin

H (Y[t1,to] N B(x, 7)) > H (P(Y[tr, to] N B(z,7))) > 7.

P(t2)

T/J(tl)

Tarkastelemalla samoin projektiota x:n ja 1 (t2):mn véliselle suoralle havaitaan, ettd
HY (TN B(x,r)) >2r

kaikilla riittdvin pienilld » > 0. Siten ©L(I',z) > 1, jos x ei ole I':n péiitepiste. Lauseen 2.50
(a)-kohdasta seuraa nyt, etti

1<0lEr) <0 (Ex) <1
H'mk. z€ E=T.

2. Jos E C I', missid I on suoristuva kaari, niin (a)-kohdan viite seuraa edelld todistetusta ja
Korollari 2.53:sta.
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3. Yleisessi tapauksessa yliraja ©*1(E, x) < 1 H-m.k. 2 € E seuraa Lauseen 2.50 (a)-kohdasta.
T#td varten oletamme, etti H!(E) < co. Koska E on l-suoristuva, niin

E=FEuUlJE;,
J
missi H1(Ep) = 0 ja E; = ENT; C I'j, missd I'; on suoristuva kaari. Siten H!-melkein
jokainen E':n piste on jonkin Ej:n piste ja néin ollen

O.(E,x) > 0,(Ej,z) > 1

H'mk. x € E;. Siis OL(E,z) > 1 Hl-mk. z € E.

3 R™:n Radon-mittojen kompaktius- ja konvergenssilauseita

3.1 Rieszin esityslause

Téssé luvussa tarkastelemme vain R™:n Radonin mittoja, mutta uudesta nidkokulmasta: Selvitdmme
millaiset jatkuvien funktioiden operaatiot (“funktionaalit”) vastaavat integroimista Radon-mittojen
suhteen. Tdm4 tulee seuraavassa osiossa antamaan luonnolliset kompaktius- ja konvergenssikésitteet
R™:n Radon-mitoille.
Merkitaan
Co(R™) ={f € C(R"): supp(f) C R" kompakti}.

Téssd C(R™) on R™:n jatkuvien funktioiden f: R™ — R avaruus ja

supp(f) = {z € R": f(z) # 0}

on fm kantaja. Koska kaikki Cp(R"™):n alkiot ovat rajoitettuja funktioita, voimme varustaa Cp(R™):n
normilla

If1l = sup [f(x)].

z€R™

Seuraava tulos on ratkaisevan térkeé lukuisten sovellusten takia. Lause voidaan todistaa jokaisessa
lokaalisti kompaktissa Hausdorff-avaruudessa (ks. Rudin [Ru]), mutta alla esitettivd R™:mn tapaus
on helpompi, silld voimme kayttad Luvun 1 koneistoa, erityisesti metrisid ulkomittoja.

Miaritelmi 3.2. Kuvaus A: Cy(R™) — R on lineaarinen ja positiivinen funktionaali, jos
(i) Alafi + Bf2) = aA(f1) + BA(f2) kaikilla fi, fo € Co(R™) ja kaikilla a, 8 € R.
(ii) A(f) > 0 aina, kun f € Cy(R"™) ja f(z) > 0 Vz € R™.
Jos p on Radon-mitta R™:ssé, niin
D= [ fdu 1eCu®)
on positiivinen lineaarinen funktionaali. Nimittdin f on integroituva, silld f on rajoitettu ja kom-

paktikantajainen ja p(supp(f)) < oo, koska p on Radon-mitta.
Syvéllistd on, ettd myos kddnteinen pétee:
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Lause 3.3 (Rieszin esityslause). Olkoon A: Cy(R™) — R positiivinen ja lineaarinen funktionaali.
Silloin on olemassa yksikdsitteinen Radonin mitta p, tarkemmin mitta-avarvus (R™, Bor(R™), i),
jolle pdtee:

A(f) = A f(x) dp(x)
kaikilla f € Co(R™).
Rieszin esityslauseen todistusta varten tarvitsemme aputuloksen.

Lemma 3.4. (a) Olkoon V. C R" avoin ja K C V kompakti. Silloin on olemassa f € Co(R")
s.e.
supp(f) CV ja xk(z) < f(r) <1 Vo eR™

(b) OlkootV; CR™, j=1,...,m, avoimia ja K C U;nzl Vj kompakti. Silloin on olemassa funktiot
h; € Co(R™), joille pdtee

m
0<h; <1, supp(hj)CV; ja xkx < Zhj <1
j=1

Todistus.

(a) Merkitaan 6 = dist(K,0V). Koska K on kompakti, niin § > 0. Silloin funktio

f(z) = max (0,1 — %dist(x, K))

toteuttaa (a)-kohdan ehdot.

(b) Jokaisella € K on olemassa kuula B(z,r;), jolle B(x,2r;) C Vj jollakin j. Koska K on
kompakti, niin se voidaan peittda dérellisen monella téllaisella kuulalla, ts.

k
K C U B(xi,ry,).
i=1
Olkoon A; niiden suljettujen kuulien B(z;,7,,) yhdiste, joilla B(x;,2r;,) C V;. Silloin
m
A;CV ja Kcl A
j=1
Valitaan (a)-kohdan nojalla funktiot g; € Cp(R™) s.e.
x4; <gj <1 ja supp(g;) CVj.
Madritellddn sitten

hl = g1,
he = (1 —g1)g2,

hm = (1 - gl) T (1 - gmfl)gm-
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T4&lloin selvisti
0<h; <1 ja supp(h;) CVj.

Induktiolla m:n suhteen néhdasn, ettd >0, hj =1~ (1 —g1)-- (1 — gm). Liséksi
m
XK <> hp <1,
j=1
silld jos # € K, niin z € A; jollakin j jolloin 1 — g;(x) = 0 ja siten Y 7", hj(z) = 1.

Rieszin esityslauseen todistus. Maéritelladn
fu(0) =0
ja asetetaan
(V) = sup{A(f): f € Co(R"), 0< f<1ja supp(f) C V}
jokaisella avoimella joukolla V' C R™. Talloin suoraan méiritelmén nojalla

(3.5) 0 < (V1) < a(Va),

jos V1, Vo C R”™ ovat avoimia ja Vi C Vs.
Maaritelldan sitten

(3.6) ji(A) = inf{fi(V): ACV CR", V avoin}

jokaisella. A C R™ ja osoitetaan, ettd i on metrinen ulkomitta. T&ll6in R™:n Borel-joukot ovat
f-mitallisia Lauseen 1.18 nojalla.

1. Monotonisuus
fi(A1) < f(A2),  jos Ay C Ay,

seuraa suoraan (3.5):std ja méadritelmésté (3.6).
2. Osoitetaan ensin subadditiivisuus avoimille joukoille. Toisin sanoen, jos V; C R", j € N, ovat
avoimia, niin
[ee] (e}
(3.7) AU V) < D).
j=1 j=1
Téamén osoittamiseksi olkoon f € Cy(R™) s.e. 0 < f < 1 ja supp(f) C U?il‘/] Joukon

supp(f) kompaktisuuden nojalla

supp(f) C | V;-

=

1

J

Merkitédan K = supp(f). Lemman 3.4 (b)-kohdasta seuraa, ettd on olemassa funktiot h; €
Co(R™), joille pétee

0<h; <1, supp(hy) CV; ja xx <Y hj <l
j=1
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Silloin
f= i hif,
=1
supp(h;f) CV; ja 0<hjf<1 Vj=1,...,m,
joten . . .
AS) =Y Ahif) <D aVy) < DO av;).
j=1 j=1 j=1

Ottamalla sup yli kaikkien ,u(UJV) n médritelméssi “sallittujen” funktioiden f saadaan (3.7).
Olkoot sitten A; C R™, 5 € N, mielivaltaisia joukkoja. Kiinnitetdsn ¢ > 0 ja valitaan avoimet
joukot V; C R" s.e. A; CVj ja

Silloin

misté seuraa subadditiivisuus kaikille joukoille antamalla ¢ — 0. Olemme todistaneet, etté [
on ulkomitta.

. Olkoot Vi,V C R™ avoimia ja dist(V7, V2) > 0. Olkoon edelleen f; € Cp(R") s.e. 0 < f; <1

ja supp(f;) C Vj, j = 1,2. Silloin 0 < fy + fo < 1 ja supp(fy + f2) C Vi U V3, joten

A(f1) +A(f2) = AfL + f2) < (ViU Va).
Ottamalla sup yli kaikkien sallittujen funktioiden f; ja fo saadaan

(3.8) AR + i(Va) < 5(Vi UVa) 2 A(VA) + (V).

Olkoot sitten Aj, A2 C R™ mielivaltaisia joukkoja, joille dist(A;, A2) > 0. Kiinnitetdén ¢ > 0
ja valitaan avoin V' C R s.e. Ay U Ay CV ja

(V) < (AL U Ag) + <.
Valitaan sitten avoimet joukot V; C R™, j = 1,2, s.e. A; C V; ja dist(V1, V2) > 0. (Voimme
valita esimerkiksi V; = {o € R": dist(x, 4;) < %dist(Al,Ag)}.) Nyt A; CV;NV ja
dist(Vi NV, Vo nV) >0,
joten (3.8):n nojalla
(A1) + a(A2) < p(VinV) +p(Vanv)
VN (ViuW))

)
ﬂ(Al U AQ) +e.

A
= i
vV

IN N
7;:

Antamalla nyt € — 0 ndhd&én, ettd i on metrinen ulkomitta.
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4. Osoitetaan seuraavaksi, ettd fi on lokaalisti dérellinen: Jos B(z,r) C R"™, niin valitaan fy €
Co(R™") s.e. 0< fp <1 ja
XB(z,r) < Jo-
Téallsin f < fo kaikille fi(B(z, r))m mééritelméssé sallitulle funktioille f. Koska A(fo—f) > 0,
niin
A(f) < A(fo).

Ottamalla sup yli kaikkien téllaisten funktioiden f saadaan

f(B(z,r) = sup A(f) < A(fo) < oo.

f
Korollari 1.29:n mukaan
= fil Bor(R")
on Radon-mitta.
5. Vield on néytettiavi, ettd
A(f)= [ fdp

Rn
kaikilla f € Co(R™).

Olkoon f € Cy(R™). Voimme olettaa, ettd f > 0, silla f = fi — f_, missd fi = max(0, f) €
Co(R™) ja f- = max(0, —f) € Co(R™). Kiinnitetasdn ¢ > 0 ja asetetaan kaikilla k € N

fre(z) = max((k — 1)e, min(f(z), ke)) — (k — 1)e.

A

ke
(ke — 1)g [ g2 N

Selviésti 0 < fr < e ja fr € Co(R™) kaikilla k. Koska fr =0, jos (kK — 1)e > || f|loo, niin

F=>"f
k=1
jollakin m € N. Olkoon K (k) = {z € R": f(z) > ke}, k € N ja K(0) = supp(f). T4llsin
(3.9) EXK (k) < fr < EXK (k—1)5
joten

m

(3.10) z-:Z,u(K(k:))<;/Rnfkd,u:/wfdu<5;u(K(l€—1)).

k=1
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Toisaalta, jos 6 > 0, niin (3.9):n nojalla

IRV

jossakin K (k) ympéristossia W. Erityisesti
1
c(1+0)fk=yg
jokaisella p(W):n médritelméssé sallitulla funktiolla g € Cp(R™). Néin ollen
AL+ 0)fi) = ep(W) = ep(K (k)),

josta saadaan
A(fr) > ep(K (k)

antamalla § — 0. Vastaavasti fi/e on sallittu p(V):n médritelméssi jokaisella K(k — 1)m
ympaéristolla V', joten A(fx) < ep(V). Talloin mééritelmén nojalla

A(fr) < ep(K(k—1)).

Yhdistamalla ndmaé arviot saadaan

(3.11) D ep(K (k) <A(f) <e ) u(E(k-1)).

Antamalla ¢ — 0 ndhdéain, etta

ja siten p on etsitty Radon-mitta.

. Osoitetaan lopuksi p:n yksikésitteisyys. Olkoon w1 myds Radon-mitta, jolle

A(f) = Jdu
Rn

kaikilla f € Cy(R™). Olkoon V' C R™ avoin ja rajoitettu. Lemman 3.4 nojalla on olemassa
jono f; € Co(R"™) s.e.
0< fi(z) < folz) <+ < fiz) = xv(z)
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kaikilla z € R™. Monotonisen konvergenssin lauseen mukaan

m (V) = .lim /fj dpy
hm A(fa)

= lim /fj du
j—00

Koska Bor(R™) on avointen ja rajoitettujen joukkojen virittdmé o-algebra, niin p; = p
(Bor(R™):ssé).

O
Mééritellddin R™n Radon-mitan p kantaja, supp(u), pieninpéand suljettuna joukkona, jonka
ulkopuolella p hivida. Tasmallisemmin,

supp(p) = R™\ U{V: V C R" avoin ja p(V) = 0}.

Korollari 3.12. Olkoon K C R™ kompakti ja A: C(K) — R positiivinen ja lineaarinen funktio-
naali. Silloin on olemassa yksikdsitteinen ddrellinen Borel-mitta p joukossa K s.e.

- /K £(2) du(x)

Todistus. (HT) O

kaikilla f € C(K).

3.13 Mittojen heikko suppeneminen

Msaritelmé 3.14. Olkoot py, k € N, Radon-mittoja R™:ssd. Sanomme, ettd jono (uy) suppenee
hetkosti kohti Radon-mittaa u, jos

lim [ fduy= [ fdp

kaikilla f € Co(R™). Talloin merkitésin ju, — p tai py, — .
Esimerkki 3.15. (i) R:ssé pétee d; — 0.

(ii) Olkoon i, = 3 (81/k + G2k + -+ + 6 x) - Silloin kaikilla f € Co(R)

1 ke, [
/ P =32/ 2% | s

silld summat ovat funktion f tihenevid Riemannin summia valilld [0, 1]. Siis p — mq[0, 1].

Helpot esimerkit (kuten 3.15) osoittavat, ettei aina pade ux(A) — pu(A), jos pr — p. Kuitenkin
patee:

Lause 3.16. Olkoot u, pg, k € N, Radon-mittoja R":ssd s.e. py, — p. Tdlldin
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(a) limsupy,_, . pux(K) < p(K), jos K C R™ on kompakti,
(b) liminfy_, o pr (V) > u(V), jos V.C R™ on avoin.
Todistus.

(a) Olkoon K C R™ kompakti ja V' C R™ avoin s.e. K C V. Valitaan Lemman 3.4 (a)-kohdan
nojalla funktio f € Cy(R™), jolle pitee xx < f <1 ja supp(f) C V. Tillsin

p(V)> [ fdu
R’n

= lim fdug
k—o0 Rn

> lim sup pg (K).

k—o0

Koska tamé pétee kaikilla avoimilla V' O K, saadaan (a)-kohdan véite.
(b) Jos V' C R™ on avoin, niin olkoon K C V kompakti. Samoin kuin edelld saadaan, etti

w(K) <liminf pg (V).

k—o00

Koska p on Radon-mitta,
1(V) = sup{u(K): K C V kompakti},

joten (b)-kohta on todistettu.

3.17 Mittojen kompaktius

Mittojen heikko suppeneminen on paitsi luonnollinen my6s erittdin hyddyllinen késite. Rajoitettu-
jen Radon-mittojen perheet ovat nimittédin jonokompakteja. TAmé& on monissa tapauksissa ainoa
tunnettu keino konstruoida haluttuja mittoja (heikosti suppenevien jonojen rajamittoina).

Lause 3.18. Olkoon (uy) jono Radon-mittoja R™:ssd, jolle

sup p(K) < 00
k

kaikilla kompakteilla K C R™. Silloin on olemassa osajono (Mkj) ja Radon-mitta , joille
Py — M-
Lauseen todistamista varten tarvitsemme seuraavan aputuloksen.

Lemma 3.19. Normiavaruus (Co(R™),|-||), missd || f|| = sup{|f(z)|: = € R"}, on separoituva eli
on olemassa numeroituva tihed joukko F = {f;}52; C Co(R"). Toisin sanocen, jos f € Co(R") ja
e >0, niin ||f — f;|| < e jollakin f; € F.
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Todistus. (HT)
Lauseen 3.18 todistus. Oletetaan ensin, ettd

(3.20) sup ux(R") = A < 0.
k

Olkoon {f;}72, tihed joukko Co(R"):ssé. Oletuksesta (3.20) seuraa, etté

{/Rnflduk:k:EN}

on rajoitettu Rin osajoukko, joten on olemassa (ux)m osajono (u}) s.e.

1 k—oo
Jrdp, —— a1
]Rn

jollakin a; € R. Valitaan induktiivisesti jokaisella j > 2 jonon {uifl} osajono {ui} s.e.
i k—
/ fidyg, —= a;
R
jollakin a; € R. Silloin diagonaalijono {uﬁ}z‘;l toteuttaa

(3.21) lim /R fiduf = a;

k—o0

kaikilla j > 1. Olkoon L funktioiden f; virittdmé vektoriavaruus,

L={g=>) Xfj: A €R, meN}.
j=1

Asetetaan

Alg) = Ajay,
J

kun

g= Z Ajf-
j

Silloin (3.21):n nojalla
Ag) = lim [ gdpf

k—o0 Rn

kaikilla g € L. Erityisesti A on hyvin méaéritelty, positiivinen ja lineaarinen funktionaali L:ssa.
Lis#ksi (3.20):sté seuraa, etté

(3.22) [A(g)l < Allg|

kaikilla g € L. Jos f € Cp(R™) on mielivaltainen, niin valitaan jono (h;), h; € L, s.e.
I = hsll 7o,

ja asetetaan

A(f) = lim A(hy).

Jj—00
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Silloin (3.22):sta seuraa, ettd A on hyvin méiritelty Co(R"™):ssé ja (3.22) pitee kaikilla g € Co(R™).
Lisdksi A on positiivinen lineaarinen funktionaali C(R"):ssé&. Jos nimittédin f > 0 ja || f — k|| — 0,
niin liminf;_,(min h;) > 0, joten

A(f) = lim lim [ hjduf >0,

j—o0 k—oo Jrn

silld [ h; duﬁ > Amin(0, min h;). Rieszin esityslauseen nojalla on olemassa Radon-mitta p s.e.
A(f)= [ fdp
R

kaikilla f € Cp(R™). Osoitetaan seuraavaksi, ettd pf — p. Olkoon £ > 0. Kun f € Co(R™), niin
valitaan sellainen g € L, ettd || f — g|| < 55. Silloin suurilla k:n arvoilla

A = [ raik <09l + |80 - [ gkl +] [ 0=k

<e
<A[f —gll+e+Alf -4l
< 2e.

Siis ,ui — p. Lopuksi luovutaan vield oletuksesta (3.20). Oletuksesta, etti

sup pg(K) < oo
k

kaikilla kompakteilla K C R" ja edellé olleesta péaittelystd seuraa, ettd jokaisella m € N on olemassa
(pr)m osajono (up') s.e. {up': k€ N} C {u?_lz k € N} ja

upeB(0,m) — v™,
missé ™ on Radon-mitta, jolle supp(v™) C B(0,m). Silloin diagonaalijonolle uf pitee
m

pR_B(0,m) — v

kaikilla m € N. Siten v™_B(0,¢) = v, kun £ < m. Voimme siten miéritelli R™:n Radon-mitan p
asettamalla

w(E) =v (ENB(0,1)) + > v™(EN (B(0,m)\ B(0,m - 1))), E € Bor(R").

m>2

Kun supp(f) € B(0,myg), niin

[ ran=[ i = i [ raut,
R R~ k—o0 R

joten u’,ﬁ — L. ]
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4 Fraktaalien Hausdorff-dimensiosta

4.1 Massajaon periaate ja Frostmanin lemma

Hausdorff-mitan (ja -dimension) arvioiminen alhaalta on yleensd vaikeaa. Esitimme seuraavaksi
yksinkertaisen keinon, ns. massajaon periaatteen, joka usein ratkaisee kyseisen ongelman.

Lause 4.2. Olkoon K C R™ kompakti. Oletetaan, etti on olemassa R™:n Radon-mitta p s.e.
w(K) >0
ja
1(C) < cod(C)*

kaikilla kompakteilla C' C R™, joilla d(C) < &g, missi s > 0 ja dg > 0 ovat vakioita. Tdlldin
dimy (K) > s.

Todistus. Jos {E£;}32, on K:n d-peite ja 0 < § < do, niin

oo

0 < u(K) < p(lJE; <Zu ) <oy d(E;)° =co ) d(E))*
j=1 j=1 =t

Siten
H¥(K) > uw(K)/cp >0

ja néin ollen
dimy (K) > s.
O

Edellé ollut todistaa my0s seuraavan:

Lause 4.3. Olkoon X separoituva metrinen avaruus ja K C X. Oletetaan, ettd on olemassa X :n
ulkomitta p s.e. p(K) >0 ja
n(U) < cod(U)*

kaikilla U C X, joilla d(U) < &g, missi s > 0 ja 69 > 0 ovat vakioita. Talloin dimy (K) > s.

Esimerkki 4.4. Olkoon C(1/3) tavallinen Cantorin 1/3-joukko,

Cn(1/3) = UIm

n:n vaiheen approksimaatio, jolloin

C(1/3) =[] Cn(1/3).

n=1

Konstruoidaan seuraavaksi C(1/3):lle “luonnollinen” mitta p. Mé&éritelldéin jono Radon-mittoja

() asettamalla
3n
iy, = 2—nm1|_C (1/3), meN.
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Silloin

pn(Ing) =2"" Vi=1,...,2";
= — myl,; Vi=1,...,2";

ml(In,i) i
supp(pn) = Cn(1/3);
i (Cr(1/3)) = 1.

Ensimméisesta yhtélostd seuraa, ettéd
(4.5) pn (I i) =2"""-27"=2"" ¥Ym<n, Vi=1,...,2™.

(Téssa 2"~™ on I, ;n siséltdmien vélien I, ; lukumééra.) Néin ollen g, jakaa mitan “tasan”
Cantor-joukkoa approksimoiville vileille. Koska p,(R) = 1, voimme Lauseen 3.18 nojalla valita
osajonon (fi, ), joka suppenee heikosti kohti Radon-mittaa s,

fn, — M, kun k — oo.
Jos I, ; on m:nen vaiheen vali, niin olkoon U C R sellainen avoin joukko, ettd UNCyp,(1/3) = Iy ;.
Lauseen 3.16 nojalla
27 L5 lim sup pen, (Im,i) < p(Lm,i)

k—o0

< p(U) < liminf i, (U)
k—o00

(45) 5o

Siten
,U'(Im,i) = 27m7
joten (4.5) pétee myos p:lle, eli myds p on “tasan jakautunut” kaikissa vaiheissa n. Helposti
ndhdéén, ettd supp(p) = C(1/3).
Jos E C R on suljettu s.e.
37" < d(E) < 37"

jollakin n € N, niin E voi leikata korkeintaan kahta n:nnen vaiheen vilid I, ;. Néin ollen
W(E) < 2p(L,;) = 227" = 2. (37")° < 2. d(E)",
missd s = log 2/log 3. Siten Lauseen 4.2 nojalla

_ log2

dimy (C(1/3)) > s = log3’

Yhdistamélld tdmé (helposti todistettavaan) arvioon H*(C(1/3)) < 1 saadaan dimy (C(1/3)) = s.

Vastaavia péaéttelyjd voidaan tehdd muissakin yhteyksisséd. Niitd ennen todistamme seuraavan
perustuloksen.

Lause 4.6 (Frostmanin lemma). Olkoon K C R" kompakti ja s > 0. Silloin
HY(K) >0,
jos ja vain jos on olemassa R™:n Radon-mitta p s.e.

supp(p) C K, p(K)>0 ja p(B(z,r)) <cor® Yz € R", Vr > 0.
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Todistus. Suunta “<” seuraa Lauseesta 4.2. Jos nimittdin C' C R™ on kompakti, niin C' C
B(z,2d(C)) kaikilla z € C ja siten
u(C) < cd(C)*,

Suunnan “=" todistus on paljon vaikeampi. Siind kéytetddn ns. “stopping time”-tyyppisid argu-
mentteja. Téllaiset argumentit ovat erittdin hyodyllisid monissa eri yhteyksissé, mm. harmonisessa
analyysissa.

Voimme olettaa (ks. Lause 2.18 (c)), ettd K C [0,1)" ja H*(K) > 0.

Kutsumme kuutiota [0,1)" kertaluvun 0 dyadiseksi kuutioksi. Yleisesti kertaluvun m dyadiset
kuutiot ovat joukkoja, jotka ovat muotoa

o C o
Q:[Jl ,J_l)x[h ,Ji)x...x{ﬂ. 71_71),
2m 7 om 2m 7 om gm  gm

missd 1 < j1,72,...,0n < 2™, j; € N. Kertalukua m olevien kuutioiden sivunpituus on 27 ja
namé kuutiot saadaan siis jakamalla kertaluvun m — 1 kuutiot 2":44n yhtdsuureen osakuutioon
puolittamalla sivut. Olkoon

Dy = {Q: Q on kertaluvun m dyadinen kuutio [0, 1)":ssd}.

Q1 €D

Q2 € Dy

QeDo

Jokaista kuutiota @ € D,,, m € N, kohti on olemassa yksikésitteinen kertaluvun m — 1 kuutio
Q € Dy,—1, joka siséltdd Q:m (Q C Q).

Voimme olettaa (tarvittaessa skaalaamalla), ettd

K¢Q, josQeD.

Seuraavaksi kdytetdédn oletusta H*(K) > 0. Télloin nimittédin Hj(K) > 0 jollakin § > 0, jolloin

oo

(4.7) Zd(QJ)S > ag > 0,

j=1
aina, kun K peitetdén dyadisilla kuutioilla ); € U, D,,. Luvuksi ag voidaan valita esimerkiksi

ap = min{o®, Hi(K)}.
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Jokaisella m € N maééritelladn mitta u) asettamalla pt R™ \ [0,1)" = 0 ja jokaisessa kuutiossa
Q € D,:

Q= Q. jos QK £ 10,
(4.8)
@ =0, jos QN K = (.

Koska U{Q: Q € Dy} = [0,1)", niin (4.8) mé&irittelee R™:n Radon-mitan u;", jolle supp(upr) C
[0,1]". Seuraavaksi muokataan mittaa p méérittelemélld mitta p_; asettamalla

o LR™N\ [0, 1) =0
ja jokaisessa kuutiossa @ € D,,_1:

Him—1tQ = Hpe @, jos pm(Q) < 27 (m=Ds;
(4.9)

—(m—1)s . —(m—
pim—10Q = 2y Q- jos pp(Q) > 27,

Jatketaan samalla tavalla; mitta p,;, ; , saadaan mitasta j,; ; asettamalla jokaisessa kuutiossa
Q€ Dp—j-1:

tm—j1t@ = oyt Q, jos pum_i(Q) < 2-(m=i=Ds;
(4.10)

—(m—j—1)s

Q= gy Qs Jos pin_5(@Q) > 27(mTihs,

Lopuksi méérittelemme p™ = pg'. Konstruktion ideana on, ettei missdéin vaiheessa minkéin dya-
disen kuution mitta kasva. Siksi

(4.11) p"™(Q) <279% YQ eD;jaVi=0,1,...,m.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd mitoilla x™(R™) on positiivinen alaraja. Havaitaan, ettd konstruktion
nojalla jokaista z € K kohti on olemassa dyadinen kuutio @ € Dj, j = j(x), jolle z € @ ja
w™(Q) = 277% (vrt. (4.8) ja (4.10)). Valitaan kullakin 2 € K mahdollisimman suuri t#llainen
kuutio @ = Q(x). Silloin

(4.12) ™ (Qz)) = 2778 = ¢(n, s)d(Q(az))s
Lisiiksi, jos x, 2’ € K, niin joko Q(z) = Q(2’) tai Q(z) N Q(z') = (. Siten

L
Uew=[]a>oK

zeK i=1

ja (4.7):sta seuraa, etté
)4

Z d(Qq)* > ao.

i=1
Koska kuutiot @; ovat erilliset, niin saamme p™(R™):lle alarajan

14 14

(4.13) PR = u™(Qi) = c(n, ) > d(Qi)° > e(n, s)ag > 0.

i=1 i=1
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Nyt voimme asettaa
1

mo__ m
~pm@®!

Koska v™(R™) = 1, on Lauseen 3.18 nojalla olemassa osajono (¢") ja Radon-mitta pu s.e.
V"™ — p, kun j — oc.

Osoitetaan, ettd p on etsitty mitta.

Ensiksikin, koska supp(¢™) C [0,1]™ ja v™(R™) = 1, niin sama pétee rajamitalle u, ks. Lause
3.16.

Toiseksi, (4.8):sté seuraa, ettd supp(v™) sisdltyy K:n ¢(n)2~"-ympéristoon. Siten

supp(p) C K,

koska 27™i — 0. Erityisesti pu(K) = u(R™) = 1.
Olkoon sitten 2 € R” ja 0 < r < 1/4. Tarkastellaan dyadisia kuutioita Q; € Dy, missid 27¢ <
4r < 271 Tillgin korkeintaan 2" tillaista kuutiota voi leikata kuulaa B(z, 7). Nyt arvioista (4.11)

ja (4.13) sekéd Lauseesta 3.16 seuraa, etti
3.16
p(B(z,r)) < liminf ™ (B(z,r))
Jj—00
277.
< lim inf v™ (U Qi)
=1

J—00

(4.11) (2—€)s

< 2”1iminfm%
j=oo i (R™)

(4.13)

< cor’.

Jos r > 1/4, niin
p(B(z,7)) < pR™) =1 < 4%°.

Niin ollen kaikki Frostmanin lemman vaatimukset mitalle p ovat voimassa. U

Huomautus 4.14. 1. Selvésti Frostmanin lemma pétee kaikille F,-joukoille K C R".

2. Frostmanin lemma péatee myo6s kaikille R™:n Borel-joukoille K, mutta siind tapauksessa to-
distus on paljon vaikeampi.

Korollari 4.15. Olkoon K C R™ kompakti. Silloin

dimy (K) = sup{s: 3 tn-mitta p, jolle supp(n) C K ja p(B(z,r)) < cor® Vr >0, Vz € R"}

4.16 Itsesimilaarit fraktaalit

Olkoon X metrinen avaruus, ) # S C X ja e > 0. Joukko
S(e) ={zr e X: dist(x,S) < e}

on S:n e-ympéristo. Toisin sanoen,

Asetetaan ()(g) = 0.
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Mésritelmé 4.17. Joukkojen A C X ja B C X, A # () # B, vilinen Hausdorff-etdisyys on
dp(A,B) =inf{r >0: AC B(r),B C A(r)}.
Asetetaan dy (0,0) =0 ja dg(A,0) = dg (0, A) = oo, jos A # 0.

Esimerkiksi, jos A = {0} C R" ja B = B(0,r) C R", niin dg(A, B) = r. Helposti ndhdéaén, etta
“kolmioepayhtild” pétee kaikilla A, B,C C X:

Lemma 4.18. Jos A, B,C C X, niin dg(A, B) <dy(A,C)+dy(C, B).

Todistus. (HT)

Kuitenkaan dg ei ole vilttamittad metriikka, silld voi olla dy (A, B) = oo (esim. X = R?, A on
suora y = x ja B on suora y = —z), tal dg(A, B) =0, vaikka A # B (esim. X =R=A, B=Q).

Merkitdén X:n kompaktien epétyhjien osajoukkojen perhetta C(X):114, ts.

C(X) ={K: K C X kompakti ja epdtyhji}.
T&llsin pétee:

Lemma 4.19. Jos A,B C X owvat suljettuja ja A # B, niin dg(A,B) > 0. Erityisesti dg
mddrittelee metriskan C(X):ssd.

Todistus. (HT)
Rajoitutaan jatkossa R™:n tapaukseen.

Lemma 4.20. Metrinen avaruus (C(R™),dy) on tiydellinen.

Todistus. Olkoon (A;) Cauchy-jono (C(R"™),dp):sséd. Merkitéén

By,

I
e
=

ja osoitetaan, etté
o
(4.21) A=) B
k=1

on jonon (Aj;) raja-arvo dg-metriikassa. Koska (A;) on Cauchy-jono, niin dg(A4;, A1), i =1,2,...,
on rajoitettu jono. Siten
AZ' C A1 (?”)

jollakin r > 0 kaikilla i. Koska A1 (r) on rajoitettuna ja suljettuna joukkona kompakti ja

By C Ay (’I”)

on suljettu, niin By on kompakti. Erityisesti A on kompakti ja epatyhji kompaktien joukkojen
vihenevin jonon leikkauksena eli A € C(R™). On osoitettava, etté

dH(AZ‘, A) — 0,
kun ¢ — oco. Olkoon € > 0 ja ig niin suuri, ettd

du(Aj, Ap) <e/2
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kaikilla j, k > i¢. Silloin kaikilla ¢ > k

AZ' (- Aj(E),
joten
U A; C Aj (E)
i=k
ja
By, C Aj(2¢).
Erityisesti
A C A;(2e),

kun j > ig. Kééintéen, jos ¢ > ig ja x € A;, niin Hausdorff-metriikan méadritelmén mukaan jokaisella
Jj > ip on olemassa x; € A; s.e. |x — xj| < e. Talléin jono (z;) on rajoitettu. Olkoon y sen
kasautumispiste. Koska y € By, kaikilla k, niin y € A. Toisaalta |z — y| < &, joten

A; C A(Q&),
kun i > ip. Olemme néytténeet, ettd di(A;, A) < 2¢, kun i > . O

Huomautus 4.22. Metrisen avaruuden X tapauksessa pitee (ks. esim. [Ho3, Lause 3.7, Lause
3.10]):

1. Jos X on kompakti metrinen avaruus, niin (C(X),dy) on kompakti.

2. Jos
B(X) ={A C X: A suljettu, rajoitettu ja epatyhja}

ja X on tdydellinen, niin (B(X),dy) on tdydellinen.

Tarkoituksenamme on seuraavaksi soveltaa Banachin kiintopistelausetta taydellisessd metrisessé
avaruudessa (C(R"),dp). Palautetaan kyseinen lause mieliin topologian kurssilta (tai ks. [Ho4,
Lause 0.8]). Sitd ennen otetaan kdytto6n merkinta

for=fofoof
—
m kpl

kuvauksille f: Y — Y.

Lause 4.23. Olkoon (X,d) tiydellinen metrinen avaruus ja f: X — X aito kontraktio, toisin
sanoen f on L-Lipschitz vakiolla L < 1. Talloin f:lld on olemassa yksikdsitteinen kiintopiste xg €
X, so. f(xo) = xg. Lisdksi
zo = lim f"(y)
m—0o0
kaikilla y € X.
Olkoot sitten kuvaukset ¢;: R®™ — R", j =1,...,k, aitoja kontraktioita vakiolla ¢y < 1, ts.
i () —¥;(y)| <ol —y| Vo,yeR", Vji=1,... k.

Mééritellddn tdmén kontraktioiden perheen avulla kuvaus ¥: C(R™) — C(R"™) asettamalla

k
(4.24) w(4) = [ wa,
j=1
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kun A C R" on kompakti. Koska kuvaukset v; ovat jatkuvia, niin jokainen 1); A on kompakti ja
siten W(A) on kompakti (eli ¥(A) € C(R™)). Koska

i (V(A), U(B)) < masdiy (V;4,1;8) < o dir (A, B)

kaikilla A, B € C(R™), niin ¥ on aito kontraktio. Siten on olemassa yksikisitteinen kompakti joukko
F jolle

k
F=9(F)=]J¢F
j=1
Lisiiksi dy(F,¥°™(A)) — 0, kun m — oo, valittiinpa kompakti joukko A # () miten tahansa!
Joukkoa F' kutsutaan perhettéd {1; }2?:1 vastaavaksi invariantiksi joukoksi.

Esimerkki 4.25. Jos ¢1(z) = fz ja ¢o(z) = 2z + 2, = € R, niin perhettd {11,105} vastaava
invariantti joukko on Cantorin 1/3-joukko C'(1/3). Helposti nimittdin néhd&én, ettd

(C(1/3)) = i (C(1/3)) Uha(C(1/3)) = C(1/3),

joten viite seuraa (kiintopisteen) yksikésitteisyydest.

jne ...
A={0,1} W(A) WO2(A)

Tarkastellaan sitten perhetté kontraktoivia similariteetteja ¢;: R™ — R", s.o.

(@) = YY) = rjle —y| Va,y e RY,

ja0<r; <1Vj=1,... k. Talloin perhetta {1/13-}?:1 vastaavaa invarianttia joukkoa F' kutsutaan
itsesimilaariksi fraktaaliksi. Olkoon sitten s > 0 se yksikésitteinen luku, jolle

(4.26) rs=1.
1

k
Jj=

Téllainen yksikésitteinen s on olemassa, silli summa on s:n funktiona aidosti véihenevé, Zf rd =

=17
k>1jaZ§:1rj-—>0, kun s — 0.

Lause 4.27. On olemassa Radon-mitta u, jolle u(F) = p(R™) =1 ja

k
(4.28) wA) = rin(y;(A)
i=1

kaikilla Borel-joukoilla A C R™.

Todistus. Havaitaan aluksi, ettd korottamalla yhtdlon (4.26) molemmat puolet (mihin tahansa)
potenssiin m € N saadaan

(4.29) Yo priri) =1

1<g1500dm <k

Kiinnitetddn = € F' ja merkitdin
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missd m € N ja 1 < j; < k. Mééritelldan jokaisella m € N Radon-mitta

— . : eee . s
Hm = § (TJ1TJ2 TJm) (5xj1"'jm'

1<g1500dm <k
Silloin yhtélosta (4.29) seuraa, etté
um(R™) =1 Vm e N.

Koska
Ty € WM ({2}) C U(F) = F,

on oltava supp(pn,,) C F. Lauseen 3.18 mukaan jonolla (p,) on heikosti suppeneva osajono,
(4.30) Py = fs J —> 00,
missd p on Radon-mitta R™:ssé. Lisdksi Lauseen 3.16 nojalla

1 = Hmsup pip,; (F) < p(F) < p(U) < iminf pg,, (U) =1,

j—0o0 Jj—r00

kun U on F:n avoin ympéristo. Siten u(F') =1 ja supp(p) C F.
Itseasiassa, koko jono p,, — p, kun m — oco. Tdmén osoittamiseksi riittdd (4.30):n nojalla

niyttid, etti
[ee]
( f d#m)
Rn m=1

on Cauchy-jono jokaisella f € Cy(R™). Kiinnitetddn f € Cy(R™) ja € > 0. Tasaisen jatkuvuuden
nojalla on olemassa 1 > 0 s.e.

(4.31) |f(z) = fy)l <e, kun |z —y|<n.
Havaitaan, ettid
(4.32) d(j, 0+ 01, (F)) < (maxr; )™d(F) <,
~——
<1
kun m > mg ja mg on riittdvin suuri. Jos nyt £ > m > myg, niin

‘/Rn fdpe — /Rn fdﬂm‘ = ‘ > i) @gg) = > (i) (@)

J1sende Jiseensjm
missé jalkimméinen yhtalo pétee, silla

Z (T 15)° f (@grjn) = Z (1 75) S (@) Z (Pjma s = T50)°

J1sesde J1yeerdm JmA+1s--570

=1

= Y gy ) (@heg)-

J1yeerdm
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Koska
Tjyojy = Py 0y 00,y 00ty (x) € Py 0y (F)

er

ja
Tjyosjm € Yy © = i (F),
niin (4.32):n mukaan
%10 = Tjrosiim | <0

Néin ollen (4.31):n nojalla
‘/ fdﬂf_/ fd/ﬁm‘gs Z(le"'rjz)s:a
R R Joeede

Olemme osoittaneet, ettd koko jono i, — p.
Lopuksi havaitaan, ettd kaikilla f € Cp(R™),

Rnfdumz > F @)y )"

jl""7jm

- Z (ifowi(xjr'jm)ris)(rb"'ij)s

J2y-eesJm =1

:/R’“

(3o ritr o) ditm .
Koska koko jono p,, — u, niin téstd yhtélostd seuraa antamalla m — oo, ettd

"=l
(4.33) |orau= (irf(fou}i)) .
=1

Approksimoinnilla n&hdéén, ettd (4.33) pétee jokaisen Borel-joukon A C R™ karakteristiselle funk-
tiolle x 4. Néin ollen

ja yhtélo (4.28) on siten todistettu. O

Esimerkki 4.34. Olkoot F = C(1/3), ¥1(z) = 3z ja 1s(z) = 3z + 3 kuten Esimerkissi 4.25.
,1/3]) € [-2,-1] € R\ C(1/3), niin

Lauseen 4.27 antama mitta u toteuttaa

1(C(1/3)N[0,1/3]) = (1/3)°u(C(1/3)) = 1/2.
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Huomaa, ettd (1/3)° = 1/2, jos s toteuttaa ehdon (4.26) eli v{ + r5 = 1, r; = 1/3. Talloin
s = dimy, C(1/3). Samoin

n(C(1/3)N[2/3,1]) =1/2.
Iteroimalla havaitaan, ettd p on Esimerkissé 4.4 konstruoitu “tasan jakautunut” mitta. Itse asiassa
voidaan néyttdd, ettd u = H*.C(1/3).

Edellinen esimerkki herattééd kysymyksen: Jos F' on perheen {t; };‘-‘:1 antama itsesimilaari frak-
taali, niin méardytyyko dimy F' yhtélon

ratkaisuna? (Téssd r; on 1, skaalauskerroin.)
Helposti huomataan, ettd vastaus on ez, jos joukot ¢, F' menevit liikaa pééllekkéin:

Esimerkki 4.35. Jos ¢1(z) = (1 — &)z ja ¢a(z) = (1 —e)xz + ¢, kun z € R ja e € (0,1/2], niin

[0,1] = v¥1[0,1] Ue[0,1].
—— =
[07175} [571]
Néin ollen [0,1] on {1, 12} madrddmai itsesimilaari fraktaali. Nyt r{ +r5 = 2(1 —¢)® =1, jos (ja
vain jos)
log1/2
§=—"—.
log(1 —¢)
Nahdaén, ettd s — oo, kun ¢ — 0.

Esimerkin 4.35 kaltaisen tilanteen estamiseksi méadritellaan seuraava késite.

Maisritelmd 4.36. Similariteetit {1/13-}?:1 toteuttavat avoimen joukon ehdon, jos on olemassa
rajoitettu ja avoin joukko V C R” s.e.

k
(4.37) v(V)=|JuVcv
j=1
ja joukot 9;V ovat erillisié, ts.
(4.38) VNV =10, kuni#j.
Esimerkki 4.39. Olkoot F' = C(1/3) ja {11, 2} kuten Esimerkissi 4.34. Valitsemalla (esimerkik-
si) V = (0,1) havaitaan, etti
U(V)=1(0,1/3)U(2/3,1) CV,
—— =
=1V =2V

joten {11,12} toteuttaa avoimen joukon ehdon.

Lause 4.40. Olkoon {1); ?:1 perhe kontraktoivia sitmilariteetteja, jotka toteuttavat avoirmen joukon
ehdon. Olkoon F perheen {1; };?:1 mddrddmd itsesimilaari fraktaali. Jos r; on 1;:m skaalauskerroin
ja

(4.41) ri=1,

k
=1

J

niin 0 < H*(F) < co. Toisin sanoen, F on s-joukko, missi s mdadriytyy ehdosta (4.41). Erityisesti
dimy F' = s.
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Todistusta varten tarvitsemme useita aputuloksia.

Lemma 4.42. Oletetaan, etti {1); };?:1 toteuttaa avoimen joukon ehdon avoimella joukolla V- C R™.

(a) Jos F on {1/13-}?:1:7@ méadradmd itsesimilaari fraktaali, niin F C V.

(b) Olkoon V = {¢pj, 0---04,(V): 1 < j; <k, £ €N} JosUU €V jaUNU # 0, niin joko

UcU tai U CU.

Todistus.

(a)

Ehdosta (4.37) seuraa, etté )
v(V)cV.

Niin ollen B B B o
Vou(V)oU2(V)D .- DW°HV)D -

Koska dy (V°4(V), F) — 0, saadaan F C V.

Merkitaan
Vitja-je = ¢j1 °© ¢j2 00 ¢jz (V)
Ehdosta (4.37) seuraa erityisesti, etté ¢;V C V kaikilla j = 1,... k ja siten V} j,..;, C V. Jos
m > £, niin edellisestd havainnosta saadaan
(4.43) Vitjaejm = Vi © -+ 0 Y5, (Q/)je+1 00 wjm(v)) C Viijoeje-

cV

Riittaé siis osoittaa: Jos
(4'44) Vj1j2"'je N Vk1k2---kzz # ®>

niin j; = k; Vi = 1,..., . Jos nimittdin Vj jy...j,. N Viyky -k, 7 0 jollakin m > £, niin (4.43):m
nojalla myos (4.44) pétee. Tehdéén vastaoletus, ettd j; # k; jollakin ¢ € {1,2,...,¢} ja olkoon
N pienin n#istéd indekseistd ¢ € {1,2,...,¢}. T&lloin

1/}3'1 O"'O¢jN—1 :1/%1 O"'Ol/}kalv
Viiege C Viijn = 1/}3'1 ©---0 1/}jN—1(¢jNV) ja
Vkl'"k[ - Vk1~“k1\r = ¢k1 ©---0 wkN_l(Q/)kNV)v

missé 1,V Ny, V = 0 ehdon (4.38) mukaan. Nyt paidytidn ristiriitaan, sillé t&llsin olisi
Vireje M Vi ook, = 0 kuvauksen v, o+ -0, | = g, 0-- -0, _, injektiivisyyden nojalla. O

Lemma 4.45. Olkoon {V;: j € J} kokoelma erillisié R™:n avoimia osajoukkoja s.e. on olemassa
positiiviset vakiot o, 8 ja R ja jokaisella j € J pisteet xj,x;, joille pdtee

B(zj,aR) C V; C B(x}, BR).

Silloin mikd tahansa R-sditeinen kuula B(x, R) leikkaa korkeintaan q:ta joukkoa Vj, missd q <
(I+28)"a™™.

Todistus. Jos B(x, R) NV, # (), niin

B(zj,aR) C V; C B(z,(1+28)R).
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Viite seuraa nyt vertaamalla aR- ja (1 + 23)R-séteisten kuulien tilavuuksia (eli m,-mittoja) ja
kiyttamalla joukkojen Vj ja siten kuulien B(xzj, aR) erillisyytté. U
Seuraavassa lemmassa kuvausten 1, ei tarvitse olla similariteetteja.

Lemma 4.46. Olkoot 11, ...,y aitoja kontraktioita R™:ssd,
[j(x) =) < rjle —yl, Va,y eR", Vji=1,... k.

Jos 2?21 ri =1, niin

H3(F) < oo,
kun F' on perhettd {wj};?:l vastaava nvariantti joukko. Erityisesti, dimy F < s.

Todistus. Palautetaan aluksi mieliin, etta
k
(4.47) F=9(F)=]J¢F
j=1

Olkoon ¢ > 0. Merkitdian
Fjy gy = bjy 00, (F).

Olkoon ¢ niin suuri, etté
(max{ry,...,r ) d(F) <.
Silloin
d(Fjl---je) ST Tjed(F) <4,
joten

{‘Fb'l“‘jl: 1 S j17j27°°° 7j€ S k}

on F:n d-peite, silld iteroimalla kaavaa (4.47) saadaan

k
F=v'F) = |J Fyuy

J1yeje=1
Niin ollen

W< Y yem)dE) =) () = oy

1<j1,92,-Je<k J=1

Antamalla § — 0 ndhdéén, ettd H*(F) < d(F)*® < oc. O

k
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Lauseen 4.40 todistus. Oletetaan, ettd avoimen joukon ehto pétee kontraktoivien similaari-
teettien perheelle {1); 5?:1 rajoitetulla ja avoimella joukolla V. Olkoon F' tédtd perhettd vastaava
itsesimilaari fraktaali. Lemman 4.46 mukaan riittdd nayttas, etté

HE(F) > 0.

Frostmanin lemman (Lause 4.6) nojalla riittd4 osoittaa, ettd Lauseessa 4.27 konstruoitu mitta
toteuttaa arvion

(4.48) u(B(z,0)) < co’

kaikilla x € R™ ja kaikilla o > 0. Kiinnitetdin kuula B(x, ), missi o < 1. Merkitddn ryy, =
min{ry,...,r;}. Olkoot g € V ja a, 8 > 0 sellaisia, ettd

(4.49) B(zg,a) CV C B(xo, ).

Olkoon J = {j1,J2,...} € {1,...,k}" pisttymiton jono. Jokaista tillaista jonoa .J vastaa pienin
indeksi ¢ = £(J) > 1, jolle

(4.50) Tmin@ < Ty Tjy Ty < 0-

Olkoon
S={01,--sdeny): J € {1,..., kMY
nédin saatujen katkaistujen jonojen joukko. Lemman 4.42 (b)-kohdan (tai itse asiassa sen todistuk-
sen) mukaan joukot
Vivjaejer  (J15d2,---,Je) € S,
ovat télloin erillisia. Koska s-séteisen kuulan kuva similariteetissa on ts-séteinen kuula, missé ¢ on

similariteetin skaalaustekijd, niin kaavasta (4.49) seuraa, ettd kukin Vj j,...;, sisltdad arj, ---7j,-
sateisen kuulan ja sisdltyy (rj, - - - r;,-séteiseen kuulaan. Toisaalta (4.50):n nojalla

TminCQ < Qrj - Ty, < /Brjd 7 < Bo;

joten Lemmasta 4.45 seuraa, ettd kuula B(z, ) voi leikata korkeintaan gm joukon Vj,...5,, (ji,-..,je) €
S, kanssa, missi g < (1 + 26)™(armin) "
Seuraavaksi ndytdmme, etti kaikilla Borel-joukoilla A C R"”

(4.51) pA) = > w0y, 00 01hy,) A (g, - ms,)%
(J1s--J0)ES
Lauseen 4.27 mukaan

k

(4.52) w(A) = 5" u(w; Ay,

i=1
Tarkastellaan niitéd indekseja i € {1,...,k}, joilla (4, j2,...,J¢) € S joillakin ja, ..., js. Sovelletaan
(4.52):a joukkoon ;' A, jolloin

p( Ay = iy e A) = ) (w0 ) T A) (riry)”.

J J

Toistamalla tété prosessia padddymme dérellisen monen askeleen jilkeen kaavaan (4.51).
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Koska supp(p) C F C V, niin

H((¢j1 OO0 1/}3'@)_13(% Q)) # 0,
vain jos
(Q/)jl O O%‘z)(F) N B(l‘,g) G 0.

Mutta silloin myos

Vire N B(w,0) # 0

ja edelld olleen mukaan néin voi kdyd#d korkeintaan g:lla indeksijonolla ja niilld pétee (4.50):n
nojalla
Tjy T < 0

Sijoittamalla tdmé tieto (4.51):44n saadaan

N(B($7Q)) = Z M((¢j1 O¢j2 O"'Owje)ilB(xvg))(le "'Tje)s

(jl,...7j£)68
< quR")e’

=cp0°
kaikilla z € R” ja kaikilla 0 < o < 1. Jos g > 1, niin

1(B(z,0)) < p(R™)o".

Esimerkki 4.53. Cantorin joukko C'()\) on perheen {1, 12},
Pi(x) = Az, Yo(x)=Az+1- )\, z€R,

maarddma itsesimilaari fraktaali. Nyt

log(1/2) log 2
SLS =2\ =1 = 5= - :
SR § log A log(1/\)

Liséksi {11, 12} toteuttaa selviisti avoimen joukon ehdon, joten

log 2
dimy C(N) = ———.
i O = og /)
Lause 4.40 kattaa useita tunnettuja perusfraktaaleja. Nditd ovat Cantorin joukkojen lisdksi mm.
“Sierpinskin kolmio” ja “von Kochin kiyrd” (“lumihiutalekdyrd”). Tarkastelemme néitd lihemmin
harjoitustehtévissa.

4.54 Itsesimilaarin fraktaalin piirtidminen satunnaiskivelylla

Fraktaalin piirtdminen onnistuu periaatteessa valitsemalla piste x( ja laskemalla iteraatiot W°({zo}),
silld dg (F, ¥°™({zo})) — 0, kun m — oo. Kuitenkin (pahimmassa tapauksessa) card U°™({zo}) =
k™, missd k on similariteettien lukumééré, joten kiytdnnossid tietokoneen muisti tukkeutuu no-
peasti.

Parempi (oikeampi) tapa piirtdmiseen on seuraava stokastinen algoritmi, jota kiyttamalla tie-
tokoneen muistirasitus on minimaalinen.
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Algoritmi 4.55. Piirretdéin invariantti joukko F' seuraavasti:

1. askel: Valitaan l&htopiste g € F' (esim. jonkin similariteetin kiintopiste, joka on helposti

16ydettavissi).
2. askel: Oletetaan, ettd pisteet xg,...,zy_1 on konstruoitu ja piirretty. Valitaan indeksi
Jj €{1,...,k} satunnaisesti (ts. heitetddn noppaa, jossa on k tahkoa) ja asetetaan

xp = Yj(xe_1).

3

Toistetaan 2. askelta “rajatta”.

Tulos: Todennékoisyydelld 1 pétee:
(4.56) lim dg({zg,z1,...,2¢}, F) =0.
£—00

Haluamme seuraavaksi muotoilla ja todistaa edellisen véitteen (4.56) tarkasti. Tarvitsemme
stokastiikasta vain seuraavan tuloksen:

Lemma 4.57. Olkoon Q = {1,2,...,k}" = [[,en{1,2,... .k} ja Xo: Q = {1,..., k} projektio
Xo(w) =wy, kunw = (wi,wa,...,wr 1,wWe,Wei1,--.) € L.
Olkoot p; >0, j=1,...,k, s.e. Z;?:lpj = 1. Olkoon F joukkojen
X, 'G) ={we Q: Xyw) =4}, je{l,....k}, LEN,

virittimd o-algebra Q:ssa. Silloin on olemassa yksikdsitteinen todenndkdisyysmitta P (mitallisessa)
avarvudessa (Q, F) siten, ettd

(4.58) P({w € Q: Xy(w) =jo, 1 <L<m}) =pjipjs - - Pjn
aina, kun m > 1 ja j1,72,...,Jm € {1,..., k}.
Todistus. Kysessd on tulomitan P konstruointi tuloavaruudessa
Q={1,.... kN =T[{L.... %}
LeN
siten, etta
P= g X pug X oo X g X o
missé
pe=p: PEL ..k} = [0,1), u({5}) = p;
kaikilla 1 < 5 < k. Kun

Gm - {WE Q: w1 :jl,OJQ :j27--~7wm:jm} :{(j17j27°°'7jm)} X H{177k}7 mENa
>m

niin asetetaan (vrt. (4.58))

P(Gm) = pjrPjo -+ - Pjm
ja P(0) = 0. Joukkojen G,,, m € N, #érelliset yhdisteet ja () muodostavat algebran A, johon P
laajenee. Voidaan osoittaa, ettd télloin P: A — [0,1] on o-additiivinen [ks. esim. Williams: “Pro-

bability with Martingales”]. Viite seuraa tdmén jélkeen Carathéodory-Hahnin laajennuslauseesta
1.44. O
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Huomautus 4.59. Ehdosta (4.58) seuraa, etté jokaisella ddrelliselld J C N pétee

(4.60) P({w € Q: Xy(w) = jo VL € J}) = [ pse-
led

Todenn#koisyyslaskennan kielella:

e (Q,F,P) on “todennikoisyysavaruus”,

e (2:n mitalliset joukot (€ F) ovat “tapahtumia”,

e Lemman 4.57 mukaan “satunnaismuuttujat” X, ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita,
e X, on “/:nnen nopanheiton tulos”,

e tapahtuma A C Q (so. A € F) “sattuu melkein varmasti (m.v.)”, jos P(4) = 1.

Esimerkki 4.61. Olkoon 2 = {0,1}" ja pg = p; = 1/2. Kuvaus J: Q — [0, 1],
[e.e]
J(w) = Zwﬂ_e,
/=1
on surjektio ja P(A) = mq(JA). Itse asiassa, Korollari 4.63:n nojalla on olemassa joukko B C

s.e. P(B) =1jaJ: B —[0,1] on bijektio.

Seuraava lemma sanoo, ettd Lemman 4.57:n mukainen indeksien 1,2,... )k satunnaisjono w
siséltéd segmenttinddn melkein varmasti minké tahansa aérellisen jonon indeksejé 1,..., k.

Lemma 4.62. Olkoon (2, F,P) kuten Lemmassa 4.57 ja a = (a1, ...,an) € {1,2,...,k}"™, m > 1.
Silloin
P{w = (we)p2q € Q: (wj,Wjt1,---,Wjtm—1) = a jollakin j € N}) = 1.
Todistus. On siis osoitettava, ettd P(A4,) = 1, kun A, C © on tapahtuma
Ay ={w = (wr)i2; € N (W), Wjt1, ..., Wjrm—1) = a jollakin j € N}.
Kun r > 1, niin merkitdan
B, = {w e Q: (wrm_|_1, Wrm42s -« - ,w(rJrl)m) =+ a}.

Silloin ehdon (4.58) mukaan tapahtumat B,, r = 1,2,..., ovat “riippumattomia”, eli pétee

P(Bl NByN---N Br) = ]P)(Bl)]P)(BQ) s P(Br)
= (1 - 8)T7

missé
S = Pa1Pas ** * Pam S (07 ]-)
Koska A C By N---N B, kaikilla » > 1, niin
P(AS) <P(Bin---NB,)=(1-s)—0,

kun r — oo. ]
Saamme téstéd helposti seuraavan vahvemman tuloksen:
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Korollari 4.63. Olkoon (2, F,P) kuten Lemmassa 4.57. Silloin melkein varmasti jono w € £}
sisdltid jokaisen ddrellisen jonon a € {1,2,...,k}™, m =1,2,..., segmenttinddin. Toisin sanoen,
P({w € Q: w = (wy)j2, sisdltid segmenttinddn jokaisen
adrellisen jonon a € {1,...,k}", Ym € N}) = 1.

Todistus. Adrellisii jonoja a € {1,2,...,k}™, m € N, on vain numeroituva mééri. Néin ollen,
jos A, on kuten edellé, niin

P (OAG> =P(Q)—P (Q\OAa>

=1-P (UA;)
>1-> P(AY) =1,

koska Lemman 4.62 nojalla P(AS) = 0 jokaisella &érelliselld jonolla a € {1,...,k}™, m e N. O
Nyt voimme osoittaa, ettd tdmén kappaleen alussa kuvattu algoritmi tuottaa fraktaalin F'.

Lause 4.64. Satunnaisalgoritmi 4.55 konvergoi m.v. kohti itsesimilaaria joukkoa F, ts. (4.56)
padtee.

Tarkemmin ilmaistuna: Kutakin jonoa w = (wy)j2, vastaa jono similariteetteja (1;,)52, seké

joukko {zy: £ € N} C F,
xp =27 =Py, (27 1), £>1, x5 = xp.
T&llsin
P({w € Q: dy({zo, 2%, 2%, ..., 25}, F) 2225 0}) = 1.

Todistus. Koska zg € F ja 1;(y) € F', jos y € F', niin {z}': £ € N} C F kaikilla w € Q. Siten
riittda osoittaa, etté
(4.65) P({w e Q: {z7: £ € N} C F tihed}) = 1.

Korollari 4.63 nojalla voimme tarkastella vain sellaisia jonoja w € €, jotka siséltédvét segmenttindén
kaikki #érelliset jonot. Olkoon jatkossa w téllainen jono.
Olkoon z € F' ja € > 0. Talloin

|2 = 1hj, 0 g,y © -+ 0 s 09y (w0)| < &/2

sopivalla indeksijonolla (j1, jo, ..., j¢) (HT). Koska w sisiltdi segmenttindén tdménkin jonon, niin
on olemassa m € N s.e.
(wm+1>wm+2> s >wm+f) = (j1>j27 .- 7jf)a
jolloin
Tt = Vi 00y (), € F.
Nyt

|z — 25 ol <z —hj, 00 thy (o) + [, 0 0y, (o) — by, 0 -+ 04y, (2,)]
<e/24d(yj, 00y (F))
< /2 + (Tmax)d(F)
<e,

kun ¢ on riittédvin suuri (ja riippumaton w:sta tai m:sti). O
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Huomautus 4.66. (a) Lauseen 4.64 todistuksessa ei vaadittu, ettd todennékoisyys valita simi-
lariteetti ¢; olisi sama kaikilla j = 1,...,k (eli p; = 1/k). Lause 4.64 siis osoittaa, etté algo-
ritmi tuottaa fraktaalin F', ovatpa naméi (kiintedt) todennikoisyydet valittu miten tahansa,
kunhan p; > 0 ja 2?21 pj = 1.

Toisaalta p;:den valinta vaikuttaa siihen kuinka nopeasti satunnaisalgoritmi konvergoi kohti
F:44. Voidaan osoittaa, ettd paras suppenemisvauhti saadaan, kun valitaan

(4.67) pj =rj, missi 77 =1 jar; on ¥;m skaalaustekija.

k
=1

J

(b) Algoritmissa ei ole tirkedd, ettd zo € F, silld ¢);:den aidon kontraktisuuden takia alkupisteen
vaikutus véhenee nopeasti. Télloin siis dg ({@m, Tm+1, Tm+2, - - - s Tmye ), ') saadaan melkein
varmasti niin pieneksi kuin halutaan valitsemalla m, ¢ € N sopivasti.

(¢) Lause 4.64 pitee selvisti kaikille aidoille kontraktioille, ei siis pelkistidéin similariteeteille.
Yleisessé tapauksessa optimaalisten todennékoisyyksien valinta (vrt. (4.67)) ei kuitenkaan
ole ilmeista.

4.68 Rieszin kapasiteetti

Téssé kappaleessa tutustumme toiseen tapaan mitata joukkojen kokoa, ns. Rieszin kapasiteettiin.
Olkoon s > 0 ja p ei-triviaali Radon-mitta R™:ssid. Mitan p s-energia on

Lause 4.70. Olkoon A C R™ kompakti ja s > 0.

(a) Jos on olemassa ddrellinen ei-triviaali Radon-mitta (v s.e. supp(pu) C A ja Is(p) < oo, niin

silloin H*(A) = oo.

(b) Jos H'(A) > 0, niin on olemassa Radon-mitta u, jolle supp(u) C A, u(R™) =1 ja Is(u) < oo
kaikilla 0 < s < t.

(c) dimy A = sup{s: 3 Radon-mitta p, p(R™) = 1, supp(p) C A ja I;(n) < oo} (tulkinnalla
supd =0).

Todistus. Havaitaan aluksi, ettd (c)-kohta seuraa (a):sta ja (b):sté.

(a) Voidaan olettaa, ettd u(R™) = pu(A) = 1. Oletuksesta ja Fubinin lauseesta seuraa, etti

d
/ 1Y) <oo pmk.zx €A
R T —yl®

Dominoidun konvergenssin lauseesta sovellettuna esim. funktiojonoon

_, XB@a/) (y)

, keN
|z —yl*

seuraa, ettd tallaisilla x € A pitee

(4.71) lim dnly) .
=0 JB(z,r) |x - y|s
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Olkoon € > 0. Kun r on riittdvan pieni, niin (4.71):n nojalla

/ du(y) <e
B(z,r) |.1‘ - y‘s

lu(B(x,r))g/ du(y) <e,

e B(z,r) |x - y|s N

Tastd saamme arvion

eli
p(B(z,7)) <er® Vr<é,.

Siten on olemassa ¢ > 0 ja osajoukko B C A, jolle u(B) > 1/2 ja
(4.72) pw(B(z,r)) <er®, kunr<éjaz € B.

Joukot By, = {z € A: p(B(z,r)) < er® Vr < 1/m} ovat nimittdin suljettuja (ylim. HT),
erityisesti siis Borel-joukkoja: Lisdksi B,, C B,,+1, joten

m—0o0

lim p(By,) = ,u(U Bp) =1.

Valitaan sitten B:lle §/3-peite {E;} s.e. BN E; # () Vi ja

e}

> d(E;)* < Hjs(B) + 1.

i=1
Jokaisella ¢ valitaan piste x; € B N E; ja merkitdén r; = d(E;). Silloin

< u(B) < 3 (Bl ) L e 3 ony
=1

=1
< g2° (H§/3 B) +1)
< e2°(H°(A) +1).

DN | =

Antamalla ¢ — 0 ndhdéén, ettd H5(A) = oo.

Jos H!(A) > 0, niin Frostmanin lemman nojalla on olemassa R™:n Radon-mitta u s.e. u(R") =
1, supp(p) C A ja

(4.73) n(B(z,r)) < cor’

kaikilla x € R" ja kaikilla » > 0. Kéytetd&n seuraavaksi Reaalianalyysi I:std tuttua kaavaa
([Ho2, Lemma 3.15]):

(474) fap= [ ulty € B 1) > X)) ax
R™ 0
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misséd f > 0 on p-mitallinen. Soveltamalla kaavaa (4.74) funktioon f(y) = |r — y|~° saadaan
(e e}
[ le=aldnt) = [y e R o=l > 43)

(e}

:/ p(Bla, N7V dh (r= A5 rm0 =)
0 (e}

= s/ w(B(z,r))r—="tdr
0

1 0
< cos/ rt=s L ar + s/ M(Rn)r*sfl dr
0 1

_ 08 +1 < oo.
t—s

Integroimalla lopuksi vield x:n suhteen saadaan

CoS

Is(p) < +1 < 0.

t—s

Kun A C R™, niin merkitdin
My (A) = {p: p Radon-mitta R™:ssé, supp(u) C A kompakti, u(R™) = 1}.

Maéritelmi 4.75. Olkoon A C R" ja s > 0. Joukon A (Rieszin) s-kapasiteetti on

Cs(A) = sup{ € Mi(A)}.

1
Ls()
Huomautus 4.76. 1. Yksion {z¢} s-kapasiteetti on nolla kaikilla s > 0 (HT).

2. Jokaisen rajoitetun joukon s-kapasiteetti on &érellinen.

3.
Cs(A) >0 <<= JueMi(A)se I(p) < .

Esimerkki 4.77. Olkoon A = [0,1] ja s € (0,1). Silloin

1
d
ImY) g, < oo
0 |z —yl

kaikilla = € A. Siten I;(miLA) < oo ja Cs(A) > 0, jos 0 < s < 1. Toisaalta I () = oo kaikilla
we Mi(A), joten C1(A) =0 (HT).

Térkedd ei useinkaan ole Cs(A):n suuruus, vaan se, onko C(A) nolla vai ei. Voimme nyt muo-
toilla uudelleen Lauseen 4.70.

Lause 4.78. Olkoon A C R™ kompakti ja s > 0.
(a) Jos H*(A) < oo, niin Cs(A) = 0.
(b) Jos Cs(A) = 0, niin H'(A) = 0 kaikilla t > s.
(c) dimy A = inf{s: C5(A) = 0}.
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5 Derivointi

Tésséd luvussa tdydenndmme Reaalianalyysi I:n (Luku 3) derivointiteoriaa.

5.1 Besicovitchin peitelause ja Vitalin peitelause R":n Radon-mitoille

Yleistdmme aluksi Vitalin peitelauseen koskemaan kaikkia R™:n Radon-mittoja. Tdh&n tarvitsemme
seuraavan Besicovitchin peitelauseen. Se poikkeaa ns. peruspeitelauseesta (Reaalianalyysi I, [Ho2,
Lause 3.3]) siind, etteivéit kuulat ole erillisid. Kuulien péillekkéisyys on kuitenkin rajoitettua.

Lause 5.2 (Besicovitchin peitelause). On olemassa dimensiosta n riippuvat luonnolliset luvut P(n)
ja Q(n) niin, etti seuraava pitee: Olkoon A C R™ rajoitettu ja B perhe R™:n suljettuja kuulia s.e.
jokaista x € A kohti on olemassa B(x,r) € B. Talldin:

(i) On olemassa numeroituva (mahd. ddrellinen) kokoelma kuulia B; € B, jotka peittivit A:mn ja
jokainen R™ piste kuuluu korkeintaan P(n):ddn kuulaan B, ts.

xa <) xs < P(n).

2

(ii) On olemassa numeroituvat perheet By, ..., Bgm) C B s.e.
Q(n)
Ac ( U B)
i=1 DBeB;
ja jokaisen perheen B;,i =1,...,Q(n), kuulat ovat erilliset eli

BnB =0, josB,B' €B;, B#DB.

Todistus perustuu R" geometrisiin ominaisuuksiin. Seuraamme Mattilan kirjan [Mat] esitysté.
Lemma 5.3. Olkoot z,y € R" pisteitd, joille 0 < |z| < |z —y| ja 0 < |y| < |z —y|. Silloin
x

‘i T
yl ]

— 9

ts. vektoreiden = ja y vilinen kulma on vihintddn /3.

Todistus. Soveltamalla kiertoa ja skaalausta voimme olettaa, ettd n =2, x = (1,0) ja |y| < 1.
Silloin |y — x| > |z| =1 ja (ks. kuvio)

koska y ¢ B(x,1). Siten
x

Y
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O

Lemma 5.4. On olemassa vain dimensiosta n riippuva vakio N(n), jolle pitee: jos r1,...,15 >0
ja x1,...,x € R" toteuttavat ehdot

(a) xj & Bwi,rs), kun j # i ja
(b) Ny Blwi,ri) # 0,
niin k < N(n).

Todistus. Voimme olettaa, etti 0 € NF_, B(x;,1;), jolloin |z;| < r; ja (ehdon (a) nojalla) z; # 0
kaikilla 1 <4 < k. Siis
|xl| <r < |3:Z — x]",

jos @ # 7, ja Lemman 5.3 mukaan

ZTj Zj

(5.5)

il gl

kun i # j. Joukko 0B(0,1) C R™ on kompakti, joten se voidaan peittdd N (n):114 suljetulla 1/2-

siteiselld kuulalla B(ye,1/2),f = 1,...,N(n). Nyt on oltava k& < N(n), silli muuten joillakin

indekseilld 1 < i,j < k,i # k, pisteet x;/|x;| ja z;/|z;| kuuluisivat samaan kuulaan B(y,,1/2),

miké olisi ristiriidassa (5.5):n kanssa. O
Besicovitchin peitelauseen todistus.

(i) Valitaan jokaisella € A kuula B(z,r(z)) € B ja merkit#in

M, = supr(z).
€A

Koska A on rajoitettu, voidaan olettaa, ettd M; < oco. (Muussa tapauksessa riittad valita
yksi ainoa riittdvén iso kuula B € B.) Valitaan x; € A s.e. r1 > M;/2 ja tdmén jilkeen
induktiivisesti

J
i1 € A\ U B(z,r(z;)) s.e r(xjp1) > My/2
i=1
niin kauan kuin mahdollista. Koska A on rajoitettu ja |z; — x;| > M;/2, kun i # j, niin
prosessi paittyy ja saamme pisteet z; ja kuulat B; = B(x;,r(z;)), i =1,..., k.

Merkitddn sitten
My = sup{r(z): z € A\ UfilBi}.

Selvisti My < M /2. Valitaan

k1

Tp4+1 € A\ U B(xi,r(z;)) s r(xp 1) > My/2
i=1

ja jélleen induktiivisesti

J
i1 € A\ U B(zi,r(z;)) s r(zji1) > Ma/2
i=1

kunnes prosessi padttyy samasta syystd kuin aiemmin. N&din saamme
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indeksit 0 = kg < k1 < kg < ---,

luvut My > My > -+ s.e. M < M;/2,

kuulat B; = B(x;,r(x;)) € B ja

e indeksijoukot [; = {k;—1 +1,...,k;}, 1=1,2,....

Osoitetaan, ettd {B;} toteuttaa vaaditut ehdot. Tété varten todetaan, etté

(56) M]/Q < T(.I‘Z) < Mj < Mj_1/2 Vi € Ij,
j
(5.7) i€ A\ JB:i Vi=12,...,
=1
(5.8) zieA\|J | Bj, Viel,k=12...
m#£k j€ILn

Ominaisuudet (5.6) ja (5.7) seuraavat suoraan valintaprosessista. Ehdon (5.8):n todistamiseksi
olkoon i € I, m # k ja j € I,. Jos m < k, niin ehdosta (5.7) seuraa, ettd z; ¢ B;. Jos m > k,
niin ehdon (5.6) nojalla

r(z;) < My < Mj_1/2 < My /2 < r(z).

Koska (5.7):n mukaan z; ¢ B;, niin on oltava z; ¢ Bj, ja siten (5.8) pétee. Ehdoista (5.6)
seuraa, etta

(5.9) M; -0 ja r(x;)—0,
kun ¢ — oo. Tésté seuraa, etté
o
AC U B;.
i=1
Jos nimittéin olisi olemassa piste

i=1

s.e. M;/2 < r(x) < M;, niin olisimme valinneet x:n pisteeksi z; jollakin ¢ € I, jolloin
x € UiGIjBi'

Osoitamme seuraavaksi, ettd luvuksi P(n) voidaan valita P(n) = 16" N(n), missé N(n) on
kuten Lemmassa 5.4. Oletetaan, etté

p
T € m By,
i=1

Havaitaan ensin, ettd ehdon (5.8) ja Lemman 5.4 nojalla indeksit m; voivat kuulua korkeintaan
N (n):48n eri indeksijoukkoon I}, ts.

card{j: ;N{m;:i=1,...,p} #0} < N(n).
Riitté4 siis nayttad, ettd

(5.10) card{I;N{m;:i=1,...,p}} <16" Vj=1,2,....
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Kiinnitetdan j ja merkitdan
Ijﬂ{mi: 1= 1,...,])} :{fl,...,fq}.
Ehtojen (5.6) ja(5.7) nojalla kuulat

1 .
B(zy,, Zr(a:gi)), i=1,...,q,

ovat erillisid ja ne kaikki sisaltyvit kuulaan B(x,2M;). Ehdon (5.6):n mukaan r(z,,) > M;/2,
joten merkitsemalld A, = m,(B(0,1)) saadaan

GA (M /8" < 3 mn(Blae, 7o)
=1

= A, (2M;)",

josta saadaan haluttu arvio ¢ < 16™.

Olkoot Bj, Ba,... (i)-kohdassa loydetyt kuulat. Ehdon (5.9) nojalla voimme olettaa, etti
r1 > 719 > -+, missd r; = r(x;). Merkitddn

By = DB
ja induktiivisesti
B j4+1 = By,

misséd k on pienin indeksi, jolla
J
BN U Bl,i = (.
i=1
Nain saadaan perhe

Bl :{Bl,i: 1= 1,2,}

Jos yhdiste

lJ B#0
BeB;
ei peitd joukkoa A, niin merkitdin
By 1 = B,

missd k on pienin indeksi, jolla By ¢ By. Merkitédén jdlleen induktiivisesti
By j1+1 = By,
misséd k on pienin indeksi, jolla

J
BN U BQ’i = (.
=1

Néin jatkamalla saadaan osaperheet By, Ba,... C {B;: i =1,2,...} niin, ettd kukin B; koostuu
erillisistd kuulista.
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Osoitetaan lopuksi, etté

(5.11) Acly U B,

jollain m < 4" P(n) + 1, jolloin valitsemalla Q(n) = 4" P(n) + 1 lause tulee todistettua. T#tA
varten oletetaan, ettd on olemassa piste

l‘GA\O U B

k=1 BeB;

ja osoitetaan, ettd silloin vilttaméttd m < 4" P(n). Koska A C U; By, niin x € B; jollakin i.
Silloin kaikilla k = 1,...,m B; & B, joten perheiden By konstruktion nojalla on olemassa iy
s.e. BiN By, # 0 jar; <rg,,, missd r; on B;m ja rg,; on By, m sidde. Talloin jokaisella
k=1,...,m on olemassa r;/2-siteiset kuulat

Bj, C 2B; N By, -

&

Jokainen R™:n piste sisdltyy (i)-kohdan nojalla korkeintaan P(n):88n kuulaan By, ,k =
1,...,m, joten sama pétee my6s pienemmille kuulille By, ts.

m
z:XB;c < P(n)xur By -
k=1

Toisaalta B, C 2B;, joten

2" A1t = my(2B;)
m
>ma (U Bi)
k=1

= /XUk"LlB}’C dmp

josta saadaan m < 4" P(n).
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O

Lause 5.12 (Vitalin peitelause R™:n Radon-mitoille). Olkoon pu Radon-mitta R™:ssi, A C R"

Borel-joukko ja B perhe suljettuja kuulia s.e.
(5.13) inf{r: B(z,r) € B} =0 Vze€ A.

Silloin voidaan valita erilliset kuulat By, B, ... € B, joilla
p(A\ [ B) =0
=1

Todistus. Oletetaan ensin, ettd A on rajoitettu. Besicovitchin peitelauseen 5.2 mukaan

Q(n)
AclJ U B
i=1 BeB;
missd B; C B, i =1,...,Q(n), ja jokaisen B;:n kuulat ovat erillisid. Silloin
Q(n)
wA) <> u(l B),
=1 BepB;
joten on oltava
1
p B) > 1(A)

B) > A).
u(BLEJD1 ) > omH@
Merkitsemallé
A=A\ |/ B
BeD,
pétee siis )
pA) < (1= g0 Ju(4) < o

Sovelletaan sitten samaa p#ittelyéd joukkoon A; ja kuulaperheeseen

B'={BeB:Bn | J B=0}
BeD,

Havaitaan, ettd ehto (5.13) pitee Bl:lle jokaisessa Aj:n pisteessd, silli Ugep, B on suljettu. Niin

saadaan direllinen perhe Dy C B! erillisid suljettuja kuulia. Lisiksi
(U B)n(U B)=0
BeD- BeD,

ja

(4e) < (1= g (),
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missé

A=4\ | B
B€eDy

Toistamalla samaa paéttelyd saadaan

pay U B < (1550 ) nla).

BeD1U---UDy,

Antamalla k£ — oo ndhd&én, ettéi
o0
U
k=1

on etsitty joukko erillisid suljettuja kuulia.
Luovutaan sitten oletuksesta, ettd A on rajoitettu. Koska p on Radon-mitta, niin

1(8B(0,7)) > 0

korkeintaan numeroituvan monella » > 0. Siten on olemassa séiteet 0 < 1y <19 < -+ < 1} LAREN 0,
joilla

Merkitdidn

A =An{z eR":rp_ < |z| <71}, k>2

Ay =ANB(0,71),

B'={BeB: Bc B(0,r)},

B*={BeB:Bc B(0,7)\ B(0,r4_1)}, k>1.

Vaadittu perhe erillisid kuulia saadaan nyt soveltamalla edellé todistettua rajoitettuihin joukkoihin
Ay, ja peitteisiin B erikseen jokaisella k > 1. O

Lause 5.14. Olkoon i Radon-mitta R™:ssi ja A C R™ p-mitallinen. Silloin

. u(AN B(x,r)) B
(5.15) Tl_l,%ﬂr Cuw(B(z,r)) 1 p-mk xe A

ja
AN B(z,r))

1 lim ——————% = -m.k. R™\ A.
(5.16) A By ek RN

Todistus. Koska _
p(AN Bla,r) _

p(B(z,r))  ~
r1—1>%1+ M(B(.I‘,’I”)) -l = lgg(l)r"l'f ,LL(B(%‘,T)) -

Toisaalta

(AN B(x,r)) >
r€A: lminf —————= <1t = Ag,
fre st = ey <14=U
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missé _
ANB 1
Ap = {z € A: liminfw <1— =,z <k},
O T (B, k
joten (5.15)m todistamiseen riittdd niyttdd, ettd Ay on p-mitallinen ja p(Ag) = 0 kaikilla k € N.
‘Mitallisuuden osoittamiseksi havaitaan, ettd kiintedlld = funktiot r — p(A N B(z,r)) ja r —
pu(B(x,r)) ovat oikealta jatkuvia (silla B(z,r) = N;B(z,r + h;), jos hj ~\, 0). Siten joukon A
mééarittelevissd ehdossa voidaan lim inf korvata lim inf:114 yli numeroituvan jonon r; N\, 0. Toisaalta
kiinte&lla r funktiot

v W(ANB(z,r) ja — uB(,r)
ovat Borel-funktioita (HT 7/1). Siten funktio

v o limint PAN B, 7))
r—0+  u(B(z,1))

on Borel-funktioiden numeroituvana liminf:né itsekin Borel-funktio ja né&in ollen Aj on Borel-
joukko.

Kiinnitetddn sitten &k ja merkitddn A = 1 — 1/k. Olkoon € > 0 ja U C R™ avoin s.e. Ay C U ja
n(U) < u(Ag) + €. Kuulaperhe

B={B(z,r): x € Ag, (AN B(z, 7)) < Au(B(z, 7)), B(z,r) C U}

toteuttaa Vitalin peitelauseen 5.12 oletukset, kun A:n paikalla on (rajoitettu joukko) Ay. Siten on
olemassa erilliset kuulat By, Bo,... € B s.e.

p(Ag \ UiB;) = 0.
Nyt
1(Ag) = p(Ax NUB;) + p(Ak \ Ui B;)
<> (AN By) <A u(By)
= Au(U;B;) < Ap(U)
< AMp(Ag) +e).

Antamalla € — 0 saadaan
p(Ag) < Au(Ag) < oo,

(silla Ay on rajoitettu). Koska A < 1, seuraa tésté, ettd p(Ax) = 0 ja (5.15) on siten todistettu.
Ehto (5.16) saadaan soveltamalla (5.15):t4 joukkoon R™ \ A. O

5.17 R"™:n Radon-mittojen derivointi

Oletetaan, ettd p ja v ovat Radon-mittoja R™:ssé.

Maidritelma 5.18. Mitan u yld- ja aladerivaatat v:n suhteen pisteessd x € R™ ovat

: p(B(z,r)) . . o
— limsup ——=————==, jos v(B(zx,r)) > 0 kaikilla r > 0;
(5.19) Dou(z) = { roor v(B(z,r) * ( 7( )
+00, jos v(B(x,r)) = 0 jollakin r > 0
o ou(B(x,r) . s
1 f— B 0 kaikill 0;
(5.20) D () = 3 it Ty Jos VB ) > 0 kaikilla v > 0:

+00, jos v(B(z,r)) = 0 jollakin r > 0.
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Mitan p derivaatta v:n suhteen x:ssé on

o p(B(,r) _
(5.21) Dypu(x) = T1_1>%1+ VBl Dyp(z) = D, p(z),

jos raja-arvo on olemassa (voi olla = 00).
Lemma 5.22. Funktiot x — D, u(z) ja x — D,u(x) ovat Borel-mitallisia.
Todistus. Katso Lauseen 5.14 todistusta.
Lemma 5.23. Olkoon A C R™ Borel-joukko ja 0 < t < oo.
(a) Jos D, u(x) <t kaikilla x € A, niin p(A) < tv(A).
(b) Jos D,u(x) >t kaikilla x € A, niin u(A) > tv(A).
Todistus.

(a) Voidaan olettaa, ettd v(A) < co. Olkoone > 0jalU C R" avoins.e. A C U jav(U) < v(A)+e.

Jokaisella € A on olemassa jono 7 ; 1700, 0 s.e.
w(B(x,re;)) < (t+e)w(B(x,ry;)) ja B(z,re;) CU VieN.

Soveltamalla Vitalin peitelausetta saadaan erilliset kuulat B(z;,7;) C U s.e.
(AN UB(mj,rj)) = 0.

Talloin

Viite seuraa antamalla € — 0.
(b) Todistetaan samoin.
O
Lause 5.24. Jos p ja v ovat Radon-mittoja R™:ssd, niin v-m.k. x € R™ on olemassa D, u(z) < oo.
Todistus. Kun m,k € Njap,qg € Q, 0 <p < ¢, niin merkitdén
Ampg = {2 € B(0,m): D,pu(z) <p < q< Dyp(x)},
Ay = {x € B(0,m): Dyu(z) > k}.

Lemman 5.22 nojalla A, , 4 ja Ay, ovat Borel-joukkoja. Lemmasta 5.23 seuraa, ettd

q V(Am,p,q) < M(Am,p,q) <p V(Am,p,q)-
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Koska p(Ampq) < u(B(0,m)) < oo ja p < ¢, niin on oltava
V(Ampq) = 0.

Toisaalta

{z e R": Dyp(x) > D, pu(x)} = U Amp.as

p,aeQ,p<gq
meN
joten
v({z e R": Dypu(z) > D,p(z)}) =0
ja Dyu(x) on olemassa v-m.k. x € R"™. Lemman 5.23 nojalla

v(Am k) < %H(B(Ou m)),

joten
v({e € BO,m): Dyplz) = 00}) < v(Ams) < %M(B(O,m)) Wk € .

Antamalla k — oo (ja sitten m — 00) saadaan, ettd D,u(x) < oo v-m.k. z € R™. O

Palautetaan seuraavaksi Reaalianalyysi I:sté mieliin mittojen absoluuttinen jatkuvuus. Olkoon
(X, M, p) mitta-avaruus ja v: M — [0, +00] toinen mitta. Mitta pu on absoluuttisesti jatkuva v:n
suhteen (merk. y < v), jos u(F) =0 aina kun £ € M ja v(E) = 0.

Lause 5.25 (Radon-Nikodym). Olkoot 1 ja v Radon-mittoja R™:ssd ja olkoon pu < v. Silloin
A) = / Dy u(x)dv(x)
A
kaikilla Borel-joukoilla A C R™.

Todistus. Olkoon A C R” Borel ja merkitdan
Ay ={z e A: t* < D u(x) < tF+1Y,

kun ¢ € (1,2) ja k € Z. Lemman 5.23 (b)-kohdan nojalla

/ Dy () dv(x Z Dyu dv(x)

o0 [ee)

< > A < > tulA)
k=—oc0 k=—00
<tu(A).
Antamalla ¢ — 1 saadaan arvio
(5.26) [ Donta) v(e) < ua),
A

jonka todistamiseen ei kiytetty oletusta pu < v.
Merkitaan
Ay ={x € A: D,u(x) =0},
A ={x € A: Dyp(z) = 0} ja
Ay ={zx € A: D,pu(z) ei ole olemassa}.
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Lauseen 5.24 mukaan v(Ay) = 0 = v(Ay), josta saadaan oletuksen p < v nojalla
H(Ass) = 0 = ().

Lemman 5.23 (a)-kohdasta seuraa, ettd pu(Ag N B(0,4)) < tv(AgN B(0,4)) kaikilla ¢t > 0 ja i € N,
joten (AN B(0,4)) = 0 Vi € N ja siten u(A ) 0. Kdyttamaélla edelleen Lemman 5.23 (a)-kohtaa
saadaan nyt arvio toiseen suuntaan

/D,,,u ) dv(x ZZ D,,,u( ) dv(x)
>Ztk (Ar) >Zt Lu(Ap)

keZ keZ
>t u(A),
silla
p(A) < (AN UpezAr) + > p(Ar)
keZ
< p(AgU Ao UAN) + ) u(Ay)
keZ
= u(Ap).
keZ

Viite seuraa nyt antamalla ¢ — 1. O

Korollari 5.27. Jos f: R" — R on lokaalisti p-integroituva, niin

1
lim 7/ fdu= f(z) p-mk zeR™
A8 1B ) Jan )

Todistus. Voi olettaa, ettd f > 0. Maaritelldén

:/fd,u, A € Bor(R"),
A

jolloin ¥ on Radon-mitta ja v < u. Lauseen 5.25 nojalla

[ @ dut@) = o) = [ Dyta) dufa)
A A

kaikilla A € Bor(R™), joten

1
= lim ———— d
f(x) = Dyv(x) = 04 p(B(z,r)) /B(fw“)f 8
H'm’k' r € R™ -

Miaritelmi 5.28. Mitallisen avaruuden (X, M) mitat p ja v ovat keskenéén singulaariset, jos on
olemassa A € M s.e.
H(A) =0 = v(X \ A).

Talloin merkitddn p L v.
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Selvisti patee: p L v <— v L pu.
Esimerkki 5.29. Mitat &y ja m,, ovat keskenddn singulaariset (esimerkiksi (R™, Bor R"):ss4).
Lause 5.30. Olkoot p ja v Radon-mittoja R™:ssd s.e. p L v. Silloin
(a) Dyp(z) = +oo p-m.k. z € R" ja
(b) Dyu(z) =0 v-m.k. z € R™.
Todistus. Koska p L v, niin on olemassa mitallinen joukko A s.e. v(A) = 0 = u(A°).

(a) Tehd&én vastaoletus, ettd u({z € R": D, u(x) < oco}) > 0. Silloin p(Ag) > 0 jollakin k € N,
missé
A ={x € R": D, u(x) < k}.

Lemman 5.23 (a)-kohdasta saadaan ristiriita
(b) Tehdién vastaoletus, ettd v({x € R": D,u(x) > 0}) > 0. Silloin v(By) > 0 jollakin k € N,

missid By = {z € R": D,u(z) > 1/k}. Lemman 5.23 (b)-kohdasta saadaan nyt ristiriita

0 < v(By) = v(Br NA°) < kpu(Bp N A°) < kp(A°) = 0.

O

Lause 5.31 (Radon-Nikodym ja Lebesguen jako). Olkoot p ja v Radon-mittoja R™:ssd. Silloin
W= g + s, MisSi g ja s ovat Radon-mittoja R™:ssd s.e.

b KV ja s L.
Lisdkst
Dyp = Dypa ja Dyps=0
v-m.k. x € R"™. Erityisesti
i(B) = [ Dota) dvie) + ()
kaikilla B € Bor R" ja
pLry <= us=0.
Todistus. Olkoot
A={z eR": D, u(x) < oo},
fa = A ja
ps = pe(R™\ A).
T&ll6in g ja ps ovat Radon-mittoja R™:ssé, u = pg + ps ja Lauseen 5.24 nojalla v(R™ \ A) = 0,

joten us L v. Merkitddn Ay = {z € R": D, u(x) < k}, kun & € N. Lemman 5.23 (a)-kohdasta
seuraa, ettd p, < v. Jos nimittdin v(E) = 0, niin

pa(E) = p(ENA) <> uw(ENA) <Y kv(E)=0.
k=1 k=1
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Koska s L v, seuraa Lauseen 5.30 (b)-kohdasta, ettd D, us(z) =0 v-m.k. x, joten
Dyu(z) = Dypg(z) v-mk. x.
Kun B € Bor R”, niin Lauseen 5.25 nojalla
w(B) = pa(B) + ps(B)

= /BD,,ua(@ dv(x) + ps(B)
= /BD,/[L(.T) dv(z) + ps(B).
Viimeinen viite on tdmén jilkeen ilmeinen. O

5.32 Merkkimitat

Jos a; € R, i € N, niin olkoot a;,,a;,,... jonon (a;) positiiviset termit ja a;,aj,,... vastaavasti
negatiiviset termit. T&ll6in sanomme, ettd summa

o0
>
i=1
on médritelty, jos ainakin toinen summista
E @iy 5 E :a’jk
k k

on &adrellinen, jolloin voimme asettaa
o0
ITED IS S8
1=1 k k

Miiiritelmé 5.33. Olkoon (X, M) mitallinen avaruus. Funktio p: M — R on merkkimitta (engl.
signed measure), jos se toteuttaa ehdot:

(i) w(0) = 0.
(ii) Jos Ay, Ag,... € M ovat erillisid, niin >, u(4;) € R on midritelty ja

M(U A) = ZM(Ai)-
i=1 =1

Miaritelmé 5.34. Joukko P € M on positiivinen p:n suhteen, jos u(A) > 0 kaikilla A € M, A C
P. Vastaavasti joukko N € M on negatiivinen p:n suhteen, jos u(E) < 0 kaikilla £ € M, E C N.

Todistamme seuraavaksi ns. Hahnin hajotelman merkkimitalle y. Sen mukaan on olemassa
positiivinen joukko D niin, ettd D:n komplementti on negatiivinen. Todistusta varten tarvitsemme
lemmoja.

Lemma 5.35. Olkoon pn: M — R merkkimitta.
(a) Jos A,B € M, AC B jal|u(B)| < oo, niin |u(A)| < oco.
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(b) Jos BE; € M, E1 C E5 C ---, niin

(c) Jos E; € M, E1 D Ey D -+ ja|u(E1)| < oo, niin

p(() Ei) = lim p(E;).

! 1—00
=1

Todistus. Todistus jitetddn harjoitustehtéviksi (vrt. vastaava todistus mitoille). O

Lemma 5.36. Olkoon p: M — R merkkimitta. Jos joukot P;, i € N, ovat positiwisia p:n suhteen,
nitn U; P; on posititvinen.

Todistus. Olkoon E C U;P;, E € M. Haluamme néyttda, ettd p(E) > 0. Merkitdin E; =
ENP ja

1—1
EZ-:EﬂPi\UPj,

j=1
kun i > 2. Joukot E; ovat erillisid ja E = U; E;. Lisdksi u(E;) > 0 kaikilla 4, koska P; on positiivinen
joukko p:n suhteen ja E; C P;. Siten u(E) =), u(E;) > 0. O

Lemma 5.37. Olkoon p: M — R merkkimitta. Oletetaan, etti A € M ja 0 < u(A) < co. Silloin
on olemassa M-mitallinen joukko P C A, joka on j:n suhteen positivinen ja u(P) > 0.

Todistus. Jos A on positiivinen p:n suhteen, niin asia on selvd. Muussa tapauksessa on olemassa
A:n osajoukko, jonka merkkimitta on negatiivinen, ja siten

Ly =inf{u(E): EC A E € M} <0.

Olkoon n; € N pienin luonnollinen luku, jolla Ly < —1/ny. On siis olemassa M-mitallinen joukko
Ay C Ase p(A1) < —1/n;. Oletuksesta 0 < p(A) < oo ja Lemman 5.35 (a)-kohdasta seuraa, ettd
w(B) € R kaikilla B C A, B € M.
Seuraavaksi havaitaan, ettd
1(A) = p(A\ Ar) + p(Ar),
€RrR

joten

00 > p(A\ A1) = u(A) = p(Ar) > p(4) + — > 0.

ny

Jos A\ A; on positiivinen p:n suhteen, niin viite on todistettu. Muussa tapauksessa on olemassa
A\ Aj:n osajoukko, jonka merkkimitta on negatiivinen. T&ll6in

Lo :lnf{,u(E) ECA\Al,EEM} < 0.

Olkoon ny € N pienin luonnollinen luku, jolla Ly < —1/ng. Jiélleen on olemassa M-mitallinen
joukko As € A\ Ap s.e. u(Az) < —1/ng. Lisdksi

1 1
OO>M(A\(A1UA2)) >M(A)+n—1+n—2>0.
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Jos tdmé prosessi padttyy &ddrellisen monen askeleen jilkeen, viite on todistettu. Muussa tapauk-
sessa saamme jonot erillisid A:n osajoukkoja A; € M, i € N, ja luonnollisia lukuja n; s.e. jokaisella
1 €N
i—1
A c A\ J A4 ja p(A) < —1/n,

j=1

missd n; € N on pienin luonnollinen luku, jota kohti on olemassa M-mitallinen A \ U;;llAj:n

osajoukko, jonka merkkimitta on pienempi kuin —1/n;. Olkoon
o0
P:A\UAb
i=1

jolloin
o0 o0 1
00 > ju(P) = pl(A) = 3 u(A) > u(4) + " = > 0.
i=1 i=1 "

Erityisesti ) ,1/n; < oo, joten n; — oco. Osoitetaan, ettd P on positiivinen p:n suhteen. Tehd&én
vastaoletus, ettd on olemassa B C P, B € M, jolla u(B) < 0. Koska n; — oo, on olemassa iy € N
s.e.

< —u(B)
NGy — 1

eli
u(B) < —(niy — 1)~

Koska B C P, niin erityisesti
io—1

Bc A\ [ 4,

i=1

joka johtaa ristiriitaan n;,:n médritelmén kanssa. Néin ollen P on positiivinen p:n suhteen. O

Lause 5.38 (Hahnin hajotelma). Olkoon p: M — R merkkimitta. Silloin on olemassa p:n suhteen
positiivinen joukko P € M, jonka komplementti X \ P on negatiivinen p:n suhteen.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd u(E) < oo kaikilla £ € M. (Jos tdmé ei pdde alunperin p:lle,
niin tutkitaan merkkimittaa —pu.)
Merkitéaén

p =sup{u(A): A € M positiivinen p:n suhteen}.

Koska () on positiivinen (ja negatiivinen), niin p on méiéritelty. Valitaan jono positiivisia joukkoja
A1, Ay, .. € M s.e. H(Az) — p.
Osoitetaan, etté

on etsitty positiivinen joukko. Lemman 5.36 mukaan P on positiivinen, joten u(P\ 4;) > 0 ja
p = p(P) = pu(Ai) + p(P\ Ag) = p(Ai) = p.

Siten p(P) = p.
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Osoitetaan, ettd X \ P on negatiivinen p:n suhteen. Tehddén vastaoletus, ettd on olemassa F €
M, EC X\Ps.e. u(E)> 0. Lemman 5.37 mukaan on olemassa positiivinen joukko S C E, S € M
s.e. 4(S) > 0. Nyt P U S on positiivinen ja

p(PUS) = pu(P)+ p(S) >p

vastoin p:n médritelméas. O
Paria (P, P¢), missd P on positiivinen ja P¢ negatiivinen p:n suhteen, sanotaan p:n Hahnin
hajotelmaksi.

Lause 5.39 (Jordanin hajotelma). Jokainen merkkimitta p: M — R voidaan esittii yksikisitteisesti
kahden keskendin singulaarisen mitan erotuksena p = pu+—p~, joista (ainakin) toinen on ddrellinen.

Todistus. Samoin kuin edelld voidaan olettaa, ettd u(E) < oo kaikilla E € M. Hahnin ha-
jotelman mukaan X = P U (X \ P), missd P on positiivinen ja P¢ on negatiivinen p:n suhteen.
Mééritelldin mitat pt, u=: M — [0, +oc] asettamalla

(5.40) pt(E) = p(ENP)
(5.41) y(E) = —u(E N P°).

T#lloin p* ja p~ ovat selvisti mittoja ja jokaisella E € M
u(E) = u(E 0 P)+ p(E N P) = it (B) — u~(B).
Liséiksi ut(F) < p(P) < oo kaikilla E € M. Viite u™ L u~ pétee, silld
p=(P)=0=p"(P9. O
Yksikésitteisyyden todistaminen jitetddn harjoitustehtéviksi. U

Korollari 5.42. Jokainen merkkimitta p: M — R on joko alhaalta tai ylhidlti rajoitettu.
Todistus. Olkoon p = pu+ — u~, jolloin kaikilla F € M

—p(X) < —p (B) < p"(BE) —p (BE) < p*(B) < p*(X). O

=u(E)

Merkkimitan p: M — R kokonaisheilahtelu joukossa A C X on

k
V(i A) = sup D (A,
i=1
missé supremum otetaan yli kaikkien dérellisten kokoelmien D = {Ay,..., A}, jossa joukot A; €

M, A; C A ovat erillisid. (Jos ei ole olemassa téllaisia kokoelmia D, niin asetetaan V(u, A) = 0.)

Lause 5.43. Olkoon pu: M — R merkkimitta seki ut ja p~ kuten p:m Jordanin hajotelmassa.
Tilloin jokaisella A € M

(a) pt(A) =sup{u(E): E C A,E € M} (= p:n yliheilahtelu),
(b) p=(A) =—inf{u(E): EC A,E € M} (= p:n alaheilahtelu),

(c) V(u, A) = ut(A) + pu=(A). Erityisesti V(u,-) on mitta M :ssd.
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Todistus. Olkoon X = P U P¢, missd P € M on positiivinen ja P¢ negatiivinen u:n suhteen.

(a) Olkoon A € M, jolloin u*(A) = u(ANP). Merkitdén o = sup{u(E): E C A, E € M}. Koska
ANP C AjaANP € M, saadaan arvio pt(A) = pu(A N P) < a. Toista suuntaa varten
olkoon ¥ C A, F € M. Talloin

WANP)=wENP)+pu((A\E)NP) > n(ENP).
>0

Toisaalta

p(E) = pW(ENP)+p(ENPY) < u(ENP).
<0

Siten u(AN P) > u(E), joten u™(A) = u(ANP) > a.
(b) Todistetaan kuten (a)-kohta.
(c) Olkoot Ey, Es, ..., Ey erillisii, E; € M ja E; C A. Koska
() = p(E; 0 P) + p(E; N P€) = ™ (Eq) — = (Ey),

saadaan arvio

ja siten
V(u, A) <t (A) + p (A).

Valitaan erillisiksi joukoiksi By = AN P ja Ey = AN P¢, jolloin
p(A) + i (A) = p(E1) — p(Ey)
—— =

>0 <0
= [u(E1)| + [u(E2)| < V(p, A).

5.44 Radon-Nikodymin lause

Olkoon (X, M,v) mitta-avaruus ja pu: M — R merkkimitta. Samoin kuin mittojen tapauksessa
sanomme, ettd p on absoluuttisesti jatkuva v:n suhteen, jos p(A) = 0 aina, kun v(A) = 0. Télloin
merkitddn p < v. Sanomme my6s, ettd pu on g-#dérellinen, jos

(o)
X=[J4;, missi Aj €M ja |u(4))] < oo Vj.
j=1
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Esimerkki 5.45. Olkoon f: X — R M-mitallinen s.e. ainakin toinen integraaleista

/Xf+du tai /Xf_du
/deu:/xﬁdu—/xfdy

on miéiritelty. Silloin : M — R,

on &drellinen, jolloin

wm) = [ g

on merkkimitta, joka on absoluuttisesti jatkuva v:n suhteen.

Lause 5.46 (Radon-Nikodym). Olkoon (X, M,v) o-ddrellinen mitta-avaruus ja pu: M — R o-
adrellinen merkki-mitta s.e. p < v. Talloin on olemassa M-mitallinen f: X — R s.e.

(5.47) M(E):/Efdl/

kaikilla E € M. Jos g on toinen tillainen funktio, niin f = g v-melkein kaikkialla.

Funktiota f (5.47):ssd sanotaan p:mn Radon-Nikodym derivaataksi v:n suhteen ja merkitddn
f=du/dv.

Ennen lauseen todistusta tutkitaan, miltd funktion f tulisi “néyttdd”. Oletetaan, ettd v on
aarellinen mitta ja o € R. Silloin g — av on merkkimitta. Jos f on yhtélon (5.47) toteuttava
funktio, niin

(u—mMEﬁiéfW—aMEﬁiéﬁ—aMu

Pari (P,, PS), missi P, = {x € X: f(z) > a}, on Hahnin hajotelma p— av:n suhteen. Kiinnitetéén
x ja annetaan a:n vaihdella. Silloin x € P,, jos ja vain jos a < f(z), ja siten

f(z) =sup{a: a < f(z)} =sup{a: x € P,}.

Funktio f voidaan siis loytééd seuraavasti: Jokaisella @ € R olkoon (P, PS) Hahnin hajotelma
merkkimitan p — av suhteen. Mééritelldén f(x) = sup{a: z € P,}. Tam4 ajatus ei kuitenkaan kiy
kovin selkeésti ilmi allaolevasta todistuksesta.

Lauseen tasmaéllistd todistusta varten tarvitsemme seuraavan lemman.

Lemma 5.48. Olkoot p,v: M — [0,400) ddrellisic mittoja s.e. u(X) > 0 ja p < v. Tdlloin on
olemassa € > 0 ja A € M s.e.

(1) v(A) >0,

(2) A on positiivinen p — ev:n suhteen.
Todistus. Soveltamalla Hahnin hajotelmaa merkkimittaan p — %I/, n € N, saadaan X =

Ay, U By, missd A, on positiivinen ja B, = X \ A, negatiivinen p — %V:n suhteen. Merkitdan

%ZGM7%26&2%

n=1 n=1
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Koska By C By, niin (u — 2v)(By) < 0. Néin ollen

1(Boy) < —v(Bo) Vn €N,

S|

josta saadaan p(Bg) = 0. Siten p(Ag) = u(X) > 0. Koska 1 < v, on oltava myds v(Ag) > 0. Tésta
seuraa, ettd v(A,) > 0 jollakin ng € N. Nyt A = A, ja € = 1/n( toteuttavat vaatimukset. O
Lauseen 5.46 todistus.

(i) Oletetaan ensin, ettd u ja v ovat aérellisid mittoja. Merkitdin
K ={f|f: X — [0, 400] M-mitallinen / fdv < u(E)VE € M},
E
o= sup/ fdv.
feKJX
Valitaan jono f, € K,n € N, s.e.

/ fndv — a.
X

fo=supfn ja gn= sup fi
neN 1<i<n

Merkitdan

jolloin g, A fo.
Olkoon E € M. Maéritellddn joukot Fi, Eo, ..., E, seuraavasti:

Ey ={z € E: gu(z) = f1(2)},
Ey={z € E\ Ei: gu(z) = fo(z)},

k-1

Ey={z € E\ |J Ei: gn(x) = ful2)}.

=1

Talloin E;:t ovat pistevieraita ja

Nyt
fiek 2

/Egndl/:;/&gndu:;/&fidl/ < Zz;u(EZ):u(E)

Monotonisen konvergenssin lauseen nojalla

/ fodv = lim Jn dv.
E

n—oo E
Siis
/deV SM(E)’
E

joten fp € K ja niin ollen

/ f()dllga.
X
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(i)

Toisaalta f, < fo, joten

/Xfodu>/andz/—>a.

/Xfoduza.

/ fodv < p(X) < o0,
X

on fo(x) < oo v-m.k., joten on olemassa M-mitallinen f: X — [0,00) s.e. f = fo v-mk.
Talloin myos f € K.

Siis

Koska

Mééritellddn dérellinen mitta A\: M — [0, 00),
AME) =pu(E) —/ fdv, Ee M.
E

Nyt A < v, silld p < v. Osoitetaan, ettd A = 0. Tehdaén vastaoletus A(X) > 0. Lemman 5.48
mukaan on olemassa € > 0 ja A € M s.e. A on positiivinen A — ev:n suhteen ja v(A4) > 0.
Merkitddn g = f 4+ exa ja osoitetaan, ettd g € K. Sitd varten olkoon E € M. Tallsin

/Eng:/Ede+EV(AﬂE)
</Efdz/+)\(AmE)

:/fdu+u(AﬂE)— fdv
E ANE

= fdv+pu(AnNE)
B\A

feK
< W(E\ A)+ p(ANE)
= pu(E).
Siten g € K ja néin ollen

(5.49) / gdv < a.
X
Toisaalta

/gduz/de+EV(A):a+EV(A)>a,
X D'

miké on ristiriidassa (5.49):n kanssa. Siten A = 0 ja viite pétee.

Oletetaan sitten, ettéd |u(X)| < oo jav(X) < oo. Jordanin hajotelmasta saadaan p = p*—pu~,
missi u, u~ ovat mittoja M:ssi. Lauseen 5.43 nojalla

put(A) =sup{u(E): EC A,E € M}.

Tistd seuraa, ettd u™ < v, silli p < v. Samoin osoitetaan, etti u~ < v. Soveltamalla
(i)-kohtaa saadaan funktiot f* ja f~ s.e.

) — + - (7)) — -
L (E)—/Ef dv ja pu (E)—/Ef dv VE e M.

Téllsin f = f+ — f~ on etsitty funktio.
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(iii) Oletetaan lopulta, ettd p ja v ovat o-dédrellisia. Télloin

X =R, Ai, v(A) < oo, A; € M erillisis,
X =U52, Bj, [u(B))| < o0, Bj € M erillisié.
Niin ollen

[ee]
X = X,
k=1

missé X, = A;NDB; joillakin 7, j. Nyt Xj:t ovat erillisié, v(X}) < oo ja [u(Xy)| < co. Jokaisella
k € N, on (ii)-kohdan mukaan olemassa M-mitallinen funktio fx: X — R s.e.

/ fedv = p(E

E

aina kun F € M, E C X}. Mééritellddn M-mitallinen f: X — R asettamalla
1 Xk = f-

(Huom.: Xj:t erillisid.) Osoitetaan lopuksi, ettd (5.47) pétee. Olkoon E € M. Merkitédén
A={z e X: f(x) > 0}. Silloin

o
WENA) =) uENANX;)
k=1

= Z / frdv
ENANXy

k=1

/ Fdv.

wENAS) =— /f dv.

Ainakin toinen integraaleista on dérellinen, joten | g J dv on olemassa ja

,u(E):,u(EﬂA)—i—,u(EﬂAc):/Ef+du—/Ef_d1/:/Efd1/.

Samoin

(iv) Yksikésitteisyys saadaan seuraavasta lauseesta.
O

Lause 5.50. Olkoon (X, M,v) o-ddrellinen mitta-avaruus ja f: X — R sellainen M-mitallinen

funktio, ettd
/ fdv
X

on olemassa. Jos g: X — R on M-mitallinen ja

(5.51) /Efdz/:/Egdz/

kaikilla E € M, niin f = g v-melkein kaikkialla.
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Todistus. Voidaan olettaa, etté

/fd1/>—oo7
X

/fdu>—oo VE € M.
E

jolloin

(a) Oletetaan ensin, ettd v(X) < co. Merkitédén
E={reX: f(x) <gx)}.
Riittd4 osoittaa, ettd v(F) = 0. T4ta varten merkitdén

E,={x € E: g(z) <n},
Fuo = {z € F: g(x) = oo},
A, ={z € E: f(x) <n}.

Silloin
o o
E=({JE)UEs= ] An
n=1 n=1
Koska
—00 < fdv 651 / gdv <nv(E,) < oo,
En n

on g — f integroituva E,:ssé ja

>0

o0 > / fdv= / gdv,
ApNEso ApNEs
joten v(A, N Es) = 0 kaikilla n € N ja siten v(FE) = 0. Néin ollen v(E) = 0.

joten v(E,) = 0. Samoin

(b) Oletuksen mukaan v on o-direllinen, joten
o
X=X v(X)<ooVkeN.
k=1

Té&ll6in (a)-kohdan nojalla f = g v-melkein kaikkialla Xj:ssa, josta vilittomésti saadaan, etté
f(x) =g(z) v-mk. z € X:ssi.

O
Sanomme, ettd merkkimitta p on singulaarinen mitan v suhteen, merkitddn p 1 v, jos on
olemassa A € M s.e. v(A) =0 ja pu(F) =0 kaikilla E e M, EC X\ A.

Lause 5.52. Olkoon (X, M,v) o-direllinen mitta-avaruus ja pn: M — R o-ddrellinen merkkimitta.
Talldin on olemassa yksikdsitteisesti madrdatyt merkkimitat pg, ps: M — R s.e. = pg+ps, pha <K vV
ja ps L v. Lisikst pg ja ps ovat o-ddrellisid.

Todistus.
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(i) Oletetaan ensin, ettd v(X) < oo, p > 0 ja u(X) < oo. Télloin p < p + v, missi u + v on

myds mitta. Radon-Nikodymin lauseen mukaan on olemassa M-mitallinen f: X — R s.e.

,u(E):/Efd(,u—l—u):/Efdu—l—/Efdu VE € M.

Koska 0 < p(F) < u(E) + v(E), niin

0= [ 0di+v) < u(B) = [ Fdu+v) < u(B) +0(E)

:/1du—|—/1d1/:/1d(,u+u) VE € M.
E E E

Osoitetaan, ettd 0 < f <1 (u + v)-m.k. Tdtd varten merkitdin

=

1
Fo={zeX: flz) <-—}
(e}
F={reX: f(x) <0} =] F,
n=1
Joukot F, ja F' ovat M-mitallisia. Koska

0= [ vdurvy< [ gt s [ L) =~ nE),

F, n n

Fn

niin (u+v)(F,) = 0 jasiten (u+v)(F) = 0. Néin ollen f > 0 (u+v)-m.k. Samoin todistetaan,
ettd f <1 (u+v)-mk. Siten 0 < f <1 p-m.k., koska p < p+ v.

Merkitdédn sitten

A={zx e X: f(z) =1},
B={reX:0< f(z) <1}.

Koska
u(A) = [ o) = [ paue [ pav=pa) + o)
(4) =0

ja u(A) < oo, on oltava v
Asetetaan kaikilla F € M

ta(E) = p(E N B),
ps(E) = p(E N A).

Selvisti pg ja ps ovat o-dérellisid mittoja M:ssé. Osoitetaan, etté

(1) B = Hq + s,
(2) Po KV ja
(3) ps Lv.

(1): Kaikilla £ € M

W(E) = w(EN B) + u(EN A)+ pu(E\ (AU B))
= ja(E) + pa(E) 40,

silld 0 < f <1 p-m.k. Siten p = pg + ps-
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(2): Oletetaan, ettd v(E) = 0. Silloin

/ ldu=pu(ENB) = fdu+ fdv o [du,
ENB ENB ENB ENB

joten

| a-nau=o
ENB
Toisaalta 1 — f > 0 E N B:ssi, joten pq(E) = u(E N B) =0 ja siten p, < v.

(3): Nyt X = AUA®, missid v(A) =0. Jos E C A°, E € M, niin us(E) = u(ENA) = p(d) =
0. Siten pg 1 v.

(ii) Oletetaan sitten, ettd v(X) < oo ja |u(X)| < co. Jordanin hajotelmasta saadaan p = p™—pu~,
missd pt ja u~ ovat direllisii mittoja M:ssd. Kohdassa (i) osoitettiin, etté

O T T e
missi puF < v ja puf L v. Téllsin
p=(pg = pg) + (1 — g,
missi selvisti (uf —py) < vija (uf —py) L.

(iii) Yleisesséd tapauksessa
[e.e]
X = X,
k=1
missé joukot X € M ovat erillisid, v(Xj) < 0o ja |u(Xk)| < co. Kohdan (ii) nojalla

WE) = pg(E) + pi(B)

kaikilla,
EeMp={AecM:AcC Xy}

Asetetaan

pa(B) =Y ph(ENXy),
k=1

[ee]
ps(E) =Y pk(E N Xy)
k=1
kaikilla E € M. Selvisti u* ja us ovat o-dérellisidi merkkimittoja ja u = puq + s-

Osoitetaan, ettd y, < v. Olkoon v(E) = 0, jolloin v(E N Xj) = 0. Koska u* < v|My, on
pR(E N X;,) =0 Yk, joten p,(E) = 0.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd us L v. Koska u’§ 1 v| My, on olemassa A € My s.e. v(Ag) =0
ja uF(E) =0, jos E € My, E C X}, \ Ag. Olkoon

[ee]
A=A,
k=1
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jolloin ¥(A) = 0. Olkoon E C X \ A, E € M. Silloin

(@

k=1

ENX, C Xp\ A= X\ Ag ja EN Xy € My. Niinpa p¥(E N Xy) = 0 Vk, joten us(E) = 0.
Siten pg L v.

(iv) Todistetaan lopuksi yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd p on #érellinen merkkimitta ja
= fla + s = fla + fls.
Silloin g, ts, flq ja jis ovat darellisid. Nyt
T = fa = fla = fs — [bs

on seké absoluuttisesti jatkuva ettéd singulaarinen v:n suhteen. Koska 7 | v, on olemassa
AeMse v(A)=0ja7(E)=0kaikila Fe M, EC X\ A. Koska 7 < v, niin 7(F) = 0,
jos FFe M ja F C A. Nyt kaikilla D € M

T(D)=1(DNA)+7(D\A)=0+0=0,

joten 7 =0 ja g — fig = 0 = ps — fis. Yleinen tapaus kisitelldén kuten (iii)-kohdassa.

5.53 Radon-Nikodym derivaatta ja muuttujan vaihto

Téssé kappaleessa tutkitaan muuttujan vaihtoa Lebesguen integraalissa Radon-Nikodym derivaatan
avulla.

Olkoot (X, M, u) ja (Y,N,v) mitta-avaruuksia. Sanomme, ettid kuvaus f: X — Y toteuttaa
ehdon (N), eli on N-kuvaus, jos fA € N jav(fA) =0 aina, kun A € M ja u(A4) =0.

Oletetaan, ettd h: G — G’ on homeomorfismi avointen joukkojen G,G C R™ wviililld. Jos
E € Bor G, niin hE € BorG'. (Huom.: Jos E C G on Lebesgue-mitallinen, niin hE:n ei tarvitse
olla Lebesgue-mitallinen.)

Asetetaan

n(E) = m(h(ENG)),

kun E € BorR"™. Jos C' C G on kompakti, niin AC on kompakti ja m(hC) < oco. Siten ppLC on
Radon-mitta jokaisella kompaktilla C' C G ja dérellinen (Radon-Nikodym) derivaatta Dy, up(z) <
oo on olemassa m.k. x € (G. Havaitaan, etté

pr € m <= hon N-kuvaus.

Lause 5.54. Olkoon h: G — G’ homeomorfismi, joka toteuttaa ehdon (N). Jos E € Bor G, niin
(5.55) m(hE) = / Dy iy dim.
E

Jos myos h~! toteuttaa ehdon (N), niin Dypp(x) > 0 m.k.
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Todistus. Koska p, < m, niin (5.55) saadaan Lauseesta 5.25. Joukko
E ={x € G: Dpup(xz) =0}

on Borel, silli D,,uy, on Borel-funktio. Oletetaan, ettd h~! toteuttaa ehdn (V) ja tehdiin vastao-
letus, ettd m(E) > 0. Silloin (5.55):m ja E:n mééritelmén mukaan

m(hE) = / Dy, dm = 0,
E

josta saadaan ristiriita m(E) = 0, silli h~! toteuttaa ehdon (V). O

Huomautus 5.56. Lause 5.31 sanoo, etté
(5.57) m(hE) 2/ Dy, dm  VE € Bor G
E

ja yhtédsuuruus pétee (VE), jos ja vain jos h toteuttaa ehdon (N).

Lause 5.58. Oletetaan, etti homeomorfismi h: G — G’ toteuttaa ehdon (N). Jos A C G on
Lebesgue-mitallinen, niin hA on Lebesgue-mitallinen ja

(5.59) m(hA) = / Dy, dm.
A
Jos f: G — R on Lebesgue-mitallinen funktio s.e. integraali

fdm
G/

on olemassa, niin (f o h) Dy up on Lebesgue-mitallinen ja

(5.60) /hAfdm = /A(f o h) Dy iy, dm

kaikilla mitallisilla A C G.

Todistus. On olemassa Borel-joukko E C A s.e. m(A\ E) = 0. Silloin m(h(A\ E)) = 0, koska
h toteuttaa ehdon (N). Nyt
hA= hE UK(A\E),
~ ~——

€BorR™ g joukko

joten hA on Lebesgue-mitallinen ja m(hA) = m(hE). Siten
m(hA) = m(hE) :/ Dy, dm = / Dy, dm.
E A

Oletetaan, ettéi f: G/ — R on mitallinen. Kaavan (5.60) todistamiseksi riittéi olettaa, etti f > 0.
On olemassa Borel-funktio g > 0 s.e. f = ¢ m.k. (ks. [Ho2], Lauseen 2.17 todistus). Siis

g(z) = f(z), kunze G\ B, m(B)=0.

Suurentamalla tarvittaessa B:td voidaan olettaa, ettd B on Borel. Korvaamalla f funktiolla fypa
voidaan olettaa, ettd A = G. Nyt

' G'\B G'\B
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ja
(5.61) /(foh)Dm,uh dm = (g o h)Dpap, dm+/ (f o h) Dy, dm .
G G\h-1B h-1B
=J
Koska

0=m(B) = / Dy, dm,
h—1B

niin Dy, = 0 mk. h~!B:ssi, joten J = 0. Samalla saatiin, ettd (f o h)Dpun = (g 0 B)Dppp,
joukossa G\ h~'B ja (f o h)Dyup = 0 m.k. joukossa h~ !B, joten (f o h)D,,u;, on mitallinen ja
(5.61):m vasen puoli on siten mééritelty. Néin ollen riittd4 osoittaa (5.60) tapauksessa f > 0 Borel
ja A=G.

Oletetaan ensin, ettd f > 0 on yksinkertainen Borel-funktio,

f= ZakXAk, Ay € BorR"™.
k

Silloin
/hG fdm = zk:akm(Ak N hG)
- zk:ak /Gmh_lAk Dy i, dm
_ zk: /G s £ (&) Dy pan () dm ()

:/Gf(h(x))Dmuh(x) dm(x).
Oletetaan sitten, ettd f > 0 on Borel. Silloin on olemassa kasvava jono yksinkertaisia Borel-
funktioita f; A f, f; > 0. Nyt

(fj o h)Dpin /7 (f © h) D pu,

joten monotonisen konvergenssin lauseen nojalla

/ fdm = lim fjdm
hG

jHOO hG

= lim [ (fj oh)Dpypupdm

Jj—00 G
:/(foh)Dmuhdm.
G
U

Huomautus 5.62. Oletetaan, ettd h: G — G’ on homeomorfismi avoimien joukkojen G,G’ C R™
vililld s.e. h on differentioituva pisteessid = € G. Silloin
m(hB (z, T‘))

D pp(x) = }%m = |Jn(2)],

missi Jp(x) = det b/ (z).
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Lause 5.63. Oletetaan, ettd h on kuten Lauseessa 5.58 ja lisdksi differentioituva m.k. x € G.
Silloin kaavassa (5.60) voidaan Dy, pp(x) korvata |Jy(x)]:1ld.

Esimerkki 5.64. Olkoon g: [0,1] — [0, 1] Cantorin 1/3-funktio (ks. Reaalianalyysi I, [Ho2, Esim.
1.21)),
G =0,1[x]0,1[ ja G’ =]0,2[x]0,1[.

Maéritelladn homeomorfismi h = (hy, he): G — G’ asettamalla pisteessé © = (21, x2)

hl(l‘) =x + g(a:l),
hg(l‘) = I2.
Silloin A on differentioituva jokaisessa pisteessé
ze A= (]0,1[\C(1/3)) x]0,1]
eli m.k. z € G. Lis#ksi
(1) ‘ =1, VzeA

() = ‘ é

Nyt
/|Jh\ dm =1, mutta m(hG) =2,
G

joten (5.59) ei pide. Syyn on se, ettei h toteuta ehtoa (N): m(G\ A) = 0, mutta m(h(G\ A)) > 0.
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Moderni reaalianalyysi

Alla luettelo (erdistd) kirjoista ja luentomuistiinpanoista, joita voi kdyttdd lisimateriaalina.
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