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2 Mitta ja integraali

0 Taustatietojen kertausta ja taydennysta

0.1 Kaytannon joukko-oppia

Olkoon X miké tahansa joukko. Talléin X :n potenssijoukko on
P(X)={A: AcC X}
ja X:n joukkoperhe (tai perhe/kokoelma X :n osajoukkoja) on miké tahansa P(X):n osajoukko
F C P(X).

Perheen F yhdiste on
| A={r e X:z e Ajollakin A € F}
AeF

ja letkkaus on
[ A={zr € X: 2 € Akaikilla A € F}.
AcF

Olkoon A jokin (indeksi)joukko ja oletetaan, ettd jokaista o € A vastaa yksikésitteinen X:n
osajoukko V,, € X. (Toisin sanoen, a — V,, on kuvaus A — P(X).) Talloin kokoelma

F=A{Vy:ae A}

on X :n indekséity joukkoperhe.
Indeksoidyn perheen yhdiste on

| Va={z € X: 2 €V, jollakin o € A}
acA

ja vastaavasti letkkaus on

mVa:{xeX:wevaMaeA}-
acA

Merkitsemme myo0s

U Vo ja ﬂ Va, jos A kay selville asiayhteydesta.
o [0

Esimerkki 0.2. 1. Olkoon F C P(X). Voimme tulkita F:n indeks6idyksi perheeksi kéyttamalla
F:a4 itsedan indeksijoukkona. Toisin sanoen, jos o € F (jolloin @ on X:n osajoukko), niin
merkitdén V, = a. Talloin F = {V,: a € F}.

X=J{a}, {2} = yksiv.

rzeX

Usein indeksijoukkona on N = {1,2,3,...}, jolloin merkit&én

UV tai fjvn tai |V,
n n

neN
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ja vastaavasti

neN

ﬂvn tai ﬁvn tai ﬂvn.

Merkinnét (V;,), (Vo)oZ1, (Va)nen, ja Vi, Va, ... tarkoittavat (joukkojen) jonoja.
Joukkojen A, B C X erotus on

A\B={zeX:z€ Ajax ¢ B}.

Joukon B C X komplementti (X:n suhteen) on

B°=X\B.
Huomautus 0.3.

A\ B =An B-.

X ANBe=A\B

S J

Lause 0.4. Olkoon {V,

(0.5) Uva) =Ve

ja

(0.6) (va) =ve.

Olkoon B C X. Tilléin pitee ns. distributiiviset lait yhdisteelle ja leikkaukselle:
(0.7) Bn (Jva) =JBNnVa)

ja

(0.8)

BU([Va) =[)(BUVa).

e o

xG(UVa)C = x%UVa = Va:x ¢V, < Va:z eV — xGﬂVOf.

(0.6): Samoin.

ca € A} jokin X :n joukkoperhe. Tdalloin pdtee ns. de Morganin lait:
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(0.7):

reBN(|JVa) & z€Bjare| Ve < 2€Bjaz eV, jollakinac A

« (67

< v € BNV,jollakihna € A <— mEU(BﬂVa).

[0}

(0.8): Samoin. O
Joukkoperheen yhdisteen/leikkauksen kuvat ja alkukuvat.

Olkoot X ja Y epétyhjia joukkoja ja f: X — Y kuvaus.

Joukon A C X kuva (kuvauksessa f) on

f(A) ={f(z): z€ A}. (CY)

Merkitddn myos lyhyemmin fA.
Joukon B C Y alkukuva (kuvauksessa f) on

fA(B)={recX: f(z) € B}.
Merkitdin myos f~!B. Kiytdmme my6s merkintds

FH ) =),

kun y € Y. [Huom.: f:114 ei tarvitse olla kddnteiskuvausta.|

Lause 0.9. Olkoon f: X — Y, {V4: o € A} X:n joukkoperhe ja {Wg: € B} Y :n joukkoperhe.
Silloin

(0.10) FlUVa) = fVa
(0.11) FHUws) = 'ws
5 5
(0.12) FHOYWe) =)' Ws
s s
Tod. (0.10):

yef((UVa) = y=f@jaze|JVa & y=f(2)jazeV,jollakina € A

«

= y € fVajollakina € A <= ye|JfVa.

«
(0.11) ja (0.12): Samoin. O
Huomautus 0.13. Aina pétee

F((Va) €[ fVas

mutta inkluusio voi olla aito. Yhtasuuruus f(NaVa) = NafVa pitee esimerkiksi, jos f on injektio.
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Numeroituvat ja ylinumeroituvat joukot.
Numeroituvuus on erittiin tarked mittateoriassa!

Maéaritelma 0.14. Joukko A on numeroituva, jos A = ) tai 3 injektio f: A - N ( <= 3
surjektio g: N — A).
A on ylinumeroituva, jos A ei ole numeroituva.

Huomautus 0.15. 1. A numeroituva <= A dérellinen (mukaanluettuna ()) tai numeroituvasti
aareton (jolloin 3 bijektio f: A — N).
2. A # () numeroituva <= A = {x,: n € N} (toisto sallittu, joten A voi olla dérellinen).

3. A numeroituva, B C A = B numeroituva.

Lause 0.16. Jos joukot A, ovat numeroituvia ¥Yn € N, niin
U A, on numeroituva.
neN
(Eli “numeroituva yhdiste numeroituvista joukoista on numeroituva”.)
Tod. Voi olettaa A,, # 0 V n € N. A, numeroituva = A, = {z,,(n): m € N}. Maéaritelldan

kuvaus
g: NxN—=U,A,, g(n,m)=zn(n).

Silloin g on surjektio N x N — U, A,,. Riittda 10ytad surjektio h: N — N x N, koska silloin
goh: N — U A,
neN

on surjektio ja siten U, A, numeroituva. Esimerkki surjektiosta h: N — N x N

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
=h(1) =h(3) =h(6) =h(10) =h(15)
/ / /! /!

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
=h(2) =h(5) =h(9) =h(14)
/ / /

(3,1) (3,2) (3,3)
=h(4) =h(8) =h(13)
S /!
(4,1) (4,2)
=h(7) =h(12)
/
(5,1)

Seuraus 0.17. Rationaalilukujen joukko
Q:{%\n,mez, n# 0}
on numeroituva. Syy: Joukko
Ak:{% |n,meZ, n#0, Im| <k,|n| <k}

on &érellinen (ja siten numeroituva) Vk € N. Lause 0.16 = Q = UgenAg numeroituva. O
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Esimerkki 0.18. (Ylinumeroituva joukko). Vili [0, 1] (ja siten myds R) on ylinumeroituva.
Idea: = € [0,1] = z:1l4 on desimaalikehitelmé

CEZO,OL1(L26L3...,

missi a; € {0,1,2,...,9}.
Vastaoletus: [0, 1] numeroituva, jolloin [0, 1] = {z,: n € N}. Pisteilld z,, on desimaalikehitelmét

w1:0,a§) g) é)

2D

r2=0,ay"ay"a

z3 =0 agg)ag )aég) ..

xn =0, agn)agn)aén) al™

1 @2 (3) (n) (O

”Lavistajalla” on lukujono ay ’,ay ', a3, ..., an ', ..., missd ap = z,:n n:s desimaali. Mééritelldan
luku z € [0,1] asettamalla = 0,b1babs . .., missa
") 49 e {0 7
019) b= {0 2 e 012 T
al” =2, josal” e {8, 9}

Luvun z n:s desimaali toteuttaa |b, — aj}| = 2 Vn € N, joten z # x,, Vn € N. TaAm4 on ristiriita,
silld [0, 1] = {zy,: n € N}. Siis [0, 1] on ylinumeroituva.
[Huom. Desimaalikehitelmé ei ole 1-késitteinen: esim. 0,5999... = 0,6000... (ndhd&&n esim.

geometrisen sarjan avulla). TAmé ei kuitenkaan haittaa, silla (0. 19) ssi by = a" " +2]

Summaaminen.
Olkoon A # () mielivaltainen indeksijoukko ja a, > 0 Va € A. Kysymys: Mita tarkoittaa

Z aq”?
acA

Maar.
Z aq = sup{ Z aq | Ag C A &dérellinen}.

acA acAp

Tahéan palataan myShemmin.

0.20 Euklidinen avaruus R"
n kpl

R*" =R x --- xR karteesinen tulo

Alkoita kutsutaan pisteiksi tai vektoreiksi.
reR" <= = (z1,...,2), z; €ER, j=1,...,n.

Algebrallinen rakenne.
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Pisteiden z,y € R" summa on
r+y=(r1+y1,...,Tn+ys) € R™
Reaaliluvun A € R ja pisteen x € R” tulo on
Ax = (Azq, ..., \x,) € R™

Nollavektori
0=0=(0,...,0).
)

Pisteen x € R™ vastavektori (vastinpiste
—zx=(—1)z=(—z1,...,—zp).
Pisteiden z,y € R™ erotus on
z—y=a+(-y).
R™:ssé summa ja reaaliluvulla kertominen toteuttavat vektoriavaruuden ehdot (Lin.alg.I), esim.
r+y=y+z, z+0=0+z=ux,

Mz +y) =+ Ay, (A+p)z=Ax+pr jne
Vr,y € R", A\ p e R

Pisteiden z,y € R" sisdtulo on

n
x-y:inyiER.
=1

Merkitaan
n 1/2
x| = Vz -z = E Ti%i T: normi.
i=1

Euklidinen etaisyys R":ssa.
Pisteiden z,y € R™ etdisyys on

!w—y<—(§;@f—%f>ué

Usein merktddn d(z,y) = |z — y|. Talloin d on metriikka R™:ssé, ts. kuvaus d: R” x R" — R
toteuttaa (metriikan) ehdot:

d(z,y) >0 Vz,yeR"

dlz,y) =0 <= z=y

d(z,y) =d(y,z) Vz,yeR"

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) Vr,y,z€R" (kolmioepayht., A-ey).

Avoimet ja suljetut joukot R™:ssa. (DII, Topo I)
Euklidinen metriikka d maardd R™:a4n avoimet ja suljetut joukot (ja siten R™:n topologian)
seuraavasti:
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Olkoon z € R™ ja r > 0. Joukko
B(z,r)={yeR": ly—z| <r}
on avoin (z-keskinen, r-siteinen) kuula (engl. ”ball”) ja
S(e,r) ={y eR": |y —a| =r}
on (z-keskinen, r-séteinen) pallo (tai pallokuori) (engl. ”sphere”). Vastaavasti

B(z,r)={y eR": [y —z[<r}

on suljettu (x-keskinen, r-siteinen) kuula.
Joukko V' C R™ on avoin, jos Ve € V I r =r(z) > 0s.e. B(z,r) C V.
Joukko V' C R™ on suljettu, jos R™ \ V on avoin.

S(z,r)

\ r—lz—y/ >0

Esimerkki 0.21. 1. B(xz,r) on avoin Vz € R",r > 0 (A-ey, ks. yo. kuva).
2. Suljettu kuula B(x,7) on suljettu joukko.
3. R™ ja () ovat seké avoimia etté suljettuja.
4. Puoliavoin vali, esim. [0,1), ei ole avoin eikd suljettu.
Huomautus 0.22. Joukon A C R" sulkeuma on
A={x eR": z € Atai x on Am kasautumispiste}.

Piste € R™ on joukon A C R™ kasautumispiste, jos Vr > 0 B(xz,r) N (A\ {z}) # 0. R™:ssd pitee

B(z,r) = B(z,7).

Varoitus. Joskus kuulaa B(z,r) kutsutaan myds palloksi, jolloin S(z,r):44 on kutsuttava pal-
lokuoreksi.

Huomautus 0.23. Jos (X, d) on metrinen avaruus, ts. d: X x X — R tot. metriikan ehdot, niin
voidaan médr. X:n avoimet ja suljetut joukot (metr. d suht.) kuten edelld korvaamalla |y — z
metriikalla d(z, y).

Seuraava tulos patee yleisesti:

Lause 0.24. Olkoon A mikd tahansa indeksijoukko. Silloin

(0.25) Vo CR" avoin Vo € A = U Vo avoin;
acA
(0.26) Vo C R” suljettu Voo € A = m Vi suljettu;

acA
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k
(0.27) ,..., Vi CR" avoin = ﬂ Vj avoin;
j=1
k
(0.28) Vi,..., Vi, CR" suljettu = U Vj suljettu.
j=1

Tod. (Topo I) (0.25):

T e UVQ:>E|ag€A s.e. € Vi,
acA

Va, avoin = 3 avoin kuula B(x,r) C V,, C U V.
acA

(0.26):
Vo suljettuV a = Vi avoinV a

(%) UVo‘f de More. (m Va)c avoin
[e% (0%

= mVa suljettu.
(0%

(0.27) ja (0.28): (HT).

Huomautus 0.29.

oo
V; avoin Vj € N # m V; avoin,
j=1

oo
Vj suljettu Vj € N % U Vj suljettu. (HT)
j=1

1 Lebesguen mitta R":ssa

1.1 Johdanto

Geometrinen ldhtokohta: Jos I = [a,b] C R on rajoitettu vili, niin sen pituus on
I)=0b-a.

(Samoin jos I avoin tai puoliavoin.)
Joukko I C R”™ on n-vdli, jos se on muotoa

I=1 x---x1I,

missé kukin /; C R on vili (joko avoin, suljettu tai puoliavoin).
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I on avoin (vastaavasti suljettu) n-véli, jos jokainen I; on avoin (vastaavasti suljettu).
Olkoot Ij:n paatepisteet aj,b;; a; < b;. Silloin I'n geometrinen mitta on

=

UI)= (b1 —a1)(bg —az) - (b —an) = | [ (b; — a;)

1

<.
Il

0.

(n =1 pituus, n = 2 pinta-ala, n = 3 tilavuus). Merkitaan ¢(()
Tavoitteena maaritella "mitta” kuvauksena

my: P(R™) — [0, 4+00],
joka toteuttaisi ehdot:
(1) m,(F) méadritelty V osajoukoilla E C R™ ja m,(F) > 0.
(2) Jos I on n-vali, niin m,(I) = £(I).

(3) Jos (E)) on jono erillisia R™:n osajoukkoja (ts. E; N E, = () kun j # k), niin

o0
mp (U2, Bx) = Z my (Ek) “taysadditiivisuus”.
k=1

(4) my, on siirtoinvariantti, ts.
mn(E + z) = my(E),

missi FCR", xeR" jaF+zx={y+az|yeE}.

Osoittautuu, ettei kaikkia ehtoja (1) — (4) voida samanaikaisesti toteuttaa. (n-ulotteisen) Lebesguen
mitan m,, kohdalla luovutaan ehdosta (1), eli

my: LebR™ — [0, +00],
toteuttaa ehdot (2), (3) ja (4), missé
LebR" C P(R™)

on Lebesgue-mitallisten joukkojen perhe. Leb R"™ sisaltad mm. kaikki avoimet ja suljetut joukot.
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1.2 Lebesguen ulkomitta R":ssa

Sopimus.
a+00=004a= 00, a # —00
a—00=—00+a=—00, a # o0
00— 00, —004+ 00 eimaar.
—(00) = =00,  —(-00) =00

00, a>0
oo-aa-oo{oo, a<0

0, a=20 Huom! 0-0c0 =0
—o0o0, a>0
(—o0)a = a(—o0) = {+oo, a<0
0, a=0

(—00)oo = 00(—0) = —o0
0, a>0
a
6 = q —0Q, a<0
ei maar. , a=20
a a
—=—=0, a€R
00—
too ..
—— el maar.
+oo

Varoitus: Sopimusta 0 - co = 0 ei voi kdyttad raja-arvojen limg o, xxy, laskemisessa tapauk-
sissa limg ooz = 0, limp_ . yr = oo. Toisin sanoen, ei saa ”paatelld”, ettd limyg oo Tpy, =
Muistutus: Jos (a;)jen on jono s.e. a; > 0V j, niin joko

00 k 00
Zaj: lim Zaje]R tail Zaj:+oo.
j=1 j=1

k—o0 4
J=1

Syy: osasummat Z?Zl a; muodostavat kasvavan jonon.
Olkoon A C R™. Tarkastellaan A:n numeroituvia avoimia peitteitd (mahd. Aarellisié)

F={h,1Is,...},

missd kukin I, C R™ on rajoitettu, avoin n-véli (tai 0) ja

)
AC U I.
k=1
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| | =

Talloin sanomme, ettd F on A:n Lebesquen peite. Muodostetaan summa

1
S(F) = imk), 0 < S(F) < +oo.
k=1

Maaritelma 1.3. Joukon A C R™ n-ulotteinen (Lebesguen) ulkomitta on

‘ my(A) =inf {S(F): F on A:n Lebesguen peite} . ‘

(Mythemmin osoitetaan, ettd myos suljetut n-valit kelpaavat.)

Huomautus 1.4. 1. Merkitddn Jy = {x € R": |z;| < k Vj} (avoin n-vili). Selvisti

o0
R" = | J Ji,
k=1

joten aina 3 avoimia peitteitd U2 | I, O A (ja inf on siten olemassa).

2. I C R™ avoin n-véli = 0 < {(l;) < co = summa on olemassa ja

0< ) UI}) < +o0.
k=1

3. Ulkomitta m,,(A) riippuu (tietenkin) dimensiosta n. Jos n on selvé asiayhteydesté, niin mer-
kitsemme lyhyemmin m*(A) = m} (A).

n

4. Suoraan méaritelméasta seuraa: Ve > 0 3 A:n Lebesguen peite F, joka yleensi riippuu e:sta)
s.e.

S(F) < m*(A) + .

(Sallitaan m*(A) = 4o00.) Maéritelmé ei tarkoita, ettd (aina) olisi mahdollista 16ytad A:n
Lebesguen peite F, jolla m} (A) = S(F).

5. Siis: A +— m*(A) on kuvaus P(R"™) — [0, oo], erityisesti m* on mééritelty koko P(R™):ssé.
Esimerkki 1.5. 1. Olkoon n = 2 ja olkoon A = {(z,0): a < z < b} C R? (jana tasossa).
Viite: m5(A) = 0.
Tod. Olkoon € > 0 ja I. =|a — €,b+ ¢[x] — &,e[C R? avoin 2-vili.
ACL =0<mi(A) <L) =2e(b—a+2) %0,
joten m3(A) = 0.

Ttseasiassa S(F) on harhaanjohtava merkintd, koska F on joukko. Tehddin sopimus: Kukin F:n n-vili in-
deksoiddan vain kerran, jolloin summaan S(F) otetaan mukaan kunkin n-valin geometrinen mitta tdsmélleen yhden
kerran.
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2. Olkoon n = 1. Tarkastellaan rationaalilukuja Q C R.
Viite: mj(Q) = 0.
Tod. Q numeroituva, joten Q = {g;: j € N}. Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Jokaisella j € N,

olkoon

9 9
Li=]g— gm0+ 5[ CR

avoin vili. Sen pituus ((I;) = 2¢/29T = ¢/27.

gel; VjeN=Qc|JL=
i
oo

ogmﬂ@)gzla Z§= =00,
]: =

joten mj(Q) = 0.
3. A C R™ numeroituva = m}(A) =0 (Kuten 2.)
4. Olkoon A C R™ rajoitettu joukko, ts. IR > 0 s.e. A C B(0, R). Silloin A C I, missé

n kpl
I=]-R/R[x---x]—R,R[ avoin n-véli.

R

=
N

m*(A) < ((I) = (2R)".

Saadaan arvio

(Lebesguen) ulkomitan ominaisuuksia.
Lause 1.6. (1) m () =0;
(2) "monotonisuus”: A C B = m}(A) < m}(B);

(3) 7subadditiivisuus”:  Aj, Ag,... C R" jono joukkoja =

Zm

C8

J:
Huomautus 1.7. (3) pitee my0s aarelliselle yhdisteelle U;‘?:l(Aj) (valitaan A1 =---=0).

Tod.
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(1): Selva.
(2): Olkoon F B:n Lebesguen peite.
ACB = F onmy6s Amn Lebesguen peite AL (A) < S(F).
Otetaan inf yli kaikkien B:n Lebesguen peitteiden = m(A) < m}(B).

(3): Merkitddan A = UjA;. Olkoon ¢ > 0. Jokaisella j valitaan Ajin Lebesguen peite F; =
{Ijl,IjQ .. } S.e.
S(Fj) < mp(4j) +e/2.

Nyt F = Uj F; ={ILjr: j € N,k € N} on A Lebesguen peite

WA E(A) < S(F) = is i —I—ZE/QJ Zm

J=1

Annetaan e — 0 = vaite.

O

Huomautus 1.8. YIIi tarvittiin "summeerausteoriaa” (yhtéls S(F) = >22, S(F;)). Ks. Lemma
1.13 ja 1.14 alla.

Lause 1.9. Olkoon A C R". Silloin

(1.10) my (A4 x) =m;(A)
kaikilla x € R™, missi A+x={y+x:y € A};

(1.11) my, (tA) = t"m, (A),
kun t > 0, missi tA = {ty: y € A}.

Tod. (HT) O
Summeerausteoriaa. Olkoon I (indeksi)joukko ja a; > 0V i € I. Jos J C I on adrellinen,
niin merkitaan
SJ = Z a; , S@ =0.
ieJ
Maaritelma 1.12.
Zai =sup{Sy: J C I &érellinen}.
iel
Lemma 1.13.

g a; = lim E a;.
n—oo

ieN

eli "wusi” madritelmd yhtdapitivd aiemman (Diff.1) kanssa.
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Tod. Merkitddn J, = {1,...,n}, S=>..ya (=sup{S;:J C N dérellinen}).

(Ss,) nousevajono = I lim Sy, =9
n—oo

S, <S8 = S§<68.
Toisaalta

J C N aarellinen = dneN se. JCJ,
= 8§;<8;,, <8
= S§<8 (ottamalla sup yli V J).

O
Seuraavassa sekid [ ettd J ovat mielivaltaisia indeksijoukkoja. (Lisdksi merkitddn lyhyemmin

aij = ag).)

Lemma 1.14.

Z ajj ZZZQU ZZZ%’-

(i,)elxJ icl jeJ jed iel

Tod. Merkitadn Sy,s = vasemman puoleisin summa, Sies = keskimmainen summa, ja Sey =
oikean puoleisin summa.
(a): Jos A C I x J on aéarellinen, niin 3 dérelliset I' C I, J' C Jse. ACT xJ'

=  Sa<Spxy © Z Z ayj < ZZ%’ < Skes

el jeJ’ iel’ jeJ
= Sias < Skes (ottamalla sup yli V A).

[(%): summassa S/ - dérellisen monta termié, joten voidaan summata missa jarjestyksessd tahansa.
(b): Olkoon I" C I dérellinen ja J! C J dérellinen V i € I'. Merkitaéan

A={(i,j):iel'jeJ}

Silloin

Svas > Sa = Z Z Qg

iel’ jeJ!
Otetaan (Vi € I') sup yli dérellisten J! C J
Svas > Z Z Qi
iel’ jeJ
sup yli ddrellisten I’ C T = Syas > Skes-

Samoin Syas = Soik- O

Korollari 1.15.

D= Y ag=y ) aj.

(7,7)eNXN €N jEN jEN €N
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Huomautus 1.16. Subadditiivisuus ei (yleenséd) pdde muodossa

(1.17) my (| Ai) <> min(A),

icl icl

missd A; CR", i € I, ja I on ylinumeroituva indeksijoukko. Syy:

R" = U {z}, m;({z})=0Vx e R"
T€R"

Jos (1.17) pétisi, niin
* (T * (1.17) *
0<my®) =m;(|J{z}) < > mi({zh)=0.
zeR™ TER™

Toisaalta myShemmin todetaan, ettd m} (R"™) = +o0o. RR (= "ristiriita”) eli (1.17) ei péde!

1.18 (Lebesgue-)mitalliset joukot

Maéérittelemme R™:n (Lebesgue-)mitalliset joukot, LebR"™, ns. Carathéodoryn ehdon avulla.
Subadditiivisuus (Lause 1.6 (3)): A,BCR" =

m*(AU B) <m*(A) + m*(B).
Lisdksi (todistetaan my6hemmin): 3 A, B C R" s.e. AN B = (), mutta
m*(AU B) < m*(A) +m*(B)
eli m* ei ole tdysadditiivinen. Jalkimmaéisestd tapauksesta halutaan eroon (hylkd&malla osa osa-
joukoista):
Olkoon E C R™ annettu joukko ja A C R™ "testijoukko”

A=(ANE)U(A\E) pistevieras yhdiste
m* subadditiivinen = m*(A) <m*(ANE)+m*(A\E).

ANE

A\E

Maaritelma 1.19. (Carathéodoryn ehto, v. 1914.) Joukko E C R™ on (Lebesgue-)mitallinen, jos

m*(A) =m"(ANE)+m"(A\ E) kaikilla AcCR"
—ANE*
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Huomautus 1.20. F C R" mitallinen <=
m*(A) >m* (ANE)+m*(A\ E) kaikilla A C R", joilla m*(A4) < oc.

Syy: seuraa subadditiivisuudesta, ja pétee aina, jos m*(A) = +oo.

Maaritelma 1.21. Jos £ C R” on mitallinen, niin merkitédan
m(E) =m*(F) tarvittaessa m,(E).

m(E) on E:n (n-ulotteinen Lebesque-) mitta.

Merkitaan

LebR"™ = {E C R": E Lebesgue-mitallinen} C P(R").
Siis
m =m"|LebR": LebR" — [0,00] ulkomitan rajoittuma.
Myochemmin naytetadn, etta
LebR™ C P(R™).
Lause 1.22.
m*(E)=0 = E mitallinen.

Tod. Olkoon A C R testijoukko.

monot.

ANECE ™2 m*(ANE)=0
ADA\E ™ m*(A) > m*(A\ E) =m* (AN E)+m*(A\ E)
=0
= F mitallinen.

O
Lause 1.23.
E  mitallinen <<= E° mitallinen.
Tod. Riittaa osoittaa : Olkoon F mitallinen ja A C R™. Silloin
m*(A) =m*(ANE)+m*" (AN E°)

— m* (AN (E°)°) + m* (AN E°)

= FE° mitallinen.
O

Esimerkki 1.24.
ECR" numeroituva o2’ m*(E) =0
L’:1§2 E  mitallinen L.:1.§3 E° mitallinen.

Erikoistapaukset:

) € LebR, R €LebR,
rationaaliluvut Q € LebR, irrationaaliluvut R\ Q € LebR.
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Olkoot E7, Es,... mitallisia. Osoitamme, etta

oo o0

U E; ja ﬂ FE; ovat mitallisia.
i=1 i=1

Tata varten tarvitaan lemmoja. Ensin aarellinen tapaus.

Lemma 1.25. FEi,...,Ey mitalisia = U E; jo N, Ei mitallisia.

Tod. | (a) yhdiste:

k k—1
Ez(UEJU&
i=1 i=1
= voi olettaa k = 2.

Siis olkoot E7, E5 mitallisia. Olkoon A C R™ testijoukko.

F71 mitallinen =
m*(A) =m*(AN Ey) +m*"(AN EY)

E, mitallinen, testijoukkona ANE{ =
m*(ANES) =m*(AN E{N Ey) +m*(AN EfN ES)

m*(A) =m* (AN Ey) + m* (AN EfN E2) +m* (AN E{N ES),

(subadd. =) > m*(B)

missa

B=(ANE)U(ANE{NEy)) =AN(E U (EfNEy) =AN (E1U(E>\ Ey))
:Aﬂ(ElLJEQ).

Siten

m*(A) > m*(B) +m* (AN E{ N E3)
=m* (A N (E1 U EQ)) +m* (A N (E1 U Eg)c)
= F{UUFEy; mitallinen.

AN ES
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‘ (b) leikkaus: |de Morgan, Lause 1.23 ("komplementin mitallisuus”) ja (a)-osa =

k k ¢
(& = (U Ef) mitallinen.
=1 i=1

Lause 1.26. E;, Ey mitallisia = E;\ Ey mitallinen.
Tod. Ey \E2 =FN Eg ]

Lemma 1.27. Olkoot Eq,...,E; erillisid ja mitallisia ja A C R™ mielivaltainen. Tdlloin

k k

=1

Tod. ‘ (a) Tapaus k =2 : ‘ E; mitallinen, testijoukkona AN (E1 U Ey) =B =

m*(B) =m*(BNE;) +m*(B\ E1)
=ANE4 =ANFE>

=m* (AN E))+m (AN Ey) eli viite.

‘ (b) yleinen tapaus: |Induktiolla: Oletetaan, ettd viite pétee, kun 2 < k < p, eli

Esq, ..., B, mitallisia P P
EinEj=0,i#j ;= m"(An(|JE))=> m(ANE).
ACR” i=1 i=1
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Talloin saadaan

AN (UL B) = An (UL Bi) U Bpia)

—
UV, Ei, Epyq erillisia ja mitallisia
p+1 - p
m*(An (| E)) "= m*(An (| Ei)) + m* (AN Epyq)
i—1 i—1
'lk_ » 7
=" m*(ANE;) + m* (AN Epy1)
i=1
p+1
i=1

O

Lemma 1.28. Olkoon E = Ufil E;, missa E;:t mitallisia. Tdlloin on olemassa erilliset ja mitalliset
F, C E; s.e.
o
E=|JF.
i=1

Tod. Valitaan

F = Ey, [mitallinen]
Fy = Ey\ En, [mitallinen (L. 1.26)]

k—1
Fp=Ey\ | JEi, [mitallinen (L. 1.26 ja 1.25)]
=1

— 4

n-@

Té&ll6in (selvésti)

FicE Vi, E=|JF ja FENF=0Yi#]j
=1

Lebesgue-mitallisten joukkojen peruslause
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Lause 1.29. Olkoon E1, Es, ... jono (mahdollisesti ddarellinen) mitallisia joukkoja. Tdlldin joukot
i i
ovat mitallisia. Jos lisaksi F;:t erillisid, niin
(1.30) m(U E;) = Z m(E;). ("taysadditiivisuus”)
i i

Tod. Merkitaan

S=JE "2\ JF, Fetmitallsia ja erillisia,

k
Se=JF, Secs.

L. 1.25 (aérellinen yhdiste mitallinen) = Sj mitallinen. Olkoon A testijoukko. Silloin
m*(A) = m*(ANS;) +m*(A\ Sk)

monot.

> 'm* (AN Sy) +m*(A\ S)

k
QYE)MMmEyHmm\a VE € N.

i=1
Antamalla k — oo saadaan
(1.31) m*(A) = > m* (AN F;) +m*(A\S)
i=1
subadd.

S (U (AN F)) + me(A) )
=m"(ANS)+m*(A\YS5)
= 5= UEl mitallinen.

Epéayhtalo (1.31), kun A = S, ja subadditiivisuus =

—F =0
o ubadd. (1.31) ,_Aﬂ
Zm(FZ)S§ m(S) > Zm SﬂF)+m (S\9) = Zm
[ =1

Jos E;:t ovat erillisid, niin voidaan valita F; = E;, joten (1.30) patee.
Alkuosan ja L. 1.23 perusteella (); E; = (UJ; E¢)® on mitallinen. O

Esimerkki 1.32. Olkoon A C R? s.e.
(1.33) m*(AN B(z,r)) < |z]r® Vo eR? Vr>0.

Viite: m(A) =0
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Tod. (a) Olkoon A rajoitettu, jolloin A C @ = [—a, a] X [—a, a] (suljettu nelid) jollakin a. Olkoon

n € N. Jaetaan @ suljettuihin osaneliéihin @)}, joiden sivun pituus = 2a/n, ja lukuméérd = n?.

Olkoon z; = @;m keskipiste. Silloin:
|zj| <2a ja Q; C B(zj,2a/n) (karkeita arvioita)

monot. (1.33) 3 4 _3
= m"(ANQ;) < m*(ANB(z;2a/n)) < |zj|(2a/n)’ < (2a)'n.

(b) Yleinen tapaus.

A= U Aj, missd Aj = AN B(0,j) rajoitettu.
jeN
A; C A = Ajlle pétee sama ehto (1.33) @ m(A;) =0Vj

TR n(A) = 0.
1.34 Esimerkkeja mitallisista joukoista
Ainoat esimerkit tdhin mennessa:
m*(A) =0 = A ja A° mitallisia
Tassa luvussa osoitamme, ettd mm. avoimet ja suljetut joukot ovat mitallisia. Ensin:
I CR" n-vali (avoin, suljettu, jne.) = I on mitallinen ja m(I) = ¢(I).
Apuna (Riemann-)integraali (Diff II):

Olkoon I = I; x --- x I, C R" n-vali, missa I; C R on vali paatepisteind a; < b;, j=1,...,n.
Olkoon x7r: R™ — {0,1}  (I:n karakteristinen funktio)

1, zel

(@) = {o, vl

Valitaan n-véli @ D I ja (Riemann-)integroidaan

b1 bn
/XI:/ / ldl‘l"'diﬁn:(bl_al)"'(bn_an)zg(l)'
Q al Qan

Lemma 1.35. Olkoot I ja I,...,I; n-vdleji s.e. I C U§:1 I;. Silloin ¢(I) < Z?Zl 0(1). Jos
lisdksi letkkauksilla I; N 1;, i # j, ei ole sisdpisteitd (ts. mikddn I; N1, i # j, ei sisdlld avointa

kuulaa) ja I = U?:l I, niin £(I) = E?:l 0(1;).
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Tod. Maaritelldén x, x;: R" — {0,1},

(b e {1 el
xTr) = a () =
X 0, wgr1 N 0, «¢I,

Silloin oletuksesta I C U§:1 I; seuraa, ettd x(x) < Z?:l x;j(z) V x € R". Valitaan n-vili @, joka
sisdltaa kaikki yo. n-vilit ja integroidaan yli @:n

=[x [(Cn) =3 [ =)

Jos viileilld I; ei ole yhteisié sisépisteitd, niin x(z) = Z?:l X;j(z) paitsi mahdollisesti vilien reu-
noilla, jotka eivat vaikuta integrointiin. O

Huomautus 1.36. Voidaan todistaa my0s ilman integrointia jakamalla kaikki ao. n-vélit (tarpeeksi
tiheéisti) osavéleihin niin, ettd jokainen I:n osavéli on vahintédén yhden I;:n osavéli. (Voidaan olet-
taa, ettd kaikki alkuperdiset n-vilit ja uudet osavélit ovat suljettuja.)

Lemma 1.37. Jos I on n-vdli, niin
m*(I) = ¢(I).

Tod. (a): Ve > 0 3 avoin n-véli J D I s.e. £(J) < {(I)+¢

{J} I:nLeb. peite = m*(I) <{(I)+e¢
e > 0 mieliv. = m*(I) < ().

(b): Oletetaan ensin, ettd I on suljettu. Olkoon F I:n Lebesguen peite. I suljettu ja rajoitettu
= I kompakti = 3 &érellinen alipeite Fo = {I1,..., Iy} C F. Lemma 1.35 =

(I) < 5(Fo) < S(F)
inf yli VF = £(I) <m*(I).

Siis: (1) = m*(I), jos I on suljettu. Oletetaan sitten, ettei I ole (valttdmattd) suljettu. Olkoon
e > 0. Nyt 3 suljettu n-véli I, C I s.e. £(I.) > ¢(I) — €. Siten

m*(I) s 'm( c) =4L(1:) > (I) —
e > 0 mieliv. = m*(I) > ¢(I).

O

Huomautus 1.38. Yo. pitee my0s surkastuneille n-véleille I = Iy x---x I, C R", jolloin (ainakin)
jokin I; on yksio. Tallsin £(1) ™2™ 0 = m? (I).
Olkoot A C R", € > 0 ja Jl,Jg, ... C R™ mielivaltaisia n-vileja s.e. A C |J;2, J;. Jokaisella
i 3 avoin n-vali I; D J; s.e. (1) < E( Ji) +¢/2'. Nyt {I1,I5...} on A:n Lebesguen peite, joten
m*(A) < D2 01G) < 302 4(J;) + €. (Muista geometrinen sarja.) Tésté seuraa, etté

= inf{z 0 J;): AC U J;, J; mielivaltainen n-véili}.
' i=1
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Lause 1.39. Jos I on n-vdli, niin I on mitallinen ja
m(I) = ¢(1).
Tod. L. 1.37 = riittda osoittaa, ettd I on mitallinen. Olkoon A C R"™ testijoukko. Viite:
m*(A) >m*(ANI)+m*(A\I).
Olkoon € > 0. Silloin 3 A:n Lebesguen peite (avoimia n-véleja) F = {11, Is,...} s.e.
S(F) <m*(A) +e.
IT=A1 x--xA,

=
Ij :]al,bl[x s x]an,bn[

n-vali I]‘

Ij NnIl= (]alabl[mAl) XX (]an,bn[ﬂAn) = {Q)

I; \ I ei ole valttamétta n-vali, mutta
I; \I = U J”k
k

on aarellinen yhdiste n-vileja s.e. leikkauksilla I: N I7, ja I, N I/., k # i, ei ole sisdpisteita.
J ik Jk

J%

"
Ij,z 1;

Lemma 1.35 ja 1.37 =

0L 2y 30 E ) + Y m (L)
k k

Summa yli j;n =

' (A) +e 28(F) = 3 AI) = 3om* (L) + 303 m (1)
J Jj ok

J
subadd.
* / * 11
= m (U]j) +m <U j,k)
j ‘77k
—— ——
DANI DA\I
monot.

> m*"(ANI)+m*(A\I).

Annetaan ¢ - 0 = m*(4) >m*(ANI)+m*(A\I). O
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Lause 1.40. (Lindeldfin lause) Olkoon A C R™ mikd tahansa osajoukko ja

Uvao 4
acA

peite avoimilla joukoilla V, C R™, a € A. Silloin on olemassa numeroituva alipeite

Ve, A
JEN

Tod. HT ]

Lause 1.41. R":n avoimet ja suljetut joukot ovat mitallisia.

Tod. (a) Olkoon A avoin. Jos x € A, 3 avoin n-vili I(z) s.e x € I(x) C A (3 avoin kuula
B(z,7;) C A ja sen sisilld avoin n-vili).

{I(z): z € A} on Am avoin peite.
Lindel6f = 3 numeroituva alipeite {I(z;): j € N}

= A= U I(z;) on numeroituva yhdiste mitallisista joukoista
JEN

= A on mitallinen.
(b) Jos A suljettu, niin A¢ avoin ja siten mitallinen = A = (A¢)¢ mitallinen. O

Esimerkki 1.42. Olkoon f: R? — R? jatkuva. Viite: fR? on mitallinen.
Tod.

R? = U Aj, missid A; = B(0,j) on kompakti
JjEN
f jatkuva = fA; kompakti
= fA; suljettu = fA; mitallinen
fR? = U fA; = fR? mitallinen.
JjEN

Muistutus: Olkoot n,m > 1. Kuvaus f: R” — R™ on jatkuva <= f~'U C R” on avoin
vV U C R™ avoin.

R™ R™
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Jos f: R® — R™ jatkuva ja C C R™ kompakti, niin fC C R™ kompakti. Perustelu:

fC C U U; avoin peite
el
= C CUer f~lU; avoin peite
= d &arellinen alipeite

C kompakti
k k
cclr'v, = fcclJu,
j=1 j=1

Yleisempia mitallisia joukkoja, o-algebrat.
Fo-joukot U F;, F;suljettu (esim. Q, [a,b), (a,b])
€N
Gs-joukot ﬂ G;, G;avoin (esim. R\ Q, [a,b), (a,b])
1€N
Fos-joukot ﬂ Aj, Aj e Fy
1€N
Gso-joukot | J Bj, Bj € G
1€EN
jne.
Maaritelma 1.43. Olkoon X miké tahansa joukko. Perhe I' C P(X) on X:n o-algebra (”sigma-
algebra”), jos
(a) 0 T
(by AeT = X\AeT;
(c) Ajel', ieN = |JZ, A4 eT.
Huomautus 1.44. (1) Jos I' on o-algebra ja A; € ', i € N, niin myds (), A; € I, silla

(14 =)= (U4 eT.

(2) Olemme todistaneet: Lebesgue-mitallisten joukkojen perhe Leb R™ on R™:n o-algebra (Lauseet
1.22, 1.23, 1.29).

(3) P(X) on suurin X:n o-algebra; {(), X} on pienin X:n o-algebra; A C X (kiinnitetty) =
{0, X, A, A°} on X:n o-algebra.

Maaritelma 1.45. Borel-joukkojen perhe Bor R™ on pienin R™:n og-algebra, joka sisaltad suljetut
joukot.

Olemassaolo: Merkitaian

B = ﬂ{F: I on R™:n o-algebra, I' sisdltdd suljetut joukot}.

(Esim. I' = P(R™) on erds R™:n o-algebra, joka sisaltda suljetut joukot.)
B on o-algebra, silld



Kevatlk. 2002

(a) 0 € B;
(b) Ae B = A°cI'VIl = A€ B;
(C) A, eB = UZ-GNAZ'EFVF = UieNAiEB‘

Konstruktio = B on pienin R™:n o-algebra, joka sisaltaa suljetut joukot, joten

‘ BorR" = B. ‘

Avoimet, suljetut, F,, Gs, jne. joukot ovat Borel-joukkoja.
Lause 1.46. Jokainen Borel-joukko on mitallinen.
Tod. Mitallisten joukkojen perhe LebR™ on o-algebra ja sisaltaé suljetut joukot, joten

BorR" C LebR™.

1.47 Yleista mittateoriaa. Hausdorfl-mitta

Maaritelma 1.48. Olkoon I' X:n o-algebra. Funktio p: I' — [0, +00] on mitta X:ssé, jos
(i) u(0) = 0;
(i) 4; €T, i €N, erillisia = p(U;2, 4i) = X ;enn(As).  “téysadditiivisuus”
Kolmikko (X, T, u) on mitta-avaruus.
Huomautus 1.49. 1. Mitta p on myos monotoninen:
A Bel, ACB = 0<pu(A4) < u(B).
Syy: A, B\ A el erillisid, B=AU(B\ A)

— u(B) = p(A) + (B \ A) > u(A).
N———

>0
2. ABel, ACB, p(d) <o = u(B\A) =puB)—ulA).
3. Mitta p on todenndkoisyysmitta (lyhyemmin tn-mitta), jos pu(X) = 1.
Esimerkki 1.50. (1) n-ulotteinen Lebesgue-mitta
my: LebR"™ — [0, +o0]

on mitta (ei tn-mitta).
Syy: LebR™ on R™:n g-algebra ja m on taysadditiivinen.

27
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(2) Olkoon X # () mielivaltainen joukko. Kiinnitetdén = € X ja asetetaan kaikilla A C X
1, josz € A;
p(A) = ;
0, josxz ¢ A.

Silloin p: P(X) — [0, +00] on tn-mitta (ns. Dirac mitta alkiossa x € X).
Syy: (a) P(X) on o-algebra.

(b) Olkoot A; C X, j € N, erillisié (ts. A;NA; =0, Vi # j). Silloin
n(UA) = nl4y),
j=1 j=1
silla

z ¢ J;21 Aj = molemmat puolet =0

erill.

T € U;’il Aj; = Jtasm. yksi jo € Ns.e. z € 4j, = molemmat puolet = 1.

(3) p: P(X)—[0,400], u(A) =0 VA C X, on mitta.

(4) Olkoot a; >0, j € N, s.e. -2, a; = 1. Asetetaan kaikilla A C N

wA) =Y aj.

JjeEA
Tallsin p: P(N) — [0,1] on tn-mitta (HT).

Maaritelma 1.51. Olkoon X miké tahansa joukko. Kuvaus p*: P(X) — [0, +o0] on ulkomitta
X:ssé, jos

(2) ACB = u*(4) < 4 (B);
(3) 4 C X, jeN = p (Uil 4)) < 372 1 (4)).
Liséksi joukko E C X on (u*-)mitallinen, jos (Carathéodoryn ehto)
(1.52) p(A) = p (ANE) + p*(A\ E)

patee VA C X.
Merkitaan
M,«(X)={FE C X: E p*-mitallinen}

tai lyhyemmin M(X), jos p* on selvé asiayhteydesta.
Huomautus 1.53. M(X) C P(X) on o-algebra X:ssé ja rajoittuma
W IM(X): M(X) = [0, +o0]

on mitta. Tod. kuten Lebesguen ulkomitan tapauksessa.
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Hausdorffin mitta ja dimensio.
Joukon A C R™ halkaisija on

d(A) =sup{|z —y|: z,y € A}, d(0) =0.
Olkoon 0 < s < oo jad > 0. Jos A C R™, niin asetetaan
H3(A) =inf{> d(E;)*: Ac | B, d(E;) <6},
j=1 J=1

misséi tehdidin sopimukset d({z})? = 1 Vo € R" ja d(0)* = 0 Vs > 0. (Ylld E; C R™ on miki
tahansa osajoukko.)

Ejv d(Ej ) <9
Havaitaan: 0 <1 < dz = H; (A) > H; (A) (inf yli pienemmén joukon).
Maaritelma 1.54. Joukon A C R™ s-ulotteinen Hausdorffin (ulko-)mitta on

H*(A) = lim H3(A) = supH;5(A).
6—0+ §>0

(Voi olla H*(A) = c0.)
Lause 1.55. Olkoon 0 < s < oo. Silloin H® on ulkomitta R™:ssd.

Tod. HT ]
H*-mitalliset joukot, My (R™), mééritelladn Carathéodoryn ehdon (1.52) avulla.
Lisétieto:
Bor R” C My (R™).

Lause 1.56. Jokaista A C R™ kohti on olemassa 1-kdsitteinen luku s = s(A) > 0, ns. Amn
Hausdorffin dimensio, s.e.

HTE(A) =0 Ve >0, ja
H*7¢(A) = 400 Ve € (0,s].
Tod. Viite 1:
s>0 ja H¥(A) <oo = H'(A)=0Vt>s.
Olkoon ¢ > 0. = I peite [J;2; Ej D As.e. d(E;) <4 Vj ja

olet.

> d(E;) < HA) +1<H(A) +1 < oo
j=1

t inf t = s t—s 28 t—s = s
= H(A) < Y d(Ey)' =) d(Ej)*d(E;) ™ < 67 d(E))
j=1 j=1 \23" j=1
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Annetaan 6 — 0 = 6" -0 = H'(A) = lims_o H5(A) = 0 eli Viite 1 todistettu. Asetetaan
s(A) = inf{t > 0: H*(A) = 0}.

Viite 1 = H¥AW+e(A) = 0 Ve > 0. Toisaalta Viite 1 = jos 0 < s <t < oo ja H!(A) > 0, niin
H*(A) = +o0. O

Huomautus 1.57. (1) Hausdorff-mitta voidaan mééritelld samalla tavalla missé tahansa metrisessé
avaruudessa (X, d) (joukon A C X halkaisija on d(A) = sup{d(z,y): z,y € X}).

(2) H° on lukumiiriamitta, ts. HY(A) = card A = A:n alkioiden lukumira.

(3) R™:ssé patee: H™ = cm}, missé ¢ = ¢(n) on vakio. Siksi usein H*® normeerataan kertomalla

se tietylla s:sta riippuvalla vakiolla.

(4) A C R™ annettu = Hausdorff-dimensio s(A) € [0, n] (ei tarvitse olla kokonaisluku). Vastaava
mitan arvo H*4)(A) voi olla miké tahansa luku € [0, +-00].

(5) R™ssd H®, 0 < s < n,sopii hyvin mittaamaan ”pienid” joukkoja. Esim. O-mittaisella joukolla

A, my(A) =0, voi olla H¥(A) > 0, 0 < s <n. H*(A) "nékee” A:n "hienorakennetta”
ehtojen d(E;) < 4, 6 — 0 takia.

1.58 Mitan konvergenssi

Olkoon X # 0, I' C P(X) o-algebra, ja u: I' — [0, +0o0] mitta.

Lause 1.59. Olkoon A; € I', j = 1,..., kasvava jono (ts. Ay C Ay C --- C X (u-)mitallisia).
Tdllgin
Jj—oo

,u(U Aj) = lim p(A;).
j=1

Huom.: A; eI'VjeN = [JZ,4; €T,

Tod.
U Aj= U(Aj \A;-1), Ao=0 (sopimus)
1 ) S~
J J=% erill. mitall.
Ajto

Aj+1\ A
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Mitan taysadditiivisuus =

7;
1C8

MA \AJ 1)

= lim D A5\ Aja)

J=1

=

= il

(A5 \ 4j-1))

—_

=Ay
= lim p(Ag).

k—o00

Lause 1.60. Olkoon A; €T, j =1

Jos lisiksi pu(Ag) < oo jollakin k € N, niin silloin

O
, vdhenevd jono (ts. X D A D Ay D

- (u-)mitallisia).

w(

J

=y

—00
1 J

Huom.: I' g-alg. = ()2, 4; €T

Tod. Voidaan olettaa, ettd u(A;) < oo (tarvittaessa indeksoiddén joukot A, uudelleen)
Merkitédén (72, Aj = A ja Bj = Ay \ A;. Téllsin By C By C

- ovat mitallisia.
Ay

Ao

By

Bs

o0
Lause 1.59 = pu U

= lim p(By).
j—00
UBi =i\ 4)) = Al\ﬂAjzAl\A
j=1 j=1 j=1
Ay =A; U (A1 \ Aj) erillinen yhdiste = pu(Ar) = p(4;) + p(Bj)
B
=B;

Ay =AU (A1 \ A) erillinen yhdiste = (A1) = p(A) + u(A;\ A4)

31
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= p(A) = p(Ar) — u(Ar\ A) (téssé tarvitaan p(A4;) < oo)

o)

= p(Ar) — M(U Bj)
j=1

= p(Ay) ~ lim u(B,)

= pu(Ar) = lim (u(Ar) = p(4)))

= lim p(4;).

j—00
Huomautus 1.61. Ehto p(Ag) < oo jollakin k£ € N on vélttdméaton. Esim.

Aj:{($,y)€R2:x>j}
AlDAQDAgD"'

mg(Aj) :OO\V/]
(N A4=0 = ma([) 4;) =0# lim ma(4).
JEN jJEN e

Huomautus 1.62. (Tn-teoriassa térked sovellus) Borel-Cantelli lemma: Olkoon (X,T", 1) mitta-
avaruus, 4; € I', j €N, ja

A={zx e X:x € A; dérettomén monella indeksilld j € N}.

Talloin:

(HT)

1.63 Lebesguen mitan yhteys Jordan-mittaan

Lause 1.64. E C R™ (Leb.-)mitallinen <= Ve >0 3 (Leb.-)mitallinen A ja B s.e. ACE C B
jam(B\A)<e.

Tod. HT 3/5 O

Maaritelma 1.65. (Diff II) £ C R" Jordan-mitallinen <= F rajoitettu ja xr Riemann-
integroituva. Talloin E:n Jordan-mitta on

my(E) = /XE-

Lause 1.66. Jos E C R™ on Jordan-mitallinen, niin E on Lebesgue-mitallinen ja m j(E) = m(E).

Tod. Oletetaan n = 2, yleinen n samoin. Valitaan suljettu suorakulmio R O FE. Olkoon
D = {R;} R jako dérellisen moneen suljettuun suorakulmioon R, joilla ei ole yhteisia sisépisteité.
Karakteristiseen funktioon y g liittyy yldsumma

1, RjﬂE;é(/);

Mp =" GU(Ry), Gj_{o RAE—0
j Ay e =
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Merkitaan
Bp = U{Rj; R;NE # (0}, jolloin Bp mitallinen ja

Mp= > R =" m(Bp).
RjﬂE#@

Vastaava alasumma on

1, R;CUFE;
mp =Y gil(R;), gj= {0 R]» ¢ E
j A

Merkitaan
Ap = U{Rj: R; C E}, jolloin Ap on mitallinen ja
mp =m(Ap).
Olkoon ¢ > 0. E Jordan-mitallinen = xg Riemann-integroituva =

djako D s.e. Mp —mp <e
Bp = (Bp \ Ap) U Ap erillinen yhdiste
= m(BD\AD) = m(BD) — m(AD) =Mp—mp<e

Ap C EC Bp L':1§4 FE mitallinen.

Lisaksi

O

Seuraus. Tunnetut (Riemann-integroimalla saadut) pinta-ala-/tilavuuskaavat ovat voimassa.
Esim. Merkitaan B™(z,r) = {y € R": |y — x| < r} C R™ (avoin kuula).

4
ma (B2(x,r)) = mr?; mg(B?’(x,r)) = §7rr3.
Lisétieto: (ei todisteta) ' C R™ Jordan-mitallinen <= FE rajoitettu ja m,(0F) = 0.

1.67 Ei-(Lebesgue-)mitallinen joukko R:ssa

Lause 1.68. (Vitali, 1905)
LebR C P(R)

eli 3 E C R, joka ei ole Lebesgue-mitallinen.

Ideana on 16ytéé joukko B C R, 0 < m*(B) < oo, ja B:n ositus

s
=1
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erillisiin joukkoihin A; s.e.
m*(A4;) =m*(A4y) Vi.
Talloin jonkun joukoista A; on oltava ei-mitallinen. Yksi tapa varmistaa, ettd joukoilla A; on sama

ulkomitta, on pyrkid valitsemaan
Ai=A+uw

jollakin (kiinte&lld) joukolla A C R ja z; € R ja kdyttaa ulkomitan siirtoinvarianssia.
Tod. Tarkastellaan tekijaryhmééd R/Q, jonka alkiot ovat ekvivalenssiluokkia F(x), = € R.

Ez)=E(ly) <= z~y <= z—-yecQ.

Voidaan kirjoittaa F(z) = x + Q. Valitaan jokaisesta ekvivalenssiluokasta E(x), = € R, tdsmélleen
yksi edustaja, joka kuuluu véliin [0, 1]. Olkoon A néiden joukko.

Viite: A ¢ LebR.

Vastaoletus: A € LebR.

(i) Joukot A+ r, r € Q, ovat erillisia:

z€(A+r)N(A+s), rnseQ = z=a1+7 ja r=a2+s, a,a€A
= a1—ay=s5s—-1€Q

= a1 ~ay = E(a1) = E(a2)
= a1 =a (koska valittiin tdsm. yksi alkio)
= s=r.

(ii)) m(A) = 0 (kdytetddn "siirtoinvarianssia”: A € LebR = A+ a € LebR jam(4) =

1
AcClo,1] = A—G-EC[O,Z] Vn e N

=2z m(JA+ ) T S ma+h) = S mia)
n=1 n=1 n=1
(iff) R = U, cq(A +1):

r€ER = Ja€eFE@x@)NA =>r—a=reQ,acA
= z=a+r, a€A
= €A+

(i), (ii) ja (iil)) =

+oo=mR)=» m(A+r)= m(A) =0. RR
rez;@ rze;@\f)"

Huomautus 1.69. 1. My6s R™:ssé, Vn > 1, 4 samantyyppinen esimerkki, joten

LebR" C P(R™).
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2. Jos A C R on miké tahansa joukko s.e. m*(A) > 0, niin 3 B C As.e. B¢ LebR. (HT)

Liséitieto: (Banach-Tarski paradoksi, 1924): Miki tahansa R3:n suljettu kuula B voidaan osittaa
ddrellisen moneen (erilliseen) palaan A;

B =

s

A4;

7j=1

(sopivalla m > 2) ja sitten jarjestelld palat uudelleen kuvauksilla

missa y; € R3 ja Tj: R3 — R3? on lineaarinen kierto (j = 1,...,m) niin, ettd syntyy kaksi B:n kanssa
samankokoista (s.o. sama séde) suljettua kuulaa. Lebesguen mitta siirto- ja kiertoinvariantti =
joukot Aq,..., A, eivit mitallisia.

2 Mitalliset kuvaukset
2.1 Mitallinen kuvaus
Merkitdin R = RU {—oo0} U {+o0}.

Maéritelmd 2.2. Olkoon A C R". Kuvaus f: A — R™ on mitallinen (o-algebran Leb R™ suhteen),
jos f~1G on (Lebesgue-)mitallinen kaikilla avoimilla G C R™. Kuvaus f: A — R on mitallinen, jos

(i) f7'G on mitallinen kaikilla avoimilla G C R™,
(ii) f~!(+00) on mitallinen ja

(iii) f~!(—o0) on mitallinen.

R™ R™

Huomautus 2.3. 1. f: A — R™ mitallinen =
A= fIR™ cR" on mitallinen joukko.
Samoin f: A — R mitallinen =

A= f"YR)U f 1 (+00) U f 1 (+00) C R" on mitallinen joukko.

2. f: A — R™ mitallinen, B C A mitallinen = f|B: B — R™ mitallinen.
Syy: G C R™ avoin =
~1 _ -1
(1B @) = B, g

mitallinen  mjtallinen

on mitallinen.
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3. Olkoon X mielivaltainen joukko ja I' C P(X) o-algebra.

Miir. Kuvaus f: X — R on mitallinen (o-alg. T' suhteen), jos f~'G € T kaikilla avoimilla
G CR

Muistutus. (Diff II/Topo I) Kuvaus f: A — R™, A C R", on jatkuva pisteessd x € A, jos Ve > 0
kohti 30 = d(e) > 0 s.e.
f(B(z,6)nA) C B(f(x),e).

f: A — R™ on jatkuva, jos f on jatkuva Vz € A.

A

()

Pétee: f: A — R™ on jatkuva <
(2.4)  f71G on avoin A:ssa ¥V avoimilla G € R™, t.s. f1G = ANV, missd V C R” on avoin.

Lause 2.5. A mitallinen ja f: A — R™ jatkuva = f mitallinen.
Tod.

G C R™ avoin @ LG avoin A:ssa = Javoin V C R” s.e.

ff'\G= A N V_  €LebR"

mitallinen  mitallinen

= f mitallinen.

O

Lause 2.6. Jos f: A — R™ on mitallinen, niin f~'B on mitallinen kaikilla Borel-joukoilla B C
R™.

Tod. Merkitidin I' = {V C R™: £~V mitallinen}. Silloin I' on o-algebra, silli
(1) f~'0 = 0 mitallinen = () € T,

—1y/¢c -1 : : c
2 Vel = f7'Ve= _A \ f 'V mitallinen = V¢eT,
mitallinen  pjtallinen
B) VieTl,ieN = fHUieny Vi) =Uiey f'Vi mitallinen = J;.y Vi €T
mitallinen
Liséiksi T siséiltdd suljetut joukot, silli: F suljettu = F¢ avoin = f~1F = (f~'(F°))° mitallinen
N——

mitallinen

= Fel.
Siis I' D Bor R™ (= pienin o-algebra, joka siséltaa suljetut joukot). O

Korollari 2.7. f mitallinen = wdlin ja pisteen alkukuvat mitallisia.
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Esimerkki 2.8. Olkoon E C R" ja xg: R™ — {0, 1} joukon F karakteristinen funktio
() 1, josz € E,
xTr) =
X 0, josz ¢ E.

Viite: x g mitallinen funktio <= FE mitallinen joukko.

Tod. E = x5 (1) mitallinen (K. 2.7).
Olkoon E mitallinen ja G C R avoin.

R™ jos {0,1} C G,
0, jos{0,1} NG =10,

-1
G =
xg (©) E, jos{0,1}NnG = {1},
E¢, jos {0,1} nG = {0}.
N&amaé joukot mitallisia = x g mitallinen funktio. O

Lause 2.9. Olkoon f: A — R™ mitallinen, A C R", ja g: B — R* jatkuva, missé fA C B C R™.
Silloin g o f on mitallinen.

Tod.

k .
G C‘]R avoin } (2:'4; ¢ 'G avoin B:ssi
g jatkuva

= Javoin VCR"se. ¢ 'G=BNV

= (gof)'G=f1Yg'a)=f1BNV) r4ch f7H(V) mitallinen.

Varoitus: f ja g mitallisia # ¢ o f mitallinen.
Jos f: A — R™, niin

f=U s fm), fl@) = (fi(@),..., fm(2)),
missa
it A—=R, fij(z)=(Pjo f)(z)ja Pj(y1,...,ym) =y; (Pj projektio jmnelle koord.).
Lause 2.10. f = (f1,...,fm): A — R™ on mitallinen <= f; on mitallinen ¥j € {1,...,m}.

Tod. Jos f on mitallinen, niin f; = P; o f on mitallinen (L. 2.9), silla P; jatkuva.
Oletetaan, ettd f; on mitallinen Vj. Olkoon G C R™ avoin.

P
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Lindelof = G =|JI?, I% avoin m-vili (vit. L. 1.41 tod.)
€N

70 — Iy) N ﬂ P 1I( I](-i) C R avoin

fFie=J = ﬂf P = | ﬁ £ mitallinen.

ieN iEN j=1 ieNj=1 "
mitallinen

O

Lause 2.11. Mitallisten funktioiden f,g: A — R summa ja tulo ovat mitallisia (mikali madriteltyja).
Samoin \f, X € R, ja |f|*, a > 0, ovat mitallisia.

Tod. Olkoot f,g: A — R mitallisia. Kirjoitetaan f + ¢ = uw o v, missé
ASRP SR, v=(fg) ja ulr,y)=z+y.

Lause 2.10 = v mitallinen

= itallinen.
u jatkuva } = f+4 g = uowv mitallinen

Huom. Tapaus f,g: A — R™ mitallisia = f + g mitallinen seuraa Lause 2.10:sta.

Olkoot f,g: A — R mitallisia. [Summa f + ¢ on méritelty, jos missién = € A ei ole f(z) =
+00, g(z) = —o0, tai painvastoin.] Merkitdan f + g = h. Tiedetdédn, ettd A on mitallinen (Huom.
1.). Toisaalta

A=h"Y+oo)Uh™ 1( c0) U Ay, missd Ag = h~'R.
h(400) = f1(+00) Ug ! (+00) on mitallinen.
hl(—c0) = f1(—o0) Ug ! (—00) on mitallinen.

= Ay on mltalhnen.

tod. alkuosa
e

flAo ja g|Ao mitallisia (Huom. 2.) h~1G on mitallinen VG C R avoin

= h on mitallinen.

Tulo Samoin (HT)
Erikoistapaus tulosta.
f|“ |f|* =wo f, missé u(x) = |z|* jatkuva, jos a > 0. L. 2.9 = |f|® on mitallinen. O

Tésté lahtien tarkastellaan vain funktioita f: A — R, A C R".
Térkea peruskriteeri:

Lause 2.12. Olkoon A C R" mitallinen ja f: A — R. SEY (= seuraavat ehdot yhtipitivid)
(1) f on mitallinen;
(2) E,={zx € A: f(z) < a} on mitallinen Ya € R;
(3) El ={xecA: f(x) > a} on mitallinen Va € R;

(4) El={x € A: f(z) < a} on mitallinen Va € R;
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(5) E={xe A: f(x) > a} on mitallinen Va € R.

Tod.
E!' = A\ E, joten (2) <= (5)
E!' = A\ E, joten (3) < (4)
E! = ﬂ E,11/; joten (2) e (4)
JeEN
E, = U E;Ll/j joten (4) R 1 (2)
J€EN

By = f7'((=00,a)) U f(=00) joten (1) = (2)
H,.—/
avolin
Oletetaan, ettd (2) patee [ja siis (3),(4),(5)] Viite: (1) pétee eli f on mitallinen.
Tod. Olkoon G C R avoin.
G=JI;, Ij=1(a;b;) avoin vili (Lindelf)
jeN
e = U f_llj, f_IIj ={z:a; < f(z) <bj} = E;j N Ep,; mitallinen
jeN
= f~'G mitallinen
fH(+o0) = ﬂ E’; mitallinen
JEN
f(~0) = ﬂ E_; mitallinen
JjEN
= f mitallinen.
U

Huomautus 2.13. Oletus ” A mitallinen” on véilttéi.métén Lauseessa 2.12. Esim. Olkoon A ei-
mitallinen (L. 1.68) ja zp € A. Mééritellddn f: A — R,

f(x):{—l-oo l?osfo\{xo},
—00  jos T = .

Silloin E, = {z € A: f(z) < a} = {zo} on mitallinen Va € R eli (2) patee, mutta f ei voi olla
mitallinen (koska A ei-mitallinen) eli (1) ei pade.

Esimerkki 2.14. Viite: f: R — R mitallinen <=
{(1) f? mitallinen funktio,
(2) E={z: f(z) > 0} mitallinen joukko.
Tod. Merkitdan E, = {z: f(z) < a}. Lause 2.12: osoitettava E, on mitallinen Va € R.
(i) Olkoon a > 0.
fx)<a <= f(z)*<ad®tai f(x) <0, joten
E, = {z: f*(z) < d®}U \E‘; mitallinen

mitallinen (1) mitallinen (2)
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(ii) Olkoon a < 0.

f(x)<a <= f(z)*>aja f(z) <0, joten
E, = {z: f*(z) >a*}n _E° mitallinen

mitallinen (1) mitallinen (2)

Lause 2.12 = f on mitallinen.

f mitallinen L2l f? = f- f on mitallinen. Samoin: f mitallinen L212 B oitallinen.
O

Huomautus 2.15. f2 mitallinen & f mitallinen. Syy: Olkoon E C R ei-mitallinen ja f: R — R,
1, jos x € E|
fz) = { : .
—1, joszx € E°.

Silloin f? on vakiofunktiona f?(x) = 1 mitallinen, mutta {z: f(z) > 0} = E on ei-mitallinen

joukko. 242 f ei-mitallinen.

2.16 Lukujonon limsup ja liminf

Maaritelma 2.17. Olkoon aq,asg,... jono R:ssé. Merkitdan

bp, =supa;, c=infa;. (sallitaan by,cp € R)
i>k i>k

Talloin
by >bo >+ > b > by
1 << < < Gkt

ja
(sup / inf pienemmaésté joukosta)

= draja-arvot

lim by = inf by, =3 ja lim ¢y =supcp =~ (sallitaan +o00).
k—oo keN

k—oo keN
Merkitaan
0 =limsupa; tali lima; “ylaraja-arvo” eli ”limes superior”
1—00 i—00
v =liminfa; tai lima; 7alaraja-arvo” eli ”limes inferior”.
1—00 1—00
Siis

limsupa; = lim (sup ai) = inf (sup ai) ,
i—00 k—oo ">k keN" >k

liminf a; = lim (inf a;) = sup(inf a;) .
imoo k—»oo(iZk i) keg(izk i)

Huomautus 2.18. (a;) jono Rissé = lim SUP; o0 @ ja liminf; .o, a; aina olemassa (& ]R) ja
1-kasitteisia.

Esimerkki 2.19. (1) oo, —00,00,—00,...; by =00 Vk, ¢t =—-c0Vk = [f=00, y=—00
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(2) 1,2,3,4,...; by=00Vk, cx=kVk = f=00=x
(3) 0,1,0,1,0,1,...: by=1Vk, cz=0¥k = =1, =0
(4) 0,-1,0,—-2,0,—-3,...; by=0Vk, ¢y =—-00Vk = =0, y=—00.

Lause 2.20. (i) liminf; .o a; < limsup, . a;,
(ii) a; < M ¥Yi>1iy = limsup; . a; < M,
(i1i) a; > m ¥i > iy = liminf, .o a; > m.
Tod.
(i) e <bp = v=limg_oo cx < limg_o by = 0,
(ii) by < M Vk >1ip = [ =limg_ o0 b < M,

(iii) ¢y > mVk >ip = v =limg_oo ckx > m.

Lause 2.21. Olkoon (a;) jono R:ssi. TéllGin

3 lim a; (€ R) <= liminfa; = limsupa; (€ R).

1—00 1—00 i—00

Tdssa tapauksessa

lim a; = liminf a; = limsupa; (foo sallitaan).
1—00 i—00 i—00

Tod. Oletetaan, ettd Ja = lim;_, o a;.
(al) a € R

e>0 = digse.a—ec<a; <a+eVi>ig
€ mieliv. = y=0

(a2) o = ¢

MeR = digs.e a;>MVi>i
= M<c¢,<y<p
M mieliv. = vy=8=00

(a3) a@ = —oo samoin
merk

Oletetaan, ettd =~ = a.
(bl) a e R

e>0 = Elkls.e.bk<oz+st2k:1
dko s.e. cp. > a—e Vk > ko
k> max{ki,ko} = a—e<c¢y<apr<b,<a-+e

e mieliv. = a= lim ag
k—o0
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(b2) a =0
MeR = Jkyse c.>MVEk >k
= ap >cp > MVk > kg
= lim ar =
k—oo
(b3) o = —o0 samoin O

2.22 Rajafunktion mitallisuus

Lause 2.23. Olkoot fj: A — R, j € N, mitallisia. Silloin funktiot

sup fj, inf f;, limsup f;, liminf f;
jEN JeEN j—00 Jj—o0

ovat mitallisia. Jos 3f = lim;_ fj, niin f on mitallinen.

Huomautus 2.24. Yo. funktiot mééritelty pisteittdin Vo € A. Esimerkiksi funktion sup;cy f;
arvo pisteessi x € A on sup;ey fj(z) € R.

Tod. Merkitdén g(z) = sup;en f5(2), * € A. Kaikilla a € R:

(2.25)

mitallinen
{reA:g(x)<a} o ﬂ {r € A: fj(z) <a} on mitallinen = ¢ =sup f; on mitallinen.
jeN JEN
((%): g(z) <a < fj(z) <aVjeN)

(2.26)
inf f; = —sup(—f;) on mitallinen,
JeN jeN
limsup f; = inf (sup f;) on mitallinen [(2.25), (2.26)],
j—00 RN >k
liminf f; = sup(inf f;) on mitallinen [(2.25), (2.26)].
Jj—00 keN J2k
2.

21 . o
limsup f; on mitallinen.
J—00

Jos 3f = lim f;, niin lim f; "
Jj—00 Jj—00

Il
Melkein kaikkialla (lyhyemmin m.k.) = lukuunottamatta O-mittaista joukkoa. Samoin
"melkein jokainen” (lyhyemmin m.j.).
Esim.

(a) m.j. reaaliluku on irrationaalinen, silld m(Q) = 0.
(b) e77%* 222 0 mk. z € R, silli m({0}) = 0.

Lause 2.27. Olkoot f,g: A — R. Oletetaan, etti f on mitallinen ja g = f m.k. Silloin g on
mitallinen.



Kevatlk. 2002 43

Tod. Olkoon Ay C A s.e. m(Ap) =0 ja f(x) = g(z) Vo € A\ Ag. Olkoon a € R. Merkitéén
E,={rzecA: f(z)<a} ja F,={reA:g(z)<a}l.

mitallinen

ja osoitetaan, ettd F, on mitallinen. Nyt
F, = (Fa N Ao) U (Fa \ Ao),
m* (Fa N Ao) <m*(Ap) =0 = F,N Ay on mitallinen.
Toisaalta
Fa\AO:Ea\A()a
joka on mitallinen. Siis F, on kahden mitallisen joukon yhdisttena mitallinen. L

Huomautus 2.28. Siis nollajoukot (0-mittaiset) eivét vaikuta mitallisuuteen = voidaan puhua
my0s sellaisten funktioiden mitallisuudesta, jotka ovat maéaéritelty vain m.k.

Lause 2.29. Olkoot f;: A — R, j € N, mitallisia ja fi — f m.k. = f mitallinen.
Tod. [ =limsup, . f; mk. jalimsup;_, ., f; on mitallinen. O

Esimerkki 2.30. Olet. f: R — R ja 3f'(x) Vo € R.
Vaite: f’ on mitallinen.
Tod. Merkitéaén

PR CERVORYIC)

1/n

, jolloin f'(z) = lim g,(z).
J f/(x) Vo € R = f jatkuva ja siis mitallinen = g, mitallinen (L. 2.11) L.2g f’ mitallinen.

O
Lisatieto I Littlewoodin kolme periaatetta (Kts. esim. Royden):

(I) Jokainen mitallinen joukko A C R™, jolle m(A) < oo, on "melkein” &érellinen yhdiste F' =
UjL, Ij, missé In, ..., I, ovat n-vileji: Ve >0 3 F = JjL, I; C As.e. m(AAF) < ¢, missd
AAF = (A\ F)U (F \ A) ("symmetrinen erotus”).

(IT) Jokainen mitallinen kuvaus on "melkein jatkuva”: Lusinin lause (Reaalianalyysi I): Jos A C
R™ on rajoitettu, f: A — R on mitallinen ja € > 0, niin 3 kompakti C' C A s.e. m(A\C) < ¢
ja f|C on jatkuva.

(III) Jokainen suppeneva jono mitallisia funktioita fj: A — R on ”"melkein tasaisesti suppeneva’:
Egorovin lause (Reaalianalyysi I): Jos A C R", m(A) < oo, fj: A — R ovat mitallisia ja
fi — f+ A — R mk. Silloin Ve > 0 3 kompakti C' C A s.e. m(A\C) < ¢ ja f;|C — f|C
tasaisesti (t.s. sup,co|fj(z) — f(2)| P 0).

Lisatieto IT Olkoon (€2,T', u) tn-avaruus. Kurssilla TN I (tai TN-teoria) sanotaan, ettd funktio
X: Q — R on satunnaismuuttuja, jos

{we: X(w) <z} =X"1(-00,2] €T kaikilla z € R.

Voidaan osoittaa: Lause 2.12 péatee my0s naille, ja

X:Q — R satunnaismuuttuja <= X DI-mitallinen funktio Q — R.
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3 Lebesguen integraali

3.1 Yksinkertaiset funktiot

Maaritelma 3.2. Funktio f: R™ — R on yksinkertainen, jos
(1) f on mitallinen,
2) fz0 (f(z)=20VzeR"),
(3) f saa vain dérellisen monta arvoa.

Merkitddn Y = {f | f: R™ — R yksinkertainen} (tai Y).

R"

Huomautus 3.3. 1. feY = f(x)# oo Va.
2. feY, Ec€LebR"” = fygecVY.

Olkoon f €Y ja fm eri arvot ay,...,a; € [0,+00). Silloin

k
A; = f'(a;) ovat mitallisia ja erillisia, R" = U A;
=1

ja

k
f= Z a; - x4, | on fin normaaliesitys.
=1

Maaritelma 3.4. Olkoon f € Y ja f = Zle a; - X4, sen normaaliesitys. Talloin f:n integraali
(yli R™ : n) on

k
I(f) = Zaim(Ai). (muista 0 - co = 0)
i=1
Jos E C R™ on mitallinen, niin f:n integraali yli £:n on

I(f,E) =I(fxp)
Erityisesti:
I(f) = I(f.,R"),
0<I(f,E) < oo,



Kevatlk. 2002

E € LebR" = I(xg) =m(E).

Lause 3.5. Jos f € Y ja f:n normaaliesitys on Zle @i - XA;, NN

k
E)=> aim(4;NE).
=1

Tod.

(3.6) fxe= Z ai - XA, XE = Z a; - xA,ng (el ole vélttaméattd normaaliesitys).

Ag, missi ag # 0

fxg:lle arvo =0

fxEm normaaliesitys saadaan summasta (3.6)
(1) poistamalla siitd kaikki ne termit, joilla A; N E = ()

(2) jos a; = 0 jollakin j € {1,...,k}, niin lisétdsn R" \ E néillid - aym(4; N E) =0

joukkoon A; ja merkitdadn syntynytta joukkoa edelleen A;:11a

(3) jos a; # 0 Vi e {1,...,k}, niin lisdtddn summaan

. - . talloi A =
termi ag11X4,,,, missd agy1 =0 ja Apr1 =R"\ E } allgin agg1m(Aps1) =0

I(f,E)=1(fxE) = ZQZ (A;NE) 4+ agrim(Ags1) ZQZ (A, NE).

=1

Lause 3.7. Olkoot Ej, j € N, mitallisia ja erillisid jo F = UgeNE Jos f €Y, niin

E)=> I(f.E)).

jeN

Tod. Olkoon f = Zle aiX A; normaaliesitys.

L.35 = I(f,E ZalAﬂE

45



46 Mitta ja integraali

Koska 4; N E = [J;en(Ai N Ej), niin (peruslause L. 1.29)

m(A;NE)=> m(ANEj) Vi=1,...k

jeN
k
ZazzmA N Ej) ZZazm(AiﬁEj)
=1 jeN JjeEN i=1
2N 11, Ey)
JEN

Huomautus 3.8. Selvasti I(f,0) = I(fxg) = I(0) = 0, joten Lauseen 3.7 nojalla kuvaus
LebR" — [0, +00], E s I(f,E)
on mitta jokaisella (kiinteélla) f € Y.
Konvergenssilause 1.59 =

Korollari 3.9. Jos f €Y ja E1 C Ey C --- ovat mitallisia, niin
(f7 ) - hm I(fv )

Lause 3.10. Olkoot f,g € Y, E mitallinen ja a > 0 vakio. Silloin
(i) f+9€Y jaI(f+g,E)=1(fE)+1(g, E);
(i) af €Y jaI(af,E)=al(f, E).

Tod. (i): Selvésti f+g €Y.
(a) Olkoon E = R" ja

k ¢
F=> ajxa;, 9= bixs,
j=1 i=1

normaaliesitykset. Silloin

.. 3.5
(f + Q)XAmBj = (ai + bj)XAmBj Vi, =

(3.11) { I(f +9,AiNBj) = (a; +bj)m(A; N Bj) = a;m(A; N Bj) + bym(A; N By)

= I(f,AiN Bj) + I(g,A; N By)
R™ = yhdiste erillisisté joukoista A; N B;. Lause 3.7 =
3.7 (3.11)
I(f+9) =Y I(f+9,A4NBj) "="> I(f, AN Bj)+> I(g, AN By)
1,3 4,3 4,3
3.7
= I(f)+1(g)

(b) E mielivaltainen.

I(f+9,E)=1I((f+9)xe)=1(fxe+g9xe) =I(fxe)+ I(9xE)
:I(fvE)+I(g>E)'
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(ii): af € Y selva.
a=0 = I(af,E)=0=al(f,E).

Olkoon a > 0 ja f = Zle a;x 4, normaaliesitys.

k

af = Z aa;xa, normaaliesitys.
i=1

I(af,E) = iaaim(Ai NE)= aiaim(Ai NE)=al(f,E).
i=1 =1
Monotonisuusominaisuuksia.
Lause 3.12. (1) E mitallinen ja f,g €Y, f<g (ts. f(z) <g(z)Vz) = I(f,E)<I(g,F);
(2) E C F mitallisia, f €Y = I(f,FE)<I(f,F);
(3) feY, m(E)=0 = I(f,E)=0.
Tod. (1): g=f+(9— f), missi g — f >0jag— f €Y. Lause 3.10 =

(9, B) 2" I(f,E) + I(g - f,E) > I(f,E).

>0

ECF = 0<xg <xr
= fxe<fxr (€Y)
fey

I B) = I(fxs) € I(fxe) = I(f. F).

~

(3): Jos f = Zle aix A, on normaaliesitys, niin

k
I(f,E) =) aim(A;NE) =0, silli A;iNECE jam(E)=0. O

i=1 7

Lisatieto. Olkoon (X, T, 1) mitta-avaruus. Funktio f: X — R on yksinkertainen, jos

k
f = Z ;X A;s
i=1

missé ag,...,a; > 0, joukot A; € I';i =1,...,k, ovat erillisid ja X = Ule A;. Silloin f:n integraali
on

K
I(f) = ain(Ay).
=1

Luvun 3.1 ominaisuudet ovat voimassa!
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3.13 Lebesguen integraali, f > 0

Lause 3.14. Olkoon f: R" — R mitallinen ja f > 0. Talléin 3 nouseva jono 1-kertaisia funktioita
feY, fi<fo< ) se f(x) =limj fj(z) Vo € R™

Tod. Madéritellaan f;: R" — R seuraavasti: Jaetaan [0,j) erillisiin puoliavoimiin véleihin
Ii,..., I}, joiden pituus on 1/27, t.s.
L=[(i—-1)2779,4277), i=1,...,k=j2.

Maaritellaan

I <
>

1 — —J un x 1L, (eli (51—
fj(m):{( 1277, kunze fU,  (eli (i —1)2~

fla) <i277)
Js kun 2 € f71[j, +00] (eli f(z) > j).

f mitallinen = f~!(/;) mitallinen ja
f7Yj, +o0o] mitallinen. L feY j=12,...
fj = 0, saa vain aarellisen monta arvoa

Konstruktio = f; < fj11 (katso kuva).

Viite: fj(z) — f(x) Vo € R™.
(a): f(z) < +o0 = Fjo > f(z). Kun j > jp, niin
(i—1)277 < f(z) <277 jollakin i € {1,..., 527}
= file)=(-1)27 < fx) <27 = fi(x) + 277 = f(z) —277 < fi(x) < f(z)
= lim fi(2) = f(a).
(b): f(z) =400 = fi(z) =7V = fj(x) = +o0= f(x). O

Maégritelmé 3.15. Olkoon f: R” — R mitallinen ja f > 0. Silloin fm (Lebesquen) integraali yli
R™:n on

/f:sup{f(cp): peY, o< f}.

Jos £ C R™ on mitallinen, niin f:n integraali yli E:n on

(3.16) /E r= [ i
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Merkitadn myos
/ f= / fdm= / f(x)dm(x), m = n-ulotteinen Lebesguen mitta.
E E E

Jos n =1 ja E = [a,b], niin merkitddn [, f = f;f = ff f(z)dx.

Merkintisopimus. Jos f: A — R ja B C A, niin méaritellaan fxyp: R” — R,

) f(z), joszeE,
fxe(@) = {0, josx & F.

Talloin (3.16) méérittelee [, fn kaikille mitallisille f: A — R ja mitallisille £ C A.
Lause 3.17. f €Y ja E mitallinen = I(f,E) = [, f.
Tod. Voi olettaa £ = R" (muuten korvataan f funktiolla fxg € Y).

@) f<f=1I1fH<]f

M) peY, p<f Y 1) <1(p) = [F<I).

O
Integraalin perusominaisuudet.

Lause 3.18. Oletetaan, ettd esiintyvdt funktiot ovat sekd ei-negatiivisia ettd mitallisia ja esiintyvdit
joukot ovat mitallisia R™:n osajoukkoja.

(1) f<g = [Jpf<[gg
(2) ACB = [, f<[sf
(3) flx)=0Vz e E = [,f=0
(4) m(E)=0 = [pf=0
(5) 0<a<oo = [paf=afyf.

Tod. (1): Olkoon E=R", p €Y, o< f = p<g =

I(«P)</g$>/f</g-

EcLebR" = fxgp <gxp R"ssi g

Lr=[res [ow=[o

(2): fxa < fxsja (1) = viite.
(3): fxe=0 = [, f=1(0)=0.
(4): Olkoon ¢ €Y, ¢ < fxg. Koska ¢|R" \ E = 0, niin ¢ = @xg, joten

3.12 (3 su
I(¢) = I(p, B) *2¥ g :">/Ef=o.
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(5): Jos a = 0, niin molemmat puolet ovat nollia. Olkoon a >0, p €Y, ¢ < fxp = ap <
afxe =
3.10 (ii)

Jar =z 1) " atte) = [arzaf
f=sten = [1=[ta@n= 7 [ar=af 1= [ar

Yhteys Riemann-integraaliin.

O

Lause 3.19. Olkoon E C R" rajoitettu ja f: E — R mitallinen, f > 0. Jos f on Riemann-
integroituva yli E:n (Diff 1/1I), niin

(Riemann-integraali) (R)/ f:/ f (oik.puol. Lebesgue-integraali).
E E

Nain on esimerkiksi aina, kun E on suljettu n-vali ja f jatkuva.

Tod. Valitaan suljettu n-vali I D F. Koska maéritelmén mukaan

(R)[Ef=<R>/IfxE ja [Efz/fXEz/IfxE,

voidaan (korvaamalla f funktiolla fyg) olettaa, ettd E = I. Olkoon D = {Iy,...,I;} I:n jako
(”puoliavoimiin”) erillisiin osavéleihin. Merkit&én

gi = inf f(z), g = inf f(z) = g <g ja

zel; zel;
G; =sup f(z), G; =sup f(z) = G;>G;.
zel; z€El;

Riemannin alasumma i .
mp =Y _Gil(5) <> gim(L) = I(y),
i=1 i=1

missa ¢ = 21;21 gixr1; € Y. Samoin ylasumma

k

k
Mp =Y Gil(l;) = > Gim(L;) = I(¥),
=1

i=1

missé ¢ = Zle Gixr, €Y. Selvasti ¢ < f <1, joten

sup f<v
(3.20) mo< 1) S [ £ [ w=10) < Mp,
E E
Oletus: f Riemann-integroituva yli F:n = Ve > 0 3 jako D kuten ylli s.e.
(3.21) ng(R)/ngD (aina) ja 0< Mp—mp <e.
E

Annetaan ¢ — 0, jolloin (3.20) ja (3.21) =

(R)/Efz/Ef.
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Huomautus 3.22. Tapaus E rajoittamaton (epédoleellinen Riemann-int.) monimutkaisempi. Lauseen
3.19 vastine patee, jos f > 0, yleisessa tapauksessa ei.

Lebesguen integraali on yleisempi kuin Riemann-integraali:

Esimerkki 3.23. Olkoon f = xg, Q = rationaaliluvut. f yksinkertainen, silli f~1(1) = Q ja
f71(0) = R\ Q mitallisia.

/ f=m(ENQ) =0 V mitallisilla E C R.
E

Toisaalta f ei ole Riemann-integroituva minkaan vélin [a,b], a < b, yli: Olkoon D = {I;,...,I}}
vélin [a, b] jako osavileihin. Jokainen I; siséltdaé seké rationaali- ettd irrationaalilukuja

= mp=Y» 0-LL;)=0jaMp=> 1-UL;)=b—a.

Lause 3.24. Olkoon f: E — R mitallinen, f > 0 ja [ f < co. Silloin f(x) < oo mk. x€E.
Tod. Merkitddn A = {z € E: f(x) = oo} (mitallinen joukko, silld f on mitallinen).
fl@)=j VeeA j=12,... = jxa<fxe Vj
= [ 1216w = jm(a) v
ogm(A)S%/Efﬂo = m(A) =0.
N

<00

Monotonisen konvergenssin lause.
Lause 3.25. (MKL) Olkoot f;: E — R mitallisia,
0<fi<fo< - <fi<firn<-.
Talloin
lim [ f; :/ lim f; (voi olla +00).
j— J g B J—o0

Tod. f; < fix1 = [pfi < [pfix1 = 3T rajaarvo limj .o [ f; = a (€ [0,00]). Samoin
3 f =limj_ f;, joka on mitallinen (L. 2.23).

i<t [n<[r=a<]s
Osoitettava: fEfga.

Voi olettaa: E = R" (muutoin korvataan f;, f funktioilla fixg, fxe (huom. fixg / fXE))
Olkoot 0 < b <1, p €Y, v < f. Merkitdan

E; ={x e R": fj(z) > bp(x)} = {z € R™: (f — bgp) () >0} (mitallinen joukko).

fi(@) < fiv1(x) Vo, Vj = E; C Ejq V5.



52 Mitta ja integraali

Viite: R" = U;)il E;.
Olkoon z € R™ mielivaltainen.

Jos ¢(x) =0, niin x € Ej.

Jos ¢(x) > 0 niin bp(z) < p(z) < f(z) (koska 0 <b <1 ja ¢(x) < 00).
= Jjs.e bp(x) < fj(zr) = x € Ej.

o0
Siis R" = | Ej.
j=1

Ii 2 fixe; = boxe;

:>/ sz/ boxs, = bl(p, B;) 2% b1 (o, | ) Ej) = bI(p), kun j — oo
o
=R~
= a= lim [ f;>bl(p) VpeY, p<f
J—7JE
=2 a>b| f YO<b<l1
R’I’L
=ty a> I
Rn

Huomautus 3.26. Aina ei saa vaihtaa operaatioiden [ ja lim jarjestystd: esim.

) 1 )
fi=ixon5, fi€Y, I(fj)zjgzl vV

Jj—00

file) —— 0 VzeR
= / lim f; =0#1= lim / [ (jono (f;) ei ole nouseva).
Rg—»oo J]—00 R

Esimerkki 3.27. (Loppukoe menneiltd vuosilta) Laske raja-arvo

0 e—zt
lim / T a
z—0+ J 1+t2

Ratk. Diff I = riittaa tutkia raja-arvoa
o0 ,—xnt
lim / LRy
n—oo [y 1+ 2

kaikilla jonoilla (z,,), s.e. x, > xp41 > 0 ja z, \, 0. Merkitdan

efacnt

fn(t) = m’

te0,00)jan=1,2,...
Tp > Zpyr >0jat €[0,00) = e ™t < ettt
efxnt e*anrlt

= 0<h)=17p<17p

= fn+1 (t)
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eli (f,) kasvava jono. Lisdksi

e*IEnt o0 eO-t
fn(t):1+t2 T2 178 Vtel0,00).
MKL =
‘ oo 0 1 () . |
nh—{{olo ; fn(t)dt—/o nlirgofn(t)dt—/o mdt —jlg]cr)lo/o mdt

519 lim /é arctant = lim (arctanj — arctan0) = /2.
j—00 j—00

(*¥)m perustelu: MKL sovellettuna kasvavaan jonoon (g;),

X[o,5](t)

i(t) = .
g]() 1-|—t2

(Huom. Lauseessa 3.19 oletettiin, ettd £ on rajoitettu.)

Lause 3.28. Olkoon E C R™ mitallinen ja fi,..., fr: £ — R mitallisia s.e. f; = 0. Silloin

K k
/E;fk:;/];fk-

Tod. Voi olettaa: E = R" ja k = 2 (yleinen k induktiolla). Approksimointilause 3.14 = 3
kasvavat jonot (¢;), (1;) 1-kertaisia funktioita s.e.

w; /fhoJa v/ fa, kun j — oo,
310 = I(pj + 1) = I(pj) + 1(¢;) )

MKL = I(¢j)= [w;j— [ fi ja I(¥;) = [ f2
:>/(f1+f2):/f1+/f2~
samoin ; +1; / fi + fo ja MKL =

I(gj + ;) — [(fr + f2) J

Beppo Levin lause.
Lause 3.29. Olkoon E C R" mitallinen ja f;: £ — R mitallisia s.e. fj = 0. Tdlloin
/(ij) :Z/ fj-
E jen jeNn”E
Toisin sanoen, positiivitermisen sarjan saa integroida termeittdin.

Tod. Merkitiiéin uy = Y5_, f;. Silloin
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MKL ja L. 3.28 =

3.28 ..
U = hm uk = hm up = lim /f: /f
/ /E k—oo JE ’HOOJ-E:: B’ Z_: B’

O
Seuraava konvergenssitulos on myo0s erittdin tarkea!

Lause 3.30. (Fatoun lemma). Olkoon E C R"™ mitallinen ja f;j: E — R mitallisia s.e. fi =
0V j €N. Silloin

/ liminf f; < lim 1nf/ f (voi olla + o).
E

j—00 J—00

Tod. Merkitaan

gr(x) = inf fi(x). wCE.

Silloin

0<gr<gry1 VkeN
gr mitallinen (L. 2.23)
gk < fr ja hm gk = hmlnff]

MKL = /liminffj:/ hm gk ME hm/gk—hmmf/ < liminf/fk.
E Jj—oo E ge<fr k—oo JE

Esimerkki 3.31. (1)

f‘:jX(01/j]
lim fj(z) =0V 2z €R = liminf f; =0

Jj—00 Jj—00

/Rszlvj

Fatou pétee muodossa 0 < 1.

(2)
Fi = Xij2)
lim fj(z) =0VzeR = liminf f; =0
j—o0 Jj—00
/f] m([j,2j]) = j — oo kun j — oo

Fatou pétee muodossa 0 < oo.
Integraali joukkofunktiona on mitta:

Lause 3.32. Olkoon f: R" — R mitallinen, f > 0. Silloin kuvaus
LebR"™ — [0, +0o0], E»—>/ f
E

on mitta, t.s.
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(i)
Af=m

(it) jos E; C R™ ovat mitallisia ja erillisid, niin

/UﬁolEjf:g;/Ejﬁ

Erityisesti:

(111) By C Ey C --- C R™ mitallisia =

/ f= lim f
UsZ: B Jmoo

(iv) R" D E1 D By O -+ mitallisia ja [ [ <oo =
/ f= lim f,
N2 E; gmoe
Tod. (i): L. 3.18 (4); (ii): HT; (iii) ja (iv): Mitan konvergenssilauseet 1.59 ja 1.60. O
Lause 3.33. (i) Olkoot f,g: E — R mitallisia jo f >0, g > 0. Jos f = g m.k. E:ssd, niin

o= s

Erityisesti: f > 0 mitallinen ja mdaritelty m.k. E:ssd = fE f hyvin mdaritelty.
(ii) Olkoon f: E — R mitallinen, f > 0. Jos Jg f =0, nitn f =0 m.k. E:ssd.
Tod. (i): Merkitddn A = {x € E: f(x) # g(z)}. Oletus = m(A4) =

/fg”/E\Af s /E\Aﬁ/g—/

(ii): Vastaoletus: m({z € E: f(z) > 0}) >0. HT 5/4 = 3r > 0s.e.
m({z € E: f(z) >r}) >0

merk. =A
(k)
:>/f> f>r/XA:rm(A)>0. RR O
A
(x): ACE, (k%) fxa > x4

Lisatieto: Olkoon (X ,F,,u) mitta-avaruus, f I-mitallinen funktio X — [0, c0]. Mé&éaritelldén
f:n integraali

/Xf =sup{I(¢): p: X — R 1-kert., ¢ < f},

/Efz/XfxE, kun E €T.
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Luvun 3.13 tulokset (paitsi Lause 3.19 (Riemann-int.)) voimassa. Todistuksissa korvataan R™ X:114
ja LebR™ o-algebralla I' C P(X). Usein oletetaan, ettd X:1l1d on ns. g-dérellinen mitta, ts.

X = U Q;, missd Q; €T, pu(Q;) < oo.
j=1

3.34 Lebesguen integraali: vaihtuvamerkkiset funktiot

Olkoon f: F — R mitallinen, E C R™. Merkitdsn
fH(z) =max{f(2),0} (=
f () = —min{f(x),0} (= %(|f| — f) mitallinen).

A

(‘f | + f) mitallinen)

N | =

Talloin

f@)=f @) —f (@), |f@=f"@)+f ()

(Huom. yll& ei synny tapausta oo — oo, silld aina joko fT(z) =0 tai f~(z) =0.)
Luku 3.13 =

/ ft ja / f~  maariteltyja (€ [0, +00]).
E E
Voidaanko maaritelld aina

/EfZ/EfJF_/Ef_ (vt. f=fT—f7)?

Ei, silla voi tulla oo — oo, joka ei ole méaritelty!

Miiritelméa 3.35. Funktio f: F — R on integroituva E:ssé (tai lyh. integroituva), jos f mitalli-
nen ja jos [ fT <ooja [p f~ < oo. Talléin fm integraali yli Emn on

/Efz/Ef+—/Ef‘ (€ R).

Lause 3.36. Funktio f: F — R on integroituva F:ssd <= f on mitallinen ja

1<
[ A= [

Tdlloin pdtee
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Tod. Mitallisuus siséltyy maaritelmasdn. Lisaksi

_ 328 -
=gt g 22 1= e [ 1<
N~~~ E E E

>0 >0 —

<oo <oo
0<fH<I|fl = [gf* < [ulfl <o

= f integroituva E:ssé.
0<f <Ifl = [pf < [ulfl <o
Lisaksi:

=

Ll L = L L
>0 >0
328/(f++f )= /Elfl- 0

Huomautus 3.37. f integroituva E:ssi 524,336 |f(z)] <ocomk. z € E.

Lause 3.38. (Majoranttiperiaate) Jos f: E — R on mitallinen, |f| < g ja g integroituva E :ssd,

niin silloin f on integroituva E:ssd.
[ [9<e o
E E

Huomautus 3.39. Riittda, ettd |f| < g m.k. E:ssi, eli

Tod.

m({z € E: |f(z)] > g(@)}) =0, jolloin /m /E]f\—ir/\f|<oo

=A

<oo :0

Lause 3.40. Jos f: E — R mitallinen ja Riemann-integroituva, niin silloin f on Lebesgue-

ntegroituva E:ssa ja
[r=m /1.
E E

Tod.
1 -1 o o

= —(\f| + f), = —(|f] — f) Riem.-integroituvia
34 fT ja ft Leb.-integroituvia ja Riem./Leb.-integraalit samat
= [r= = [r=m ] - /f ® [ s O

E B E B E
Esimerkki 3.41. Olkoon E = [1,00), f: E —» R, f(z) =z 2?sinz. f jatkuva = f mitallinen.
f@l<a? = g),

g integroituva E':ssi 33 f integroituva E':ssa.
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g(z), kunl<z<j

Huom. g integroituva, koska MKL sovellettuna kasvavaan jonoon (g;), gj(z) = .
0, kun x > j,

j A
= / g MKL lim 9j 3.19 lim 2 2dr = — lim /‘ix_l = lim (1-1/j) = 1.
E I

j— JB j—oo J1 j—00

Esimerkki 3.42. Olkoon E = [1,00), f: E —» R, f(z) =2 'sinz. f jatkuva = f mitallinen.
Viite: f ei ole Leb.-integroituva FE:ssa.

T 2 DT |sin g T 2= 1
f|—/ fI+ / dUCZ/ fl+=) =0,
/E‘ 1‘ g::llm |z 1H W;’“Fl
—_———

harm. sarja

(+1)7m | o 1 (k+1)m . 1 ™
/ Jsin z] dx > 7/ |sin x| dz Jaigoll 7/ |sin x| dz .
ke || (k+ D7 Jir (k+ D7 Jo

silla

=2
Siis f ei ole integroituva E':ssa.
Kuitenkin 3 epéoleellinen (Riemann-)integraali

¢sinx

lim dr .
c—oo 1 x
=I(c)
Tod.
. —1 .
Tsinx < (E+D7 gin g
I(nm) = dx + Z dzx,
T T
1 k=1 km
vuorotteleva sarja
missa

(k+1)7 o
‘/ Smxdm‘\o,kunkaoo.
k

- X

Leibnitzin lause (Diff I) = sarja

o0

Z/(k+1)7r Sin$d$
=1 km €z

suppenee, ts.
merk.

3 lim I(nm) =

n—oo

Jos ¢ > 7, niin ¢ € [nm, (n + 1)7) jollakin n € N, jolloin

¢ sinx ¢ 1 1
/ dm’ S/ —dxr < —
e T e N n

= I(c) —a, kunc—oo.

[1(¢) = I(nm)| =

Siis: Funktion epéoleellinen (Riemann-)integraali voi olla olemassa (eli supeta), vaikkei funktio
olisi Lebesgue-integroituva. Leb. integroituvuuteen vaaditaan itseinen suppeneminen.

Lause 3.43. Olkoon E C R™ mitallinen, f,g: E — R integroituvia E:ssi ja A € R. Silloin
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(i) f+ g integroituva E:ssi ja [o(f +9) = [z f+ [50;
(ii) Nf integroitwva E:ssi ja [y M =\ [4 f;
(iii) f<g = [pf < [po;

(w) m(E)=0 = [pf=

(v) f=gmk Essi = [pf=[g9

Huomautus 3.44. f, g integroituvia E:ssd = f(x),g9(z) €e Rmk. x € E = f 4 g méaéritelty
m.k. FE'ssa.

Tod. (i): Merkitddn h = f + g. Silloin h on mééritelty m.k. ja mitallinen.
|h| < |f|+|h] = /|h < / |f] +/|g| < oo = h integroituva
E E E

Yleensd h™ # f 4+ ¢g*, mutta m.k. E:ssi pitee:
Wt —h™=h=f+g=f"—f +g"—g

= h 4+ f+g =h +fT+g" (funktiot > 0, integr. puolittain (L. 3.28))

:>/h++/f+/g:/h+/f++/g+ (integraalit < oo)
E E E E E E

oo fr el
[+ [

TEMT da ()T =N

:»/Af*—A/ﬁ ja /E(Afr:A/Ef—

= vaitos

(i)): (a) A>0

(b) A<0
AHT=(=Nf" ja (Af)” =(=Nf", josta viitos kuten edells

(iii): (i) ja (ii) = g — f integroituva ja

Joo= o+ sz ],
>0

() m(E)=0 = [ f* =0ja [y f =0 = [,f=0
(v): f=gmk Ewssia = fT=g" f~=g¢g mk FE:ssi

:>/f+—/g+ja /f—/g#véités O
E E E E

Konvergenssilauseet
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Lause 3.45. (Dominoidun konvergenssin lause, DKL) Olkoon E C R™ mitallinen ja f;: E —

R, j € N, mitallisia funktioita s.e.

f(z) = lim fj(x) m.k zcFE.

j—oo
Josdg: E— R s.e. g on integroituva E:ssa ja
[fi(@)| < g(x), VjEN, jamk z€F,

niin f on integroituva E:ssd ja

/f— lim fj (Huom. /EfeR)

Jj—o0

Tod. Méérittelemélla f;, f ja g uudelleen O-mittaisessa joukossa, voidaan olettaa, etta

fJ()]—}oo (x) Vz€E ja
fi(x)| <g(z) VzeE

= |f(z)| <l|g(z)] VzekE.

g integroituva E:ssi, Majoranttiperiaate (L. 3.38) = f integroituva F:ssi.

Fatou

g+fi>0 ja g+fj—9g+f =

/9+/f /g+f)Fa%uhmmf/(g+fg —hmmf /g+/fg

/g—i—hmlnf/ fi

J—00

N /féliminf/fj (huom. /g<00>
E J—00 E E

—f; >0, joten

/ /f / )Fa%oulgggf/;g—fj):njnigf(/Eg_/Efj)

—/ —hmsup/f]
j—00

= f > hmsup/ fj-

J—00

Siis

/f<hm1nf/f]§1imsup/fjg/f = vaite
J—o0 j—o0 E E

Esimerkki 3.46. (vanha loppukoetehtévd) Laske

1 T
lim n/ 2732 gin 2 dx .
n—oo 0 n
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Olkoon fy,(x) = nax=3/2 sinZ = ((n/x) sin(x/n))a~1/2 2225 pm1/2 meLk. f(z), jolloin
—— ——

—1, kun n—oo

/Olf(—*)/;z\/i—z.

Isint| <tVt>0 = |[(n/x)sin(z/n)] <1 VneN, Vaze(0,1]
= |fa(z)] <27Y2 = g(2) (= f(x)), g integroituva yli vélin [0,1]

DKL = /Olfne/olf:z

[(%): Tarkasti ottaen ei saada suoraan Riem.-integraalina, silld f on rajoittamaton vélilla [0, 1].
Voidaan kayttaa MKL:44 kuten Esim. s. 58.]

Erikoistapaus DKL:sta:

Lause 3.47. (Tasaisesti rajoitetun konvergenssin lause, TRKL) Olkoon m(FE) < oo, fj: E —
R jono integroituvia funktioita, f; — f m.k. Jos 3 M < oo s.e. |fj(x)| <MV xzeE, jeN, niin

/f = lim f]

j—o0

Tod. Valitaan g(z) = M.

m(E) < oo = /Eg = Mm(FE) < oo = ¢ integroituiva
2L Vite O

Lisatieto: Jatkuvien ja tasaisesti rajoitettujen funktioiden tapauksessa saadaan Riemann-
integraalille seuraava liséatieto:
Korollari 3.48. Olkoon f;: [a,b] — R, j € N, jono jatkuvia funktioita s.e.

o @ <M Yazelab, jeN,

e 3 raja-arvo f(x) =limj_. fj(z) V x € [a,b],

e rajafunktio f on jatkuva |a,b]:ssd.

R [ 1@ = im @) [ g

Tod. f, f; jatkuvia [a, b]:ssé

L. 340 /f dm—/f ja (R)/abfj(x)d$=/abfj

TRKL

Silloin (Riemann-integraali)

f—hm fj O

J—00 a
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Huom. Diff I:ssé 3.48 todistettu liséoletuksella f; EimicaR f tasaisesti [a, b]:ssé, t.s.

sup |f;(w) = f(2)] =

a<x<b

Yo. todistus kdyttdd mittateoriaa (Lebesguen mitta, MKL, Fatou, DKL, ...). 3.48:n todistami-
nen ilman mittateoriaa on hankalaa: ks. S. Simons: An eigenvector proof of Fatou’s lemma for
continuous functions. Mathematical Intelligencer 17 (1995), 67-70.

Yhteenveto konvergenssilauseista:

lim fi= /hm fjs Jos
E E

j—00 j—o00
MKL: 0<fi<fo<--;
DKL: |fj]| <g, g integroituva;
TRKL: |[fj| <M, m(E) < oo;

Liséksi Fatou: f; >0 =
/ liminf f; < hmlnf/ fj-
E J—

Integroituvuus erillisen yhdisteen yli.

Lause 3.49. Olkoot E;, j € N, mitallisia ja erillisid ja B = U(;il E;. Jos f on integroituva E:ssd,
nin f on integroituva Fj:s56 Y j ja

(3.50) =X / 3

JjeN

Kdadntdaen: jos f on integroituva Ej:ssaV j ja

JEN/ |fl < o0,

niin f on integroituva F:ssd ja (3.50) padtee.

Tod. L. 3.32 (ii) =
/ ft= Z/ ft, samoin f~

JEN
f integroituva F:ssé =

- - ;

I f <oo:>ijf <ooVj
= f integroituva Fj;:ssd V j.

fEf <oo:>ijf <ooVj

RSy R RS S NS S

jEN

S-S

[(%) : suppenevia sarjojal

Lisaksi
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Kéaantaen:

f|E; mitallinen V j = f mitallinen E':ssé

= [ integroituva E:ssé ja (3.50) patee. [
3.32 olet.

Jelfl ™= ZjeNij\fl < 0

Lisatieto: Olkoon (X, I, u) mitta-avaruus. Sanotaan, ettd I'-mitallinen funktio f: F — R on
integroituva joukon F € I" yli, jos

[Ifl<x (= [ e [ 1 <o),

/Efszﬁ—[Ef (€R).

Luvun 3.34 tulokset (mm. MKL, DKL, jne.) ovat edelleen voimassa (paitsi yhteydet Riemann-
integraaliin). Todistuksissa korvataan R™ joukolla X, Lebesgue-mitta m mitalla u, jne.

Integraalin arvo on

4 Fubinin lauseet

Tausta (Diff IT): Olkoon A = [a,b] X [c,d] suljettu 2-vili ja f: A — R jatkuva funktio. Silloin f:n
Riemann-integraali yli A:n voidaan laskea perdkkaisiné integraaleina:

(R)//Af(:c,y)d:vdyz/ab </Cdf<x,y>dx> dy:/cd (/abf(x,y)dy> e

Osoittautuu, ettd Lebesguen integraalilla on samanlainen ominaisuus hyvin yleisilla ehdoilla. Ky-
seiset tulokset (ns. Fubinin lauseet) kuuluvat Lebesguen integraalin hyddyllisimpiin ominaisuuksiin!
Todistuksessa kaytetdan seuraavaa lemmaa.

Maaritelma 4.1. n-véli I C R"™ on oikealle puoliavoin, jos se on muotoa [a1,b1) X [an, by).

Lemma 4.2. Jokainen avoin G C R™ on numeroituva yhdiste erillisistd oikealle puoliavoimista
n-vdleistd.

Tod. Ol. k € N. Jaetaan R" (n — 1)-ulott. "tasoilla” x; = m/2F, m € Z, i € {1,...,n}
oik. puoliavoimiin erillisiin kuutioihin, joiden sivun pituus = 1 /2%, Olkoon niiden joukko = Nj.
(Huom.: I € Ny = Im halkaisija = \/n/2F.) Merkit#isin

Qi={IeN:1cG};
Qo={IeNy:ICG, INJ=0VJeQ1};
yleisesti Qp ={I € Np: I C G, INJ=0YJ € Q1U...UQr_1}.

Talléin Q = Uren Qj, on numeroituva perhe erill. oik. puoliavoimia kuutioita (valitse luku a € TN

Q" jokaisesta I € Q, = V Q) numeroituva 106 Q numeroituva). Osoitetaan, ettd G = J reo 1

Selvésti
U ICG@.
IeQ
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Kéaéntden: Ol. x € G. G avoin = 3 B(z,r) C G
= 3keNse 3Te€ Ny, z€lC B(z,r) (val. k s.e. v/n/2F < r).

Jos I € Qy, niin
relC UI.
IeQ

Jos taas I ¢ Qk, niin 4 J € Ql U...uU Qk—l s.e. INJ # (). Konstruktio = oltava I C J (silld joko
Ic JtaiINJ=70), joten

relcJcC UI.

IeQ
O
Identifioidaan RPT4 = RP x RY, p,q € N.
2 R = 2= (31,...,7p,y1,...,74) = (T,Y).
—_— —
=z€RP =y€ERY
RT {2} x RY
‘//wAy)
RP x {y} _ >
Ve R
x ERP

Lause 4.3. (Fubinin 1. lause, f > 0) Olkoon f: RPY? — R mitallinen ja f > 0. Tdllgin

(1)

y — f(x,y) mitallinen m.k. x € RP;

[siis mp, ({z € RP: y — f(z,y) ei-mitallinen}) = 0]

(2)

x +— f(x,y) mitallinen m.k. y € RY;
(3)

x f(x,y)dmy(y) mitallinen;

R4

(4)

Y — f(z,y)dmy(x) mitallinen;
RP
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(5)

L@ [ ([ senan) dn

(50)

5 /R q < /R p f(x,y)dmp(a:)> dmy(y). (+oo sallittu)

Tod. Symmetria = riittdéd todistaa (1), (3) ja (ba). Merkitdan
P ={f:RPY" — R | f > 0 mitallinen ja toteuttaa ehdot (1), (3) ja (5a)}.

Pyrimme siis nayttamaan: f: RPT? — R, f > 0, mitallinen = f € P.
Askel 1. | Osoitetaan aluksi seur. yleiset ominaisuudet:
(a) f,ge P, a,b>0 = af +bg € P;
(b f,gEP, g(Z)<OOVZ, f_920> pr+qg<OO = f_gep;

(d) fieP = Yjenfi€P;
(e ijP, fj\f? pr+qf1<OO = fEP

Tod. (a)—(e):lle
(a): Selvi, koska af + bg on mitallinen ja [(af +bg) =a [ f +b [ g. Yksityiskohtaisesti:

)
)
() el f; /' = [eP;
)
)

y +— f(z,y) mitallinen, kun = ¢ E;, my(E1) =0
y — g(z,y) mitallinen, kun x € Es, m,(Es) =0

y — af(z,y) + bg(x,y) mitallinen (ainakin) kun = ¢ £y U Ey, m,(E; U Ey) =0 (eli (1) pétee) ;

z— | (af(z,y) +bg(z,y)) dme(y)

R4
528, f(z,y)dmg(y) +b g(x,y)dmgy(y) mitallinen (eli (3) pétee);
Ra R4
z— —”— mitallinen (f€P) T— =" — mi;;Hinen (geP)

Lisaksi:
/ (af—i—bg)gﬁSa f+b/ g
Rpr+a Rp+aq Rp+aq

P [ ([ samang) dmg@)+o [ ([ gte)dmgt) ) dmye)
2 [ ([ @+ b0 dmt) ) diny(o) (i 5a) pieo)

(b): Samoin, koska f — ¢ on mitallinen ja [(f —g)= [f— [g.
(c):
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(1) 3 E; CRP, mp(E;) =0s.e. y+— fj(x,y) mitallinen Vo ¢ E; 2% y — f(z,y) mitallinen

Yo & UjEj, mp(UjEj) = 0.
(3)

z— [ flz,y)dmy(y) MEL lim fi(x,y)dmy(y)  mitallinen (L. 2.23).
Ra J—0 Ra

x— —”— mitallinen (f;€P)

/ FVER lim e / ( fj(x,y)qu(y)> dmy ()
Rp+a Rr \JR4

Jj—00 Rp+a

0[] faang)) dmy(o)

(d): (a) = osasummat Z?Zl fj € P. Lisaksi Zle fi /2 jen s Joten (¢) = viite.
(e): Kuten (c) laskevan MKL:n avulla.

Kohdat (a)—(e) todistettu.

Oletetaan f: RPT4 — R, f > 0, mitallinen. Osoitettava: f € P. Todistus useassa
vaiheessa ((A)—(H)) erityyppisille funktioille f.

(A): f = x1xJ, missa I C RP p-vali ja J C R? g-véli. (Huom. I x J on (p + ¢)-vili.) Télloin
f(z,y) = x1(2)xs(y).

(1): selvé, koska

_ ) xu(y), Josz el
y = flz,y) = :
0, josx & I.

ES):) z = [po X1xs(@,y) dm(y) = m(J)x7(z) on mitallinen (1-kert.).
Sa):

f I-kert. mp(I)mg(J), ja

Rpr+aq

/Rp </Rq X1x.7(2,Y) qu(y)> dmy(z) “LY [ mg()xr(x) dmy(x) = mg(J)my(I) .

RP

(B): f = xq, missi G C RP™? on avoin. Lemma 4.2 =
oo
G=JE
j=1

numeroituva yhdiste erillisista véleista E; = I; x J; C RPT4.

erill. yhdiste = f =3 yxg; @
— feP.

(A) = x5, €PV]
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(C): f = xpB, missi B C RPT? on rajoitettu Gs-joukko:
[e.@]
B = ﬂ Gj, missd G; C RPT? avoin V j .
j=1
Voidaan valita G rajoitetuiksi (muuten tark. joukkoja G; N B(0, R), misséd B(0, R) D B) ja
GiD>GyD -

korvaamalla tarvittaessa G joukolla G1 NGaN---NGj. Nyt

fi =xc; \xB = [ laskeva jono

B) = fjePVj gfeP.

prJrq fl = m(Gl) < o0

(D): f = xg, missi E C RP™? on rajoitettu joukko ja m(E) = 0. HT 2/6 = I rajoitettu
Gs-joukko B C RPT? s.e. E C B ja m(B) = 0. Merkitdin g = xp.

(C) = geP.
EcCB = 0<f<g.

Nyt

o=nim)= [ o [ ([ stwmang)

e / g9(z,y) dmy(y) = 0 mk. z € R
R4

2L ik x € RP pitee: g(x,5) =0 mk. y € RY
05159 1k o € R? pétee: f(z,y) =0mk. y € R?

= m.k z € RP pétee: y — f(z,y) mitallinen (eli (1) patee) ja f(z,y)dmy(y) =0
R4

= x> f(x,y) dmy(y) mitallinen (eli (3) pétee).
R4

Liséksi (5a) voimassa muodossa 0=0, joten f = xg € P.
(E): f = xa, missi A C RP'Y on mitallinen rajoitettu joukko. HT 2/6 = 3 rajoitettu
Gs-joukko B C RPt9 s.e. A C B jam(B) =m(A). Silloin E = B\ A on mitallinen ja

T B Sty S | = B =ma) £ m(®) > () =0.

C) > epP b
ED; - geP} @ f=xB—xeg€P.
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(F): f = xa, missi A C RPTY on mv. mitallinen joukko. Olkoon A; = AN B(0,7), missé
B(0,j) on j-siteinen (avoin) kuula RP*4:ssa.

A; C RPFY mitallinen rajoitettu (2 xa; €P } (:Cg f=xa€P.

A;j kasvava jono, A = U]EN Aj = xa, /x4

(G): f= Z?:l ajxa; €Y yksinkertainen funktio RP*%:ssa. (F) = xa, € P (@) fePr
: : — +oo| mv. mitallinen. roksimointilause 3. = nouseva Jono
(H): f:RPY [0, +o0] itall Approksimointilause 3.14 = 3 i
vksinkert. funktioita f; € YV se. f; /' f. (G) = f;eP L feP. 0

Lause 4.4. (Fubinin 2. lause, vaihtuvamerkkiset funktiot) Olkoon f: RP? — R mitallinen ja
oletetaan, ettd ainakin yksi integraaleista

/Rp+q’f" /R( quf(%y)lqu(y)> dmy(x),  tai

/Rq ( @)l dmp<w>) dmq(y)

on aarellinen. Tdlloin
(1) y— f(x,y) on integroituva R?:ssa m.k. x € RP;
(2) x— f(x,y) on integroituva RP:ssd m.k. y € RY;

(3) © v [pq f(x,y) dmg(y) on integroituva RP :ssd, t.s.

I,

(4) y— [ f(z,y) dmy(x) on integroituva RY:ssa;

|f(z,y)| dmg(y)| dmp(z) < oo
R4

(5) f on integroituva RPT9:ssa ja
/Rerq /= RP ( Ra f@y) qu(y)> dmy() = /Rq ( - fz,y) dmp($)> dmg(y). (€R)

Tod. Oletus (ainakin yksi integr. < oo) ja Fubini 1. = kaikki alussa mainitut integr. < oo,
t.s.

as) [ 1= [ (L@l am = [ ([ [fldng@) dug) <.

maar.

= f integroituva RPY: ssa == f*, f~ integroituvia RP™? : ssa,
joten Fubini 1. =

L (L sr@man)) ane = [ 1<

Rpr+a



Kevatlk. 2002 69

Lause 3.33 (ii) =
qu (z,y) dmg(y) < oo mk. z € RP

samoin [p, f~(2,y) dmy(y) < oo mk. x € RP

y+— f(z,y) = fT(z,y) — f (z,y) integroituva m.k. z € R?. (eli (1) pitee)

Merkitdan

w(x) = [ flx,y)dmg(y) = | fT(z,y)dme(y) — | f~(z,y) dmge(y).
Ra Ra Ra

Fubini 1. =

z = [ [T(2,y) dmg(y) mitallinen
= u mitallinen (x:n funktio).
z = o, [~ (2,y) dmg(y) mitallinen

Lisaksi
@)= | [ fpydmyw)] < [ [e)]dn).

joten
(4.5)

[ @l < [ ([ 1 nlang)) dnyo) < o

Siis u integroituva RP:ssi (”Majoranttiperiaate”), eli (3) pétee. Lisdksi:

L= =] r
Rpr+4q Rpr+4q Rp+aq

Fub. 1,/Rp ( 5 fH(z,y) qu(y)> dmy () = /Rp <

I (
R4
:/Rp (/Rq (f(xy) = [ (x,9) qu(y)) dmyp(z) = /Rp < | T@) qu(y)> dmp() .
=f(zy) mk

2,9) qu<y>) dmp()

Symmetrisesti (2), (4) ja (5):n toinen yhtald. O
Joitakin sovelluksia (lisdd ”Reaalianalyysi I” kurssilla).

Esimerkki 4.6. Olkoon E C R? mitallinen joukko, jolle mo(E) = 0. Viite: Melkein jokainen
vaakasuora (vast. pystysuora) leikkaa E:n joukossa, jonka 1-ulotteinen Lebesguen mitta = 0.
Ratk. Merkitaan

Ei(b) ={z € R: (z,b) € E}, b€ R; (vaakasuoran y = b ja E:n leikkaus)
Ey(a) ={y € R: (a,y) € E}, a € R. (pystysuoran z = a ja E:n leikkaus)
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\4

Viite tarkoittaa:
mi(Ei(y)) =0 mk.yeR, javast. mi(Ea(z)) =0 mk zeR.

Fubini 1. funktiolle f = xg =

m1(E2(z))

—_——~
=)= e (] Lo an

X Eq () (Y)

B my (Ea(x)) —/Rf(x,y)dy—o m.k. z € R.

Samoin m1 (E1(y)) =0 mk. y € R.

Kédntden: Jos £ C R? on mitallinen osajoukko s.e. mi(Ea(z)) = 0 mk. z € R (tai
m1(E1(y)) = 0 mk. y € R), niin ma(E) = 0. Syy: Fubini 1. ja (mitallinen funktio) f = xg
(kuten edelld).

Lisétieto: Edellisessd esimerkissd oletus £ C R? mitallinen on oleellinen: nimittidin 3 E C R2
s.e.

e F ei Lebesguen mitallinen (joten m*(A) > 0)

e jokainen vaakasuora leikkaa E:n korkeintaan yhdessa pisteessa

e jokainen pystysuora leikkaa FE':n korkeintaan yhdessa pisteessa.
(Sierpinski: Fundamenta Mathematica 1 (1920), s. 114.

Esimerkki 4.7. Ol. f: R?> = R, f = x4 — xB, missi A = ylempien nelididen yhdiste ja B =
alempien nelididen yhdiste (ks. kuva).

A

sl

\ 4
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Nyt

/Rf(m,y)da;:0Vy€R = /R</Rf(:c,y)da:> dy =0.

/ f(z,y)dy = xj011(%)  (f(2,y) =1 alimmassa ” A-neliossd” [0,1] x [0, 1])
R

(L) (frens)

Fubinin lauseet eivét voimassa, silld f vaihtuvamerkkinen (Fubini 1.)

/R2|f| :/RQXAUB =m?*(AUB) =

eli f ei ole integroituva R%:ssa (Fubini 2.).

Toisaalta

Esimerkki 4.8. Laske
/ e (esim. TN-laskenta)
R

Ratk. Epaoleellinen Riemann-integraali tasossa

2
(R)/ e~ @) drdy = lim (R)/ e~ @) dg dy = hm / / e rdrdp
R2 n—00 B(0,n) g,

n
=27 lim (R)/ re™™ =7 lim /O—e U hm(_” -1)=m.
0

n—oo n—oo n—oo

Toisaalta MKL (*:*g
/ e~ (@) = (R)/ e~ 1Y) dady |
R2 R2

Lisaksi Fubini 1. =

(*): napakoordinaatit

= T COS
{x TP @4y =%, jakobiaani J(r,¢) = 1.
Yy =rsiny

(xx): MKL sovell. funktioihin f,(x,y) = e_(x2+y2)XB(07n) (z,y).

Alla luettelo (erdistd) kirjoista, joita voi kdyttaa lisimateriaalina.
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