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0 Johdanto

Talla kurssilla tutustutaan Jeff Cheegerin hiljattain kehittdméén Lipschitz-funktioiden differen-
tioituvuusteoriaan metrisisilld avaruuksilla. Téllainen teoria kuuluu viime aikoina paljon tutkit-
tuun ”analyysiin metrisissd avaruuksissa”’, jonka yhtend térkedn& tavoitteena on etsi vastineita
ns. Sobolev-avaruuksille.
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Palautetaan ensiksi mieliin differentioituvuuden késite. Olkoon G C R" avoin. Sanomme, etté
kuvaus f: G — R™ on differentioituva pisteessd x € G, jos 3 lineaarikuvaus A(z) € L(R",R™) s.e.

o L@ B) = (@) = A@)h

70 1| =0

Lineaarikuvausta A(z) sanotaan f:n differentiaaliksi pisteessi x ja sitd merkitéiin A(z) = f'(x) =
D f(z). Kuvausta f voidaan siten approksimoida lineaarikuvauksella f’(x) pisteen & ympéristossi.

Voisiko vastaava approksimointi olla mahdollista my&s, jos kuvauksen méarittelyjoukko on muu
kuin R™m alue? Ongelma syntyy (tietenkin) heti siitéd, ettd lineaarikuvaus vaatii 1dht6- ja maa-
lijoukokseen vektoriavaruuden. Differentiaaligeometriassa tutkitaan sileitd topologisia monistoja.
Téllaisia monistoja voidaan, karkeasti ottaen, lokaalisti ”approksimoida” vektoriavaruuksilla ja si-
ten myos kuvauksien approksimointi lineaarikuvauksilla on mielekésté.

vektoriavaruuksia

lineaarikuvaus

monistoja

Todistamme piakkoin (klassisen) Rademacherin lauseen, jonka mukaan Lipschitz-kuvaus f: G —
R™ G C R", on differentioituva m.k. G:ssi. Muistutetaan, ettd kuvaus f: X — Y, missd (X, d;)
ja (Y, dy) ovat metrisié avaruuksia, on Lipschitz, jos on olemassa vakio L siten, etté

d2(f($),f(y)) < Ldl(may) V%‘,y € X.

Koska Lipschitz-ominaisuus on mielekéis metristen avaruuksien vélisille kuvauksille, voidaan myds
kysyé péteeko jonkinlainen Rademacherin lauseen vastine metristen avaruuksien tapauksessa. Muun
muassa téllaiseen kysymykseen etsimme vastausta télld kurssilla. Kurssin aikana perehdytdén myds
muihin mielenkiintoisiin metrisiin avaruuksiin liittyviin késitteisiin kuten upotus- ja konvergenssi-
lauseisiin.

Huomautus 0.1. Kurssin materiaali on koottu useasta eri lihteesté (ks. kirjallisuusluettelo). Olen
pyrkinyt luettelemaan joka luvun alussa ko. luvussa kéytetyt ldhteet. Lisdksi kurssin opiskelijat
Saara Lehto, Aleksander Nuija ja Aleksi Vdhdkangas ovat toimittaneet minulle materiaalia omista

havainnoistaan ja muistiinpanoistaan.

Aloitamme lyhyelld katsauksella klassisiin Sobolev-avaruuksiin.

1 R™n Sobolev avaruudet W!? (lyhyesti)

(L&hdemateriaalit: [EG], [HK], [HKM], [Hel].)
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1.1 Miti ne ovat ja mihin niitd kidytetdan?

Aloitetaan tarkastelemalla seuraavaa ongelmaa:
Olkoon § C R™ avoin rajoitettu joukko, 1 < p < oo ja h € C1() reaaliarvoinen funktio. (Huom.
Merkinti f € C*(Q) tarkoittaa, ettd on olemassa avoin joukko U = Uy ja funktio g € C*(U) siten,

etti Q C U jag|Q=f)
Haluamme (syysté tai toisesta) minimoida ”energian”

I(u) :/\Vu|pdm,
Q

kaikkien niiden funktioiden u € C1(Q) joukossa, joilla u = h 9Q:ssa. Kutsutaan tillaisia funktioita

7sallituiksi”.

Huomautus 1.2. 1. Ylla

Vu(z) = (Dlu(a;), Dou(z),. .. ,Dnu(a:)) = (88—;1(1‘), 5—52(3:), e ;—;(a:))

on w:n gradientti x:ssé.
2. Koska Q on rajoitettu ja h € C*(Q), kyseinen minimi on direllinen.
Mité voimme tehda?
Yritys: Valitaan jono funktioita u; € C1(Q), u;|0Q = h|09Q, siten, etti
I(u;) — inf{I(u): u € C*(Q),u|0Q = h|ON} =: Io.

Koska sup I(u;) < oo ja p > 1, niin LP-avaruuksien heikon kompaktisuuden nojalla on olemassa
funktio v € LP(Q;R") ja osajono u; siten, ettd Vu;; — v LP(Q;R"):ssé. Liséksi

lim 7 (u;;) > / [v|P dm.
Q

Voisiko v olla jonkun sallitun funktion ug gradientti? Silloin olisimme ratkaisseet minimointiongel-

man.
Ongelma: Avaruudet (C'(Q); |-]|,) eivét ole tédydellisié. Jotta minimointiongelmalla olisi ratkaisu,

joudumme laajentamaan sallittujen funktioiden luokkaa.
Katsotaan asiaa toiselta kantilta. Oletetaan, ettd u € C'*() on sallittu ja minimoi yo. energian.
Jos ¢ € C3(9), niin funktio u +ty on myds sallittu kaikilla ¢ € R. Koska u on minimoija, niin pitee

d
%I(U + 1p)jt=0 = 0.
Lasketaan vasen puoli:

Dt tg) ey =2 /\V(qut )P dm

d

2 ([ (9tu+ 10 a2 am)

|t=0

d
= | — ((Vu+tVp, Vu + tV)P/? d
/th (( u+tVe,Vu +tVy) )\t:o m

:/ g(Vu, Vu)z 12V, V) dm
Q

= / \VulP~2(Vu, V) dm.
Q
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Johtopiiitos: Jos sallittu funktio u € C1(2) on minimoija, niin se toteuttaa yhtilén
(1.3) /|Vu\p2(Vu, Ve)dm =0
Q
kaikilla ¢ € C}(9).
Kolmas nikokulma: Jos u, ¢ € C?(), niin (Diff IT: ”tulon derivaatta” eli Leibnizin siinto)
div (| VulP2Vu) = pdiv (|VulP7>Vu) + [VulP"*(Vu, V).

Jos liséiksi ¢ € C2(9), niin Gaussin lauseesta seuraa, etti
/Qdiv (¢|VuP~2Vu) dm = 0.
Oletetaan sitten, ettd v € C%(Q) on sallittu ja minimoija. Edells olleen nojalla
/ngdiv (|VulP~Vu) dm = — /Q|Vu\p2(Vu, V)dm =0

kaikilla ¢ € CZ(£2). Téstd voimme péiitelld, ettd u on 2. kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtiilon
(1.4) div (|Vu(a:)\p_2Vu(a:)) =0 Vzxe
ratkaisu.

Huomautus 1.5. Itseasiassa pitee my6s kidntien: Jos u € C?(Q) toteuttaa (1.4):n, niin se toteut-
taa selvisti myos (1.3):m. Samoin jos (1.3) pitee funktiolle v € C1(£), niin silloin v on minimoija.
(HT: Todista jalkimmaéinen kéyttden arviota

2P = ylP > plyP Py, x —y), zyeR" z#y.
Todista myds yo. arvio.)

Opetus: Jos haluamme 16yt#4 minimointiongelman ratkaisun ja/tai ratkaista osittaisdifferenti-
aaliyhtilsitd, joudumme tyoskenteleméin sellaisessa (jarkevissd) funktioavaruudessa, josta kysei-
nen ratkaisu voi l6yty&. Sobolev-avaruudet ovat juuri téllaisia funktioavaruuksia. My6s reuna-arvot
u|0Q2 = h|0SY on tulkittava ”Sobolev-avaruus mielessa”.

1.6 Ekvivalentteja méaaritelmia
Olkoon 2 C R™ avoin ja 1 < p < co. Kun u € C1(€2), niin merkitéiin

[l = llullp + [Vulllp-

Maédritelma 1.7. Sobolev-avaruus WP(Q) on C1(2)m téydellistymé normin ||-|1 , suhteen. Toisin
sanoen, u € W1P(Q), jos ja vain jos u € LP(f) ja on olemassa jono u; € C1() ja (R™-arvoinen)
v e LP(;R") s.e.
u; —u  LP(Q):ssa ja
Vu; — v LP(Q;R"):ss4,
eli ||lu;—ullp — 0ja |||Vu;—v|||, — 0. Merkitdan v = Vu ja kutsutaan sitéd wn (Sobolev-)gradientiksi.
Liséiksi merkitsemme
[ullip0 = llullip = lully + [[[Vulll,

kun u € WhP(Q).
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Merkitdan U € €2, kun U on sellainen avoin joukko, etté U C Q on kompakti. Sanomme, etti
u e WhP(Q), jos u € WP(U) kaikilla U € Q.

Huomautus 1.8. Herdd pari kysymysté:

(a) Onko v ja siten Vu yksikiisitteinen? Tarkemmin sanoen: Jos v; € C1(Q) ja w € LP(;R")
ovat myos sellaisia, etté

v —u  LP():ssa ja
Vv, = w LP(w;R"™):ssé,
niin onko w = v (LP(Q;R™):n alkiona)?
(b) Jos u € C1(9), niin onko tavallinen gradientti Vu = Sobolev-gradientti?

Havainto: Jos vastaus (a):han on ”kylla”, niin my6s (b)m vastaus on "kylla”. (Valitaan jonoksi
u; = u Vi.) Osoitetaan, ettd vastaus molempiin on "kylld”. Gradientin yksikésitteisyyteen riittdd
osoittaa:

; 1 ) P .
(1.9) u; € CH(Q), u; — 0 LP():ssa } L ou—o

Vu; — v LP(2;R™):sséd

Todistetaan timé osittaisintegroinnilla. Olkoon ¢ € C3(Q). Laajennetaan se C1-funktioksi ¢: R" —
R asettamalla p|(R™\ Q) = 0. Kéyttdmalld Fubinin lausetta (ja analyysin peruslausetta) ndhdéén,
etta

[ Drgtayamnto) = [ Duptaramate) = [ ([ Drstnat) donast) 0.

]Rn

silla
/ Dip(t,y)dt =0
R

kaikilla y € R™"!. Ylli kirjoitimme pisteen x € R™ muodossa z = (t,y) € R x R*"L. Samoin
néhd&én, etté

/QDJ«pdmzo Vi=1,...,n.
Eritysesti, jos u € C1(Q) ja ¢ € C}(Q), niin
0= /QDj(ugo) dm = /Q(ungo—F wD;u) dm,
joten
(1.10) /ngDjudm = —/Quchp dm

Olkoon sitten ¢ € C3(Q) mielivaltainen seki u; € CH(Q) ja v = (vi,...,v,) € LP(Q;R") kuten
(1.9):ssé. Nyt

/@Dkuidm:—/ukawdm VieN, Vke{l,...,n}.
Q Q
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Siis

‘/ngDkui dm‘ = ‘/Qukagodm‘

< / | Digp] dm
[9]

1/p 1/q
< ( / |ui\f’dm) ( / \le"dm> o,
Q Q

<00

kun i — oo. Ylld ¢ on p:n Hoélder-konjugaatti (¢ = oo, jos p = 1). Koska Vu; — v LP(Q;R"™):ssé,
niin Dyu; — vy LP(Q):ssa Vk € {1,...,n}. Néin ollen

‘/ DU dm‘ = ‘/ o(vg, —Dkui)dm—l—/ wDypu; dm‘
Q Q Q

S/\s@\lvk—Dkuilder(/ @Dkuidm‘
Q Q

1/q 1/p
< (/ lp|? dm> (/\vk — Dyu;|P dm> —1—‘/ ©Dpu; dm‘
Q Q Q

<oo —0 —0

— 0,

kun 7 — oo. Siis
(1.11) / pupdm =0 Yo e CH(Q).
Q

Téstd voimme padtelld, ettd vg(x) = 0 mk. x € Q, Vk € {1,...,n}, eli v = 0 m.k. Olemme siten
todistaneet Sobolev-gradientin yksikisitteisyyden. (HT: Todista, ettd (1.11) = v = 0 m.k.)

Lause 1.12. Sobolev-avaruus WP(Q) on Banach-avaruus.

Todistus. Selviisti W1P(Q) on vektoriavaruus ja |-[l1, on normi. Olkoon (u;) Cauchy-jono
W1P(Q):ssa. Silloin (u;) on Cauchy-jono LP(Q):ssa ja (Vu;) on Cauchy-jono LP(£;R™):ssi. Siten
on olemassa u € LP(Q2) ja v € LP(Q2;R™) siten, ettd

lui —ullp =0 ja [[[Vu; —vlf[, = 0.

Osoitettava vield, ettd v = Vu (Sobolev-gradientti). Koska u; € W1P(2), on olemassa jono funk-
tioita u; j € CH() s.e.

[uij —uill, =0 ja |[[|Vui; — Vuilll, — 0,
kun j — oo. Jokaisella ¢ € N valitaan j; € N s.e.
lluij, —willp <1/i ja  |[|Vusj, — V|l < 1/
Nyt

Jwigi — ullp < lluij; = willp + lui —ull, =0 ja
Vi, = vlllp < [[[Vuig = Vuillp + [[[Vui = ofll, = 0,

kun ¢ — oo. Siten v = Vu. O
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Maééritelmi 1.13. Sanomme, etté
1. u; — u WHP(Q):ssa, jos |lu; — ull1p0 — 0, ja
2. wi — w Wi ()sssa, jos Jus — ullypu — 0 kaikilla U € €.
Yhtéalon (1.10) motivoimana méérittelemme:

Maésritelma 1.14. Olkoon u € LL (Q) jai € {1,...,n}. Sanomme, ettd g; € L (Q) on umn heikko
i:s osittaisderivaatta, jos

/gpgi dm = —/ uD;pdm
Q Q
kaikilla ¢ € C}(£2). Merkitsemme g; = D;u

Huomautus 1.15. (a) Jos heikko i:s osittaisderivaatta on olemassa, niin se on yksikésitteinen.
Vrt. (1.11):n todistus.

(b) Jos u € C(£), niin (tavallinen osittaisderivaatta) D;u on my6s u:m heikko i:s osittaisderi-

vaatta.
(¢) Sanomme, ettd (Dqu, ..., Dyu) on u:n heikko gradientti, jos jokainen heikko osittaisderivaatta
D;u, i =1,...,n, on olemassa.

Lause 1.16. Jos u € W'P(Q), 1 < p < oo, niin Sobolev-gradientti Vu on u:n heikko gradientts.

Todistus. Merkitééin Vu = (vq,...,v,). Holderin epéyhtdlostd seuraa, ettéd vy, € L () Vk =
1,...,n. Olkoon ¢ € C}() ja u; € CHQ) s.e. u; — u WHP(Q):ssa. Silloin

/cpvkdm—i-/uchpdm‘
Q Q
=0

:/cpvkdm—i-/uchpdm— (/ chkuidm—F/ukacpdm)‘
Q Q Q Q

= /Q‘p(’l)k—Dkui)dm—i_/ﬂ(u_ui)DkSde‘

IN

/\ngvk—Dkui|dm+/|u—ui\|Dk<p|dm
Q Q

1/q 1/p 1/p 1/q
< (/ lol? dm) (/ |vg — Dyug|P dm) + </ lu — u; [P dm) (/ \Dkgo\qdm>
Q Q Q Q

<00 —0 —0 <00

—0, kun i — oo.
Siis
/govk.dm: —/ uDppdm Yo € Cj(Q). O
Q Q
Palautetaan Reaalianalyysi I-kurssilta mieliin LP-funktioiden approksimointi C'°°-funktioilla.

Olkoot 7: R — R,
1
exXp (T) s kun ‘t‘ < 1,
n(t) = o
0, kun [¢t| > 1,
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ja @i R™ — [0, 00[,
(1.17) pi(z) = am(ilz)),
missé ¢ € N ja a; on vakio s.e.
/ngoidmzl Vi € N.
Tallsin p; € C*°(R™). Merkitidn ; = {x € Q: dist(x,09) > 1/i}, kun i € N. Jos u € LL (Q),

loc
niin m#adritellidn u; = u * ;@ Q; — R,

muwaémwwu—w@.

Lause 1.18. Olkoon u € LfOC(Q), 1 < p < 0. Oletetaan, ettd u:lla on olemassa heikot osittaisde-
rivaatat Dyu € LY, (Q), k=1,...,n. Merkitiin u; = u x @;. Silloin

(a) u; € C®(8),

(b) Dyu; = Dyu * p;, missi Dyu on u:n heikko k:s osittaisderivaatta, k =1,...,n,

(c) uweWEP(Q) ja u; — u WEP(Q):ssa.

loc loc

Todistus. Reaalianalyysin kurssilla todistettiin (ks. [Ho2, L. 2.26, Huom. 2.28]), ettd u; €
C°(€);). Siten (a) pétee. Samoin osoitettiin, etti

Kiinnitetddn = € €; ja merkitdén h(y) = x —y ja 1; = @; o h, jolloin ¥;(y) = p;(x — y). Nyt
Y; € C*(Q). Ketjusddnnon nojalla

Dyi(y) = —Dri(z — y),
missd Dy, (x — y) tarkoittaa (tietenkin) funktion Dy, arvoa pisteessid z — y. Nyt
Dyui(z) = u* Dipi(x) = /QU(Z/)Dk%(l“ —y)dy
= - /Q u(y) Diti(y) dy
[ Drutwyis o) dy
= [ Duvyeite =) dy = Ds (o).

Kohdassa (i) kéytettiin heikon osittaisderivaatan mééritelméé. Néin ollen (b) on todistettu.

Reaalianalyysi I:ssié todistettiin myos, ettd u * p; — w LP(U):ssa aina kun U C £ on avoin
joukko, jolla U C € on kompakti (ks. [Ho2, L. 2.34]). Samoin Dyu * ¢; — Dyu LP(U):ssa. Siten
funktioille u; € C*(Q) ja v = (D1, ..., Dyu) € LP (Q) pitee

loc

u; — u Lf, (Q):ssa ja Vu; — v L} (Q):ssa.

Siis u € I/Vlif(ﬂ) jau; — u Wli’f(ﬂ):ssa eli (c) pétee. O
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Lemma 1.19. Olkoon u € WYP(Q) ja ¢ € CH(Q). Silloin pu € WHP(Q) ja oVu +uVe on pu:mn
Sobolev gradientti.

Todistus. Koska ¢ € C}(£2), on olemassa M € R s.e.
(@) < Mja [Vo(@)| < M Ve,
Siten pVu +uVp € LP(Q;R™). Olkoon u; € CH(Q) s.e. u; — u WHP(Q):ssa. Nyt
lloui — pullp < Ml|u; — ullp, — 0
ja
11V (o) — (9Vu+ V)l = Vs + 4V — 9V — uVelll,

< Mle(Vui = Vulllp + [[[(ui = w) Vel
< M||[Vu; = Vulllp + Mu; — ul, — 0. O

Seuraava lause antaa ekvivalentin méiritelmén Sobolev-avaruudelle.

Lause 1.20. Olkoon u € L (). Tdlloin u € WIP(Q), 1 < p < oo, <= u € LP(Q) ja u:lla on
olemassa heikot osittaisderivaatat Dyu € LP(Q), k=1,...,n.

Todistus. Implikaatio = seuraa Lauseesta 1.16.
Merkitédin v = (Dyu, ..., Dyu). On osoitettava, ettéd on olemassa jono funktioita u; € C1()
siten, etta
[uj —ullp, =0 ja [[[Vu; —olll, — 0.

Merkitdan Vk € N

QO = {z € Q: dist(x,00) > 1/k} N B(0, k),
QO = 07
Uk = Qg1 \ Qi1

Olkoon (k)32 jono funktioita s.e.

G €CHUL), 0<G <1,

D Gelx) =1Vz e Q.
k=1

Lauseesta 1.18 seuraa, etti u € W1P(Uy) ja siten Lemman 1.19 nojalla uj, € W1P(Uy,). Liséksi
spt(uy) C Uy. Néin ollen Ve > 0 ja Vk € N kohti Ji. j, € N s.e.

spt ((uck) * @i.,.) C Uk,
1(uCr) * @i, ,, — upll, < e27%,
IV ((ur) * @i ) = V(ut)lllp <27,

missé @; on kuten kaavassa (1.17). Sovelletaan edelld ollutta jokaisella j € N arvoon ¢ = 1/5 ja

maaritellaan
[o¢]

uj =Y () * @i (€=1/4)

k=1
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Jokaisella x € € on olemassa sellainen ympéristo, jossa yo. summassa on vain #érellisen monta
nollasta poikkeavaa termii. Siten u; € C1(Q). Koska

u=> ul,
k=1

niin

e}

luj = ully <D I1(uG) * i, — ulilly < € = 1/4,
k=1
Vs = olll, < DIV ((uGe) * @i i) = V(uG)lllp < e = 1/j.

k=1

Siten u € W1P(Q), v = Vu, ja u; — u WHP(Q):ssa. O

Nyt voimme osoittaa, ettd monet tavalliset derivoimissddnndt péatevit myds heikoille osittais-
derivaatoille.

Lause 1.21. 1. ("Leibnizin sidnt6”) Olkoot u,h € W1P(Q) N L>®(). Silloin uh € WHP(Q) N
L>() ja

(1.22) Dy (uh) = uDph + hDyu  m.k.

2. ("Ketjusdinto”) Jos u € WiP(Q), f € CYR), f' € L®(R) ja f(0) =0, niin fou € WHP(Q)
ja

(1.23) Di(fou)=(f ou)Dyu m.k.
(Jos m(Q2) < oo, niin oletus f(0) = 0 on tarpeeton.)
3. Jos u € WHP(Q), niin ut,u™, ju| € WP(Q) ja

Vut = X{us0} Vu  m.k.,
Vu~ = —x{u<oyVu  m.k.,
Vu,  m.k. joukossa {x € Q: u(z) > 0};
Viul =10, m.k. joukossa {z € Q: u(x) = 0};
—Vu, m.k. joukossa {x € Q: u(z) < 0}.

4. Yu =0 m.k. joukossa {x € Q: u(x) = 0}.

Todistus. 1. Selvisti uh € LP(Q2) ja uDph+ hDgu € LP(€2), joten riittdd todistaa kaava (1.22).
Olkoon v € C3(Q2) mielivaltainen ja U € Q s.e. spty C U. Merkitéfian u; = u * ; ja hy = h* ¢;,
missé p; on kuten kaavassa (1.17). Télloin

u; —u  LP(U):ssa ja LY(U):ssa,
hi — h LP(U):ssa ja LY(U):ssa,
Dyu; — Dru  LP(U):ssa ja
Dyh; — Diph  LP(U):ssa,
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joten

ushi — uh  LY(U):ssa ja
u; Dyhy + hi Dyu; — uDph + hDyu  LY(U):ssa.

Néin ollen (1.10):n nojalla

/uth@bdm:/uthl/Jdm
Q U

= lim u;h; Dy dm

1—00 U

= — lim (uszhZ + thkuz)Q/) dm

1—o0 Ji7
=— / (uDgh + hDgu)yp dm
U
=— / (uDyh 4+ hDgu)y dm.
Q
Siis (1.22) pétee. (HT: Perustele konvergenssit.)

2. Ensin todetaan, ettd fou € LP(Q) ja (f ou)Dyu € LP(Q2) (yksityiskohdat HT). Olkoot v, U,
ja u; kuten edelld. T&lloin

[ rewDibdn = [ (fowDwan
Q U
= lim | (fowu;)Dgypdm
71— 00 U
71— 00 U
= —/ Y(f' ou)Dpudm
U
= —/ Y(f' o u)Dgudm.
Q
Siis (1.23) pétee. (HT: Perustele konvergenssit.)

3. Kiinnitetddn € > 0 ja mé#aritellddn f.: R — R,

£ = {(t2 +e)2 g jost>0;
0, jos t < 0.
Nyt f. € CL(R), fL € L>®(R), joten ketjusdiinnosti (1.23) seuraa, etti Vo € C3(Q)
/Q(f6 o u)Dgtpdm = — /Q »(fL o u)Drudm.
Antamalla ¢ — 0 saadaan

/§2u+Dk¢dm: —/wa{u>0}Dkudm.

Niin ollen ensimméinen kaava 3:ssa pitee. Samoin muut pétevét, silli u™ = (—u) " ja |u| = ut +u™.
4. Taméi kohta seuraa 3:sta, silli Vu = Vu™ — Vu ™. O
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1.24 Epayhtalsiti

Sobolevin avaruuksien teoriassa erdéit epayhtilot ovat ddrimmaéisen térkeitd. Téllaisia ovat esim.
Poincarén epayhtilo ja Sobolevin epédyhtils. Emme télld kurssilla (valitettavasti) késittele néité
kovin tarkkaan. Esitdimme kuitenkin muutamia, joiden todistuksiin riittdda Diff. II:n ja Reaali-
analyysin tiedot. Tarkoitus on samalla oppia my0s tyyppillisid menetelmié. Aloitetaan Poincarén
tyyppiselld epéyhtilolld. Oletamme koko ajan, ettd n > 2. Merkitsemme B(z,7) = {y € R": |z —

yl <r}.

Lemma 1.25. Jokaista 1 < p < oo kohti on olemassa vakio C' = C(n,p) siten, ettd

p
(1.26) / lu(y) — u(z)|P dy < Crn-l-p—l/ \Vu(y)tl
B(z,r) B(z,r) ‘y - Z‘n

kaikilla B(z,r) C R", w € CY(B(z,7)) ja z € B(z,r).

Todistus. Jos y, 2z € B(xz,r), niin

1
u(y) —u(z) = /0 (Vu(z+tly —=2)),y — =) dt.

Siten Holderin epéyhtdlon nojalla

1
fu(y) — u(=)P < |y — =P / Vu(z + ty — 2)) P dt.

Merkitdidn

u= UX B(x,r) ja g= ‘VU|XB($,7’)7

jolloin voidaan olettaa, ettd u ja g ovat mééaritelty koko R™:ssé. Nyt

(1.27) /B( )\U(y) —u(2)[P dy =/ a(y) — a(z)[" dy.

B(z,2r)

Merkint6jen yksinkertaistamiseksi voidaan edelleen olettaa, ettd z = 0, jolloin

1
li(y) — AO)P < [y|? / o (ty) dt.

Muussa tapauksessa tehddin sopiva muuttujanvaihto. Arvioidaan integraalia (1.27) kdyttéden pal-
lokoordinaatteja y = (6,s) € S x [0,00[, S = 8""1(0,1):
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2r 1

</ /sp/ P(O,ts)dt df s" L ds
0

=S stP— 2// P(0,7)dr df ds
27’

:/ g 2// IOT) 1 g g s
0 n— 1
2r D

:/ Sn—l—p—Q (/ g (_)1 dw) ds
0 B(0,s) [W["
2r D

</ 8n+p72 (/ g (nui)l d'LU) ds
0 B(0,2r) |w|

o Vu(y)[?
= g2 / | dy) ds
~/0 ( B(z,r) ‘y|n71 y>

n+p—1 P
Y
B(z,r) |y‘n

Otetaan kéyttoon merkintéd

. z][f(y)dy — ﬁA) /Af(y) dy,
A

kun A C R™ on mitallinen, m(A) > 0 ja f on integroituva. Soveltamalla epiyhtilod (1.26) tapauk-
sessa p = 1 saadaan seuraava (Rieszin) potentiaaliarvio.

Korollari 1.28. On olemassa vakio C = C(n) siten, ettd

Vu(y
1.2 — < d
(1.29) ) s <€ Ty

kaikilla B(z,r) C R", w € CY(B(z,7)) ja z € B(z,r).

Todistus. Viite seuraa (1.26):ta, silld

0(2) — (e | = [u(2) - ][ u(y)dy\

| f -
][\u —u(y)|dy

= — [ Ju() - uly)ldy. O

IA
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Misritelmi 1.30. Olkoon f € Li (R™) ei-negatiivinen. Sen (1. kertaluvun) Rieszin potentiaali

loc
R = ("= ) = [ L

re |2 —y[" !

on funktio

dy.

Masritelmé 1.31. Sanomme, ettd mitallinen funktio f: R” — R kuuluu heikkoon LP-avaruuteen
weak-LP(R™), jos on olemassa vakio ¢ = ¢y siten, ettd

m({z e R™: |f(2)| > t}) <ct™P Vit >0.

Kun 1 < p < n, niin lukua

pr P
n—p
sanotaan p:n Sobolev-konjugaatiksi. Sille pétee
1 1 1 N
—=-+- p'>p
p p n

Lause 1.32. Sublineaarinen kuvaus f +— Ii|f| kuwvaa L'(R™):n heikkoon L™ ™=V _aqvaruuteen
weak-L™" =D (R™) ja LP(R™):n avaruuteen LP (R™), kun 1 < p < n. Itse asiassa on olemassa
vakio ¢ = c¢(n,p) siten, etti

(1.33) I e < cellfllp, 1 <p<n,

ja

(1.34) m({z e R™: I|f(z)| > t}) < M
' S = /(1)

Todistus. Todistuksessa esiintyvd ¢ on yleinen merkintd vakiolle, joka riippuu korkeintaan
n:sté ja p:sta, ja sen arvo voi muuttua riviltd toiselle siirryttdessa. Olkoon f € LP(R™), 1 <p < n.
Voimme olettaa, ettd f > 0. Kun § > 0, niin kirjoitetaan

L e = =7
B(z,0) [T — Yl R™\B(z,5) 1T — Y|

= A(z) + B(x).

Ensimmaéistd termié voidaan arvioida maksimaalifunktiotekniikalla. Merkitddn A; = B(z,2774) \
B(x,277715), j=0,1,.... Nyt

S f)
A = —
(@ g/A e
S —j—1g)1-n d
DICED /| oy FO

—eYo2i sy
7=0 B(z,2775)
< M f(x),

<
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missd M f on fn Hardy-Littlewood maksimaalifunktio (ks. [Ho2]). Jalkimmaéistd termié voidaan
arvioida (tapauksessa p > 1) Holderin epayhtalolla

n 1/q
B <y ( [ el eay)

(z,0)

missd ¢ = p/(p — 1) on p:n Holder-konjugaatti. Tapauksessa p = 1 kiytdmme arviota

B@) <8 [ f)dy = 26"

Jos p > 1, niin
/ o — g gy — / / L =mp/ =11 gy g — 50—/ (1)
R\ B(z,0) sJs

B(z) < ¢| f]|,6® /P

Siten

kaikilla 1 < p < oco. Néin ollen

1f(2) < e (1,877 + M f(a) ).

Minimoidaan oikea puoli valitsemalla
o (G DI\
M f(x) ’

Lf(x) < el FI15/" M f ()=

jolloin saadaan arvio

Jos p > 1, niin kéyttamaélld Hardy-Littlewoodin lausetta (so. ||M f||, < ¢||f|lp, ks. [Ho2]) saadaan
arvio

[ 1RSI e < ol g1 /R M f ()P da
< CHngp/(nfp)'

Jos p = 1, niin Hardy-Littlewoodin lauseen mukaan

cllfllx

m({z € R": Mf(x) > 1}) < =,

Vi > 0,
joten

i € B L) > 1) < m({e € B MA@ > (/)"

o

- n/(n-1) O

Muokkaamalla yo. todistusta saadaan seuraava (lokaali) arvio kaikilla 1 < p < oc.
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Lause 1.35. Olkoon © C R™ avoin, m(2) < oo, 1 < p < p < np ja k =np/(np — p). Tilléin on
olemassa vakio ¢ = c¢(n,p,p) s.e.

ﬁ;}
| fllep < cm(Q2) =7 [| f],
kaikilla f € LP(Q2), spt f C Q.
Todistus. Koska spt f C 2, niin

hfle) = | #dy

Siten termille B(x) pétee arvio

n 1/q
B <y el ay)

z,0

Jos p = p, niin kiytetdin arviota
/ |z — |9 dy < §0-m(Q).
Q\B(z,d)

Jos p > p, niin kayttadmaélla toistamiseen Holderin epéyhtélos saadaan

1/a
[ ety < ( [ oyl dy> m(@)ee,
O\B(z,8) Q\B(z,9)

missd o = (p — 1)/(p — p). Témén jélkeen jatketaan kuten aiemmin valitsemalla nyt

5= (%ﬁ — )| fl,m(Q)P-D/P 2 |

Yksityiskohdat jatetddn harjoitustehtavaksi. U
Yhdistamalld Korollari 1.28 ja Lauseet 1.32 ja 1.35 saadaan ns. Sobolev-Poincaré epdyhtdlit.

Lause 1.36. Jokaisella 1 < p < mn on olemassa vakio ¢ = c(n,p) siten, ettd

1/p* 1/p
(1.37) (/ u(y) — upnl” dy> <c (/ [Vu(y)[? dy>
B(g;,r) B(:B,T)

kaikilla B(z,r) C R" ja kaikilla w € WP (B(z,1)).

Todistus. Merkitiin lyhyemmin B = B(z,r). Osoitetaan arviot ensin funktioille u € C*(B) N
Whe(B).

Jos 1 < p < n, niin viite seuraa Korollari 1.28:sta ja Lause 1.32:sta.

Tapauksessa p = 1, 1* = n/(n—1), joudumme kiyttdméin ns. katkaisutekniikkaa, silla Korollari
1.28:sta ja heikon tyypin epéyhtélostd (1.34) saadaan vain arvio

m({lu—up| > t}) <m({L|Vu| > t/c})
< e(IVul/t)"
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Ideana on osittaa B erillisiin joukkoihin
Bj={2 <|u—up| <2/}, jez,

ja (yrittdd) arvioida

/ lu—ug|t dm < ZQUH)I*m(Bj)
B jez

(i) T

< CZ 9(G+1)1

JEZ
< ol Vully.

xB, Vi 277"

Ongelmana on askel (i). Tdmén ratkaisemiseksi valitaan ensin sellainen b € R, etté
m({u> b)) > m(B)/2 ja m({u<b}) > m(B)/2,

ja tehdddn havainto (HT 2/3)

1/1 1/1*
(/ lu — up|* dm) < 2inf (/ lu — c|* dm>
B ceR B
1/1%
§2</|u—b|1 dm) .
B

vy = max(u — b,0) ja wv_ = max(b—u,0),

/\u—b\l*dm:/vrdm—i-/vl_*dm.
B B B

Merkitdin lyhyemmin v = v ja liséksi

Merkitaan

jolloin

yff = min(max(O,’U —t1),t2 — t1)>

kun 0 < t1 <ty < 00. Jos u(z) < b, niin ’UE (z) =0, joten
(el = 03) > m({u < 1)) = m(B)/2
Harjoitustehtidvé 2/2:n mukaan V¢ > 0 pétee
t . t
m({v? > t}) < 2;2ﬂgm({|vtf —c| > t/2}).

Siten

supm({’uif > t})tl* < sup 2 inf m({|’u§f —c| > t/2}) (t/2)Y 2v

t>0 t>0 c€R

< 2" supm({lvg — (v2)B] > 1/2})(t/2)"
>0

< 2" [ Vulx g, <octay 11 -
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Nyt voimme arvioida

/v dm < 2P m ({25 < v < 2FY)

keZ
<> 2 m({fv > 251}
kEZ
_ Zle {ng ) > 2k 2})
keZ
1*
< 623 1+l Z </ |VU‘X{2k 2 cp<2k— l}dm>
kEZ
1*
< 23l (Z/ ‘VU|X{2k 2 <ok 1}dm>
keZ

1*
= 23171 (/ |V dm> .
B

Sama arvio pitee v_:lle, joten (1.37) on voimassa. Itse asiassa kidytimme yll& heikon tyypin arviota
(1.34) "katkaistuille” funktioille, vaikka todistimme sen vain C!-funktioille. Arvion (1.34) todistus
toimii kuitenkin myos katkaistuille funktioille.

Olkoon sitten u € W'P(B) ja u; € WIP(B) N CY(B) s.e. u; — u WHP(B):ssi. Soveltamalla
arviota (1.37) erotuksiin u; — u; nihd#in, ettd (u;) on Cauchy-jono LP"(B):ssi. Siten u € LP"(B)

ja toteuttaa arvion (1.37). Yksityiskohdat jitetdén harjoitustehtéviksi. O
Epéyhtilo (1.37) voidaan kirjoittaa muodossa
1/p* 1/p
F ) sl | <er| f vupay
B(z,r) B(z,r)

Téllainen epayhtalo pétee kaikilla 1 < p < co. Nimittdin Korollari 1.28:sta ja Lause 1.35:sta saadaan
seuraava lause.

Lause 1.38. Olkoon 1 < p <p < np ja k = np/(np — p). Tdlléin on olemassa vakio ¢ = c(n,p,p)
s.e.

1
s 1/p

(1.39) f\u<y>—u3@mdy <er ][Wu(ywdy

B(z,r) B(z,r)
kaikilla B(z,r) C R", u € W'P(B(z,r)).

Huomautus 1.40. 1. Yll& oleva arvio on hyddyllinen tapauksessa p = n, silla silloin kn saa-
daan mielivaltaisen suureksi valitsemalla p tarpeeksi ldheltd 1:std. Kuitenkaan téstd ei pida
padtelld, ettd funktio w € WH™(Q2) kuuluisi avaruuteen L°(€2) (ks. HT 2/4).

2. Tapauksessa p = n pétee ns. Trudingerin epdyhtdlo: On olemassa vakiot ¢; = ¢1(n) ja ca =

co(n) siten, ettéd
arfuly) —up ™Y
— 7 - dy <
J[ eXp< IVl y=o
B

kaikilla B = B(z,r) C R" ja u € WH*(B). Emme todista tté.
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3. Jos u € WL (R™) ja B(x,r) C R™, niin (1.39):m ja Holderin epiyht#lon nojalla

Kn

][ ‘u(y) - UB(CC,T)‘ dy < ][ |U(y) - uB(x,r)‘Kn dy < ][ |vu‘n dm
B(z,r) B(z,r) B(z,r)

1/n

1/n
<c < |Vul dm> < oo.
R

Siten u € BMO(R"™) (=bounded mean oscillation).

Madritelma 1.41. Olkoot (X, d;) ja (Y, d2) metrisid avaruuksia ja 0 < o < 1. Sanomme, ettd
kuvaus f: X — Y on Hélder-jatkuva eksponentilla o, jos on olemassa vakio L s.e.

da(f(2), f(y)) < Lea(z,y)*

kaikilla x,y € X. Sanomme my0s, ettd f: X — Y on lokaalisti Holder-jatkuva eksponentilla o, jos
jokaisella X:n pisteelld on olemassa ympéristo, jossa f on Holder-jatkuva eksponentilla «.

Tapauksessa p > n pétee seuraava Morreyn epdyhtdlo.
Lause 1.42. (a) Jokaisella n < p < oo on olemassa vakio ¢ = c(n,p) siten, ettd
1/p

(1.43) lu(y) —u(z)| <ecr ][|Vu\p dm
B

kaikilla B = B(z,r) C R™, kaikilla w € WYP(B) ja m.k. y,z € B.

(b) Jos u € WHP(Q) jan < p < oo, niin raja-arvo

(1.44) liH(l) u(y) dy =: u*(x)
B(z,r)

on olemassa kaikilla x € Q. Lisiksi u = u* m.k. ja u* on lokaalisti Holder-jatkuva eksponen-
tilla 1 —n/p.

Tod. Olkoon u € C*(B) N WYP(B), p > n. Tillsin Korollari 1.28:n nojalla

u(y) — u(2)] < fuly) — up| + [u(z) — usl

\Y% \Y%
cof [T 4, [ T,
B lw—y["! B lw—z"!
1/p (1=n)p e (1=n)p B
<c</\Vu|pdm> </|w—y| p=1 dw) —|—</|w—z| p=1 dw> .
B B B
Toisaalta kayttamalla pallokoordinaatteja saadaan arviot
(1-n)p (1—n)p
[lo=l 7 aws [ w7 b
B B(y,2r)

2r
(1—m)p
:c/ s -1 g" s
0

p—n

=crr-1
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ja

/|w—z\ = dw < ervr.

Siten
1/p

n 1/p
luy) —u(z)| < o' (/ |Vul? dm) =cr ][\VUV’ dm
B
B

Jos u € WP(B), niin approksimoimalla u:ta sileilli funktioilla W1P(B):ssi nihdiin, ettd (1.43)
pitee m.k. y,z € B.
Olkoon sitten u € W1P(Q), p > n. Médritelldéin funktio u: Q — R,

u(x) = limsup ][ wdm.
r—0
B(z,r)

(Perustele, miksi u(z) € R Vz € €.) Télloin Lebesguen differentioituvuuslauseen mukaan v = @
m.k. Olkoon = € Q ja B(x,2r) C Q. Talloin kaikilla y € B(z,r) pétee (yksityiskohdat HT)

1/p

a(x) — a(y)] < clz —y| ][ Vul dm
B(z,2|z—yl)

1/p
< ¢z —y|t VP / |VulP dm
B(,2[z—yl)
1/p
<z —y|t VP </ |VulP dm> .
Q

Siten % on lokaalisti Holder-jatkuva eksponentilla 1 — n/p. Koska @ on jatkuva, niin raja-arvo

u(z) = lim udm = lim udm
r—0 r—0

B(z,r) B(z,r)
on olemassa Vz € €. O

Miéaritelmé 1.45. Olkoon © C R™ avoin ja 1 < p < 0o0. Sobolev-avaruus Wol’p(Q) on C3(Q)m
taydellistymé& normin |||, suhteen.

L&hes suoraan Korollari 1.28:sta saadaan arvio

(1.46) )l <c | Vel g,

|z —y|nt

kaikilla u € C} () ja z € Q. Télldin nimittiin spt u on kompakti ja valitsemalla r > 0 niin suureksi,
ettd sptu C B(z,r) sekéd asettamalla u|R™ \ 2 = 0 saadaan

[Vu(y)] / Vu(y)|
w(x) —upgn| < c ——dy=c | ———dy
Iy W= LA Arere
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Toisaalta

UB(z,r) = ][ udm < cr"/ﬂudm — 0,
B(z,r)

kun r — oo. Siten (1.46) pétee. Niin ollen saamme Sobolev-Poincaré epayhtilot funktioille u €

Wy P():

Lause 1.47. (a) Jokaisella 1 < p < n on olemassa vakio ¢ = ¢(n,p) s.e.

. 1/p* 1/p
(/ |ul? dm) <c </ |Vul? dm>
Q Q

kaikilla u € W, P(Q).
(b) Olkoon 1 < p <p<np jak=np/(np—p). Talléin on olemassa vakio ¢ = c(n,p,p) s.e.

1
wp 1/p

][ |ul"P dm <ecr ][ |Vul? dm

B(z,r) B(z,r)
kaikilla B(z,r) C R", u € Wy (B(z,r)).

Huomautus 1.48. Téssé luvussa kisiteltiin vain joitain Sobolevin avaruuksiin liittyvia ilmioita ja
esimerkiksi tdrkedt kompaktisuustulokset on jatetty kasitteleméttd. Mainitaan kuitenkin seuraava,
jossa oletus p > 1 on vilttdméton. Jos (u;) on rajoitettu jono W1P(Q):ssa ja p > 1 (so. |luj]l1p <
¢ < o0), niin on olemassa osajono (uj,) ja u € WHP(Q) s.e. uj, — u heikosti LP(Q):ssa ja Vuj, — Vu
heikosti LP(£2; R™):ssé. Jos u; € Wol’p(Q), niin v € Wol’p(Q). Taméi johtuu siitd, ettd WHP(Q) on
refleksiivinen, jos p > 1 (ks. Funktionaalianalyysin kurssi).

2 Lipschitz kuvaukset

Téssd luvussa tutkimme mm. R™:n Lipschitz-funktioiden differentioituvuutta, Lipschitz-kuvausten
jatkamista sekd metristen avaruuksien upotuslauseita. (Lidhdemateriaalit: [EG], [Hel], [He2], [HKM],
[HKST], [K1].)

Olkoot (X,d;1) ja (Y,dy) metrisid avaruuksia. Palautetaan mieliin, ettd kuvaus f: X — Y on
Lipschitz, jos on olemassa vakio L siten, etta

(2.1) da(f(2). f()) < Ly () Yoy € X.

Sanomme talloin, ettd f on L-Lipschitz. Kuvaus f: X — Y on lokaalisti Lipschitz, jos jokaisel-
la X:n pisteelld on ympéristo, jossa f on Lipschitz. Jos L-Lipschitz kuvauksella f: X — Y on
kignteiskuvaus f~1: Y — X, joka on myds L-Lipschitz, niin f:#4 kutsutaan L-bilipschitz kuvauk-
seksi. Kuvaus f: X — Y on isometria, jos

dQ(f(J:)vf(y)) = dl(xvy) Va,y € X.
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2.2 R™:mn Lipschitz-funktioiden differentioituvuus

Todistamme seuraavaksi Rademacherin lauseen edelld ollutta Morreyn epéayhtélod kayttden. Tata
varten tutkitaan ensin Lipschitz-funktioiden kuulumista Sobolevin avaruuksiin.

Lause 2.3. Olkoon Q C R™ avoin ja u: Q — R lokaalisti Lipschitz. Tdlldin u € I/Vlif (Q) kaikilla
p=>1

Tod. Selvisti u on jatkuva, joten u € Li () Vp > 1. Riittdé osoittaa, ettd wu:lla on heikot
osittaisderivaatat Dyu € LI (Q), k = 1,...,n, Vp > 1. Olkoon U € . Koska u on lokaalisti
Lipschitz, niin on olemassa vakio L s.e. u|U on L-Lipschitz. Merkitdsin z = (t,y) € R x R*~L.
Kiinnitetdin y € R" ! s.e. R x {y} NU # 0. Tallsin funktio ¢,: I — R, ¢,(t) = u(t,y), on L-
Lipschitz jokaisella suljetulla valilld I, jolla I x {y} C U. Erityisesti ¢, on absoluuttisesti jatkuva
ja siten derivaatta ¢ (t) = Diu(t,y) on olemassa m.k. t € I (ks. Reaalianalyysi I [Ho2]). Lisiksi

l¢y, (1) < L mk. t € I. Funktiot

_ t+1/1 —u(t
Dyu(x) := lim sup ult + /Z’ly/z ult,y)

ja

Dju(z) := liminf ult +1/5, y) —ult,y)
1 1— 00 1/’L

ovat mitallisia, silld ne ovat pisteittiisid raja-arvoja jatkuvista funktioista (= erotusosamééristi).
Erityisesti joukko, jossa osittaisderivaatta Dju on olemassa (ts. {z: Dju(xz) = Diu(x) € R}) on
mitallinen. Fubinin lauseesta seuraa nyt, ettd Djiu on olemassa m.k. U:ssa ja |Dju| < L m.k.
Siis Dyu € LP(U) Vp > 1, joten Dyu € Li (Q) Vp > 1. Vield on perusteltava, ettd Dju on
u:n heikko 1. osittaisderivaatta. Tamé seuraa siitéd, ettd absoluuttisesti jatkuville funktioille pétee
osittaisintegrointikaava (ks. Reaalianalyysi I, HT 8/6 (v. 2003)). Samoin voidaan kisitelld muut
osittaisderivaatat Dju. O

Huomautus 2.4. Myos kddnteinen tulos pétee. Toisin sanoen, jos u € L () ja silld on heikot

loc
osittaisderivaatat Dyu € L (2) Vk = 1,...,n, niin tdlléin umn ekvivalenssiluokassa on edustaja,
joka on lokaalisti Lipschitz.

Seuraava on Calderdénin yleistys Rademacherin lauseesta.

Lause 2.5. Olkoon Q C R" avoin ja u € VVI})’(I:D(Q) jollakin p > n. Tdlléin u on differentioituva
m.k. Q:ssa.

Tod. Olkoon B € ) mielivaltainen kuula, jolloin v € WP(B). Lebesguen differentioituvuus-
lauseen mukaan

(2.6) liH(l) |Vu(z) — Vu(xo)|Pdy =0
B(zo,r)

melkein kaikilla zg € B. Valitaan téllainen piste ja mééritelldédn funktio

v(z) = u(z) — u(zo) — (Vu(zo), 2 — 0)-
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Tallsin v € WIP(B) ja Vo(xr) = Vu(z) — Vu(rg) mk. 2 € B. Morreyn epiyhtilostd (1.43)
sovellettuna funktioon v saadaan

[u(y) — u(zo) — (Vu(zo),y — xo)| = |v(y)| = |v(y) — v(zo)|
1/p
<cr ][ |Vo(z)P dz
B(zo,2r)
1/p

=cr ][ |Vu(x) — Vu(z)|P dz ,

B(zo,2r)

missd r = |y — xg|. Nyt (2.6):n nojalla

lu(y) — u(zo) — (Vu(zo),y — 0|
ly — ol

— 0,

kun r — 0. Lisdksi kuvaus h — (Vu(xg), h) on lineaarinen kuvaus R" — R, joten u on differentioi-
tuva zg:ssa ja siten m.k. (2:ssa. O

Huomautus 2.7. Ehto p > n on tarkka, silli on olemassa funktio v € W1™(Q), Q € R, joka ei
ole jatkuva missddn 2:n pisteessé, eikéd néin ollen voi olla differentioituva missédéan 2:n pisteessé.
Téllainen funktio saadaan konstruoitua esimerkiksi seuraavasti: Numeroidaan kaikki €2:n rationaa-
lipisteet {q1,q2,...} ja mééritellddn u: Q — R,

o0
, 1
u(x) =) 27 "'loglog <1 + 7> .
2 e
Nyt u € WHm(), mutta ei ole jatkuva misséin pisteessi. (Yksityiskohdat HT.)
Lauseista 2.3 ja 2.5 seuraa nyt viélittomaésti.

Korollari 2.8 (Rademacherin lause). Olkoon Q@ C R™ avoin ja u: Q@ — R lokaalisti Lipschitz.
Silloin u on differentioituva m.k. :ssa.

Huomautus 2.9. Rademacherin lause pétee myos lokaalisti Lipschitz kuvauksille f: Q — R™, Q C
R", silla jokainen f:n koordinaattifunktio on differentioituva m.k.
2.10 Lipschitz-vakiot Lip ja lip

Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Otetaan kiyttoon (yleinen) merkintitapa
d(l‘,y) = |.1‘—y|, xvyeXa

vaikkei X olekaan vektoriavaruus.
Olkoon f: X — Y Lipschitz kuvaus. Merkitdén LIP f:114 pienintd vakiota L, jolla (2.1) pétee.
Toisin sanoen,
LIP f = inf{L: f on L-Lipschitz}.

Helposti ndhd&én, etta talloin f on LIP f-Lipschitz. Seuraavat pisteittédiset Lipschitz-vakiot tulevat
karkeasti ottaen vastaamaan gradientin normia.
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Miéaritelmi 2.11. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja f: X — R. Mééritellddn f ylempi pis-
teittiinen Lipschitz-vakio funktiona Lip f: X — [0, 4-o00],

Lip f(z) = lim sup ( sup M)
r—0 yeB(z,r) r

= lim sup Fy(x),

r—=00<s<r
missé
Fs(l‘) = sup |f(y) - f(x)| )
yEB(z,s) S

Samoin médritelldén fn alempi pisteittdinen Lipschitz-vakio funktiona lip f: X — [0, +00],

lip f(z) = lim inf ( sup —|f(a:) — f(y)|>

r—0 yEB(z,r) r

=1i inf F. .
lim inf F(x)

Lemma 2.12. Jos f: X — R on jatkuva, niin Lip f ja lip f ovat Borel-funktioita.

Tod. Osoitetaan ensin, ettd Fy on alhaalta puolijatkuva, ts. {z: Fs(z) > t} on avoin V¢t € R.
Riittd4 tarkastella arvoja ¢t > 0. Kiinnitetdan ¢ > 0 ja olkoon zg € {x: Fs(x) > t}. Talléin on
olemassa y' € B(x,s) s.e. |f(y') — f(xo)| > st. Valitaan € > 0 s.e. |f(y') — f(xo)| > st +e. Koska f
on jatkuva xq:ssé, on olemassa r € (0,s — |zg — ¥'[] s.e. |f(y) — f(z0)| < € Yy € B(xp,r). Toisaalta,
jos y € B(xg,r), niin y' € B(y, s) ja

1) = FWO = ) = flzo)| = [f(x0) = f(y)]
> st+e—¢e = st.
Siis Fs(y) >t Yy € B(xo, 1), joten
B(xg,7r) C{x: Fs(x) >t}

jasiten F on alhaalta puolijatkuva. Téstd seuraa, ettd myos supg.s., Fs on alhaalta puolijatkuva
(HT) ja siten Borel. Koska

Lip f(z) = lim sup Fs(z) = lim sup Fs(x),
r—=00<s<r 10 0<s<1/i

on Lip f Borel. Osoitetaan lopuksi, etti

2.13 inf Fy(z)= inf F
(2.13) odnf Fi(z) 0<l%T s(@),
S

jolloin my6s info<s<, Fy, ja siten lip f on Borel. Selvasti

inf F. < i .
Ogg<r S(x) ) <H;f< r FS(.T)
seQ

Toisaalta
sFs > (s—e)Fs_. Ve >0,

joten jokaista x, s € (0,7) ja € > 0 kohti on olemassa s’ € (0,7) N Q s.e.
Fy(z) > (1 - £)Fy(2).
Antamalla ¢ — 0 ndhdéén, ettid (2.13) pétee. O
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2.14 Lipschitz-kuvausten jatkaminen

Lause 2.15 (McShane-Whitney jatkolause). Olkoon X metrinen avaruus, A C X ja f: A — R
L-Lipschitz. Tdlléin on olemassa L-Lipschitz funktio F': X — R s.e. F|A = f.

Tod. Jokaisella a € A méaritellaéin L-Lipschitz funktio f*: X — R,
fYz) = f(a)+ Lla—z|, ze€lX.

Méaritellddn F' asettamalla

F(x) = érelgfa(a:), z e X.

Selvisti F(x) < oo Va € X. Kiinnitetdén ag € A, jolloin nihddin, ettd

fa) + Lla — z| > f(a) + L|a — ag| — L|ag — z|
> f(ao) — Ll|ag — z|.

Siten F'(x) > —oo kaikilla z € X. Koska jokainen f* on L-Lipschitz ja F'(z) > —oco Vz, my6s F' on
L-Lipschitz. Liséksi jokaisella x € A

F(x) < fYx) = f(z) < f(y) + Llz —y|l = fU(x) VyeA,
joten F|A = f. O

Korollari 2.16. Olkoon X metrinen avaruus, A C X ja f: A — R™ L-Lipschitz. Silloin on
olemassa \/nL-Lipschitz kuvaus F: X — R"™ s.e. F|A = f.

Tod. Sovelletaan Lausetta 2.15 koordinaattifunktioihin. O

Huomautus 2.17. Lause 2.15 pétee myo6s tapauksessa X C R™, f: X — R”, mutta todistus on
paljon vaikeampi (ns. Kirszbraunin lause).

Jos kiytetddn R":ssd (*°-normia ||-||eo, ||(z1,---,%n)||cc = max{|z;|: i =1,...,n}, niin kerroin
\/n on tarpeeton Korollari 2.16:ssa. Itseasiassa pitee yleisempi tulos. Sité varten palautetaan mieliin
merkinté

>°(Y)={s: Y — R: sup|s(y)| < oo},
yey

kun Y on miké tahansa joukko. Nyt £°°(Y') varustettuna normilla ||s||oc = sup,ey[s(y)| on Banach
avaruus.

Korollari 2.18. Olkoon X metrinen avaruus, A C X, Y mikd tahansa joukko ja f: A — £>°(Y")
L-Lipschitz kuvaus. Tdlléin on olemassa L-Lipschitz kuvaus F: X — £°(Y) s.e. F|A = f.

Tod. Jokainen ¢*°(Y):n piste s voidaan tulkita ”jonoksi” (S(y))er' Siten voimme tulkita ku-
vauksen f: A — (>°(Y) kuvauksena, jonka ”koordinaattifunktioita” ovat reaaliarvoiset funktiot
fy: A = R, a— f(a)(y), y € Y. Sovelletaan sitten Lausetta 2.15 néaihin koordinaattifunktioi-
hin. O
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2.19 Metristen avaruuksien upotukset

Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Sanomme, ettd kuvaus f: X — Y on upotus, jos f: X —
f(X) on homeomorfismi. [Huom. f(X):ssé relatiivitopologia.] Erityisesti jokainen isometria on upo-
tus.

Lause 2.20 (Kuratowski). Jokainen metrinen avaruus X voidaan isometrisesti upottaa Banach-
avaruuteen £>°(X).

Tod. Kiinnitetdén zg € X. Jokaisella y € X, méiritellién kuvaus f,: X — R,
fy(@) = o —y| = |z — .

Kolmioepéyhtélosté seuraa, etté

[fy(@)] <1y — ol ja
[fy(@) = fy @) = llz =yl = |z =y < ly = /]
kaikilla z € X. Siten f, on rajoitettu eli f, € £*°(X) ja ||fy — fyllc < |y —¥/|. Toisaalta

‘fy(y) - fy’(y)| =y — y/|7

joten [Ify = fylloo = ly — ¥/l O
Kuratowskin upotuslauseen heikkous on siiné, ettd maalijoukko ¢*°(X) riippuu X:std. Jos X
on separoituva, voidaan maalijoukoksi valita Banach-avaruus ¢*° = ¢*°(N). Muistutetaan, ettd

topologinen avaruus X on separoituva, jos on olemassa numeroituva tihed osajoukko {z1,z9...} C

X.

Lause 2.21 (Fréchet). Jokainen separoituva metrinen avaruus X voidaan isometrisesti upottaa
Banach-avaruuteen £°°.

Tod. Kiinnitetdén numeroituva tihed osajoukko {xg,x1,x2,...} C X. Silloin kuvaus
T (|33—931| = |@1 = @ol, [z — @2 — \$2—$0|7---)
méérittelee isometrisen upotuksen X — £°°. (Yksityiskohdat HT.) O

Huomautus 2.22. Edellisen lauseen ”heikkous” on, ettei £ ole separoituva. Banach on todis-
tanut, ettd jokainen separoituva metrinen avaruus uppoaa isometrisesti separoituvaan Banach-
avaruuteen (C([0,1]), || ). Emme todista tété.

Msaritelmi 2.23. Sanomme, ettd metrinen avaruus X on tuplaava (eli kahdentava), jos on ole-
massa vakio ¢ € N s.e. jokainen joukko, jonka halkaisija on d, voidaan peittédé c:lla joukolla, joiden
halkaisija on korkeintaan d/2.

Lemma 2.24. Jokainen tuplaava metrinen avaruus on separoituva.

Tod. Kiinnitetdin yg € X ja merkitdin X = X N B(yo, k). Koska X = UgenXp, riittad
loytdda numeroituva tihed Xji:n osajoukko Vk € N. Selvésti jokainen Xj on tuplaava metrinen
avaruus vakiolla c ja Xj:n halkaisija on korkeintaan 2k. Voimme siten olettaa, ettd X on rajoitettu.
Olkoon d = diam X. Voimme peittdd X:n joukoilla A 1,...,A; . s.e. diam A;; < d/2. Jokainen
Ay ; voidaan edelleen peittééd c:lld joukolla, joiden halkaisijat ovat korkeintaan d/ 22, Yleisesti X
voidaan peittdd joukoilla A;1,...,A; . s.e diam 4; ; < d/2. Valitaan pisteet x;; € A;; jokaisella
ieN, j=1,...,c. Tallsin joukko

S = Uij{zi}

on numeroituva ja tihea. U
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Lemma 2.25. Jos (X,d) on metrinen avaruus ja 0 < a < 1, niin (X,d%) on metrinen avaruus.

Tod. HT U
Sanomme, etti (X,d*) on (X, d):m lumihiutale versio.

Lause 2.26 (Assouad). Jos (X,d) on tuplaava metrinen avaruus, niin sen jokainen lumihiutale
versio (X,d®) wvoidaan bi-lipschitz upottaa johonkin euklidiseen avaruuteen RN . Lisiksi N riippuu
vain a:sta ja (X, d):n tuplausvakiosta c.

Lykkddmme Assouadin lauseen todistusta myohemmaéksi. Todistusta varten tarvitsemme lisda

médritelmid ja lemmoja. Palautetaan ensiksi mieleen Zornin lemma (ks. esim. Algebra, Topologia
IT).

Lemma 2.27 (Zornin lemma). Olkoon (Y, <) osittain jirjestetty joukko. Jos jokaisella Y :n ketjulla
on yldraja Y :ssd, niin Y :ssd on ainakin yksi maksimaalinen alkio.

Masritelmé 2.28. Olkoon X metrinen avaruus ja € > 0. Sanomme, ettd X:n osajoukko A on
e-verkko, jos
‘J}—y|2€’ vxvyeAvx#y'

Maksimaalinen e-verkko N = N (X, €) on miké tahansa e-verkko, joka on maksimaalinen inkluusion
C suhteen. Télloin

X = |J B(=,9).

zeEN

Lemma 2.29. Jokaisella metriselld avaruudella on olemassa maksimaalinen e-verkko jokaisella
e > 0.

Tod. Viiite voidaan todistaa Zornin lemman avulla. Merkitién X :n e-verkkojen joukkoa N (X):1l4.
Talloin (Nz(X), C) on osittain jirjestetty joukko (Nz(X) # 0, jos X #0). Jos K = {A,: a € A} C
N:(X) on ketju (ts. tdysin jérjestetty joukko), niin

JA4a e Mo(X)

on K:n yliraja. Zornin lemman nojalla N (X ):ssd on (ainakin yksi) maksimaalinen alkio N. Perus-
tellaan vield edelld ollut viite Ug Ay € Nz(X). Olkoot 2,y € UgAq, = # y. Silloin z € A, jay € Ag
joillakin indekseilld «, 3 € A. Koska K on ketju, patee joko A, C Ag tai Ag C A,. Erityisesti
A, U Ag on e-verkko, joten |z —y| > e. O

Huomautus 2.30. 1. Edelld ei vaadita, ettd maksimaalinen e-verkko olisi numeroituva. Esi-
merkki metrisestéd avaruudesta, jonka jokainen maksimaalinen e-verkko on ylinumeroituva, on
(R x R,d), missd d on metriikka

"= (x,9);
= (xluy/)ax 7é .

ISR

d(Z Z/) — |y - y/‘> jOS = (xvy)a
ly[ + [z — 2| + |y, Jos z = (z,9),

2. Joskus kirjallisuudessa méaritellddn e-verkko ddrellisend osajoukkona F' C X s.e.

X =] B(,e).

zeF
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3. Kutsumme (tdlld kurssilla) joukkoa F' C X e-tihedksi, jos

X = B(,e).

zeF

Jalkimmaéiseen huomautukseen liittyy seuraava késite. Kdytdmme sitd myShemmin Lemman
2.32 kautta.

Msaritelmé 2.31. Metrinen avaruus X on totaalisesti rajoitettu (eli prekompakti), jos jokaisella
€ > 0 on olemassa dé#rellinen e-tiheé joukko F' C X.

Lemma 2.32. Metrinen avaruus on kompakti, jos ja vain jos se on totaalisesti rajoitettu ja
taydellinen.

Tod. Jos metrinen avaruus X on kompakti, niin se on selvisti totaalisesti rajoitettu ja tdydellinen
(Topologia I:n tiedot). Oletetaan kééintéen, ettd X on totaalisesti rajoitettu ja tdydellinen. Olkoon
(y;) jono X:n pisteitd. Koska X on totaalisesti rajoitettu, on olemassa dérellinen (1-tihed) joukko
{z1,..., 28, } 5. X = Uf;lB(xi, 1). Siten on olemassa kuula B(x;, 1), joka sisdltdd ddrettéméan mon-
ta jonon (y;) pistettd. Poimitaan ndmé y;:t ja merkitdéin niiden muodostamaa osajonoa (y ;):114.
Edelleen on olemassa dérellinen 1/2-tihed joukko ja siten kuula B(x,1/2), joka sisiltdd ddrettomén
monta jonon (y;) pistettd. Merkitédén ndiden muodostamaa osajonoa (y2;):114 ja jatketaan pro-
sessia. Yleisessséi vaiheessa on olemassa #éirellinen 277-tihed joukko ja siten 277-siiteinen kuula,
joka sisdltéé ddrettomén monta jonon (y;_1;):n pistettd. Merkitdén nédiden muodostamaa osajonoa
(yj,4):11a. Nyt diagonaalijono (y;;) on Cauchy-jono ja se suppenee X:n tiydellisyyden nojalla. Siis
X on kompakti. O

Lemma 2.33. Olkoon Z metrinen avaruus, jonka jokaisessa suljetussa kuulassa B(z,r) on kor-
keintaan M € N alkiota. Silloin on olemassa kuvaus f: Z — {1,...,M} s.e. f(z) # f(Z), jos
|z —2/| <r.

Tod. Olkoon F kaikkien niiden kuvausten g: Z, — {1,..., M}, Z, C Z, joukko, joilla g(z) #
g(2'), jos z,2" € Zg ja |z — 2'| < r. Selvésti F # (). Mééritelladn F:44n osittainen jirjestys <,

9<¢ <= Z,CZy ja ¢|Z,=g.

Olkoon K C F ketju. Olkoon

7= 2,
geX
jamédritelladn h: 7' — {1,..., M} yhtalolld h(z) = g(z), jos z € Z,;. Kuvaus h on hyvin mééritelty,
koska /C on ketju. Liséksi h(z) # h(2'), jos |z—2'| < r, joten h € F. Nyt h on K:n yliraja, silld Z, C
Z' ¥g € K. Zornin lemman mukaan F:ssé on olemassa maksimaalinen alkio f: Zy — {1,..., M},
jolle siis patee, etté f(z) # f(2'), jos |z — 2/| < r. Oletetaan, ettd Zy # Z ja valitaan zg € Z \ Zj.
Koska z9 € B(z0,7) \ Zy ja oletuksen mukaan card B(z9,r) < M, niin card(Zy N B(zq,7)) <
M — 1. Valitaan k € {1,..., M} s.e. f(z) # k kaikilla z € Zy N B(zq, 7). Jatketaan f kuvaukseksi
[+ ZpU{z} — {1,..., M} asettamalla f'(z9) = k ja f'(2) = f(2), kun z € Zy. Nyt f' € F ja
f < f’, miké on ristiriita f:n maksimaalisuuden kanssa. Siis on oltava Z; = Z. U

Lemma 2.34. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Oletetaan, ettd jollakin m € N on olemassa jono
funktioita p;: X — R™, j € Z, ja vakiot A,B >0 ja0 <7 <1 s.e.

(1) |()0j(8) - ij(t)‘ > A) jOS A < d(87t> < ij ja
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(2) |j(s) — ¢j(t)] < Bmin{r7d(s,t),1} kaikilla s,t € X.

Tdlloin jokaista 0 < € < 1 kohti on olemassa L-bilipschitz upotus f: (X,d*) — R"™ jollakin n € N.
Lisdiksi bilipschitz vakio L ja dimensio n riippuvat vain annetusta datasta: m, A, B, T,¢€.

Lemman 2.34 samoin kuin Assouadin lauseen todistukset lisdtd4n tdhédn mychemmin (kunhan
ne on ensin kisitelty luennolla).

3 Metristen avaruuksien suppeneminen

(Lahdemateriaali: [BBI], [DS], [Gr], [He2], [Pe].)

3.1 Hausdorff-etiisyys

Olkoon X metrinen avaruus, S C X ja e > 0. Joukko
S(e) ={z e X: dist(x,5) < e}

on S:n e-ympéristé. Toisin sanoen

S(e) = | J B(=,9).

zeSs

Masritelmé 3.2. Joukkojen A C X ja B C X vilinen Hausdorff-etdisyys on
dp(A,B) =inf{r >0: AC B(r),B C A(r)}.
Joskus merkitsemme my6s d = dyr. Jos A # ), niin dp (A, D) = oo. Asetamme dp (0, () = 0.
Lemma 3.3. Jos A, B,C C X, niin dg(A,B) <dy(A,C)+dy(C, B).
Tod. Voidaan olettaa, ettd dy(A,C) < oo ja dy(C,B) < co. Valitaan 7 > 0 ja s > 0 s.e.
(3.4) AcC(r), CcCA(r), CcCB(s), BcCC(s).

Tallsin C(r) C (B(s))(r) C B(s +r), joten A C B(s + 7). Samoin C(s) C (A(r))(s), joten
B C A(r + s). Néin ollen dy (A, B) < s+ r. Ottamalla inf yli sellaisten r:ien ja s:ien, joille (3.4)
pétee, saadaan véite. O

Huomautus 3.5. 1. Helposti ndhdéén, ettd dg (A, B) = max{sup,c 4 dist(a, B), sup,cp dist(b, A) }.
2. Jos r >0, niin dy(A,B) <r <= dist(a,B) <r Va e Ajadist(b,A) <r Vbe B.
3. dy ei vilttdmitti ole metriikka, silld voi olla dy(A, B) = oo (esim. X = R?, A on suora
y =z ja B on suoray = —x), tai dy(A, B) =0, vaikka A # B (esim. X =R=A4, B=Q).
Merkitdén X:n kompaktien epétyhjien osajoukkojen joukkoa C(X):1l4.
Lemma 3.6. Jos A, B C X owvat suljettuja ja A # B, niin di (A, B) > 0. Erityisesti dg mddrittelee
metriikan C(X):ssd.

Tod. Olkoot A, B C X suljettuja ja A # B. Voimme olettaa, ettd A\ B # (). Olkoon x € A\ B.
Koska B on suljettu, on olemassa r > 0 s.e. B(z,r) N B = (. Tilléin « & B(r), joten dy (A, B) >
r > 0. Selvésti di on ei-negatiivinen, symmetrinen, ja di (A, A) = 0. Koska metrisessi avaruudessa
jokainen kompakti joukko on rajoitettu, on dg(A, B) &érellinen, jos A € C(X) ja B € C(X).
Kolmioepéyhtilo todistettiin Lemmassa 3.3. Néin ollen dy méérittelee metriikan C(X):ssé. O
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Lause 3.7. Jos X on kompakti, niin (C(X),dy) on kompakti.

Tod. Lemman 2.32 nojalla riittdé osoittaa, ettd (C(X),dy) on tdydellinen ja totaalisti rajoi-
tettu. Olkoon (5;)ieny Cauchy-jono C(X):ssé. Merkitéén

S={zeX:B(zx,r)NS; # 0 ¥Vr >0, ddrettoméin monella i:n arvolla}.

Osoitetaan, ettd S € C(X) ja dg(S;,S) — 0. Jos y € X \ S, niin on olemassa r > 0 ja i, € N
s.e. B(y,r)NS; =0 Vi > 4,. Talldin B(z,7/2)NS; = 0 Vi > i, ja Vz € B(y,r/2). Niin ollen
B(y,r/2) C X \ S, joten S on suljettu. Koska X on kompakti, on myos S kompakti.

Kiinnitetdan € > 0 ja olkoon ¢ € N sellainen, ettd

dH(SZ,SJ) <e Vl,j > 10.

Jos x € S, niin on olemassa j > ip s.e. B(z,e) NS; # (. Siis |z — y| < € jollakin y € ;. Koska
du(S;,S;) < € Vi > ip, niin dist(y, 5;) < € ja

dist(z, S;) < |z — y| + dist(y, S;) < 2e Vi > ip.

Siis S C S;(2¢e) Vi > ip.
Olkoon sitten ¢ > ig ja © € S;. Olkoon i = i ja jokaisella k € N valitaan i € N s.e. i1 > ig
ja dp(Sj,Sy) < €/2% Vj,n > ij. Olkoon z; = x ja jokaisella k > 1 valitaan pisteet x; € S;,
rekursiivisesti s.e. |zp41 — x| < £/2%. Niin voidaan tehdd, silli S;, C Sj,,,(¢/2%). Nyt (zx) on
Cauchy-jono, silld Vn > 1
[ee]
@ — il < 3 e/2) = /251,
j=k
joka saadaan mielivaltaisen pieneksi kasvattamalla k:ta. Koska X on tédydellinen, on olemassa y =
limzy € X. Liséksi y € S konstruktion perusteella. Nyt
k—1
—yl =1 _ <1 Ly .
|z — y| h;n\a: x| < hlzn Z\J;J xjp1| < 2e
7j=1
Néin ollen S; C S(2¢) Vi > 1.
Olemme osoittaneet, ettd dg(S;,S) — 0 ja S € C(X), joten (C(X),dy) on tdydellinen.
Olkoon ¢ > 0 ja olkoon N C X &érellinen e-tihed joukko. Osoitetaan, etté

(3.8) cx)c |J {cecx):du(C,S) <2},
SeP(N)

=B (S,2¢)

jolloin olemme n#ytténeet, ettd P(NN) on &irellinen 2e-tihed C(X)m osajoukko eli (C(X),dy) on
totaalisesti rajoitettu. Olkoon K € C(X) ja

Sk ={z € N: dist(z,K) < e} € P(N).

Jokaisella y € K, on olemassa x € N s.e. |xr —y| < ¢, koska N on e-tihed. Talloin z € Sk,
silld dist(z, K) < |z — y| < e. Siten dist(y,Sk) < € Yy € K, joten K C Sgk(e). Toisaalta Sk:n
mééritelmén mukaan dist(z, K) < € Vo € Sk, joten Sxg C K(¢). Siis dy (K, Sk ) < 2¢. Tamé pétee
jokaisella K € C(X), joten (3.8) pétee. O

Korollari 3.9. Olkoon X kompakti ja S; € C(X), i € N. Tdllgin on olemassa osajono (S;;) ja
S eC(X) s.e. S; — 8 C(X):ssi (eli dy(S;;,S) —0).
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Merkitaéan
B(X)={A C X: A suljettu, rajoitettu ja epatyhja}.

Lemman 3.6 ja Lauseen 3.7 todistuksista saadaan seuraava tulos.
Lause 3.10. (a) Hausdorff-etiisyys dg mddrittelee B(X):ddn metriikan.
(b) Jos X on taydellinen, niin (B(X),dy) on tiydellinen.
Myos kéddnteinen tulos on voimassa. Sitéd varten todistetaan aputulos.

Lemma 3.11. Olkoot A, B C X ja diam A < co. Silloin
|diam A — diam B| < 2dy (A, B),
ts. kuvaus A — diam A on 2-Lipschitz.
Tod. Voi olettaa, ettd myos diam B < oo. Téllsin Vr > 0, jolla A C B(r) ja B C A(r), pétee

diam A < diam B(r) < diam B + 2r
diam B < diam A(r) < diam A + 2,

joten
|diam A — diam B| < 2r.

Siis |diam A — diam B| < 2dg (A, B). O
Madritelladn kuvaus i: X — B(X), i(x) = {z}. Selvasti dgy({z},{y}) = |* — y|, joten i on
isometrinen upotus (metriseen avaruuteen (B(X),dm)).

Lause 3.12. (a) Jos (B(X),dn) on tdydellinen, niin myos X on tdydellinen.
(b) Jos (B(X),dm) on kompakti, niin mydés X on kompakti.

Tod. Oletetaan, ettéd (B(X),dp) on tiydellinen. Olkoon (z;) Cauchy-jono X:ssé, jolloin (i(x;))
on Cauchy-jono B(X):ssd. Siten i(x;) — A € B(X). Lemman 3.11 nojalla diam A = 0, joten A =
{z} = i(z). Tasté seuraa, ettd z; — x. Siten X on téydellinen. Oletetaan sitten, ettéd (B(X),dm) on
kompakti ja olkoon (z;) jono X:ssi. Téll6in on olemassa osajono (z;,) ja A € B(X) s.e. i(xj,) —
A. Samoin kuin edelld paatelldén, ettd A = i(z) jollakin z € X ja siten x; — z. Siis X on
kompakti. ]

3.13 Gromov-Hausdorff-etiisyys

Masritelmé 3.14. Metristen avaruuksien X ja Y Gromov-Hausdorff-etdisyys on

dau(X,Y) = inf d%(pX,9Y),
7@7

misséd Z on metrinen avaruus ja ¢: X — Z, ¥: Y — Z ovat isometrisia upotuksia.
Separoituvien metristen avaruuksien tapauksessa Z:ksi voidaan valita £*°.

Lemma 3.15. Jos X ja Y ovat separoituvia metrisid avaruuksia, niin

dou(X,Y) = ini dy (X, YY),
@7

missd p: X — £ jap: Y — £%° ovat isometrisia upotuksia.
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Tod. HT ]
Olkoon { X, }aeca kokoelma joukkoja. Muistutetaan, ettd ndiden pistevieras yhdiste on joukko

| | Xo={(z.0): a€ A, =X}
acA

Samaistamme téstéd ldhtien X,:n ja X, x {a}m ilman eri mainintaa. Jos (X;,d;), i« = 1,2, on
metrinen avaruus, niin X; U Xo:m metriikkaa d sanotaan sallituksi, jos d|X; x X; = d;. Télloin
(samaistus) X; — X; x {i} C X; U X5 on isometria. Nyt saamme ekvivalentin méaaritelmén.

Lemma 3.16. Jos (X1,dy) ja (X2,d2) ovat metrisii avaruuksia, niin
den (X1, X2) = inf dWD (X1, Xs),

missd inf otetaan yli kaikkien W = X1 U Xo:n sallittujen metriikkojen d.

Tod. Selvisti dgy (X1, X2) < infy dl‘ﬁIV (X1, X>), silld vasemmalla puolella on otettu inf yli suu-
remman joukon. Kiinnitetddn ¢ > 0. Olkoon (Z,dz) metrinen avaruus ja ¢;: X; — Z, 1 = 1,2,
isometrinen upotus s.e.

A (1X1, 2 X5) < dan (X1, Xa) +&.

Jokaisella § > 0 mééaritellddn joukkoon W = X LI X5 sallittu metriikka dj s.e.

ds(xi,y:) = dz (pi(@:), 0i(yi) = di(wi, yi), @i, yi € X,
ds(z1,22) = ds(z2,21) = dz(p1(21), p2(22)) + 6, 7 € X;, i =1,2.

Silloin
in dWD (X1, X5) < dW (X, X,)
< df(p1 X1, 02X2) + 6
< dgu(X1,X2) +e+6.
Antamalla § — 0 ja ¢ — 0 saadaan viite. O

Huomautus 3.17. 1. Osoitetaan, ettéd jokaista metristd avaruutta (X1, d;) ja (Xa,ds) kohti on
olemassa sallittu metriikka d joukossa X; L Xo. Télloin siis d| X; x X; = d; ja riittdd mééritelld
pisteiden z; € X; ja xo € Xo vélinen etéisyys niin, ettei kolmioepéyhtédld tuhoudu. Tata
varten kiinnitetdin a € X1, b € X5 ja d > 0 ja asetetaan

d(x1,m9) = d(x2,21) = di(x1,a) + da(b, z2) + 0,

kun z; € X; = X; x {i}. Helposti nédhdéén, ettd d toteuttaa kolmioepdyhtélon ja on siten
sallittu metriikka. Edella olleesta seuraa, ettd jokaisella metriselld avaruudella X ja Y on
olemassa Madritelméssd 3.14 esiintyva kolmikko Z, ¢ ja 1.

2. Jos X ja Y ovat isometriset, niin dgi(X,Y) = 0. Kddnteinen ei pdde, kuten yksinkertainen
esimerkki X = [0,1] ja Y = [0, 1] N Q osoittaa.

Lemma 3.18. Jos (X;,d;), i = 1,2,3, on metrinen avaruus, niin

den(X1,X3) < dgu(Xi, X2) + dau(Xa, X3).
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Tod. Olkoot d; 2 ja dg 3 sallittuja metriikkoja X Ll Xs:ssa ja vastaavasti Xo L X3:ssa. Jokaisella
d > 0 olkoon ds sallittu metriikka joukossa (X; U X2)L (X2 U X3) (metriikoiden d; 2 ja da 3 suhteen)
s.e. pisteiden a = (a,2) € X1 U Xy ja b = (b,2) € Xy U X3 etdisyys on dgs(a,b) = da(a,b) + 6.
(HT. Tarkista, ettd saadaan sallittu metriikka.) Merkitddn X%:1la sitd kopiota Xs:sta, joka kuuluu
X U Xg:een ja XJ:lla sitéd, joka kuuluu Xy U X3:een. Kéyttdmélld Lemman 3.3 kolmioepéayhtilod
metrisessi avaruudessa (X7 U Xo) Ll (X5 U X3) saadaan

doua (X1, X3) < dc}f (X1,X3) < dcflf(XhXé) + di}s(Xé,Xé/) + d?}s(Xél,X@
< dg (X1, Xo) + d3’ (Xa, X3) + 6.

Antamalla 6 — 0 ja ottamalla inf yli kaikkien sallitujen metriikkojen d; 2 ja dp 3 saadaan viite. [

Maiédritelmé 3.19. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja € > 0. Sanomme, ettd kuvaus f: X — Y
on e-lihi-isometria, jos (f(X))(g) =Y ja

|l —z| —e < |f(x) = f(2)| < |z —z2|+& Vzx,ze€X.
Lemma 3.20. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja € > 0.
1. Jos dgu(X,Y) < e, niin on olemassa 2e-lihi-isometria f: X — Y.

2. Jos on olemassa e-lihi-isometria f: X — Y, niin dgn(X,Y) < 2e.

Tod. 1. Koska dgu(X,Y) < €, on olemassa X LI Y sallittu metriikka d s.e. d4(X,Y) < e.
Merkitéén d(a,b) = |a — b|. Jokaista x € X kohti voidaan valita y, € Y s.e. |x —y,| < €. Asetetaan
f(x) = y,. Kolmioepéayhtilostia seuraa, etti

If(z) = f(2)] = |yz — ¥l
<yz — x|+ |z — 2| + ]2 — ye|
<|x—z+2¢

ja

|f(@) = f(2)] = |y — v
>z =2l = |z = ys| = Y2 — 7|
> |z — 2| — 2e.

Koska Y C X (e), niin jokaista y € Y kohti on olemassa = € X s.e. |x —y| < e. Télloin |y — f(x)| <
ly — x| + |z — f(x)| < 2e. Siis f on 2e-lihi-isometria.

2. Jos f: X — Y on e-ldhi-isometria, niin maaritellddn X U Y:hyn sallittu metriikka d asetta-
malla

d(a,y) = inf (o = 21 += +1£() — o),

kun x € X ja y € Y. Sen osoittaminen, ettd tdmé todellakin on metriikka ja etté dC}{(X, Y) < 2e
jaa harjoitustehtéaviksi. O
Merkitaan
Cr = {X: X kompakti epétyhjd metrinen avaruus}/isom,

missd X isom Y, jos ja vain jos X ja Y ovat isometrisia. Toisin sanoen, C; on kompaktien metristen
avaruuksien isometrialuokkien joukko.
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Lause 3.21. Gromov-Hausdorff-etdisyys mddrittelee metriikan Cy:hin.

Tod. Symmetrisyys on selvd, kolmioepédyhtélo todistettiin edelld ja dgp(X,Y) = 0, jos X ja
Y ovat isometrisia. Lisiksi, jos diam X < D < oo ja diamY < D, niin dgu(X,Y) < D/2. Tdmi
nahd&in valitsemalla X LY :n sallittu metriikka d, jolla d(x,y) = D/2 kaikilla x € X, y € Y. Jéljelld
on osoittaa, ettd kompaktit metriset avaruudet X ja Y ovat isometrisia, jos dgp(X,Y) = 0. Lemman
3.20 nojalla on olemassa 277-lihi-isometria fj: X — Y jokaisella j € N. Olkoon S = {x1,z9,...}
numeroituva, tihed X m osajoukko (huom. X separoituva). Koska Y on kompakti, on olemassa (f;):n
osajono (fj1) ja piste y1 € Y s.e. fj1(x1) — yi1. Merkitddn y; = f(x1). Edelleen on on olemassa
(fj1)m osajono (fj2) ja piste f(x2) € Y s.e. fj2(x2) — f(z2). Jatketaan samalla tavalla ja kdydédén
lapi kaikki S:n pisteet siirtymaélld joka vaiheessa osajonon osajonoon. Nyt diagonaalijono (f; ;)
suppenee S:ssé kohti rajafunktiota f: S — Y. Téllin f on isometria (X:n tiheéltd osajoukolta S)
Y:n tiheiille osajoukolle f(.5). Téllainen kuvaus voidaan jatkaa isometriaksi f: X — f(X). Lisiksi
f(X) on kompakti Y:n tihed osajoukko, joten on oltava f(X) =Y. O

Huomautus 3.22. Edelld ollutta lausetta voidaan yleistdéd seuraavasti: Olkoot X ja Y metrisid
avaruuksia s.e. X on kompakti, Y tédydellinen ja dpg(X,Y) = 0. Sillon X ja Y ovat isometrisia.
Tamé& voidaan todistaa konstruoimalla ensin jokaisella ¢ > 0 &drellinen maksimaalinen e-verkko
Y:lle, jolloin Y on vilttdméttd kompakti. Jos sen sijaan oletetaan, ettd X ja Y ovat tédydellisia
ja dgu(X,Y) = 0, niin tistd el vilttdméttd seuraa, ettd X ja Y ovat isometrisia (ei edes, vaikka
oletettaisiin lisiksi X ja Y separoituviksi ja lokaalisti kompakteiksi). Téhén on Eero Saksmanin
antama vastaesimerkki: Olkoot

o o
X=||L ja Y=[]%
=1 =1

missé I; = [0,¢q], J; = [0,7] ja {g;: i € N} ja {r;: i € N} ovat pistevieraita (0, 1):n tihe&d osajoukko-
ja. Maaritelladn X :84n metriikka, jonka rajoittuma kuhunkin 7;:hin on tavallinen euklidiinen met-
riikka, mutta pisteiden x € I;, y € I;, ¢ # j, etdisyys on 10. Samanlainen metriikka méiritelldén
Y:hyn. Nyt X ja Y ovat taydellisid, dgn(X,Y) = 0, mutta X ja Y eiviit ole isometrisia.

Todistetaan seuraavaksi tarked Gromovin kompaktisuuslause (v. 1980).

Lause 3.23 (Gromovin kompaktisuuslause). Olkoon X = X (D, N) kokoelma metrisid avaruuksia
X, jotka toteuttavat ehdot

(a) diam X < D,
(b) card N.(X) < N(e) jokaisella X :n e-verkolla N.(X),

missd D on ddrellinen vakio ja N: (0,00) — (0,00). Silloin jokaisella X :n jonolla (X;) on olemassa
osajono, joka suppenee Gromov-Hausdorff mielessd kohti kompaktia metristd avaruutta X € X.

Tod. Olkoon {(X;,d;)}5°, jono X:ssé. Jokaisella i € N valitaan kasvava jono X;:n maksimaalisia
27 J-verkkoja Nij, j € N, ts. N;; C N; 1. Téllaisen jonon olemassaolo voidaan todistaa Zornin
lemman avulla kuten Lemma 2.29 (ks. Huomautus 3.26).

Siirtymallé osajonoon voidaan olettaa, ettd card NV;; = n; < N(1/2) kaikilla ¢. [Luonnolli-
sia lukuja valilld [0, N(1/2)] on vain &érellinen mééré, joten jollakin n € [0, N(1/2)] card N;; = n
ddrettomén monella ¢. Poimitaan niitd vastaavat X;:t ja hyldtdan muut.] Olkoon Y7 = {1,2,...,n1}.
Valitaan bijektiot

Yi1: Y1 — Nig
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ja mééritelldan Yi:een metriikat 0; 1,

bia(z,y) = di (Vi1 (@), i1 (y)), x,y €Y.

Nyt 0;1(x,y) € [1/2,D] kaikilla z,y € Y;,  # y. Kdymalld lépi kaikki &#é&rellisen monta paria
(r,y) € Y1 x Y1, x # y, ja siirtymélld tarvittaessa joka vaiheessa osajonoihin, loydetidéin osajono
(merk. edelleen (0; 1)) s.e. §; 1 — ej, missé e; on metriikka Y7:ssd, ei(x,y) € [1/2,D], = # y.

Siirtymaélli edelleen osajonoon voidaan olettaa, ettéi card N; o = ng < N(272) kaikilla i. Jatke-
taan bijektiot ¢i,1: Y1 — Ni,l lethlOlkSl ¢i722 }/2 — 1V4.2, missé Y2 = {1, 2, ...,n1,ny + 1, [P ,712},
ja jatketaan metriikat ¢;1 Ya:n metriikoiksi d;2 kuten edelld. Jélleen 16ydetédén (d;2):n osajono
(merk. edelleen (8;2)), joka suppenee kohti Y2 metriikkaa es, es(w,y) € [272, D], = # y. Lisiksi
62‘Y1 X }/1 =e].

Jatkamalla samalla tavalla saadaan metriset avaruudet (Yj,e;), missd

Y}' = {1,2,... ,ni,n1+1,...,n9,n9+1,... ,’I?,j}, n; = cardNZ-,j,
ej(z,y) €[270,D], Vo #y ja
ejlYj1 x Yj1=ej1.

Nyt metrisille avaruuksille (Y}, e;) pétee, ettd jokaisella j € N on olemassa i; s.e.

|€](.T,y) - 5%7](]},2/)‘ < 2_j7

kaikilla z,y € Yj. [Yldrajalla 277 ei ole mitiin tekemistd aiempien 277-verkkojen kanssa. Yht hyvin
olisimme voineet vaatia tarkkuudeksi 1077 tms.] Toisin sanoen, on olemassa Xi;, jota merkitdédn
X;:114, maksimaalinen 277-verkko N; = N;. ; C X ja bijektio ¢; = ¢, ;: Y; — Nj s.e.

|dj (1 (), ¥5(y)) — ej(z, y)| <277

Lemman 3.20 nojalla
dGH((Nj?dj)? (}/}7 ej)) <2. 277,
Toisaalta dan (X, d;), (Nj, d;)) <277
Voidaan olettaa, ettd n; — oo, kun j — oo. [Muussa tapauksessa on olemassa #arettomén
monta X;, joilla card X; = no, < co. Namé suppenevat Gromov-Hausdorff mielesséd kohti darellista

metristd avaruutta (Y, e) kuten ylld.] Osoitetaan seuraavaksi, ettd on olemassa N:n metriikka d s.e.
(Yj,e;) — (N,d) Gromov-Hausdorff mielessd. Jos tdssa onnistutaan, niin silloin

den ((Xj.d5), (N, d))
< danu((Xj,d)), (N;,d))) + dau ((Nj, dj), (Yj, e;)) + dau((Yj, €)), (N, d))

— 0,

eli X; — (N, d) Gromov-Hausdorff mielessé, kun j — oc.
Koska ej;1 jatkaa e;m ja U;Y; = N, niin ainut ehdokas metriikaksi d on

d(m,y) = ej(xvy)’

missé j on tarpeeksi suuri, jotta z,y € Y;. Koska (Y}, e;) uppoaa (N, d):hen isometrisesti, riittaa
nayttaa, etta

sup dist(z,Y;) = sup inf d(z,y) — 0,
zeN\Y; zeN\Y; ¥EYs
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kun j — oo. Jos € N\ Y}, niin silloin z € Y}, jollakin m > j. Viitdmme, ettd on olemassa pisteet
pr €Yy, k=4,....m—1, pp, =x s.e.

(324) d(pk+17pl€) S 2. 27k7
jolloin
dist(z,Y;) < d(z,p;) = d(pm., ;)
S d(pmypmfl) + d(pmfhpme) + -+ d(pj+17pj)
m—1
<2y 27F<4q.277
k=j

ja siten
sup dist(z,Y;) <4- 277 -0,
zeN\Y;
kun j — oo. Todistetaan arviota (3.24) koskeva viite. Koska N; ;, C Nj 41 ja N; ;, on maksimaalinen
27 *_verkko, on jokaista pyy; € Yy kohti olemassa ¢ € Ny s.e. di(Vig+1(Prt1),9) < 27k Silloin
Ph = U1 (q) € Vi Ja

(3.25) Si k1 (Prr1, pr) < 278

Toisaalta jokaisella k on olemassa i = iy, s.e.

|ek+1(Pr+1,PE) — 0y k1 (P 1, P1)| < 27k,

josta yhdessi (3.25):n kanssa seuraa, etti d(pri1, k) = €rt1(Pri1, pr) < 2-27F. Kaiken kaikkiaan
olemme osoittaneet, ettéd (X;,d;) — (N, d) Gromov-Hausdorff mielessé.

Perustellaan vield lopuksi, miksi raja-avaruus voidaan valita kompaktiksi. Jos (N, d) on (N, d):n
téydellistym4, niin daw (N, d), (N,d)) = 0 (ks. Huomautus 3.26). T#std seuraa, ettd X; — (N, d)
Gromov-Hausdorff mielessé. Liséksi (N, d) on totaalisti rajoitettu (HT), joten se on téydellisend ja
totaalisesti rajoitettuna joukkona kompakti. Harjoitustehtiviksi jii osoittaa, ettd (N,d) € X. O

Huomautus 3.26. 1. Jos N. C X on maksimaalinen e-verkko ja 0 < &’ < &, niin on olemassa
X:n maksimaalinen &’-verkko N,/ s.e. N. C N,/. Témé voidaan todistaa Zornin lemmalla ku-
ten Lemma 2.29. Merkitééin N, sisiltédvien £’-verkkojen joukkoa A (X):1l4. Se on epityhj,
koska N, € N (X). Toistamalla nyt Lemman 2.29 todistus saadaan, ettd on olemassa X:m
maksimaalinen &’-verkko N,/ D N,.

2. Itse asiassa X'(D, N):n jisenet ovat totaalisesti rajoitettuja ja siten separoituvia, joten edelld
olleen kaltaisten verkkojen olemassaolo voidaan todeta konstruktiivisesti.

3. Téaydellistamalld jokainen X; olisimme voineet olettaa metriset avaruudet kompakteiksi. Jos
nimittdin X on X:n tdydellistym4, niin X voidaan isometrisesti upottaa X:n tiheéiksi osajou-
koksi. Erityisesti pétee dgu(X,X) = 0.

3.27 Ei-kompaktien metristen avaruuksien Gromov-Hausdorff suppeneminen

Miaritelma 3.28. Ankkuroitu metrinen avaruus on pari (X, p) (tai kolmikko (X, d,p)), missd X
(tai oikeammin (X, d)) on metrinen avaruus ja p € X.
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Huomautus 3.29. Englanninkielinen nimi on pointed metric space. Kédannokset ”pisteellinen,
pisteytetty” tai muut vastaavat eivét kuulosta hyviltd, siksi olen paidtynyt ankkurointiin, varsinkin
kun siitd on pohjimmiltaan kyse.

Maiéritelma 3.30. Jono ((XZ-, pz)) ankkuroituja metrisid avaruuksia suppenee Gromov-Hausdorff
mielessé (tai GH-suppenee) kohti ankkuroitua metrista avaruutta (X, p), jos jokaista r > 0jae > 0
kohti on olemassa sellainen iy € N, ettd kaikilla i > ip on olemassa kuvaus f;: B(p;,r) — X, jolle
patee:

(1) filps) = p,
(2) |z —yl—e<|filz) = fily| < |z —yl+e Va,y € B(pi,r),

(3) B(p,r—¢) C (fiB(Pi,T))(E), ts. kuula B(p,r — ¢) siséltyy joukon f;B(p;,r) e-ympéristoon.
T&lloin merkitdian (X;, p;) CGH, (X,p) ja (X,p) = GH — lim; o (X;, pi)-
Ehdoista (1) ja (2) seuraa, ettéd
fiB(pi,r) C B(p,r +¢).

Y14 oleva médritelmé on sopusoinnussa kompaktien metristen avaruuksien Gromov-Hausdorff
suppenemisen kanssa seuraavalla tavalla.

Lemma 3.31. Olkoot X ja X;, © € N, kompakteja metrisid avaruuksia.

(a) Jos diam X; < C' < oo kaikilla i ja (X;,p;) CH, (X,p), niin dgu(X;, X) — 0.
(b) Jos dgu(X;,X) — 0 ja p € X, niin on olemassa sellaiset pisteet p; € X;, ettd (X;,p;) CH,
(X, p).

Tod. (a): Oletetaan, ettd diam X; < C' < oo kaikilla ¢ ja (X;,p;) SH, (X,p). Valitaan r >
2max{C,diam X }. Jokaista ¢ € (0, max{C, diam X }) kohti on olemassa i. € N s.e. kaikilla ¢ > i,
on olemassa e-léhi-isometriat

fi: B(p'm ’I”) - (fZB(pza T))(€>7
—

=X;

joille pétee fi(p;) = p ja
X = B(p,’l” - 6) - (fZB(pzar))(g)

Siten f; on e-ldhi-isometria X; — X, ja Lemman 3.20 nojalla dgp(X;, X) < 2e, kun ¢ > i.. Toisin
sanoen, dgu(X;, X) — 0.

(b): Oletetaan, ettd dgu(X;,X) — 0 ja p € X. Jokaista n € N kohti on olemassa i, € N s.e.
den(X;, X) < 1/n kaikilla ¢ > 4,. Voidaan olettaa, ett& ip+1 > i,. Kun i € {in,...,i,41 — 1}, niin
Lemman 3.20 mukaan on olemassa 2/n-1dhi-isometriat g;: X; — X. Lisdksi on olemassa pisteet
pi € X s.e. |gi(pi) —p| <2/n,silld X = (¢;X;)(2/n). Kuni € {1,...,i; — 1}, niin valitaan pisteet
p; € X; mielivaltaisesti. Maéritelldan kuvaukset f;: X; — X asettamalla

gi(z), kun z # p;,
filw) = { (@)
P, kun x = p;
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ja osoitetaan, ettd ndmé kelpaavat. Olkoon ¢ > 0 jan € N s.e. 8/n < &. Kun i > iy, niin kaikilla
z,y € X; \ {pi} pitee

v —y| —e/d < |z -yl —2/n<|fi(x) = fi(y)] < |z —y|+2/n<|x—y|+e/4,
N———
=|gi(x)—g:(v)|

|fi(@) = fi(pi)| = |gi(z) — p|
< lgi(x) = gi(pi)| + 9:(pi) — pl
<lz—pil +2/n+2/n
< ‘x_p2| +6/2)

fi(x) = filpi)| = |gi(x) — gi(pi)| — |gi(pi) — pl
> |z —pil —2/n—2/n
> |z —pi| —€/2.

Osoitetaan vield, ettd B(p,r —¢) C (f;B(pi,r))(e) kaikilla r > 0. Jokaisella y € B(p,r —¢) jai > iy

on olemassa = € X; s.e. |g;(x) —y| < 2/n < e/4. Jos © # p;, niin f;(z) = gi(x) eli y € B(fi(z),e/4).
Liséksi

[z —pil <e/2+[fi(z) - fi(pi)l
= ¢€/2+ |gi(x) — pl
<e/2+|gi(x) —yl+ [y —pl
<e/2+efd+r—e<m,

joten y € (fiB(pi,r))(s). Jos x = p;, niin

ly — fip)l <y — gi(pi)| + 1gi(pi) — fi(ps)]
= |y — g:i(@)| + |9:(pi) — p|
<e/d+efd<e.

My6s nyt y € (fiB(phT))(E)' -

Huomautus 3.32. 1. Niiden luentomuistiinpanojen aiemmassa versiossa oli Lemman 3.31 (a)-
kohdassa paikkaansa pitdméton viite ja sille vadrd ”todistus” (vrt. [BBI, Exercise 8.1.2]).
Nimittédin (a)-kohta ei péade ilman oletusta diam X; < C < oo kaikilla i. Esimerkiksi kelpaa

= {0,4}, d;(0,7) = i, ja X = {0}. Tallin (XZ,O) (X 0), silld jokaisella r > 0 ja kaikilla
i > r on olemassa jopa isometria f;: By, (0,7) = {0} — {0} = X. Kuitenkin dgn(X;, X) =
i/2 — oo. Kiitokset Aleksander Nuijalle virheen huomaamisesta ja vastaesimerkisté.

2. Usein kirjallisuudessa esiintyy seuraava (hieman virheellinen) mééritelmé ankkuroitujen met-
risten avaruuksien (X;, p;) suppenemiselle. Nimittédin saatetaan sanoa, etti

GH
(szpz) - (X7p)7
jos

(3.33) dau(Bx, (pi,r), Bx (p,7))— 0 Vr > 0.
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[Téssd By, (pi,r) = {x € X;: |z — p;| < r}.] Téllainen vaatimus ei kuitenkaan ole sopusoin-
nussa kompaktien metristen avaruuksien Gromov-Hausdorff suppenemisen kanssa. On ole-
massa (erittdin yksinkertaisia) esimerkkejid metrisistd avaruuksista X;, ¢ € N, ja X s.e.
den(X;, X) — 0, mutta ehto (3.33) ei toteudu millaéan pisteilld p; € X;, p € X. [Harjoi-
tustehtdvini on keksia téllaisia esimerkkeja.]

3. Jos (Xi,pi) GH, (X,p), niin Vr > 0 ja Ve > 0 on olemassa e-ldhi-isometria f;: B(p;,r) —
(fiB(pi,7))(e) C X kunhan i on riittévéin suuri. Liséksi

B(p,r —¢) C (fiB(pi,))(e) C B(p, 7 + 2¢).
Jos X on ns. sisdinen metrinen avaruus, voidaan téstd edelleen péitelld, ettd

dGH (B(pza T)v B(p) T)) —0
kaikilla » > 0. Sisdinen metrinen avaruus méaéaritellaan alla.

Palautetaan mieliin, ettd polku metrisessd (tai yleisemmin topologisessa) avaruudessa X on
jatkuva kuvaus v: [a,b] — M.

Madritelma 3.34. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja 7: [a,b] — X polku. Polun v pituus on

k
(y) =sup > _d(y(t:),¥(ti-1)),
=1

missé sup otetaan yli kaikkien vélin [a, d] ddrellisten jakojen a = tg < t; < --- <t = b. Polku v
on suoristuva, jos {(vy) < oo.

Msaritelmi 3.35. Sanomme, ettd metrinen avaruus X on sisdinen (polkumetrinen avaruus, int-
rinsic metric space, length space), jos kaikilla z,y € X

d(z,y) = igfﬁ(v),

missé inf otetaan yli kaikkien z:n ja y:n yhdistdvien polkujen v, ts. v: [a,b] — X, y(a) = z,v(b) =
Y.

Lemma 3.36. Olkoot (X;,pi), i €N, ja (X,p) ankkuroituja metrisid avaruuksia s.e. (X;,p;) SH,

(X,p). Jos X on sisdinen, niin dgy (B(pz-,r), B(p,r)) — 0 kaikilla » > 0.
Tod. HT

Msaritelmé 3.37. Ankkuroidut metriset avaruudet (X, p) ja (Y, q) ovat (ankkuroidusti) isomet-
riset, jos on olemassa isometria f: X — Y s.e. f(p) = q.

Miaritelmi 3.38. Metrinen avaruus X on rajoitetusti kompakti (pallokompakti, proper), jos X:n
rajoitetut suljetut joukot ovat kompakteja.

Yhtépitavasti voitaisiin edelld vaatia, ettd X :n suljetut kuulat ovat kompakteja.
Seuraava tulos on Lauseen 3.21 vastine.

Lause 3.39. Olkoot (Y,p) ja (Z,q) rajoitetusti kompakteja jonon ((Xivpi))?; Gromov-Hausdor(f
raja-avaruvksia. Tdalloin (Y,p) ja (Z,q) ovat ankkuroidusti isometriset.
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Tod. Jokaisella k € N ja j € N on olemassa i = iy ; ja 277/-ldhi-isometriat

f: B(pi,2") = Vi = (fB(pi,2"))(277) C Y
N—_——
CcX;
ja ,
g: B(pi,2") — Zy; = (9Bwi, 2F))(279) c 2

siten, ettad

fpi) =p, gpi) =q,
B(p7 Qk - 2_J) - Yk,j - B(p7 Qk + 2_j+1)>
B(q,2* —279) c Z;; € B(g, 2" + 27711,

Nyt voidaan konstruoida 277%2-lihi-isometria
h=hij: Yij — Zkj,

s.e. h(p) = q. Koska kuvaukset f ja g eivit ole bijektioita, on syytid tehdd konstruktio yksityis-
kohtaisesti. Jos y € Y}, niin on olemassa (ainakin yksi) z, € B(p;,2%) s.e. |f(z,) —y| < 277,
Asetetaan h(y) = g(z,). Erityisesti vaaditaan, ettd h(p) = ¢. Jos y1,y2 € Y}, ;, niin

||331 — x| — |y —yzH
<y = @a| = [f(x1) = fla)l| + |If (1) = F(@2)] = ly1 — v2]
<277 4 [f(x1) — yul + | f(22) — w2
<3.277

kaikilla niilld z1, 29 € B(p;, 2), joilla f(z1) € B(y1,277) ja f(x2) € B(y2,277). Néin ollen
[(y1) = h(ya)| = o1 — yal| < 4277

Jos z € Zj j, niin on olemassa 2’ € B(p;,2%) s.e. |g(z') —z| < 279. Merkitdsn y = f(z') ja arvioidaan
pisteiden z ja h(y) etdisyytti. Jos x € B(p;,2%) s.e. |f(z) — y| < 277, niin

o — | < |f(2) = f@@)| +277 <227,
joten erityisesti

\(y) — 2| = |g(zy) — 2|
< lg(zy) — g(a")| + lg(a’) — 2]
<l|wy —a'|+277 4279
<4.277,

Olemme todistaneet, etté h on 4 -27J-lihi-isometria. Loppuosa todistuksesta sujuu samaan tapaan
kuin Lauseen 3.21 todistuksessa. Koska Y on rajoitetusti kompakti, se on separoituva, joten on
olemassa tihed osajoukko S = {p,y1,y2,...} C Y. Diagonaalipdittelylld (ensin j — oo, sitten
k — o0) saadaan isometria S:ltd Z:n tiheélle osajoukolle s.e. p — ¢. Téllainen isometria voidaan
jatkaa ankkuroiduksi isometriaksi X — Y. U
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Lause 3.40. Olkoon N: (0,00) x (0,00) — [1,00) ja X = X(N) sellainen kokoelma ankkuroituja
metrisia avaruuksia (X,d,p), etti jokaisella € > 0, 6 > 0 jar > 0 kuula B(p,r) C X voidaan
peittid korkeintaan N (r,e):lla (e 4 0)-sdteiselli kuulalla, ts.

k
B(p,r) C | B(xj,e +9), zj € X, k < N(r,e).
j=1

Silloin jokaisella X :n jonolla ((Xi,di,pi))zl on olemassa osajono (Xi,,p;;) ja (X,p) € X s.e.
GH
(Xijapij) - (X7p)

[Huom.: Y1l d:n rooli on taata, ettd raja-avaruus (X,p) € X]

Tod. Todistus on samanlainen kuin Lauseen 3.23 tapauksessa. Olkoon (X, p;), ¢ € N, jono
X:ssii. Jokaisella i € N ja j € N valitaan nyt X; N B(p;, 27):n maksimaaliset 277/-verkot N; ; s.e.
pi € Njj C Njjq1. Liséksi valitaan bijektiot ¢;1: Y7 — N;1 s.e. ¥;1(1) = p;. Loppuosa voidaan
todistaa kuten Lause 3.23. Yksityiskohdat jétetddn harjoitustehtévéksi. O

3.41 Filtterit, ultrafiltterit ja ultraraja-arvot

Miaritelmé 3.42. Olkoon X miké tahansa epétyhjé joukko. Sanomme, etté kokoelma F C P(X)
on filtteri X :ssd, jos

(i) X e F,

(i) 0 & F,

(i) A, Be F=ANBeF,

(iv ACBC X, Ae F=BeF.
Kokoelma U C P(X) on wltrafiltteri X :ssd, jos
(a) 0 U,

(b) A, BeUd=ANBel,

(c) ACBC X, AcUU=Bel.

(d) ACX = joko AelU tai X \ AelU.

Huomautus 3.43. 1. Filtterin ehdoista (ii) ja (iii) (vastaavasti ultrafiltterin ehdoista (a) ja
(b)) seuraa, etteivit A ja X \ A voi molemmat kuulua F:4én (vastaavasti U:hun).

2. Yhtéapitéasti ultrafiltteri U voitaisiin mééritelld maksimaalisena filtteriné (ts. jos F on sellainen
filtteri, ettd U C F, niin silloin vélttaméttd U = F). (HT)

Miéaritelmi 3.44. Sanomme, ettd ultrafiltteri U4 on vapaa (engl. non-principal tai free), jos

() A=0.

Aeld

Muussa tapauksessa U on sidottu (engl. principal).
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Zornin lemman avulla voidaan osoittaa, ettéd vapaita ultrafilttereitd on olemassa.
Yhtéapitdavasti vapaa ultrafiltteri U joukossa X voidaan tulkita &dérellisesti additiiviseksi to-
dennikoisyysmitaksi w: P(X) — {0,1} s.e.

W(A) = 1, Acl,
0, A¢U.

Silloin w(A) = 0, jos A C X on aérellinen. Todistetaan jalkimméinen véite. Tehd&én vastaoletus,

ettd on olemassa #édrellinen joukko A = {aj,...,ar} C X s.e. w(A) = 1. Koska w on #érellisesti
additiivinen, on olemassa tdsmiélleen yksi a; € A s.e. w({a;}) =1 eli {a;} € U. Nyt
(3.45) () B > {a:} #,

Beu

miké on mahdotonta, silld ¢ on vapaa. Y14 (3.45) pétee, silld jos olisi olemassa B € U s.e. a; € B,
niin saataisiin ristiriita

1= w(X)>w(BU{a)) =w(B) +w{a)) = 2.

Jatkossa rajoitumme tapaukseen X = N. Vapaa ultrafiltteri poimii suppenevan osajonon seu-
raavalla tavalla:

Lemma 3.46. Olkoon w vapaa ultrafiltteri N:ssd ja 'Y kompakti Hausdorff-avaruus. Tdlloin jokaista
jonoa yn, € Y, n € N, kohti on olemassa yksikdsitteinen piste y € Y s.e.

w{neN:y,eU}) =1
jokaisella y:n ympdristolld U. Merkitsemme
y = limyp
w
ja kutsumme y:ti jonon (yy) ultraraja-arvoksi (tai w-raja-arvoksi).

Tod. Tehddin vastaoletus, ettéd jokaisella y € Y on olemassa ympéristd Uy s.e.

w({n: y, € Uy}) = 0.

Kompakti joukko Y voidaan peittaé dérellisen monella téllaisella ympéristollé, jolloin w:n dérellisesté
additiivisuudesta saadaan ristiriita w(N) = 0. Yksikisitteisyyden todistamiseksi tehddén niinikdin
vastaoletus, ettd on olemassa w-raja-arvot y ja y' # y. Koska Y on Hausdorff, on olemassa niiden
pisteiden erilliset ympéristét U ja U’. Jilleen saadaan ristiriita, silld

l=w(n:y,€Y}) >w({n:y, cUUU'}) =w({n: y, eU}) +w({n: y, € U'}) = 2.

3.47 Ankkuroitujen metristen avaruuksien jonon ultraraja-avaruus

Olkoon w vapaa ultrafiltteri N:ssi ja olkoon (X,,d,,p,) jono ankkuroituja metrisid avaruuksia.
Merkitaan

Xoo = {(1‘”) Tp € Xnasupdn(wmpn) < OO} .
n
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Havaitaan, etti (p,) € X0, joten X # 0. Médritelliin X:44n pseudometriikka

(3.48) dw((xn)v (yn)) = 1i£n dr(Zns Yn)-

Kolmioepéyhtédlon nojalla
SUp dp (T, Yn) < sUp dp (T, Pn) + sup dn(Yn, pn) < o0,
n n n

joten arvot d,, (2, yn) kuuluvat johonkin R:n kompaktiin osajoukkoon ja siten w-raja-arvo (3.48):ssa
on olemassa.
Maaritelldéin seuraavaksi X.:48n ekvivalenssirelaatio

(mn) ~ (yn) — h{f)n dn(xnayn) =0
ja varustetaan tekijaavaruus
Xw = oo/N

metriikalla
dy ( [(xn)] ) [(yn)] ) = liUIJn dn(Tns Yn)-

Huomautus 3.49. 1. d, on hyvin méaéiritelty eli ei riipu valituista edustajista (z,), (yn).

2. py= [(pn)] € Xy, joten X, 7& 0.

Miaritelmi 3.50. Sanomme, ettd ankkuroitu metrinen avaruus (X, dy, p,,) on jonon (X, d,, pn)
ultraraja-avaruus ja merkitdin

(Xan danpw) = lim(Xna dmpn)~

Lemma 3.51. (X,,d,,) on tiydellinen.

Tod. Olkoon (z7,) Cauchy-jono (X,,d,,):ssa. Valitaan zZ,:m edustaja (xf), :L‘z € X;, jokaisella
j € N. Merkitddn Ay = N ja olkoon

Ak‘,j = {Z € N: ‘dw(xi,$f}) - dz(a:f,xf)‘ < 2_k}
jokaisella k € N ja j € {1,...,k}. Tallsin d,,(z7,, 2% )m méiritelméin nojalla w(Ag ;) = 1 kaikilla
j€A{l,... k} jasiten leikkaukselle

k
Ap = () Ar;
j=1

pétee w(fik) — 1. Olkoon sitten A; = A; ja induktiivisesti Ay, = Ax N Ax_;. Siten Ay C Aj_; ja
w(Ag) = 1 kaikilla k£ € N. Maéritelldéan jono (y;),y; € X;, asettamalla

o l‘il, iEN\AQ,
he i€ Ap \ Agyr, k> 2.

k
x;,

Osoitetaan seuraavaksi, ettd (y;) € Xoo ja d, (xZJ [(y;)]). Kiinnitetdsn e > 0 ja valitaan jo € N
s.e. ' '
dy, (a:J xk) +27d0 b < ¢

w?rFw
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kaikilla k > j > jo. Néin voidaan tehds, silli (z7,) on Cauchy-jono (X, d,):ssa. Kun i € N\ 4jy+1,
niin
sup  di(yi,pi) < max{supd (z Z,pi): j=1,...,50}=:C < .
ZEN\AJO+1 €N

Kun i€ A\ Agy1 ja k > jo+ 1, niin

sup  di(yi,pi) = sup  di(a},p;)
iEAk\Ak+1 ieAk\Ak+1
< sup d; (xk JJJO) +  sup di(azgo,pi)

>~ i&g

ieAk\AkJrl ieAk\AkJrl

< sup dy (ac x30)+|d (ac wﬂo)—d( JO)‘ +C

. w?rMw 27 z
1€ AR\Ak+1

<2-k<2-J0—1
<e+C < .

Siten

sup d; (yi, pi) < 00
ieN
eli (y;) € Xoo. Merkitddn y,, = [(y;)] ja osoitetaan, etté d,, (xZJ, yw) — 0, kun j — oco. Olkoon j > jo.
Talloin
di(al y) = di(2l,2]) =0 Vie Aj\ Aj
di(a],yi) = di(@), 2]t < dy(ad, el + 279 <o Vie Ajy\ Ajpo
ja yleisesti
di(a),yi) = di(a] 2l < dy(al, 2l ) 4277 <6 Vi€ Ajpn \ Ajintr-

z’z

Toisin sanoen

(3.52) di(z],y:) < e
kaikilla 7 € A;. Koska w(A;) = 1, seuraa (3.52):sta (helposti), etté
dy, (xfu,yw) = liulgn d; (mg,yi) <e
Siis d,,, (xzj,yw) — 0, kun j — oo ja (X,,d,) on siten tdydellinen. O
Seuraavien viitteiden todistukset jétetdin harjoitustehtéviksi.

Huomautus 3.53. Olkoon w vapaa ultrafiltteri N:ssé ja (X, dy, p,,) jonon (X,,,dy, p,) ultraraja-
avaruus.

1. Jos jono (X, d,,pn) toteuttaa Lauseen 3.40 ehdot, niin
(Xw,dy,pw) = GH—1m(X,,,, dn,, Pn;)
jollakin osajonolla (n;).

2. Jos (X,,dy,p,) on rajoitetusti kompakti, niin on olemassa S C N, w(S) = 1, s.e. S:di
vastaavalle osajonolle {n;} = S pétee

(Xw, dUJ7pw) = GH - hm(X’nz bl dm 9 pm)

3. Jos metriset avaruudet (X,,, d,) ovat sisiisié, niin (X, d,,) on sisdinen.
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3.54 Tangenttikartio ja asymptoottinen kartio

Jos (X, d) on metrinen avaruus ja A > 0, niin merkintd AX tarkoittaa metristd avaruutta (X, \d).
Vastaavasti (AX,p) tarkoittaa ankkuroitua metristd avaruutta (X, Ad, p).

Miaritelma 3.55. Ankkuroitua metristd avaruutta (X, p) sanotaan kartioksi, jos (AX,p) on ank-
kuroidusti isometrinen (X, p):n kanssa VA > 0.

Maaritelmé 3.56. Olkoon (X, p) ankkuroitu metrinen avaruus. Sanomme, ettd ankkuroitu met-
rinen avaruus (7',0) on X:n (Gromov-Hausdorff) tangenttikartio p:ssi, jos

(T,0) = GH — lim (\; X, p)

jollakin jonolla A\; — oo.

Huomautus 3.57. (Gromov-Hausdorff) tangenttikartiota ei vélttamitta ole olemassa (ks. seuraa-
va esimerkki). Toisaalta, jos tangenttikartio on olemassa, niin sen ei tarvitse olla yksikésitteinen.

Esimerkki 3.58. Olkoon

o0

X ={oyu | J{1/n} xR™

n=1

Mééritellddn X:4én (“Eukliidinen”) metriikka d s.e.

2 n m 1/2
a((1/n,2), (1/m,y)) = ((%—%) Y Y y> ,
=1

1=n-+1

kun z = (1,...,2,) ER™, y = (y1,...,ym) ER™, m >n, ja

d(0, (1/n, z)) = ((%)2 + Z:;:ﬁ) v

Télloin X:114 ei ole olemassa Gromov-Hausdorff tangenttikartiota pisteessé 0. (Miksi?)

Rajoitetusti kompakti tangenttikartio on kartio Maaritelméan 3.55 mielesséd. Tdmé seuraa Lausees-
ta 3.39 ja seuraavasta lemmasta.

Lemma 3.59. Olkoon (X;,p;), i € N, jono ankkuroitua metrisii avaruuksia ja (X;, p;) SH, (X,p).
Silloin (\Xi,pi) <% (AX, p) kaikilla A > 0.

Tod. Kiinnitetddn A > 0. Jokaista » > 0 ja € > 0 kohti on olemassa ig € N s.e. jokaisella ¢ > g
on olemassa kuvaukset f;: B(p;,r/\) — X s.e.

fi(pi) = p,
|z —yl —e/A<|fi(z) = fi(y)| < |z —y|+ /A,
B(p, (r—e)/X\) C (fiB(pi,r/X))(e/A).

Kun seké X:ssé ettd X;:ssé kilytetddn metriikkaa dy(z,y) = A|z—y|, saadaan kuvaukset f;: By(p;,r) —
X s.e.

fi(pi) = p,
Ta(.y) = /A < T (@), ) <
Bx(p,m — ) C (fiBx(pi:7))

d)\(l‘, Z/) + 5/)‘7
€).
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Siis (AXi,pi) 25 (AX, p). O
Tangenttikartio p:ssé on lokaali kisite, jonka m#ardd mikéd tahansa p:n ympéristo seuraavalla
tavalla.

Lemma 3.60. Jos U on p:n ympdristd, niin ankkuroitu metrinen avaruus (T,0) on U:n tangent-
tikartio p:ssd, jos ja vain jos (T,0) on X :n tangenttikartio p:ssd.

Tod. Olkoon 7y > 0 niin pieni, ettd B(p,rg) C U. Viite seuraa nyt siité, ettd annetulla r > 0
metristen avaruuksien AU ja AX p-keskiset r-siteiset kuulat ovat samoja, kunhan A on tarpeeksi
suuri. Tarkemmin sanoen, jos A > r/r¢, niin

Byy(p,r) ={x € U: Mz —p| <7}
={zeU:|z—p|l<r/A}
={zeX:|zx—p/<r/A}
= Byx(p,r).

O
Intuitiivisesti tangenttikartio p:ssi on se mitd néhtéisiin, jos pistettéd p katsottaisiin ddrettomaisti
suurentavalla mikroskoopilla.
Gromovin kompaktisuuslauseesta 3.40 saadaan seuraava.

Lause 3.61. Olkoon X tuplaava metrinen avaruus jap € X. Silloin jokaisella jonolla (N\;), A\i — oo,
on olemassa osajono (\;.) ja rajoitetusti kompakti tuplaava ankkuroitu metrinen avaruus (T, 0) s.e.

ij
GH
()‘ina p) - (Ta 0)'

Tod. [Idea:] Lauseen 3.40 oletus on voimassa jonolle (\; X, p), i € N, silld X on tuplaava. Siten

on olemassa osajono ();;) ja ankkuroitu metrinen avaruus (7', 0) siten, ettd (\;, X,p) SH, (T, o).
Voimme olettaa, ettd T on tdydellinen. Lisdksi on helppo ndhd4, ettd T' on tuplaava vakiolla, joka
riippuu vain X:n tuplausvakiosta (HT). Siten T:n jokainen suljettu ja rajoitettu osajoukko on
tdydellinen ja totaalisti rajoitettu eli kompakti. Siis T" on rajoitetusti kompakti. ]

Usein on mielenkiintoisempaa tutkia, mitd tapahtuu (AX,p):lle, kun A — 0. T&lloin saa-
daan tietoa X:n "kiyttdytymisestd ddrettomyydessd”, ts. miltd X n&yttiisi, jos sitd katsottaisiin

ddrettoman kaukaa.

Masritelmé 3.62. Olkoon X metrinen avaruus ja p € X. Sanomme, ettd ankkuroitu metrinen ava-
ruus (Xoo, Poo) o0 X:n (Gromov-Hausdorff) asymptoottinen kartio (tai X:m kartio ddrettomyydessa),
jos (Xooy Poo) = GH — lim; . (A; X, p) jollakin jonolla \; — 0.

Huomautus 3.63. (Gromov-Hausdorff) asymptoottista kartiota ei vélttamitta ole olemassa (mieti
esimerkkej).

Seuraava lause sanoo, ettei asymptoottinen kartio riipu kantapisteen valinnasta.

Lause 3.64. Olkoon (Xso,Poo) = GH —lim;_, oo (N; X, p), missd A; — 0, ja olkoon q € X. Tilléin

(3.65) (Xoo,Poo) = GH — lim (A, X, q).

1—00
Tod. Kiinnitetdan r > 0 ja € > 0. Olkoon j € N niin suuri, ettd

£ = (e~ Mlp—q)/2 > 0.
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Merkitédéin R = r + Aj[p — ¢|. Talloin on olemassa iy € N s.e. jokaisella i > ig on olemassa kuvaus
fit Byx(p, R) — Xoo see. fi(p) = poo ja

dy,(z,y) — ' <|fi(z) — fily)| < dr(z,y) +€

eli
Aile =yl =€ < |fi(z) = fily)| < Nilx —y| +€
ja
B(poo, R —¢') C (fiBr,x(p, R)) (") = (fiB(p, R/N\))(€).

Koska By, x(gq,7) C By, x(p, R), voidaan mééritelld kuvaukset g;: By, x(q,7) — Xoo,

sty - {1 2

Poos kun z = q.
Télloin kaikilla z,y € By, x(g,r) pétee
Ailz =yl = Nilp — gl — &' < |gi(@) — g ()| < Nilz =yl + Xilp — | + €,
jolloin erityisesti
Ailz —y| —e <lgi(z) — gi(y)| < Aifw —y[ +e.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd

(3.66) B(poo; T — €) C (9:Br,x(q,7)) (e),

josta seuraa, ettéd (3.65) pétee. Koska r —e < R — &', niin

B(poosT —€) C (fiB(p, R/ X)) (€).

Toisin sanoen, jokaista y € B(peo, ” — €) kohti on olemassa x € B(p, R/\;) s.e. |y — fi(x)] < &’. Nyt
on oltava x € By, x (p,r — Aj|p — ql), silld jos olisi A;|z — p| > 7 — A\j|p — ¢/, niin silloin

r—&> |y = poo
= |fi(@) = pos| = ly — fi(2)]
>Nz —p|—¢€ —¢
>r—Alp—q| —2¢
=r—g

miké on ristiriita. Toisaalta By, x (p, 7—Aj[p—q|) C Bx,x(¢,7), joten B(poo,r—€) C (fiB)\iX (g, 7“)) (€.
Vield on osoitettava, ettd

(367> (fiB)\iX(% T)) (5/) - (giB)\iX(qv ’I”)) (5)

Jokaisella y € (f;Bx,x(¢,r))(e') on olemassa x € B(q,7/\;) s.e. |fi(z) —y| < €. Jos x # g, niin
gi(x) = fi(x), jolloin y € (giBAiX(q,r))(E’) C (giB,\iX(q,r))(E). Jos x = ¢, niin

19i(q) — fi(9)| = I fi(p) = fil@)] < Nilp — gl + €,
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jolloin
ly —gi(@)| < |y — fila)| + fila) — 9i(q)]
< 2"+ N\i|p— ¢
=e—Ajlp—ql+Xlp—q| <e.

Siis y € (¢:iBx,x (g, 7)) (€) ja (3.67) pitee. Olemme todistaneet (3.66)m ja siten koko lauseen.  [J
Olkoon w vapaa ultrafiltteri Nissd ja A, > 0 s.e. lim,, A, = 0. Jos (X, d) on metrinen avaruus ja

pn € X, niin ultraraja-avaruutta
lim(X, d/ A, pn)
w

kutsutaan X:n (w-)tangenttikartioksi ja ultraraja-avaruutta

hm(X7 And, pn)

X:n asymptoottiseksi (w-)kartioksi. Jos edelld p,, = p kaikillan € A, w(A) = 1, niin lim,, (X, d/\,, pn):t&
kutsutaan X:n (w-)tangenttikartioksi p:ssi.
3.68 Kuvauspakettien suppeneminen

Tutkimme seuraavaksi metristen avaruuksien vélisten kuvausten kayttdytymistd Gromov-Hausdorff
suppenemisessa.

Miaritelmi 3.69. Kuvauspaketti on kolmikko (XY, f), missié X ja Y ovat metrisid avaruuksia ja
f: X — Y. Vastaavasti (ankkuroitu) kuvauspaketti on ((X,p), (Y,q), f), missi f: X — Y toteuttaa

ehdon f(p) = q.

Miaritelmé 3.70. Kuvauspaketit (X, Y;, fi) suppenevat kohti kuvauspakettia (X,Y, f), jos on
olemassa ¢;-ldhi-isometriat g;: X; — X ja h;: Y; — Y jollakin jonolla ¢; — 0, s.e. jokaisella z € X

hi(fi(2:)) — f(=)
jokaisella jonolla z; € Xj, jolla g;(z;) — .

Lemmasta 3.20 seuraa, etti erityisesti dgp(X;, X) — 0 ja dgu(Y;,Y) — 0.

X, o
Xi+1 1/i+1
X

g@) @ @ (@) ¥

Maéritellddn seuraavaksi ankkuroitujen kuvauspakettien konvergenssi.

Masritelmé 3.71. Sanomme, etti kuvauspaketit ((Xi,pi), (Yi, q:), fZ) suppenevat kohti kuvaus-
pakettia ((X ,0), (Y, q), f), jos seuraavat ehdot toteutuvat.
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(i) Jokaisella r > 0 on olemassa jono &; — 0 ja g;-lahi-isometriat

gi: B(pi,r) — (9:B(pi,7)) (i) € X ja
CcX;
hi: B(g;,r) — (hiB(gi,7))(g;) CY se.
——

(ii) Jokaisella z € X ja jokaisella r > |z — p|

hi(fi(x:) — f(x)

aina kun z; € X; on jono, jolla g;(z;) — x, missi g; ja h; toteuttavat kohdan (i) ehdot (arvolla
r > 0).

Huomautus 3.72. Ehdosta (i) seuraa, ettd (X;, p;) SH, (X,p) ja (Yi,qi) SH, (Y, q).

Masritelmé 3.73. Olkoon ((Xi,pi), (Y, q:), fi) kuvauspaketti. Sanomme, etté jono (f;) on yhtdjatkuva
rajoitetuissa osajoukoissa, jos jokaista r > 0 ja € > 0 kohti on olemassa § > 0 s.e.

fi B(z,0) C B(fi(xi),¢)
—— N —
CcX; cy;

kaikilla x; € B(p;, ). Liséksi sanomme, ettd jono (f;) on tasaisesti rajoitettu rajoitetuissa osajou-
koissa, jos

sup sup |fi(x) — ¢ < o0
it x€B(pi,r)

jokaisella 7 > 0. Toisin sanoen, jokaista 7 > 0 kohti on olemassa R > 0 s.e.
fi B(pi,r) C B(g;,R) CY; Vi€N.
——
CcX;

Huomautus 3.74. Seuraavan lauseen todistuksessa (samoin kuin Lauseen 3.64 todistuksessa) voi
kéyttdd havaintoa (HT): Jos

f: B(p,R) — (fB(p,R))(e) C Y
cX

on e-ldhi-isometria s.e. f(p) = q ja

B(Q7 R — E) C (fB(pv R))(E)a
niin silloin
B(Q? r—= 25) - (fB(pv ’I”)) (6) - (fB(pv ’I”)) (25)
kaikilla 0 < r < R.
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Lause 3.75. Olkoon {((Xi,pi),(yé,%) fz) }Z | Jono kuvauspaketteja, jossa jokainen X; ja Y; on
tuplaava samalla tuplausvakiolla c. Oletetaan lisiksi, etti (f;) on yhtdjatkuva ja tasaisesti ra-
joitettu rajoitetuissa joukoissa. Silloin on olemassa osajono, joka suppenee kohti kuvauspakettia

((X,p), (Y,q), ).

Tod. Jaetaan todistus neljdin osaan seuraavasti:
(a) Loydetdsan osajonot ja raja-avaruudet (X,p), (Y,q).
(b) Konstruoidaan annetulla » > 0 M&&ritelmén 3.71 kohdan (i) kuvaukset g; ja h;.
(c) Konstruoidaan diagonaalimenetelmallé (siirtymalld jélleen osajonoihin) kuvaus f: X — Y.
(d) Todetaan Madritelmén 3.71 ehto (ii).

(a): Koska X;:t ja Y;:t ovat tuplaavia samalla vakiolla ¢, ne toteuttavat Gromovin kompaktisuus-
lauseen 3.40 oletuksen. Siten on olemassa osajonot (merk. edelleen (X;,p;), (Y;,¢;)) ja ankkuroidut
metriset avaruudet (X, p), (Y,q) s.e.

GH . GH

Voimme olettaa, ettd X ja Y ovat tdydellisid. Lisdksi X ja Y ovat tuplaavia vakiolla, joka riippuu
vain c:std (HT). Erityisesti X on separoituva ja Y on rajoitetusti kompakti.
(b): Jokaisella j € N on olemassa i; € N ja 27/-ldhi-isometriat

~—

CXij
hi,: Blai;,27) — (hi,B(¢;;,2))(277) CY  se.
9i;(pi;) = p,
zg(‘Jz]):q
B(p,2' —277) C (95, B(pi;, 2))(277) ja
B(q,? —277) C (hi;B(g;;,27))(277).

Liséksi voimme olettaa, ettd ;41 > 4;. Siirtymélld osajonoihin voimme merkité
((Xij>pij)7 (Y;jvqij)a fZ]) = ((vap])v (1/}>QJ)7 fj)a gij =9y, hi]- = h]

Nyt (X, p), (Y, q) ja kuvauspaketit ((Xj,pj), (Y;,45), fj) toteuttavat Méiritelmén kohdan (i) ehdot.
Jos nimittédin r > 0 on annettu, niin asetetaan

2r, kun 27 < r,
gj = : :

! 27J+l kun 29 > r.
Liséksi asetetaan g; = p ja h; = ¢, kun 2J < r. Jos 27 > r, niin rajoitetaan ylli olleet kuvaukset gj
ja hj; kuuliin B(pj;,r) ja B(gj,r). (Ehdon (i) yksityiskohtien tarkistus jétetéén harjoitustehtavaksi,

ks. Huomautus 3.74.)

(c): (Vrt. Arzela-Ascolin lause.) Olkoon S = {p, a1, as,...} C X tihed. Jokaisella k,j € N, j > k,
ja jokaisella 4, jolla a; € SN B(p,2% —271) on olemassa a;; € X; s.e. |a; — gjla;;)| < 277,
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missé g; on kuten ylld. Pistettd p vastaamaan valitaan (tietenkin) pisteet p;. Koska jono (f;) on
oletuksen mukaan tasaisesti rajoitettu rajoitetuissa joukoissa ja koska Y on rajoitetusti kompakti,
niin pisteet h; ( fj(ai,j)) kuuluvat Y:n kompaktiin osajoukkoon. Diagonaalimenetelmélld (k:n ja
pisteiden a; € S N B(p, 2% — 271)m suhteen) 16ydetiin osajono (merk. edelleen (f;) s.e.

hj(fi(aiz)) = bi €Y

jokaisella a; € S. Asetetaan f(a;) = b;. Olkoon sitten x € X ja a;; — =, a;; € 5. Asetetaan
f(w) =lim;, . f(a;;). Perustellaan vield raja-arvon olemassaolo ja riippumattomuus jono a;; —
valinnasta. Kuvaus f: S — Y on tasaisesti jatkuva S:n rajoitetuissa osajoukoissa, koska jono
(f;) on tasaisesti yhtdjatkuva rajoitetuissa joukoissa ja g; ja h; ovat 27J-lihi-isometrioita. Té#sté
seuraa, ettd f(a;;) on Cauchy-jono Y:ssi. Koska Y on tiydellinen, raja-arvo f(z) on olemassa (ja
riippumaton jonon (a;;) valinnasta).

(d): Ehto (ii) (kaikille 7 > 0 ja mille tahansa ehdon (i) toteuttaville kuvauksille g;, h;) seuraa
niinikéén jonon (f;) yhtdjatkuvuudesta rajoitetuissa joukoissa. (Yksityiskohdat HT.) O

Huomautus 3.76. Edelld oletettiin, ettd metriset avaruudet X; ja Y; ovat tuplaavia samalla va-
kiolla C. Yhtépitéavésti olisimme voineet olettaa, ettd X;:t ovat tuplaavia samalla vakiolla C ja
Y;:t vakiolla Cs.

3.77 Funktiopaketit
(L&hdemateriaali: [K1].)

Msaritelmi 3.78. Funktiopaketti on nelikko (X, d, x, f), missd (X, d,z) on ankkuroitu metrinen
avaruus ja f: X — R.

[Huom.: Paperissa [K1] niitd kutsutaan avaruus-funktioiksi (space-functions).]
Maisritelmé 3.79. Jono funktiopaketteja
{(Xidi, i, fi) } -
suppenee kohti funktiopakettia (X, d, z, f), jos jono kuvauspaketteja
{((Xi diy i), (R, [, fima), fi) ooy
suppenee kohti kuvauspakettia ((X,d,z), (R, ||, f(z)), f)-

Miaritelmé 3.80. Olkoon (X, d, x, f) funktiopaketti. Funktiopakettia (Z, p, z, g) sanotaan (X, d, x, f):n
tangenttifunktiopaketiksi, jos on olemassa reaalilukujono r; — 0 ja x:n ympéristéo U C X s.e. funk-
tiopakettien (U,d/r;,z, f;) jono suppenee kohti (Z, p, z, g):t4, missé

fity) = (f(y) = f(2)) /rs.
Sanomme, etti
e tangenttifunktiopaketti (Z, p, z, ¢) on jonon (r;) madrdamaé,
e (Z,p,z) on (X,d,z):n tangenttikartio x:ssi ja

e g on f:n tangenttifunktio x:ssa.
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Liséksi (X, d, z, f):m tangenttifunktiopakettien kokoelmaa merkitdin T'(X, d, z, f):114.

Msaritelmi 3.81. Metrinen avaruus (X, d) on lokaalisti tuplaava pisteessi x € X (vakiolla C),
jos on olemassa X:n ympéristdo U C X s.e. (U,d) on tuplaava vakiolla C. Liséksi sanomme, ettd X
on lokaalisti tuplaava, jos se on lokaalisti tuplaava jokaisessa pisteessd x € X jollakin (mahd. z:std
riippuvalla) vakiolla C' = C(z).

Lause 3.82 (Tangenttifunktiopakettien olemassaolo). Olkoon (X,d,z, f) funktiopaketti, missi X
on lokaalisti tuplaava vakiolla C ja f: X — R on L-Lipschitz. Olkoon lisiksi (r;) reaalilukujono s.e.
r; — 0. Silloin on olemassa (r;):n jonkin osajonon mddrddimd tangenttifunktiopaketti (Z, p,z,g) €
T(X,d,z, f) s.e. Z on tiydellinen ja tuplaava vakiolla C? ja g on L-Lipschitz.

Tod. Olkoon U C X pisteen x sellainen ympéristo, ettd (U, d) on tuplaava vakiolla C. Merkitdin
(Xi,di,x) = (U,d/r;, x)
ja tutkitaan kuvauspaketteja
((Xiy diy i), (R, [,0), fi), fi() = (fF() = f(=))/ri.

Nyt (Xj,d;, ;) on jono ankkuroituja metrisiéi avaruuksia, jotka ovat tuplaavia samalla vakiolla C.
Jokainen funktio f;: X; — R on L-Lipschitz, silla

fily) = fi(z)| < Ld(y,2)/ri < Ldi(y,2) Vy,z € X;.

Liséksi f;(z;) = 0, joten jono (f;) on yhtéjatkuva ja tasaisesti rajoitettu rajoitetuissa osajoukoissa.
Lauseen 3.75 nojalla on olemassa (r;):n osajono ja kuvauspaketti

((Za P Z)a (R7 ||7 0)7 g) )
jota kohti vastaava ((Xi, di, z;), (R,]-[,0), fi):n osajono suppenee. Toisin sanoen
(Z7p7 Z7g) € T(X7d7x7f)

on (r;)m osajonon méirdimi tangenttifunktiopaketti. Lisiksi Z on tuplaava vakiolla C? (HT 6/5)
ja se voidaan olettaa téaydelliseksi.

Jéljelld on osoittaa, ettd g on L-Lipschitz. Merkitddn ylli loydettyd osajonoa edelleen (r;):114.
Olkoot a,b € Z ja r > 0 niin suuri, ettd a,b € B(z,r/2). On olemassa ¢;-1dhi-isometriat

g9i+ Blai,r) — (9:B(wi,7))(e) C Z
——
cX;
s.e. gi(x;) =z, B(z,7r —¢;) C (gl-B(:z:i,r))(Ei) jaeg; — 0. Nyt
9(a) — 9)| = Iim | Fi(as) — (5
kaikilla pisteilld a;, b;, joilla g;(a;) — a ja g;(b;) — b. Nyt ndhd&én, ettd g on L-Lipschitz, silla

| fi(ai) — fi(bi)| < Ldi(ai, b;)
< L (p(gi(ai), gi(bi)) + &)
— Lp(a,b).
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4 Kvasilineaariset funktiot

4.1 Mittateorian kertausta ja tdydennysti

Kutsumme télla kurssilla ulkomittaa yksinkertaisesti mitaksi. Toisin sanoen, mitta p (X:ssd) on
(joukko)funktio p: P(X) — [0, +o0] s.e.

(i) u® =0,
(i) pu(A) <pu(B),jos ACBC X,

(iii)

jos A1, Ao, ... C X.

Joukko E C X on mitallinen, jos
u(A) = (AN E) + p(A\ E)

kaikilla A C X. Merkitdén X:n mitallisten osajoukkojen joukkoa M (X):114, tai lyhyemmin M:lI4.
Mitta p on sddnndllinen, jos jokaista A C X kohti on olemassa B € M s.e. A C B ja u(A4) =

1w(B).

Miaritelmi 4.2. Metrisen avaruuden X mitta p on tuplaava (tai kahdentava), jos on olemassa
vakio C > 1 s.e.
0<u2B) < Cu(B) <

kaikilla kuulilla B = B(z,r). Téssd 2B = B(x, 2r).

Lemma 4.3. Jos p on tuplaava mitta X :ssd ja jokainen avoin kuula on mitallinen, niin X on
tuplaava vakiolla, joka riippuu vain w:n tuplausvakiosta C.

Tod. HT. O
Masritelmé 4.4. Olkoon X metrinen avaruus ja g mitta X:ssid. Sanomme, ettd
(1) p on Borel jos jokainen X:n Borel-joukko on mitallinen,

(2) p on Borel-sdinndllinen, jos se on Borel ja jokaista A C X kohti on olemassa Borel-joukko
B C X s.e. AC B ja p(A) = u(B),

(3) p on Radon-mitta, jos se on Borel ja

(a) pu(K) < oo kaikilla kompakteilla joukoilla K C X,
(b) u(V) =sup{u(K): K C V kompakti} kaikilla avoimilla joukoilla V' C X ja
(c) w(A) =inf{u(V): ACV, V avoin} kaikilla A C X.

Jatkossa i on aina Radon-mitta X:ssé, ellei toisin sanota.

Lause 4.5. Jos X tdaydellinen tuplaava metrinen avaruus, niin X :ssd on olemassa tuplaava Radon-
mitta . Lisdkst p:n tuplausvakio riippuu vain X :n tuplausvakiosta.
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Emme todista tatd lausetta. Kompakteille avaruuksille sen todistivat Vol’berg ja Konyagin
[On measures with the doubling condition, Math. USSR-Izv. 30 (1988), 629-638]. Luukkainen ja
Saksman yleistivit sen tdydellisille avaruuksille [Every complete doubling metric space carries a
doubling measure, Proc. Amer. Math. Soc. 126 (1998), 531-534].

Lemma 4.6. Olkoon (X,d) tuplaava metrinen avaruus vakiolla C, xog € X ja s > 0. Silloin on
olemassa ddrellisen monta s-sdteisti kuulaa By, ..., By s.e. B(xg,1) C U;B; ja jokainen yhdisteen
U; B; piste kuuluu korkeintaan M :ddn kuulaan Bj, missi vakio M € N riippuu vain tuplausvakiosta
C ja N:llg on vain C':std ja s:std risppuva yldraja.

Tod. HT [Huom. Todistuksessa ei tarvita mittoja.]

4.7 Kvasilineaariset funktiot, dérellisulotteisuus

(L&hdemateriaali: [K1].)
Jos X on metrinen avaruus ja f: X — R, niin f:n variaatio pisteessd x sdteelld r > 0 on

var f = sup |f(z)— f(y)|-

(z,r) yeB(z,r)
Merkité#én kaikkien Lipschitz funktioiden f: X — R joukkoa LIP(X):1l4.

Msiaritelmi 4.8. Lipschitz-funktiota f € LIP(X) sanotaan K -kvasilineaariseksi vakiolla K > 1,
jos
LIP f < K var f/r
(@)

kaikilla x € X ja r > 0. Toisin sanoen

sup |f(z) — f(y)| = (LIP f/K)r
yEB(z,7)

kaikilla z € X ja r > 0.

Huomautus 4.9. 1. Jokainen lineaarinen funktio f: R®™ — R on 1-kvasilineaarinen.
2. Ei-vakio K-kvasilineaarinen funktio ei voi olla vakio misséin avoimessa kuulassa.
3. Jos f on K-kvasilineaarinen ja A € R, niin my6s Af on K-kvasilineaarinen.

4. Jos f on K-kvasilineaarinen metrisessi avaruudessa (X, d), niin f on K-kvasilineaarinen myos
metrisessi avaruudessa (X, Ad) kaikilla A > 0.

Lause 4.10. Olkoon u tuplaava mitta X :ssd, xg € X, K > 1, ja olkoon V C LIP(X) mikd tahansa
vektoriavaruus, joka koostuu xg:ssa hdvidvistd K -kvasilineaarisista funktioista. Silloin dim) < N,
missd N € N rigppuu vain K :sta ja p:n tuplausvakiosta C.

Huomautus 4.11. Kéayttamailla Lausetta 4.5 voisimme olettaa, ettd X on tdydellinen ja tuplaava.

Tod. Viite seuraa, jos onnistutaan konstruoimaan injektiivinen lineaarinen kuvaus ¢: V — R,
missi N = N(K,C) € N.

Kiinnitetddn s € (0,1/4] ja olkoot Bj,...,Bx kuten Lemmassa 4.6. Voidaan olettaa, ettd
B; C B(zo,2) kaikilla i = 1,..., N. Méritelldiéin lineaarinen kuvaus ¢: ¥V — RV,

¢>(f)=< Fane | fdu):(u(anBl,...,u(BN)fBN).

B4
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Osoitetaan, ettd on olemassa s = s(K, C') siten, ettéd

(4.12) /B GETE 2?}‘ /B ifdu( - 2§\f&m<&>

kaikilla f € V. Téstéd seuraa, ettd ¢ on injektio. Jos nimittdin ¢(f) = 0, niin (4.12):sta (ja fn
jatkuvuudesta) seuraa, ettd f = 0 B(xg,1):ssa. Koska f(z¢) = 0 ja f on K-kvasilineaarinen, on
f =0 koko X:ssé (Huom. 4.9.2).

Jos f € V, niin

sup [ f(z) — f(zo)|
2€B(x0,1/2)
joten on olemassa x € B(xo,1/2) s.e. |f(z)| > LIP f/(3K). Nyt kaikilla y € B(z, 5 ) pétee

£() ~ F@)] < WP fly — ol < =L

=0
= LIPS 1
pui K 27

joten s s
LIP LIP

Nain ollen p:n tuplaavuudesta seuraa, etta

urs <ok Iflds
B(z,1/(6K))
500 ) 1
_ ‘62{(/;(5 <9;iK )1)» B (][ 71)\f\ d
<6K,u(B(.1‘,2)) ][ i

—_— B ’L
”( (x 6K)) Blro.1)

<L ][ fld,
B(zo,1)

missd L = L(C,K). Jokaisella i« = 1,..., N on olemassa pisteet y1,y2 € B; s.e. f(y1) > fp, ja
f(y2) < fp,. Néin ollen jokaisella y € B;

|f(y) = fB:| < max{|f(y) — fly)],1f(y) = f(y2)l}
< (LIP f) max{|y — v1|, [y — val}
< 2sLIP f,

joten

N N
S [ U = fldn < 3 2P i)
i=1 " Bi i=1
< 2sMC(LIP f)p(B(zo, 1))

SQSMCL/ |f] dp.
B(zo,1)
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Valitsemalla s = 1/(4MCL) saadaan

N
flan< " [ 171au
/B(%,IJ <3 [ 17

N
— fp. 1 d
g;/&(\f f5. + f5.]) di
N N
<3 [ 1= ol du+ Yl fnln(B)
i=1"Bi i=1

N
1/
3 S 11+ 210

josta seuraa (4.12) ja siten lauseen véite. O

4.13 Tangenttifunktioiden kvasilineaarisuus

Johdetaan seuraavaksi arvioita (Lipschitz-funktioiden) tangenttifunktioiden Lipschitz-vakiolle ja
variaatiolle.

Lause 4.14. Olkoon (X,d) metrinen avaruus, p tuplaava Radon-mitta X :ssd ja f € LIP(X).
Tdlloin m.k. x € X on olemassa jono (r;), i — 0, siten, ettd jokainen (r;):n (jonkin) osajonon
mdadrdamd tangenttifunktiopaketti (Xoo, doo, Too, foo) € T(X,d, x, f) toteuttaa ehdot

foo(dfoo) =0
ja
(4.15) lip f(z) < (Var) foo/s < LIP fo < Lip f(x)
Y,S
kaikilla y € Xoo, 5 > 0.

Todistusta varten tarvitsemme useita lemmoja.

Lemma 4.16. Olkoon u tuplaava Radon-mitta X :ssd, A C X mitallinen ja (r;) jono s.e. r; — 0.
Silloin m.k. x € A ja jokaisella € > 0 on olemassa i, . € N s.e.

u(B(y,eri) NA) >0,
kuni> iy, jay e B(x,r;).

Tod. Voidaan olettaa, ettd pu(A) > 0, silld muussa tapauksessa miké tahansa viite piatee m.k.
A:ssa. Koska p on tuplaava mitta, niin Reaalianalyysi I:ssé todistettu Lebesguen differentioituvuus-
lause pétee p:lle (todistus vaatii vain pienid muutoksia (HT)). Erityisesti

hII(l) xa(y)du(y) =1 mk z €A,
B(z,r)

eli melkein jokainen A:n piste on A:n tiheyspiste. Kiinnitetéén A:n tiheyspiste z € A, jono (r;), r; —
0, jae>0.Josy € B(x,r;), niin

p(B(x, (1+¢e)ri)) < p(B(y,2(1 +e)ri)) < cu(Bly,er)),
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missd vakio ¢ riippuu vain e:sta ja p:n tuplausvakiosta. Talloin

0< ][ (1—xa(2)) du(z) < u(i((ﬂ;((yl :_r:;;ﬂi)) ][ 1= xa(2)] du(2)

B(y.eri) B(z,(1+e)r;)
<e ][ 11— xa(2)| dulz)
B(z,(14¢€)r;)

— 0.

Erityisesti kaikilla y € B(z,7;)
p(B(y,eri) N A)

L T Ben)

IN

1
9’

kun i > i, ., jolloin

1
p(B(y,eri) N A) = §M(B(y,€ri)) > 0.
O
Merkitain

ﬂrf(x) = inf sup M7

0<S<rye B(x,s) s

ja

LTf(x) = 8sup sup M7

0<s<r yEB(z,s) S

kunr >0ja f: X - R.

Lemma 4.17. Olkoon p tuplaava Radon-mitta X :ssi ja f € LIP(X). Silloin melkein jokaista
x € X kohti on olemassa p-mitallinen joukko A C X, x € A, ja jono (r;), r; — 0, joille pdtee:

(1) lip f ja Lip f owvat jatkuvia A:ssa ja
(4.18) lim £, f(a) = lip f(a) ja lim L, f(a) = Lip f(a)
tasaisesti A:ssa ja
(2) jokaista R > 0 ja € > 0 kohti on olemassa igp € N s.e.
B(y,er;) N A # 0,
jos i >1ig jay € B(x, Rry).

Tod. Riittdéd osoittaa, ettd jokaisella zg € X, S > 0 ja § > 0 on olemassa p-mitallinen A C
B(xg, S) s.e. u(B(zg,S)\A) < 6 jaettd lemman ehdot (1) ja (2) pitevit kaikilla z € A. [Perustellaan
tdma tekemadlld vastaoletus, ettd on olemassa positiivimittainen joukko B, jonka missédén pisteessé
lemman viitteet (1) ja (2) eivét toteudu. Silloin ensinnékin p(B N B(xp,S)) > 0 jollakin zp € X
ja S > 0. Jos nyt V§ > 0 on olemassa sellainen A C B(xg,S5), ettd u(B(xg,S) \ A) < J ja
lemman ehdot (1) ja (2) pétevét kaikilla z € A, niin on oltava B N B(xzg,S) C B(xo,S) \ A.
Siis (B N B(xg,5)) < u(B(xp,S) \ A) < 4, joka saadaan miten pieneksi tahansa. Tdmé# johtaa
ristiriitaan. |
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Lemman 2.12 nojalla lip f ja Lip f ovat mitallisia ja raja-arvot (4.18) ovat olemassa m.k. X:ssi.
Lusinin ja Egorovin lauseista (ks. Reaalianalyysi I [Ho2, L. 2.6, 2.9]) seuraa, ettd on olemassa
suljettu joukko F' C B(xg,S) s.e.

w(B(zo, S)\ F) <6

s.e. lip f ja Lip f ovat jatkuvia F:ssé ja £,.f — lip f ja L.f — Lip f tasaisesti F:ssi.
Olkoon (s;) jono s.e. s; — 0. Lemman 4.16 nojalla on olemassa sellainen mitallinen joukko
A CF, p(A) = u(F), ettd jokaisella z € A ja j € N on olemassa i; € N s.e.

By, si/j) N A#0,

kun i > i; jay € B(w,s;). Kiinnitetdédn x € A. Merkitdin n; = i2 ja rj = sy;/j ja osoitetaan, etté
ehto (2) pétee x:lle, A:lle ja jonolle (r;). Nyt

Jri=si, Ja 1i/i=si,/i*

joten
B(y?rj/j) NA= B(yvsij2/j2) ﬂA;é (Da

kun y € B(z,jrj) = B(m,sijg). Olkoot R > 0 ja ¢ > 0 annettu. Valitaan ig € N s.e. 79 >
max{R,1/e}+ 1. Silloin kaikilla ¢ > iy B(z, Rr;) C B(z,ir;) ja B(y,r;/i)NA C B(y,er;) N A, joten
B(y,er;) NA# 0, kun y € B(z, Rry). O

Olkoon f € LIP(X) ja oletetaan, ettd Lemman 4.17 ehdot péteviit pisteelle x € X, osajoukolle
AC X, x €A, jajonolle (r;). Olkoon

(wadmydjwa foo) € T(X, d,w, f)

jonkin (r;)m osajonon médradmi tangenttifunktiopaketti. (Téllaisia on olemassa Lauseen 3.82 no-
jalla.) Merkitdin osajonoa edelleen (r;):114, jolloin

(Xiu di7 L, fl) = (Uu d/?”i, Z, fz)
suppenee kohti (Xoo, doo, Too, foo):td. Téssd U C X on jokin x:n ympéristo ja

fly) — fz)

ri

fily) =

Haluamme osoittaa, ettd Lauseen 4.14 viitteet pétevit foo:lle. Koska fi(z;) = 0 Vi € N, on
foo(Too) = 0. Liséiksi foo on Lipschitz, joten (4.15):m keskimméinen epayhtilo patee. Jiljelld olevien
epdyhtéloiden (4.15) osoittamiseksi merkitddn A; = U N A ja tulkitaan se metrisen avaruuden
(X;, d;) osajoukoksi.

Lemma 4.19. Jokaista y € X ja z € X kohti on olemassa jonot y; € A;, z; € A; ja €;-ldhi-
1sometriat
gi: Bdi(xivR) - (gini(xivR))(Ei) C Xeo
—_———
CcX;

s.e. gi(®;) = Too, Y,2 € B(oo, R — &;) C (9iBa, (i, R)) (&), &5 — 0 ja

9i(yi) =y seki gi(z) — 2.
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Tod. Kiinnitetd4n niin suuri R > 0, ettd y, 2 € B(2oo, R/2). Olkoot g; : By, (zi, R) — (9:Ba,(zi, R)) (&)
g;-lahi-isometrioita kuten kuvauspakettien suppenemisen méritelméssé. T4ll6in on olemassa pis-
teet ¥;, 2; € Bdi(l‘i, R) C X; s.e.

doo(9i(Ui), y) <ei ja doo(9i(Zi),2) < &

Koska ; € Bg,(x;, R), niin |§; — x| < Rr;. Samoin |Z; — x| < Rr;.

Osoitetaan, ettd on olemassa pisteet y;, z; € A; s.e.
(4.20) di(yi,9:) — 0 ja  di(zi, %) — 0,
kun ¢ — oo. Silloin

doo(9i(Yi), ) < doo (95 (¥i), 9i(F:)) + doo(9i(F:),y) < diys, i) + 265 — 0, ja
doo(9i(2i), 2) < dizi, Z) + 264 — 0,

miké todistaisi viitteen.
Oletetaan, ettei (4.20) ole voimassa millekéén jonolle y; € A;. Silloin on olemassa jono i; €
N, i; — o0, ja s > 0 s.e.

dist; (gz] s Az]) > s.
Toisin sanoen

Bdij (gi]-’ 8) N Ai]- =0

eli
B(gi]., STZ‘j) NA=0.

Kuitenkin y; € B(x, Rr;), joten Lemman 4.17 ehdon (2) mukaan
B(gi,sri) NA# D

kaikilla tarpeeksi suurillla indekseilld ¢. TAma on ristiriita, joten on olemassa jono y; € A; s.e. (4.20)
péitee. Samoin on olemassa jono z; € A;, jolle (4.20) pitee. O
Osoitetaan seuraavaksi Lauseen 4.14 oikeanpuoleisin arvio.

Lemma 4.21. Olkoot f € LIP(X), = € X ja fs kuten Lauseessa 4.14. Silloin
(4.22) LIP fo < Lip f(x).

Tod. Kiinnitetdéin € > 0 ja olkoot y,2z € Xo. Olkoot y;,z; € A; ja g; kuten Lemmassa 4.19.
Havaitaan, etta

d(yi, zi) = ridi(yi, z:) < i (|9:(W) — gi(2i)| + & 0.
(yir z0) = rdiyi, z0) < i (|9i(ys) — gi(z0)] + i) —

-0 —ly—z|

Koska d(y;,z;) — 0 ja Lemman 4.17 mukaan lim, .o L, f(a) = Lip f(a) tasaisesti A:ssa, niin on
olemassa 71 € N s.e.
% < Lip f(yi) + € Vi=>iy.
Koska
fit) = (f() = f(2)) /r;
ja d; = d/r;, niin
[filyi) — fi(zi)]

< Li i P> 0.
4 (gr. ) <Lip f(y;) +¢ Vi>1iy
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Samoin kuin ylld péétellddn, ettd d(z,y;) — 0. Lemman 4.17 nojalla Lip f on jatkuva A:ssa, joten
on olemassa is € N s.e.

Lip f(y:) < Lip f(z) +«.

Niin ollen kaikilla ¢ > max{iy,ia}

|filyi) — fil=i)| < Lip f(z) + 2e.

di(ys, 2

Koska
Z.li{go\fi(yi) — filz)| = | foo(y) = foo(2)]

ja

lim d;(yi, 2i) = doo(y, 2),

11— 00
mn ooly) — Fao(2)

oo\Y) = Joo\R .
< Lip f(z) + 2e¢.

doo (Y, 2) pf(z)

Tami pétee kaikilla y, z € X ja e > 0, joten (4.22) piitee. O

Lemma 4.23. Olkoot f € LIP(X), x € X ja fs kuten Lauseessa 4.14. Josy € X ja s > 0, niin

var foo > slip f(x).
(y:5)

Tod. Olkoon y € X, s > 0 ja e > 0. Olkoot liséksi y; € A; ja g; kuten Lemmassa 4.19.

Lemman 4.17 mukaan lim,_, ¢, f(a) = lip f(a) tasaisesti A:ssa, joten on olemassa sg > 0 s.e.

: \flys) — f(2)] ..
) = > N
Cso f (i) 0<1p<f50 ZesBla ) ; >lip f(y;) — ¢

kaikilla ¢ € N. Merkitddn s; = sr;. Valitaan niin suuri 71 € N, ettd s; < sg kaikilla ¢ > 4;. Silloin
ZGB(yi,Si) Si
Néin ollen jokaisella i > i1 on olemassa z; € B(yi, s;) = B, (yi, s) s.e.
|f(yi) — f(Z)]

Sq

> lip f(yi) — 2e.

Lemman 4.21 todistuksessa todettiin, ettd d(y;, ) — 0. Lisdksi lip f on jatkuva A:ssa, joten on
olemassa i € N s.e. lip f(y;) > lip f(z) — &, kun ¢ > 4y. Talloin kaikilla ¢ > max{i1,i2}
S
eli ~
| fi(yi) — fi(Z)] > lip f(z) — 3¢.
s
Merkitééin z; = ¢;(Z;) € X0, jolloin

ly — zi| < |y — gi(ys)| + 19:(yi) — 9:(%)]
<y —gi(yi)| + di(ys, Zi) + &
<|y—gi(ys)| +s+ei

— S.
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Koska X on rajoitetusti kompakti (ks. Lause 3.61), niin on olemassa (Z;):n osajono (Z;;) ja z € Xoo

s.e. zi; = gi;(Zi;) — 2. Koska lim; oo di, (i, Zi;) = doo(y, 2), niin z € By, (y,s). Lisiiksi

|foo () — foo(2)| = jlggo‘fi]-(yi]-) — fi; (Zi;)|s

joten
(y,5) S
Koska tdmé& pétee jokaisella € > 0, on véite todistettu. U

Lause 4.14 on nyt todistettu, silli keskimméiinen epayhtilo (4.15):ssa seuraa foo:n Lipschitz-
ominaisuudesta.

Korollari 4.24. Olkoon (X,d) metrinen avaruus, p tuplaava Radon-mitta X :ssi ja f € LIP(X).
Oletetaan, etti on olemassa vakio K > 1 s.e.

Lip f(x) < K lip f(x)

m.k. x € X. Tdllgin m.k. x € X on olemassa jono (r;), r; — 0, siten, ettd jokainen (r;):n (jonkin)
osajonon mddrdadmd f:n tangenttifunktio x:ssi on K-kvasilineaarinen, ts.

LIP foo < K var foo/s.

z,s
Tod. Viite seuraa oletuksesta Lip f(z) < K lip f(z) ja (4.15):sta, silld

LIP fo < Lip f(z) < Klip f(z) < K(var) foo/s-

5 Vahva mitallinen differentioituva struktuuri

(Lahdemateriaali: [K1].)

5.1 Maaritelmé, paiatulos ja alkuvalmisteluja

Aloitetaan suoraan méaritelmalla. Sitd varten tehdain merkintdja yksinkertaistavia sopimuksia. Jos
h: X — R on (miké tahansa) funktio ja € X on isoloitu piste, niin sovitaan, etté lim,_,, h(y) = 0.
Lisiiksi sovitaan, ettd R? = {0}.

Madritelma 5.2. Olkoon (X,d) metrinen avaruus, p Radon-mitta X:ssd, C C LIP(X) vektori-
avaruus ja {(X,Zq)} sellainen numeroituva kokoelma karttoja (X, xo), ettéd jokaisella a:

(a) X4 C X on mitallinen ja p(X,) > 0.
(b) z4 on mitallinen kuvaus z,: X — RN jollakin N(a) € NU{0}, missi z, = (zls. . ,xév(a))
ja 2t € C jokaisella i € {1,..., N(a)}, kun N(a) > 0.
Talloin {(Xo, )} on (X, d, p)m vahva mitallinen differentioituva struktuuri C:n suhteen, jos pétee:

1.
X = UXa.
(e}
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2. On olemassa vakio N < 0o s.e. N(a) < N jokaisella .

3. Jokaista funktioita f € C ja jokaista karttaa (X4, zs) kohti on olemassa (0-mittaista joukkoa
vaille) yksikiisitteinen mitallinen kuvaus do f: X, — RY (@) ge.

lim f(y) - f(dj) - daf(dj) : (xa(y) - $a($))

=0
y—T d(y,x)

melkein kaikilla x € X,,.
Huomautus 5.3. 1. Sanomme, ettd {(Xo,2q)} on ei-degeneroitunut, jos N(«) > 0 kaikilla a.
2. Jos N(a) =0, niin d, f on vakiokuvaus d, f: X, — {0} ja siten

i @) = f(2)

=0
y—e  d(y, )

melkein kaikilla x € X,,.

3. Pienintd lukua N € Z, jolla N(a) < N jokaisella a, sanotaan vahvan mitallisen differentioi-
tuvan struktuurin {(Xa, z4)} dimensioksi.

4. Jos C = LIP(X), niin se jétetdén mainitsematta.

5. Mitallinen differentioituva struktuuri mééritelldsin samoin korvaamalla yll& olevat raja-arvot
approksimatiivisilla raja-arvoilla. Muistutus: Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia, g mitta
X:ssd ja f: X — Y. Silloin piste y € Y on f:n approksimatiivinen raja-arvo x:ssd, jos

o P2 € B@.1): 1£(2) 91 > <))
r—0 u(B(.I‘,T))

=0

kaikilla € > 0.

Msiaritelmi 5.4. Metrinen avaruus (X, d) on kvasikonveksi, jos on olemassa vakio C' > 0 s.e.
mitkd tahansa pisteet z,y € X voidaan yhdistda polulla 7, jonka pituus on korkeintaan Cd(x,y).
Toisin sanoen, on olemassa polku v: [a,b] — X, v(a) =z, v(b) =y ja £(v) < Cd(z,y).

Tavoitteena on todistaa seuraava pédlause.

Lause 5.5. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja p tuplacva Radon-mitta X :ssi. Olkoon K > 1 ja
olkoon C C LIP(X) wvektoriavaruus, jonka jokaiselle funktiolle f € C pdtee

Lip f(x) < K lip f(x)

melkein kaikilla x € X. Talloin X :lla on olemassa vahva mitallinen differentioituva struktuuri,
{(Xa,xa)}, C:n suhteen. Lisiksi {(Xq,xq)}:n dimensio on rajoitettu ylhidltd vakiolla, joka riippuu
vain K:sta ja p:n tuplausvakiosta. Jos lisiksi X on kvasikonveksi ja C = LIP(X), niin vahva
mitallinen differentioituva struktuuri on ei-degeneroitunut.

Todistus vaatii useita lauseita ja lemmoja. Tehd&4n joitain alkuvalmisteluja.
Olkoon X sellainen metrinen avaruus, ettd sen mitké tahansa pisteet x ja y voidaan yhdistéa
suoristuvalla polulla. Maéaritellddn X:44n sisdinen metritkka dg asettamalla

ds(xa y) = inf 5(7)7
v

missé inf otetaan yli kaikkien :n ja y:n yhdistdvien polkujen. [HT: Tarkista, ettd syntyy metriikka.]
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Lemma 5.6. Olkoon (X, d) k-kvasikonveksi tuplaava metrinen avaruus, ¢ € X jap: X — R, p(y) =
ds(x,y). Oletetaan, etti X # {x}. Silloin

1 <lipp(y) <k
kaikilla y € X.

Tod. Identtinen kuvausid: (X, d) — (X, ds) on k-bilipschitz, sill& (X, d):n k-kvasikonveksisuudesta
johtuen

kaikilla z,y € X. Tésté seuraa, ettd myos (X, ds) on tuplaava. Merkitddn (X, ds):m tdydellistym&s
(Z,dz)1la. Télloin (Z,dz) on tuplaava, tidydellinen ja siten rajoitetusti kompakti, joten se on geo-
deesinen (HT'). Toisin sanoen jokaista x,y € X kohti on olemassa niitd yhdistava polku (geodeesi),
jonka pituus dz-metriikassa on dz(z,y). Merkitaéin p(y) = dz(z,y), kun y € Z.

Olkoon y € X \ {z} javy: [a,b] — Z geodeesi x:std y:hyn. Olkoon 0 < r < dz(z,y) ja0 <e <.
Koska v on geodeesi, on olemassa piste 2’ € y([a,b]) s.e. dz(y,2) =r —¢ ja

dz(x,2") +dz (', y) = dz(z,y) = p(y),

jolloin p(y) — p(2') = dz(2',y) = r — . Edelleen on olemassa X:n pistejono z; — 2/, silldi X C Z
on tihed. Talloin p(z;) — p(2') ja d(zi,y) < dz(zi,y) < dz(zi,2") +dz(Z',y) < r, kun i on riittdvin
suuri. Siten

sp  PW = P@L S ) — P _ dzlhy) e

2€Bx,q)(y,T) r r r r

kaikilla 0 < e < r. Siis lip p(y) > 1 kaikilla y € X \ {z}. Samoin voidaan osoittaa, etta lip p(z) > 1.
Toisaalta jokaisella z € B(x g) (y,r) pétee kolmioepdyhtélon nojalla

p(2) = p(y)| = ldz(z,2) = dz(z,y)| <dz(y,z) < kd(y,z) <kr,

joten

lip p(y) = liminf sup Ip(z) = p(y)]| <k.
r=0\zeBix.a)(y,r) r

O

Korollari 5.7. Olkoon (X,d) k-kvasikonveksi tuplaava metrinen avaruus. Silloin jokainen X :n
vahva mitallinen differentioituva struktuuri {(Xq, o)} LIP(X):n suhteen on ei-degeneroitunut.

Tod. Lemman 5.6 mukaan on olemassa Lipschitz-funktio p: X — R, jolle lip p(x) > 1 kaikilla
x € X. On siis oltava N(a) > 0 kaikilla a (ks. Huomautus 5.3). O

Lemma 5.8 (Lineaarisuus). Olkoon (X,d,z) ankkuroitu metrinen avaruus ja f,g € LIP(X). Ole-
tetaan, ettd tangenttifunktiopaketit

(Xoos ooy Toos foo) ET(X,dyx, f)  ja  (Xoo,doos Toos o) € T(X,d, x, g)
ovat saman jonon (r;), r; — 0, mddrddmid. Silloin
(Xoos doos Toos foo + 9oo) € T(X,d,z, f + g)
on jonon (r;) mddradimd tangenttifunktiopaketti.

Tod. Seuraa suoraan Mééritelmista 3.71 ja 3.80. U
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5.9 Adsrellisulotteisuus

Lause 5.10. Olkoon X metrinen avaruus ja p tuplacva Radon-mitta X :ssi. Olkoon f = (f1,..., fn),
missi f; € LIP(X) jokaisella 1 < i < N. Oletetaan, ettd on olemassa vakio K > 1 s.e. jokaisella
A eERN

(5.11) Lip(A- f)(z) < Klip(A- f)(x)

melkein kaikilla x € X. Oletetaan lisiksi, ettd on olemassa mitallinen joukko A C X, u(A) > 0, ja
§ >0 s.e. kaikilla X € RN

(5.12) Lip(A- f)(a) = ||

melkein kaikilla a € A. Silloin vilttamdttda N < No, missd Ny riippuu vain K :sta ja p:n tuplausva-
kiosta.

Todistusta varten tarvitaan jélleen lemmoja. Oletetaan tésséd luvussa koko ajan, ettd Lauseen
5.10 oletukset ovat voimassa. Merkitiin RY :n standardia kantaa {e; })¥,:1l4 ja olkoon A = {\,}°°;
numeroituva tihed R :n osajoukko, joka sisiltdd {e;} Y | m.

Lemma 5.13. Melkein kaikilla a € A on olemassa tiydellinen tuplaava ankkuroitu metrinen ava-
rus (Xoo, doos Goo ), jonka tuplausvakio risppuu vain p:n tuplausvakiosta, s.e. seuraava pitee:
Jokaisella A € A on olemassa Lipschitz-funktio fy: (Xoo,dso) — R s.e.

(Xoo, doos oo, [A) € T(X,d,a, A - f)
ja
(a) filasc) =0,
(b) fr on K -kvasilineaarinen,
(¢) ix=A(fer,---, fey) Ja
(d) LIP f\ > §|\|/K.

Tod. Melkein kaikilla a € A olkoon (rgm)ff:l jono, jolle Lause 4.14 pétee Lipschitz-funktiolla
er- f = f1. Valitaan (rQ ,)o%m osajono (r} ,)o2, joka méfrid (jonkin) tangenttifunktiopaketin
(Xaa dy,aq, fa,e1) S T(X7 d,a,eq - f)

Toistamalla pédittely valitaan jokaisella 1 < i < N (ri !)o;m osajono (1}, )2, joka méirid
tangenttifunktiopaketin
(Xa7 da)aa) fa,ei) S T(X7 da a, €; - f)

[Huom. (X,,dq,, aq) on sama kaikilla ¢ € {1,..., N}.] Mééaritellddn
farx =X (faers - faen)s
kun A € A. Lemman 5.8 nojalla
(Xa,da; aa, far) € T(X,d,a, A+ f)

on (ry',)plyn MAATAAmMA.
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Todetaan seuraavaksi, ettd kiintedllda A € A ja m.k. a € A funktio f, ) toteuttaa ehdot (a)—(d).
Nimittédin ehdot (a) ja (c) ovat selvid, (b) seuraa Lauseen 5.10 oletuksesta (5.11) ja Korollarista
4.24. Ehto (d) on voimassa, silli Lauseen 4.14 ja oletuksien (5.11) ja (5.12) mukaan

LIP /3 = var /s
y,s
> lip(A - f)(a)
> L Lip(A- f)
> 5A|/K.

Koska A on numeroituva, on olemassa mitallinen joukko F' C A, u(F) = pu(A), s.e. jokaisella A € A
ja jokaisella a € F' funktio f,  toteuttaa ehdot (a)—(d). Merkitdén

(Xaa dg,aq, fa,)\) = (X007 doo, Qoo f)\)y

kun a € F. Télloin (Xoo, deo, o) on tdydellinen (voidaan valita tidydelliseksi), tuplaava ankkuroitu
metrinen avaruus, jonka tuplausvakio riippuu vain p:n tuplausvakiosta (Lause 3.82). U
Valitaan piste a € A (huom. p(A) > 0), jossa Lemman 5.13 johtop#étos patee. Madritellddn

f)\:A'(fep"'ufeN)

kaikilla A € RY. Olkoon A € RV ja valitaan jono A, € A s.e. A\, — A. Jokainen f,,: Xoo — R on
L-Lipschitz ja fe,(as) = 0, joten perhe (fe,)Y; on lokaalisti tasaisesti rajoitettu. Niin ollen

f)\n :)‘n'(fela"'7f6]\r)_>)"(f617"'7f61\7):f>\

lokaalisti tasaisesti, kun n — oc.

Lemma 5.14. Jos A\, € A ja A, — A, niin

LIP £, < liminfLIP f, .
n—oo

Tod. Kiinnitetdén ¢ > 0 ja x,y € X, « # y. Koska f), — f), niin on olemassa ng € N s.e.
kaikilla n > ng

2@~ A _ faule) = Sl
doo (2,9) B doo(2,9)
< LIP f, +e.

+e

Lemma 5.15. Olkoon A\, € A ja A, — A Josy € Xoo jar > 0, niin

var fy > limsup var fy,,.
(y7r) n—oo (y,'l‘)

Tod. Kiinnitetdéin y € Xo, € > 0 ja r > 0. Jokaisella n € N on olemassa z,, € By_(y,r) s.e.

|fan (@n) = fa, (y)| = var fy, —e.
(ys7)
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Koska fy, — f» lokaalisti tasaisesti ja X, on rajoitetusti kompakti, on olemassa ny € N s.e. kaikilla
n > ng

sup  |fa(@) = fa, ()] <e.
x€Bg (y,1)

Niin ollen

yar x> fa(zn) = Hr()]
> [fon(@n) = W] = 1x(@n) = . (@a)] = 12(Y) — fr, ()]

> var fy, — 3e.
(y,r)

O

Lemma 5.16. Joukko {f\: A € RN} on N-ulotteinen vektoriavaruus, joka koostuu as:ssi havidvistd
K -kvasilineaarisista funktioista.

Tod. Funktioiden f\ mééritelmésté seuraa suoraan, ettd {fy: A € RN } on vektoriavaruus,
jonka dimensio on korkeintaan N. Lemman 5.13 (b)-kohdan mukaan jokainen fy,, A, € A, on
K-kvasilineaarinen. Lemmoista 5.14 ja 5.15 seuraa nyt, ettéd kaikilla y € X, ja r > 0 pétee

)

LIP f) <liminf LIP f) < liminf K var f\, /r < K var fy/r.
n—oo n—oo (y’r r

Siten jokainen fy on K-kvasilineaarinen. Koska fy (as) = 0 ja fr, — fx, on fa(as) = 0. Vield
on osoitettava, ettd dim{fy: A € RN} = N. Riittdd niyttis, ettd lineaarinen kuvaus A — f\ on
injektio. Olkoon A € R¥ sellainen, ettd f = 0. Olkoon A\, € A, A, — A. Lemman 5.13 (b) ja (d)
kohdista saadaan, etté
K yar fy, /1 2 LIP fy, > 8[| /K
y,r

kaikilla n € N. Lemmasta 5.15 seuraa nyt, ettd

var fy > limsup (Var n, 2 Té‘)\‘/KQ’

(y,r) n—oo  (Y7)
On siis oltava A = 0, jos f, = 0. Niin ollen A — fy on injektio. O
Lauseen 5.10 todistus. Lemman 5.13 mukaan m.k. ¢ € A on olemassa tangenttikartio
(Xoosdoo, oo ), joka on téydellinen ja tuplaava. Lauseesta 4.5 seuraa, ettd X,,:ssd on olemassa
tuplaava Radon-mitta tuplausvakiolla C, joka riippuu vain p:n tuplausvakiosta. Lemman 5.16 no-
jalla {fy: A € RV} on N-ulotteinen vektoriavaruus, jonka jokainen alkio on a..:ssi hévidvi K-

kvasilineaarinen funktio. Lauseesta 4.10 seuraa nyt, ettdi N < Np, missd vakio Ny riippuu vain
K:sta ja p:n tuplausvakiosta. O

5.17 Lauseen 5.5 todistus
Kun z € X ja f € LIP(X), niin merkitdin lyhyemmin
‘f‘a: = Lip f(z).

On helppo néhdd (HT), etté ||, : LIP(X) — R on pseudonormi, ts. se toteuttaa kolmioepayht&lon
ja [Afle = Al fla-
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Maéritelma 5.18. Olkoon f = (f1,..., fn), missi N € N ja f; € LIP(X) kaikilla ¢ € {1,...,N}.
Merkitéaan
S(fy={zx e X: |\ fl. >0YAeRY\ {0}}.

Lause 5.19. Olkoon X metrinen avaruus ja p tuplaacva Radon-mitta X :ssi. Olkoon f = (f1,..., fn),
missi f; € LIP(X) jokaisella 1 <1 < N. Silloin S(f) on mitallinen joukko. Oletetaan, etti on ole-
massa vakio K > 1 s.e. jokaisella A € RN

Lip(A - f)(z) < Klip(A - f)(x)

melkein kaikilla x € X. Jos lisdksi ,u(S(f)) > 0, nitn N < Ny jollakin vakiolla Ng € N, joka riippuu
vain K :sta ja p:n tuplausvakiosta.

Tod. Osoitetaan ensin, ettd joukot
S(f,0) ={x e X: |\ fl. >\ VA e RN}

ovat mitallisia ja

S(f) = s 1/n).

neN

Havaitaan aluksi, ettd jokaisella € X funktio |(-) - f|: RY — R, XA+ |\ f|;, on jatkuva. Tami
pétee, koska |-|, on pseudonormi, joten kolmioepéyhtélon nojalla

N
M- fle = o flal < - f =R fla A0 — Al [ fls
=1

jokaisella A\j = (X\j1,...,Ajn), j =1,2. Néin ollen

S(f) ={wve X: min|r- fl. >0} = U st 1/n).

neN

Olkoon A C R¥ tihe# numeroituva osajoukko. Silloin funktion A +— |X - f|, jatkuvuudesta seuraa,
etta
S(f,0)={zeX: |\ floa >0\ VA€ A} = ﬂ{a:EX: IA- flz > A}
AEA

Koska A - f € LIP(X), niin Lemman 2.12 nojalla funktio

z— A fla =Lip(A- f)(z)

on mitallinen. Siten S(f,d) on mitallisten joukkojen numeroituvana leikkauksena mitallinen. Olem-
me osoittaneet, ettd S(f) on mitallinen.

Jos pu(S(f)) > 0, niin p(S(f,8)) > 0 jollakin 6 > 0. Talldin Lauseesta 5.10 seuraa, ettd N < Ny,
misséd Ny € N on vakio, joka riippuu vain K:sta ja u:n tuplausvakiosta. O

Lause 5.20. Olkoon X metrinen avaruus ja i tuplaava Radon-mitta X :ssd. Olkoon K > 1, C C
LIP(X) ja £ C LIP(X) C:n virittimd vektoriavaruus. Oletetaan, ettd jokaisella g € L

Lip g(z) < K lip g(z)

melkein kaikilla x € X. Olkoon lisiksi A C X mitallinen ja u(A) > 0. Silloin on olemassa
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(i) mitallinen joukko V-C A, u(V) >0,
(ii) pelkistiin K :sta ja p:n tuplausvakiosta riippuva vakio Ny € N,
(i1i) vakio N € {0,1,...,No} ja kuwvaus f = (fi1,..., fn), missd f; € C V1 <i<N,

joille pdtee seuraava:
Jokaista g € L kohti on olemassa (0-mittaista joukkoa vaille) yksikdsitteinen mitallinen kuvaus
AV = RY se.

(5.21) lim 9(y) — g(z) = M) - (f(y) = f(2))

=0
y—w d(y, x)

melkein kaikilla x € V.

Huomautus 5.22. (HT): Yht&lo (5.21) voidaan kirjoittaa my6s muodossa
9(-) = A(@) - f()le = 0.

Ennen Lauseen 5.20 todistamista osoitetaan kuinka siitd seuraa vahvan mitallisen differentioi-
tuvan struktuurin olemassaolo. Olkoon I' C P(X) kaikkien p-mitallisten joukkojen o-algebra ja
P: T — {0,1} funktio s.e. P(V) =1, jos V on positiivimittainen joukko, jolle Lauseen 5.20 véitteet
patevit. Koska p on tuplaava mitta, X on o-dérellinen. Harjoitustehtéva 7/5 nojalla X on nume-
roituva yhdiste

X =2zU\JV,

missd u(Z) = 0 ja joukot V,, ovat erillisid, positiivimittaisia s.e. P(V;,,) = 1. Toisin sanoen ne
toteuttavat Lauseen 5.20 véitteet. Néin ollen X:114 on vahva mitallinen differentioituva struktuuri.

Lauseen 5.20 todistus. Pilkotaan todistus lemmoiksi. Otetaan kiytt66n seuraavat merkinnét.
Kun f = (f1,...,fn), missd f; € C kaikilla 1 < ¢ < n, niin merkitddan #f = n, jolloin siis
f: X — R#/. Jokaisella mitallisella V C X olkoon

AKV)ZS?p#f7

missé supremum otetaan yli kaikkien sellaisten kuvausten f = (f1,..., fn), fi €C, ettd V. C S(f).
Toisin sanoen,

A flz >0 YAeR"\ {0}, VzeV.

Jos téllaisia kuvauksia f ei ole olemassa, niin asetetaan N (V') = 0. Merkitd4n myos
N =sup{N(V): V C A mitallinen, (V') > 0}.

Lemma 5.23. Oletetaan, ettdi N =0 ja g € L. Silloin |g|, = 0 m.k. x € A. Toisin sanoen, V = A
toteuttaa Lauseen 5.20 vdiitteet.

Tod. Tehdéin vastaoletus, etté on olemassa g € £ C LIP(X), jolla Lip g > 0 positiivimittaisessa
joukossa. Koska g € £, voidaan kirjoittaa

M
i=1
missd M € N, f; € C ja \; € R kaikilla ¢ = {1,..., M }. Néin ollen, jollakin ¢ = {1,..., M}, joukko
Vi={x e A:|fi|l. >0}

on mitallinen ja p(V) > 0. Koska V' C S(f;), niin N > N(V) > 1. O
Oletetaan jatkossa, ettd N # 0.
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Lemma 5.24. On olemassa vain K :sta ja p:n tuplausvakiosta riippuva vakio Ng € N s.e. N < Ny.

Tod. Voidaan olettaa, ettd N # 0. Olkoon V' C A mitallinen joukko s.e. u(V') > 0ja N(V) > 0.
Silloin on olemassa f = (f1,..., fxs), fi € C, s.e. V. C S(f). Siten p(S(f)) > 0. Lauseen 5.19
nojalla on olemassa vain K:sta ja u:n tuplausvakiosta riippuva vakio Ng € N s.e. #f < Ny. Tami
patee kaikille yll& olevan kaltaisille V' ja f, joten N < Nj. U

Koska N € {1,..., Ny}, niin N:n mééritelmén mukaan on olemassa mitallinen joukko V C
A, pw(V) >0, da f = (fi,.-.., f#f), fi € C,se. V. C S(f) ja N = N(V) = #f. Kiinnitetédéin
tillainen f: X — RV,

Lemma 5.25. Jokaista g € L kohti on olemassa (0-mittaista joukkoa vaille) yksikisitteinen kuvaus
AV —=RN se.

(5.26) l9(-) = A(@) - f()le =0
m.k. x € V.
Tod. Jos g € L, niin g = Zf\il v;95, missé M € N, g; € C jay; € R\ {0}. Merkitdin
Ei={zcV:|yg() =X f()z>0 VAeRN}L

Osoitetaan, ettd p(E;) = 0 kaikilla j € {1,...,M}. Kiinnitetdgn j € {1,..., M} ja osoitetaan
ensin, etti

Ej C S(fg,j) nv,

missé
fg,j = (f177fN7g])

Toisin sanoen, jos x € F;, niin
(5.27) N fyile >0

kaikilla A € RN*1\ {0}. Olkoon z € Ej ja X' = (M\,..., Ny q) € RVTL\ {0}. Jos Ny, = 0, niin
on oltava (A],...,Ny) # 0, joten

|)‘,'fg,j|:c: ( /177)\§V)f|$ >0,
silla z € V' C S(f). Siten (5.27) pétee. Jos Ny ; # 0, niin

N
N foi =Y Aifi+ Nyi19;
=1
by APY
_ AN+1 Z;J Lt v95 |
’YJ i=1 N+1
joten
Ayt —\] — ]
X'+ fgile = ‘—+ ij—< L N) - f
Vi AN+ ANt @

Siten (5.27) pétee, silld € E;. Néin ollen E; C S(f,;) NV ja koska S(f,,;) NV on mitallinen, niin
maksimaalisuusoletuksen, N (V) = N, nojalla on oltava p(S(f,,;) NV) = 0. Siten myés pu(E;) = 0.
Merkita4n

M
F=v\{JE,
j=1
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jolloin p(F) = p(V'). Nyt kaikilla € F ja j = 1,..., M on olemassa \;(x) = (Aj1,...,A\jn) () €
RV s.e.

7595 () = A (@) - ()] = 0.
Silloin kuvaukselle A = Y37, A;: F — RV piitee

M
0<lg() = A@) - fFOle D 13gi () = Aj(@) - F ()] =0
j=1

kaikilla x € F. Koska pu(F') = p(V), niin kuvauksen A olemassaoloa koskeva viite pétee (voimme
mééritelld A:n miten tahansa O-mittaisessa joukossa V' \ F').

Vield on osoitettava yksikisitteisyys. Oletetaan, ettd A;: V — RY ja Ag: V — RY toteuttavat
yhtélon (5.26). Tallsin on olemassa mitallinen joukko U C V s.e. u(U) = p(V) ja

(A1) = Aa(@)) - fO)la < 19() = M) - FO)le + 19() = Aa(@) - F()]e =0
kaikilla x € U. Koska U C V C S(f), niin on oltava A(x) = Ao(z) kaikilla x € U. Siten yk-
sikasitteisyytta koskeva véite piétee. O

Lemma 5.28. Edelli loydetty kuvaus \: V — RN on mitallinen.
Tod. Olkoon A: V — R kuten ylli ja F C V joukko, jossa

l9(-) = Alz) - f()le = 0.

Osoitetaan, etti jokaisen kompaktin joukon K C RY alkukuva A"'K on mitallinen. Riitt#4 osoittaa,
ettd joukot A71K ja

U={zeV:|g(:) =X f(-)]z =0 jollakin ' € K'}

ovat O-mittaista joukkoa vaille samat ja ettd U on mitallinen. Olkoon z € A~ K, jolloin \(z) € K.
Jos z € F, niin |g(-) = A(z) - f(-)]» = 0 ja siten = € U. Muussa tapauksessa z € V\ F, u(V\ F) = 0.
Olkoon sitten x € U, jolloin |g(-) — X - f(:)|z = 0 jollakin X' € K. Jos X = A(x), niin A(z) € K eli
x € A" K. Toinen mahdollisuus, eli \' # A(z), voi tapahtua Lemman 5.25 yksikisitteisyysviitteen
takia vain O-mittaisessa joukossa. Vield on osoitettava, ettd U on mitallinen. Tat4 varten ndytetaén,
ettéd

(5.29) U=] U {zeVilg) =N f()l <1/n} =B,
neNNeANK

missd A on numeroituva tihed K:n osajoukko. Joukko B on mitallinen, koska se on numeroituva
leikkaus numeroituvista yhdisteistd mitallisia joukkoja

{zeVilgl) =N f()le <1/n}.

[Huom.: Kuvaus z +— [g(-) =X - f(+)| on mitallinen.] Jos = € U, niin kuvauksen A\ — [g(-) =X« f(*)|
jatkuvuudesta ja joukon A C K tiheydestd seuraa, etté jokaisella n € N on olemassa A\, € A s.e.
lg(-) = An - f(*)l« < 1/n. Néin ollen x € B. Jos x € B, niin on olemassa jono A, € A C K s.e.
lg(-) = An - f(+)]z — 0. Joukon K kompaktisuuden ja kuvauksen A — |g(-) — A+ f(-)|. jatkuvuuden
perusteella on olemassa osajono \,, ja N € K s.e. A\,, — A ja

19() = Any - fO)lz = 1g() = A" f()] = 0.

Siten z € U. O
Olemme todistaneet Lauseen 5.20 ja siten padtuloksen eli Lauseen 5.5, silld ei-degeneroituvuutta
koskeva viite todistettiin jo aiemmin.
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6 Tangenttikimppu ja Sobolevin avaruus

(Lahdemateriaali: [K1].)
Téssé luvussa on tarkoitus ”sulkea ympyrd” ja palata takaisin Sobolevin avaruuksiin kuitenkin
niin, ettd ympéardivanéd avaruutena on Euklidisen avaruuden sijasta metrinen mitta-avaruus.

6.1 Mitallinen tangenttikimppu

Oletetaan koko ajan, ettd {(Xa, %)} on ei-degeneroitunut vahva mitallinen differentioituva struk-

tuuri (C:n suhteen). Tavoitteena on liittdd melkein jokaiseen pisteeseen x € X #irellisulotteinen

Banach-avaruus T, X = (RV®)_||||,), joka on mielekkilli tavalla yhteensopiva {(Xq, Zq)}:n kans-

sa. Haluamme muun muassa, ettd dimensio N (z) = N(«) melkein kaikilla € X,. Ongelmia aiheut-

tavat pisteet x € X, N X3, a # B. Osoitamme kuitenkin, ettd N(a) = N(f), jos u(Xa N Xg) > 0.
Todetaan aluksi, etté

%

oy) — 2 (2) = & - (zaly) — za()),
joten d,(x!)m yksikisitteisyyden nojalla

x

do(zi)(z) =¢; Vi=1,...,N(a) jamk z¢€ X,.

Talléin vektorit dg(z2)(z), i = 1,..., N(), muodostavat RY():n kannan.
Oletetaan, ettd
Xa N Xﬁ 75 Q.

Silloin m.k. z € X, N X3

(y) — wh(x) = da(@})(2) - (zaly) — za(2)) + of|z - yl).
[Merkitsemme o(r):114 mité tahansa funktiota, jolla o(r)/r — 0, kun r — 0 + .]
Samoin m.k. z € X, N Xy

i (y) — b (z) = da(al)(z) - (za(y) — z5(x)) + o]z — yl)

=" da(al)i(@) (ehy) — (@) +o(lz — y)
j=1
N@) ’

= da(al)j(@)da(@h)(2) - (2aly) — Ta(@)) +o(|z — y])
j=1
N@N(@) '

= dg(at,)j (@) do (@) (x) (2 (y) — 2B(@)) + o(jz — y]).
j=1 k=1

Merkitaan ‘ ‘
MN(z) = (M (2),... AN (@) (),

Télloin mk. z € X, N Xg
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josta seuraa, etta ‘ ‘
Lip(X(2) - () (1) = N (2) - 2a ()] = 0.

Toisaalta m.k. z € X,
IAN-20()]z =0 <= A=0,

joten Ai(x) = 0 m.k. x € X, N Xp. Siis

N(B)
(6.2) d,g(d,‘la)](l‘)da(l‘l]@)k(l‘) =6, mk z€ X,NXs.
j=1

Samoin voidaan ndyttéd, ettd

N@

(6.3) > da(@h)i(x)ds(al)i(z) = 6, mk 2 € X4 N Xp.
=1

Madritellddn (mitallinen) N(«) x N(5)-matriisiarvoinen funktio

Muyg: XaNXg — M(N(a) x N(B),R),

ml my e mig
2 2 2
; m My 0 NG
@ @ e

missé
mj(x) = dp(q);(x)
mk. z € X, N Xg. Talloin yhtéloista (6.2) ja (6.3) seuraa, ettd
MogMgo = IN(a) ja MgM.g = IN(ﬁ) m.k. X, N Xg:ssa.
Erityisesti, jos u(Xq N Xg) > 0, niin N(a) = N(3) ja (Map)~! = Mp,. Lisiksi
Moy = Mo Mgy

m.k. leikkauksessa X, N X3 N X, (HT).
Edellé todistettu dimensioiden yhtédsuuruutta koskeva tulos on syytéa esittdd lemmana.

Lemma 6.4. Jos u(X, N Xg) > 0, niin N(a) = N(5).
Oletetaan, etté p(X, N Xg) > 0, jolloin N(a) = N(§) =: N. Mééritelladn
@ﬂa = (Ma,@)Ta

jolloin @5, on kantojen {dg(z%,)} ja {da(z%)} = {e;} vilinen kannanvaihtomatriisi m.k. X,NXg:ssa.

Toisin sanoen, vektori dg(z?,)(x) € RY voidaan lausua muodossa

da(w) (%) = Ppa(2) da(wp) (2)

=e;
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mk. z € X, N Xg. Kéytetddn titd hyviksi ja esitetdéin jokaisen funktion f € C ”gradientti”
dgf(z) € RN gradientin d, f(r) avulla. Melkein kaikilla = € X, N Xg pitee

fy) = f(@) = daf(@) - (2a(y) — Ta(z)) + o]z — yl)
N
=Y dafi(2) (2h(y) — w4 (2)) + oz — yl)
=1

N
= dafiz)ds(a)(@) - (25(y) — 25(2)) + 0|z —y]).
i=1

Téasté seuraa, etté

d,@f Zdafz )( )
—Zdafz (I),Ba ) (xla)(x)

= (I)ﬁa (Z dafz )( ))

= (I)ﬁa(x)daf(x)

m.k. z € X, N Xg.
Matriisit @, toteuttavat (ns. kosyklin) ehdot

Qoo = In,
(6.5) (Pap) ™t = Ppa m.k. X, N Xg:ssa ja
(I)aﬁq)ﬁ'yq)'ya =1y mk X,N X@ N X«,ZSS&,

joten voimme mééritella X:n mitallisen tangenttikimpun TX kayttden ”tavanomaista” vektori-
kimppujen konstruointimenetelméi. [Emme kisittele tidssd yhteydessd vektorikimppujen yleisté
teoriaa.] Jos joukot X, olisivat erillisid, niin 7X voitaisiin mééritelld (pistevieraana yhdisteend)

TX = | J(Xo x RN@).

Yleisessé tapauksessa médritelma on hieman monimutkaisempi. Olkoon

E =| |(Xo x RN (),
«

Kaikilla pareilla o, 8, joilla (X N Xg) > 0, médritelldéin (transitio)kuvaukset
Pap: (XaNXg) x RY — (X, N Xg) x RY,
missd N = N(a) = N(f), asettamalla
Pap(z,v) = (T, Pap(z)V)
Midritellddn sitten E':n ekvivalenssirelaatio ~ vaatimuksella, etti

Xo x RV@ 5 (z.0) ~ (2',0)) € X5 x RN,
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jos ja vain jos
W XaNXg)>0 ja (z,0)=us(,0).

[Ehdoista (6.5) seuraa, ettd tdmé on ekvivalenssirelaatio.] Merkitédén (tekijdavaruutta)
TX = E'J~

ja kutsutaan sitd X :n mitalliseksi tangenttikimpuksi (struktuurin {(X4, zq)}:n suhteen). Sen alkiot
ovat siis ekvivalenssiluokkia [(z,v)], missi 2 € X, ja v € RV(® jollakin a. Melkein kaikilla = € X
on olemassa yksikésitteinen siie (z:n p#illa)

T.X =7 (),

missd 7: TX — X on luonnollinen projektio. Kiytetidéin sen alkioille (ekvivalenssiluokille) mer-
kintoji [(z,v)], [v] tai pelkiistddn v. Tallsin T, X = {z} x RN@ m k. 2 € X, missi N(z) = N(a) =
N () kaikilla indekseilld a ja 3, joilla x € XoNXgja u(XaNXg) > 0 (yhtdsuuruus a = [ sallitaan).
Sanomme, ettd T, X on X :n tangenttiavaruus :ssa.’
Mééritellddn seuraavaksi (melkein jokaiseen) tangenttiavaruuteen 7, X normi ||-||,. Aloitetaan
kirjoittamalla
N(e)

v = Z vidg (L),
i=1

kun (z,v) € {z} x RN@) Méiritelldsin ensin

N(a) '
[olla.a = Lin( 3 vizh()) @) = o 2al-)le-
=1

Koska m.k. x € X,
v-2a()e =0 <= v=0,

niin |||, méérittelee normin {z} x R¥®):aan m.k. € X,.
Olkoon sitten (x,v') € {z} x RN myés ekvivalenssiluokan [(x,v)] edustaja, jolloin

v=Pup(x), eli v =Pg,(z)0.

Tutkimme seuraavaksi, onko ||v'|z3 = [|v|/z,a, jolloin voisimme (hyvin) mééritelld normin |||,
tangenttiavaruuteen 7, X asettamalla

(6.6) (@, v)] e = l[ollz.a,
missé (z,v) € {z} x RV on jokin [(z,v)]m edustaja.

Lemma 6.7. Jos (x,v") ja (z,v) ovat kuten ylld, niin

(6.8) ‘U/ ) xﬁ()‘ﬂ: = |(‘I)ﬁa($)v) Ta( )z = v za()]e-

!Tangenttiavaruuden kisite esiintyi jo muussa yhteydessi (Luvussa 3.77) muistiinpanojen aiemmassa versiossa.
Nykyisessd versiossa ko. nimike on muutettu tangenttikartioksi.
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Tod. Olkoon v = (v1,vs,...,vn). Koska v/ = ®g,(z)v, niin riittdé todistaa oikeanpuoleinen
yhtélo. Sitd varten lasketaan ensin

Bga(2) - 25(-) = v - (Dpa(2)) 25(-) = v - Mog(x)z5(-).

Edelleen suoralla laskulla saadaan

Zj dﬁ@é)](x)mjg() dg(zd)(z) - 25(")

cdg(x2)j(x) (- dg(22)(x) - w5(-

Maorasty = | DPEAHIRO | [ o)) -2o0)
> da(ad)j(x)al () dg(x))(x) - 25(-)

Niin ollen

(@pa(@)0) - 2a()le = o Mag(@)as(ls
= |2 wdslat) @) x50

= > vk ()

= |v- za(")le-

x

x

Korollari 6.9. Melkein kaikilla x € X

o]z =1 (2,0) |lz.a
on hyvin mddritelty normi T, X :ssi. Ylli (x,v) € [v] ja x € X,.

Kuvausta s: X — TX, jolla s(z) € T,X mk. x € X, sanotaan T X :n sektioksi tai vektori-
kentdksi. Merkitéén kaikkien niiden joukkoa 7 (X):114. Kun f € C, niin mé&iritelldén vektorikentté
(gradientti) df: X — T'X asettamalla

df (x) = [daf(2)] € T X

melkein kaikilla x € X,,. Koska dgf(z) = ®gada f(x) mk. z € X, N Xg, on df (z) hyvin mééritelty.
Mééritellddn lopuksi derivaatio d: C — T (X) kuvauksena f — df.

Lemma 6.10. Jos f € C, niin ||df (z)||. = Lip f(z) m.k. x € X. Lisdksi funktio x — ||df (x)||» on
mitallinen.

Tod. Harjoitustehtidvissd 8/5 osoitetaan, ettd ||df (x)||, = Lip f(z) m.k. z € X. Mitallisuus on
niytetty jo Lemmassa 2.12. ]
6.11 Sobolev-avaruus

Oletetaan, ettd {(Xq4,zq)} on X:n vahva mitallinen differentioituva struktuuri (LIP(X):n suhteen).
Lemman 6.10 mukaan = — ||df(z)||; on mitallinen, kun f € LIP(X). Jokaisella 1 < p < oo ja
f € LIP(X) maéiritelldén

111 = 170y + sl = ([ 1560 du<x>)l/p + ([l du(x))l/p-



Syyslukukausi 2003 7

Merkitéén lisdksi £P(X):114 kaikkien p-integroituvien vektorikenttien joukkoa. Toisin sanoen w €
LP(X), josw € T(X), x+— |w(x)|; on mitallinen ja

[ @ duta) < .
X

Maédritelmé 6.12. Sobolev-avaruus H'?(X) on LIP(X)m tdydellistym& normin || f||1,, suhteen.
Toisin sanoen H'P(X) koostuu sellaisista pareista (u,w), v € LP(X), w € LP(X), joita kohti on
olemassa jono funktioita u; € LIP(X) s.e. u; — u LP(X):ssé ja du; — w LP(X):ssé. Vektorikenttiad
w kutsutaan u:n gradientiks.

Huomautus 6.13. Ongelmaksi muodostuu jilleen u:n gradientin yksikésitteisyys. Toisin sanoen,
jos on olemassa toinen jono v; € LIP(X) ja vektorikenttd @ € LP(X) s.e. v; — u LP(X):ssé ja dv; —
@ LP(X):ssé, niin onko w = w. Euklidisesssa tapauksessa ongelma ratkaistiin heikon gradientin
késitteen kautta. Nyt téllainen osittaisintegrointiin perustuva lahestymistapa ei ole kdytettavissa.
Palaamme tdhan kysymykseen vield myShemmin.

Huomautus 6.14. Voidaan osoittaa, ettdi m.k. x € X normi ||-||, on ekvivalentti sisétulosta
saatavan normin (merk. |-] ) kanssa vain {(Xa, o)} dimensiosta riippuvalla vakiolla. Liséksi
x — |df(x)], on mitallinen kaikilla f € LIP(X). Asiaa voidaan valaista geometrisesti seuraaval-
la tavalla. Olkoon |-| miké tahansa normi R™:ssé ja B = Bj(0,1) suljettu yksikkékuula normin
|| suhteen. Silloin B on R™:n suljettu konveksi joukko. Olkoon D C B Lebesguen-mitaltaan suu-
rin mahdollinen ellipsoidi. Télléin on olemassa R™:mn sisdtulonormi |-|p, jonka metriikassa D on
yksikkokuula (”lineaarialgebraa”). Lisiksi |v| < |v|o < v/nlv| Vo € R™.

Muotoillaan edelld ollut lauseeksi, jota emme kuitenkaan todista (papereissa [Ch] ja [K2] on
hieman erilainen ldhestymistapa).

Lause 6.15. Olkoon {(Xa,za)} vahva mitallinen differentioituva struktuuri. Silloin m.k. x € X on
olemassa vain {(Xq, o) }:n dimensiosta riippuva vakio Cy ja Ty X :n sisdtulo (-, )z, jota vastaavalle

normille |-, pdtee
1
Colde =lHla = Coll,
m.k. x € X. Lisdksi funktio x — |df ()], on mitallinen kaikilla f € LIP(X).

Erityisesti téistd seuraa, ettd Sobolevin avaruuden HP(X) normi [-||1, on ekvivalentti aidosti

konveksin normin y
p
el + ( [ L)z dum)

kanssa ja siten H'P(X) on refleksiivinen. Emme todista yo. viitteits.

6.16 Poincarén epiyhtilo ja pisteittiiset Lipschitz-vakiot

Oletetaan, ettéd p on Radon-mitta X:ssé s.e. 0 < ,u(B(:L‘,r)) < oo kaikilla z € X ja r > 0. Olkoon
1 < p < co. Sanomme, etta (1, p)-Poincarén epéyhtélo (vakiolla L > 1) pétee X :ssé, jos

1/p

(6.17) ][ FW) — Fagen| duly) < Lr ][ (tip £ ()" du(y)

B(z,r) B(z,Lr)

kaikilla x € X, r > 0 ja f € LIP(X).
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Lause 6.18. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja p tuplaava Radon-mitta X :ssd. Oletetaan, ettd
(1, p)-Poincarén epiyhtilé pdtee vakiolla L. Silloin on olemassa vain L:sti ja p:n tuplausvakiosta
riippuva vakio K s.e.

Lip f(x) < Klip f(z)
m.k. v e X.

Oletetaan koko ajan, ettd p on tuplaava Radon-mitta. Poincarén epédyhtélostd ja Lebesguen
differentioituvuslauseesta saadaan, etti

1/p

lim sup ~ ][ F¥) — Foem| duly) < lmsupL ][ (Uip f(y)) du(y) | = Llip f(2)

r—0 T r—0
B(z,r) B(z,Lr)

m.k. z € X. Osoitetaan, ettd on olemassa p:n tuplausvakiosta riippuva vakio C' > 0 s.e.

) 1 1.
(6.19) fimsup 1 = Foupldi > 5 Lin f(2)
B(z,r)

m.k. x € X, jolloin Lause 6.18 on todistettu.

Lemma 6.20. Melkein kaikilla x € X ja jokaisella € > 0 on olemassa y € X s.e. r:=|z—y| <e
ja

T,
(6.21) 1 Lip f(z) < |fB(ac,r/4) - fB(yﬂ’/4)|'

Osoitetaan ensiksi, ettd Lemmasta 6.20 seuraa (6.19). Olkoon x € X piste, jossa Lemman
6.20 viitteet patevit. Kiinnitetddn € > 0 ja valitaan y € X, r = |z — y| < €, s.e. (6.21) pétee.
Kolmioepéyhtilostéd seuraa nyt, etta

|fB@r/1) — [B@r/9)| < |fB@r/a) — [B@2n)] + | [Bwr/a) — [B@2n)
| U tsean) dil+| (7= Taan) dn

B(z,r/4) B(y,r/4)
< | U fowonldet f1f = Towan]du
B(z,r/4) B(y,r/4)
<c ][ 1~ Foan] i,
B(z,2r)

missd kdytettiin myos pu:n tuplausta. Olettamalla, ettéd arvio (6.21) on voimassa, saadaan

.
LpS@ <C o 1f = fopan]d
B(z,2r)

josta seuraa edelleen (6.19), silld € > 0 oli miké tahansa.

Lemman 6.20 todistamiseen kéytetdin seuraavaa tulosta, joka puolestaan voidaan todistaa ku-
ten Lemmat 4.16 ja 4.17.
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Lemma 6.22. Melkein jokaista x € X kohti on olemassa mitallinen joukko A C X, x € A, jolle
pdtee:

(1) Lip f on jatkuva A:ssa ja
hH(l) er(a) = Lip f(a>
r—
tasaisesti A:ssa ja

(2) jokaista € > 0 kohti on olemassa ro > 0 s.e.

/,L(B(y, r) N A)

(6.23) H(B(?L r))

>1—¢,

josr <ryjay € B(x,4r).
Tod. (HT) O
Olkoot x ja A kuten Lemmassa 6.22 ja kiinnitetetddn € > 0. Silloin on olemassa rg > 0 s.e.
(6.23) pétee kaikilla 0 < r <1y jay € B(z,4r), ja etti lisdksi
[f(y) = f(2)] <7 (Lip f(2) + &) < r (Lip f(z) + 2¢),

jos z € B(y,r) N A. Néin ollen kaikilla y € B(z, 4r)

+ | V) - £ duta)

B(y,

1
- m </B(y,r)ﬂA|f(y) — (&) dpu(z) + /B(y7r)\A|f(y) - f(2)] du(z))

< Lip f(x) + 2 + (%) LIP f

< Lip f(z) 4+ (2 + LIP f).

Olkoon sitten y € B(z,79) sellainen piste, etté

r(Lip f(z) —¢) < [f(y) — f(2)],

missé r = |z — y|. Tallsin

r(Lip f(z) —¢) < [f(y) — f(2)
< |f(.1‘) - fB(x,r/4)‘ + ‘f(y) - fB(y,r/4)‘ + |fB(x,r/4) - fB(y,r/4)‘

< ][ F(@) — £()|duz) + ][ F@) = FE (=) + | Fagern) — sl
B(z,r/4) B(y,r/4)

T
< 2Z(LIP f(@)+e2+LIP ) + | fB@r/a) — [Bw.r/a);

josta seuraa

T
5 Lip f(x) - QTE(l + LIP f) < |fB(x,r/4) - fB(y,r/4)"

Valitsemalla Lip /()
ip f(x

< __—FJIN

V<esgntrmy

saadaan téstd edelleen (6.21). Lemma 6.20, ja siten Lause 6.18, on todistettu. O
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Huomautus 6.24. Jos {(X,,2,)} on vahva mitallinen differentioituva struktuuri LIP(X):m suh-
teen, niin ||df(y)||, = Lip f(y) m.k. y € X. Tdmén vuoksi on luonnollisempaa kéyttdad Poincarén
epayhtélosta versiota, jossa oikealla puolella integroitavana on (Lip f (y))p . Stephen Keith [K3] on
osoittanut, ettd ndmé versiot Poincarén epayhtélostd ovat ekvivalentteja, jos X on taydellinen ja
w1 on tuplaava Radon-mitta X:ssé.

6.25 Poincarén epiayhtilo ja gradientin yksikésitteisyys

Olkoon {(Xa, %o} vahva mitallinen differentioituva struktuuri LIP(X)m suhteen. Oletetaan téssi
luvussa, ettd p on tuplaava Radon-mitta X:ssi ja ettd Poincarén epayhtilo pétee (heikommassa)
muodossa

1/p

(6.26) ][\f(y)—fB(x,ﬂldu(y)SLr ][ (Lip f@))? dpu(y)

B(z,r) B(z,Lr)

kaikilla f € LIP(X). Osoitamme, etti télloin Sobolevin avaruuden u gradientti du on yksikéisitteinen.
Muistutetaan, ettd Lip f(y) = ||df (y)||, m.k. y € X. Tarvitsemme todistukseen muutamia lemmoja.

Lemma 6.27. Olkoon p tuplaava Radon-mitta X :ssd vakiolla C,,. Silloin

(6.28) p(B(z,r)) . (r)logzcu

u(B(zo,R)) ~ C2 \R
kaikilla 0 < r < R ja kaikilla © € B(x, R) C X.

Tod. Todistus on helppo tuplausehdon iterointi ja se jatetdan harjoitustehtévaksi. ]
Seuraava lemma mahdollistaa ”katkaisutekniikan” k&yton.

Lemma 6.29. Olkoon p tuplaava Radon-mitta X :ssd ja f € LIP(X). Merkitddin
Ac={zeX: f(z)=c}, ceR.
Silloin Lip f(x) =0 m.k. = € A..

Tod. Koska p on tuplaava, niin Lebesguen differentioituvuuslause pétee. Siten melkein jokainen
A piste on Agq:n tiheyspiste. Osoitetaan, ettd Lip f(xg) = 0 jokaisessa A.:n tiheyspisteessi xg €
A, ts. melkein kaikkialla A.:ssd. Olkoon (z;) mikéd tahansa jono X:n pisteitd, jotka suppenevat
kohti zg:aa. Riittdd niyttid, etti

|f () — f(o)]

lim =0.
j=oo |zj — o
Olkoon
sj = inf{s > 0: B(zj,s) N A, # 0},
jolloin 0 < s; < rj := |xj — xg|. Lisdksi

B(.Tj, Sj) C B(l‘o, 27‘]') \ AC.
Koska xo on A.:n tiheyspiste, niin epdyhtilostd (6.28) seuraa, etté

55\ o #(Blagisg)) _ p(Blo,2r5) \ Ac)
0< <2rj> SM(B(:CO,%]-))S M(B(xo,?rj))

— 0,
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kun j — oo. Erityisesti sj/r; — 0. Jos € > 0 on mielivaltainen, niin jokaisella j on olemassa
y; € B(zj,s; +¢) N Ae. Télloin

—— —
|f () = flxo)| _ |f(wj) = flyj)l _ (LIP f)ls; + €]
lzj — ol T B T

kaikilla € > 0. Siten

|z — @l T i

Lemma 6.30. Olkoon p tuplaava Radon-mitta X :ssi vakiolla C,. Oletetaan, etti Poincarén epdyhtdlo
(6.26) patee funktiolle f € LIP(X). Silloin on olemassa vain C,:sti ja L:sti riippuva vakio C s.e.

(6.31) @) = F@) < Cla =yl ([M(Lip f)7(@)] 7 + [M(Lip ()] ")
kaikilla x,y € X. Tdssi M(Lip f)P on funktion (Lip f)P Hardy-Littlewood maksimaalifunktio.

Tod. Olkoot z,y € X, x # y. Kuni € NU{0}, niin merkitiin r; = 27|z —y| ja B;(z) = B(z,r;).
Koska f on jatkuva, niin jokainen X:n piste on f:n Lebesguen piste, joten

[Bi(z) = f(x).

[Seuraavassa vakion ¢ arvo voi muuttua riviltd toiselle siirryttdessa.]
Kayttamalld kolmioepéayhtélod, p:n tuplausehtoa ja Poincarén epdyhtilod saadaan, ettd

=0

S |f_fza:|du
> f - fne

Bit1(2)
[o¢]

<c) ][ |f = fBi@)| dp
=0 Bi(z)

1/p
o0

<cdon| [ sy

=0 B(z,Lr;)
00

< ¢3S n[M(Lip f)P(2)]

1=0
— cle — y|[M(Lip f)P(2)] /"

Samoin

1F(@) = Frow)| < clz — yl[M(Lip £)P ()] .
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Lisaksi

|fBo@) = [Bow)| < 1fBo@) = FB(z,200)| + | Boty) — [B,2r0)]
<c ][ |f = fB(@2r0) | dit

B(z,2r9)
1/p

< cro ][ (Lip f)? du

B(x,2Lro)

. 1
< clz —y| [M(Lip /) (x)] .
Yhdistamaélla ylldolevat kolme arviota saadaan véite. O

Lause 6.32. Olkoon p on tuplaava Radon-mitta X :ssd ja {(Xa,xo} vahva mitallinen differen-
tioituva struktuuri LIP(X):n suhteen. Oletetaan, etti Poincarén epdyhtilé (6.26) pdtee kaikilla
f € LIP(X). Tdlloin jokaisen funktion u € HYP(X) Sobolev-gradientti du on yksikdsitteinen.

Tod. Olkoon u; € LIP(X) jono Lipschitz-funktioita ja w € LP(X) vektorikenttd s.e. u; — 0
avaruudessa LP(X) ja du; — w avaruudessa L£P(X). Gradientin yksikésitteisyyttd varten riittaa
osoittaa, ettd w(zr) =0 m.k. x € X. Siirtymélld tarvittaessa osajonoon voidaan olettaa, etti

(6.33) / (st — wil? + [|duses — dus|[?) dp < 10~
X

Téstd seuraa, ettd u;(z) — 0 ja du;(z) — w(x) mk. x € X (ks. Reaalianalyysi I). Merkitdén
v; = ;41 — ui. Poincarén epédyhtdlon ja Lemman 6.30 nojalla

1 1
(i1 =) (@) = (i1 = w) (v)] < Clo =yl ((Mdvil|P(@)) 7" + (Mdwi| ()"
kaikilla x,y € X. Siten kaikilla ¢ > k > kg ja x,y € X pétee

(e = up) (@) = (ue — we) (W) < Cla =yl (gro () + gro (1))

missé
[o¢]
1
gro(@) = Y (Mlduy | ().
i=ky
Antamalla ¢ — oo saadaan
(6.34) lug(z) — ur(y)| < Cla — yl(gro () + gro (1))

kaikilla k& > kg ja m.k. z,y € X. Kun ¢ > 0, niin merkitdén
Ep,t ={z € X: gi,(x) > t}

ja havaitaan, etti

t

° 1
Eroe © o€ X: (MlduiP (@) > 5

i=ko
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Kayttamélla Hardy-Littlewoodin lausetta ja arviota (6.33) saadaan

o0
1 t
#(Ere) < 3w € Xs (MdulP@)" > s}
i=ko
o .
cg(lkoﬂ)p/

<), ——— | lldvi|[P dp
< ct™P10 0P,

Epéayhtélostd (6.34) seuraa, ettd uy on Ct-Lipschitz joukossa X \ Ej,, kun k > ko. Téstd seuraa,
etta

(6.35) |duk(2)|l2 = Lip ug(z) < Ct

mk. x € X \ Ej,. Nimittdin u; voidaan jatkaa koko X:m Ct-Lipschitz funktioksi g, jolloin
|dag(x)||z < Ctmk. x € X. Lisiksi uy — @ = 0 joukossa X \ Ej,, joten ||d(ur —tx)(z)||z = 0 m.k.
x € X \ Ei, Lemman 6.29 mukaan. Siten (6.35) pétee ja néin ollen

[w(@)]l. < Ct
m.k. x € X \ Ej,. Téstéd puolestaan seuraa arvio
p({z € Xt Jw(z)|l, > Ct}) < p(Eppy) < et P107F0P — 0,

kun kg — oo. Koska t > 0 voidaan valita miten pieneksi tahansa, on oltava w(z) = 0m.k. z € X. O

Alla luettelo (erdistd) kirjoista, julkaisuista ja luentomuistiinpanoista, joita voi kdyttai lisi-
materiaalina.
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