Matematiikan laitos
Metristen avaruuksien differentioituvat struktuurit
Harjoitus 6

1. Olkoot (X;,pi), @ € N, tuplaavia ankkuroituja metrisid avaruuksia ja ¢y € N
vakio s.e. jokaisella i € N ja d > 0 jokainen joukko A C X; voidaan peittdd jou-
koilla By, ..., Bs, C X;, joilla diam By, < diam A/240, k= 1,...,cp. Oletetaan,

ettd (X;,p;) CH, (X, p). Osoita, ettd X:11& on myds sama ominaisuus samalla
vakiolla ¢y (ts. jokaisella § > 0 jokainen joukko A C X voidaan peittédé joukoilla
By,...,B., C X, joilla diam By, < diam A/2+ 6, k=1,...,¢p).

Ratkaisu: Olkoon A C X ja § > 0. Voidaan olettaa, ettd diam A < oo ja
ettd 0 < diamA. Olkoon R = dist(p, A) + 3diam A. Valitaan i siten, ettd
on olemassa kuvaus f: B(p;, R) — X siten, ettd f(p;) = p, f on §/8-lihi-
isometria joukolle (fB(p;, R))(6/8) ja B(p, R—4/8) C (fB(pi, R))(6/8). Tallsin
on olemassa joukot By, ..., B, C X; siten, ettd f~1(A(§/8)) C By U--- B, ja
diam By, < (diam f~1(A(6/8)))/2 + &/8 jokaisella k. Koska

[z =yl < [f(2) = f(y)| + /8 < diam A(5/8) + 6/8
< diamA—l—gé Yz, y e fTHA®G/8))

ja
|f(@) = fW)] < |z —y|+6/8 < dlam By + /8 Va,y € By,

niin diam f~1(A(§/8)) < diam A+35/8 ja diam f By < diam By +4/8. Erityisesti
diam fBy, < diam A/2 + 16/4 jokaisella k. Osoitetaan vield, ettd A voidaan
peittéd joukoilla (f By )(6/8). Olkoon y € A. T#ll6in on olemassa y’ € B(y,d/8)N
fB(pi, R). Néiin ollen f~'y’ C fB1U---U fBe,, jolloin ¥’ € fBy, jollain k ja y €
(fBr)(0/8). Koska diam((fBy)(d/8)) < (diam A)/2+/4+6/4 < diam A/2+ 6,
toteuttavat joukot (fBy)(d/4) tehtévin ehdot.

2. Olkoon p tuplaava mitta metrisessd avaruudessa X s.e. 0 < p(X) < 0o. Osoita,
ettd diam X < oo.

Huom: Tehtédvissi on oletettava jotain lisédd esimerkiksi, ettd kuulat ovat mi-
tallisia kuten seuraava vastaesimerkki osoittaa. Olkoon X metrinen avaruus ja
1 ulkomitta siten, ettd u(A) = 1 kaikilla A # ). Téllsin p on selvisti tuplaava
ja u(X) = 1, mutta X:n halkaisijalle ei ole mité#in ratjoituksia. Huomaa, etté
tissé esimerkissd M(X) = {0, X }.

Ratkaisu: (Oletuksella, ettéd kuulat ovat mitallisia.) Oletetaan, ettéd on olemassa
metrinen avaruus X ja tuplaava mitta g X:114 siten, ettd diam X = oo ja 0 <
w(X) < oo.

Olkoon C' mitan u tuplausvakio. Olkoon e = u(X)/(1 + C?). Kiinnitetéin
x € X ja valitaan R > 0 siten, ettd u(B(z, R)) > pu(X) — . Valitaan y € X
siten, ettd r := |y — x| > 2R. Talldin B(y,r/2) C B(x,r) \ B(z, R), joten

u(Bly,r/2)) < u(B(a,r) \ Bz, R)) < e.
Toisaalta
w(B(z,R)) < pw(B(y,r + R)) < u(B(y,2r)) < C*u(B(y,r/2)).

Nain ollen
C2((X) —e) < w(B(y,r/2)) <e

n(X)
1402
Tama& on ristiriita, joten diam X < oo.
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3. Olkoon p tuplaava mitta X:ssi s.e. jokainen avoin kuula on mitallinen. Osoita,

ettd X on tuplaava vakiolla, joka riippuu vain p:n tuplausvakiosta.
Ratkaisu: Olkoon C' > 0 mitan p tuplausvakio. Aloitetaan huomiolla. Olkoot
z,y € X jar > |z —y| Talsin
u(B(z,r)) < w(By,r+|r—yl) < u(By,2r))
< Cu(Bly,r) < C*u(B(y,r/2)).

(Vastaavasti pu(B(y, 7)) < C?u(B(x,r)).)

Olkoon A C X rajoitettu. Valitaan z € A. Olkoon P -verkko A:ssa, missi
§ = diam A/4. Tallsin pallot B(z,d/2), x € P, ovat erillisid ja B(y,d/2) C
B(x,80) jokaisella y € P. Lisiiksi diam B(y, §) < 26 = diam A/2 jokaisellay € P.
Toisaalta |z — y| < diam A = 44 kaikilla z,y € X, joten huomion perusteella

p(B(w,48)) card P < C* " p(B(y,20)) < C* Y C*u(B(y,5/2))

yeP yeP
O (B, 88)) < C° (Bl 46)).
Koska 0 < u(B(x,4d)) < oo, niin card P < C®. Niin ollen A voidaan peittii

joukoilla B(y,d), missi y € P. Koska card P < C® ja diam B(y,d) < diam A/2
kaikilla y € P, on avaruus X tuplaava vakiolla C®.

IA

. Olkoon X tuplaava metrinen avaruus vakiolla C, zo € X ja k > 0. Osoita, etté

card P < C*+3jos P on 2 *-verkko kuulassa B(zg,1) C X.

Ratkaisu: Olkoon £ = 0 ja P 1-verkko kuulassa B. Koska X on tuplaava,
niin on olemassa joukot By,..., Bo2 C X jotka peittivit kuulan B(z, 1) siten,
ettd diam By < diam B(z,1)/4 < 1/2 (tuplausta kiytetty kahdesti). Télloin
jokainen joukko By sisilt## vain yhden P:m alkion. Niin ollen card P < C2.
(Voidaan osoittaa, ettd itseasiassa card P < C'.) Oletetaan, etti viiite pétee jol-
lain k£ > 1 ja olkoon P 2~ *+1_yerkko kuulassa B. Valitaan jokin maksimaali-
nen 2~ *-verkko @ kuulassa B. Koska induktio-oletuksen perusteella card Q <
C*+3, niin riittds osoittaa, ettd card P N B(g,27% < C° kaikilla ¢ € Q. Ol
koon g € Q. Koska X on tuplaava, on olemassa joukot Bi,..., Bgs siten, ettd
diam By, < diam B(q,27%)/8 = 2=(*+2) (tuplaavuutta kiytetty kolmesti.) Til-
16in jokainen joukko Bj voi siséltdd vain yhden alkion joukosta P. Niin ollen
card PN B(¢g,27F) < C3. O

. Todista Lemma 4.6: Olkoon (X, d) tuplaava metrinen avaruus vakiolla C, g € X

ja s > 0. Silloin on olemassa a#rellisen monta s-séteistd kuulaa By, ..., By s.e.
B(xo,1) C U;B; ja jokainen yhdisteen U;B; piste kuuluu korkeintaan M:#&n
kuulaan Bj, missd vakio M € N riippuu vain tuplausvakiosta C' ja N € N
riippuu vain C'sté ja s:sté.

Huom: Tehtéavissi haetaan lukua N € N, jolla on vain C'sté ja s:sté riippuva
ylaraja.
Ratkaisu: Jos s > 1, niin riittdé valita kuula B(zg, s), jolloin N =1 ja M = 1.
Olkoon s < 1 ja k € N siten, etti 27k < g < 27kl Valitaan maksimaalinen
2= F_verkko P kuulassa B(wg,1). T&llsin tehtiviin 4 nojalla card P < Ck*3 ja
{B(y, s) }yep on B(zg, 1):n peite. Olkoon z € B(xg, 1). Osoitetaan, ettd = kuuluu
korkeintaan C2:#sn kuulaan B(y,s), kun y € P. Toisin sanoen osoitetaan, etti
card PNB(z,s) < C?. Koska X on tuplaava, voidaan valita joukot By, ..., Bo2 C
X siten, ettd diam By, < diam B(z,s)/4 ja B(z,s) C By U---U Bg2. Koska P
on 2 *-verkko ja diam By < s/2 < 2=F niin jokainen By, siséltdé korkeintaan
yhden verkon P alkion. Néin ollen card A < C?.



