Matematiikan laitos
Metristen avaruuksien differentioituvat struktuurit
Harjoitus 5 (PP, IH)

1. Konstruoi kompaktit metriset avaruudet X ja X;, i € N; siten, ettd daou(X;, X) —
0, mutta ettei ehto
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toteudu milldén valinnoilla p; € X;, p € X.

Ratkaisu: Olkoot X = {0,1} € R ja X; = {0,1+ 1/i} C R kaikilla ¢ €
N. Varustetaan lisdksi kaikki avaruudet R:std peritylla euklidisella metriikalla.
T&lloin identtinen kuvaus indusoi isometriset upotukset X — R ja X; — R.
Néin ollen den (X, X;) <dp(X,X;) =1/i — 0, kun i — oo.

Toisaalta kaikilla p € X pitee Bx(p,1) = {z € X: d(x,p) <1} ={0,1} = X
ja vastaavasti jokaisella i € N ja kaikilla p; € X; pétee Bx,(pi,1) = {p;}. Néin
ollen

_ _ 1
dau(Bx, (pi, 1), Bx (p,1)) = deu({pi}, X) = 3 diam X =1/2,
kaikilla p; € X; jap € X.

2. Olkoon w vapaa ultrafiltteri N:sséd, Y topologinen avaruus ja S C Y suljettu.
Olkoon y,, € Y, n € N, jono s.e. y, € S kaikilla n € A, missd w(A) = 1. Osoita,
ettd lim,, y, € S.

Ratkaisu: Tehtdva vaatii lisdoletuksen, ettd y := lim,, y,, on olemassa. Tehd&ian
vastaoletus: y € Y \ 5. Koska S on suljettu, on olemassa y:n ympéristo y €
U cC Y\ S. Téllsin joukot B = {n € N:y, € U} ja A ovat erilliset, joten
1 =w(N) > w(A) +w(B) =1+ 1, miki on ristiriita.

3. Olkoot (X;,p;), ¢ € N, tuplaavia ankkuroituja metrisii avaruuksia samalla

tuplausvakiolla C. Oletetaan, ettéd (X;, p;) CH, (X, p). Osoita, ettd X on tuplaa-

va vakiolla, joka riippuu vain C:sté (esim. vakiolla C?).

Ratkaisu: Tapa 1: Téytyy siis osoittaa, ettd on olemassa luku C’ > 0 siten, etté
jokainen joukko A C X voidaan peittdd joukoilla By, ..., Bcs C X siten, ettd
diam By, < diam A/2.

Olkoon A C X. Voidaan olettaa, ettd diam A < oo. Olkoon § < diam A/4.
Valitaan i ja kuvaus f: Bx,(p;, R) — X siten, etti f(p;) = p, fi on 6/2-1&hi-
isometria kuvalleen, A C fB(p, R)(§/2). Koska X; on tuplaava vakiolla C, on
olemassa joukot Bi,...,Bc C X; siten, ettd f~1(A(6/2)) € By U...U B¢ ja
diam By, < (diam f~1(A(§/2))/2 < diam A/2 + §/2 kaikilla k. Edelleen X;:n
tuplaavuudesta seuraa, ettéd on olemassa joukot By ;, ¢ = 1,...,C, siten, ettd
By C By U---U By ¢ ja diam B; i, < diam By/2 < (diam f~1A)/4 + §/2. Niin
ollen joukot (fB;x)(d) peittavéit Am ja diam fB; , < diam A. (Yksityiskohdat
kuten tehtdvissd 4.) Niin ollen joukko A voidaan peittdd joukoilla, joiden hal-
kaisija on korkeintaan diam A/2, kiyttien C?:ta joukkoa. Avaruus X on siis
tuplaava vakiolla C?.

Tapa 2: Koska avaruudet X; ovat tuplaavia samalla vakiolla C, niin ne to-
teuttavat tehtdvin 4 ehdon samalla vakiolla ¢y = C. Niin ollen avaruus X
toteuttaa tehtévin 4 ehdon samalla vakiolla C'. Osoitetaan, etti téisti seuraa
tuplaavuus vakiolla C2. Olkoon A C X. Voidaan olettaa, etti diam A < oo.
Olkoon 6 < diam A/4. T&llsin on olemassa joukot By,...,Bc C X siten, ettd
diam By, < diam A/2+§ ja A C By U---U Bg. Olkoon € < diam A/8. T&llsin



jokaisella k£ voidaan valita joukot By 1,...,Br,c C X siten, ettd diam By ; <
diam Bk/Q +¢eja By C By U---UBy . Talloin
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ja
diam By ; < diamBy/2+4¢ < (diamA/2+6)/2+¢
< diam A/4 + diam A/8 + diam A/8 = diam A/2

jokaisella k,i € {1,...,C}. Niin ollen X on tuplaava vakiolla C2.

. Konstruoi metrinen avaruus X ja pisteet p € X ja g € X siten, ettd jokaisella r >
0 kuulat B(p,r) ja B(q,r) ovat isometriset, mutta ettei ole olemassa isometriaa
f: X — X, jolla f(p) =¢q

Ratkaisu: Olkoon X = {(0,1), (0, 1), (1,2), (-1, —2),(—5,0)} varustettuna ta-
sosta indusoidulla metriikalla. Valitaan p = (0, 1) seké ¢ = (0, —1). Tehtévén eh-
tojen toteutuminen on helppo tarkistaa. Kuvasta on helppo péételld, etta talla
avaruudella ei ole epétriviaaleja isometrioita.

. Oletetaan, ettd (Xl,pl) (X p), missd X;:t ovat rajoitetusti kompakteja ja
X on tédydellinen. Osoita, ettd X on rajoitetusti kompakti.

Ratkaisu: Tapa 1: (the hard way) Riittdd osoittaa, ettd jokainen suljettu kuula
B(p, R) on kompakti. Koska X on tiydellinen riitt siis osoittaa, etti jokaisella
R > 0 ja jokaisella kuulan B(p, R) jonolla (x;) on olemassa osajono, joka on
Cauchy-jono.

Olkoon R > 0 ja olkoon (z;) jono kuulassa B(p, R). Koska (X;, p;) LN (X,p),
voidaan jokaisella k € N valita indeksi i ja kuvaus fy: BX% (pi,, R +2) —
B(p, R + 2) siten, etti

fe(pi) =p
-yl = 1/k<|f(z) - f < |z —yl+1/k ja

Siirtymaélld alkuperdisen jonon osajonoon, voidaan olettaa, ettd i, = k jokaisella
k. Tallsin voidaan jokaisella i € N ja k € N valita pisteet 2F € Bx, (px, R + 1)
siten, etti |z; — fi(z¥)| < 1/k. Télloin (esimerkiksi tehtiviin 2 perusteella) havai-
taan, ettid o¥ € Bx, (pk, R+ 1) kaikilla k ja kaikilla 4. Niin ollen jokaisella jonon
(xf)ieN osajonolla on suppeneva osajono. Erityisesti timé suppeneva osajono on
Cauchy-jono Xj:ssa.

Valitaan jokaisella k& indeksijono (j¥)ien seuraavasti: jono (jF™') on jonon
(%) osajono ja (33?5:)1161\1 on Cauchy-jono Xj:ssé. Lisiiksi voidaan olettaa, etté

|x§,€ — x§k| < 1/k kaikilla i,n > 1. Olkoot nyt yx = xfk jokaisella k. T&ll6in
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jokaisella k, silli j¥ > k kaikilla k. Koska jokaisella n > k jono (j) on jonon
(7¥) osajono, niin jokaisella k& € N ja kaikilla n > k on olemassa m siten, etti



jk = jm. Niin ollen
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kaikilla n > k. Néin ollen (z;) on Cauchy-jono.

Tapa 2: (the easy way) Oletetaan, ettd B(p, R) ei ole kompakti, jollain R >
0. Koska B(p, R) on tiydellinen, niin Lemman 2.32 perusteella B(p,r) ei ole
totaalisesti rajoitettu, ts. on olemassa € > 0 ja maksimaalinen e-verkko P, joka
ei ole dérellinen.

Koska (X;, pi) CH, (X, p), niin on olemassa ¢ € N ja kuvaus f: B(p;, 2R +
£/2) — X siten, ettd f(p;) = p, f on e/2-1hi-isometria kuvalleen ja B(p,2R) C
(fB(pi,2R +€/2))(¢/2). Olkoon @ = f~!P. Osoitetaan, ettd @ on e/2-verkko.
Olkoot ¢,¢' € Q. Talléin |q — ¢'| > |f(q) — f(¢')| —€/2 > ¢/2. Olkoon nyt
Q' maksimaalinen ¢/2-verkko B(p;, 2R + £/2):ssa, joka sisiltdd Qm. (Télldinen
voidaan aina valita; vrt. Lemman 2.29 todistus.) Télloin Q’ ei ole &érellinen £/2-
verkko, silld card Q' > card Q > card P = oco. Niin ollen X, ei ole rajoitetusti
kompakti. Tamé& on ristiriita, joten B(p,r) on kompakti ja siten X rajoitetusti
kompakti.



