Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Metristen avaruuksien differentioituvat struktuurit
Harjoitus 4 (PP)

1. Olkoot (Xj,d;), i = 1,2,3, metrisid avaruuksia. Olkoon d; 5 sal-
littu metriikka pistevieraassa yhdisteessd X; LI Xy ja dp3 sallittu
metriikka pistevieraassa yhdisteessa X5 L X3. Oletetaan liséksi, etta
distq, , (X1, X2) > 0 tai distg, , (X2, X3) > 0. Osoita, ettd asettamalla

d(xy,23) = d(x3,21) = xllel)f( (di2(21, 32) + do3(22, 23)),

kun x; € X; ja x3 € X3, voidaan mééritelldadn metriikka d piste-
vieraaseen yhdisteeseen X; U X, U X3 siten, ettd d = d; » joukossa
X1 U X, jad=dys joukossa Xo LI X3.

Ratkaisu: Aloitetaan osoittamalla, ettei d ole valttaméatta metriik-
ka ilman oletusta, ettd distq, (X1, X2) > 0 tai distg,, (X2, X3) > 0.
Olkoon (X, dx) sellainen metrinen avaruus, etté on olemassa joukot
A, B C X siten, ettd ANB # 0 ja X \ (AU B) on tihed X:ssi. (Eli
voidaan valita X = R ja joukoiksi A ja B vaikka A = B = {0} tai
A=B=0Q.) Olkoot X; = A, Xy =X\ (AUB) ja X3 = B. Télloin
dx on sallittu metriikka avaruuksissa X L X5 ja X5 L X3. Néin ollen
voidaan valita dijs = dx ja dog = dx, kun tulkitaan, ettéd tassa rajoi-
tetaan dy:44 sopivasti. Osoitetaan, etté ylla konstruoitu d ei télloin
ole metriikka. Olkoot x1 € X ja x3 € X3 siten, ettd xy = x3 X:ssé.
Koska X \ (AU B) on tihed X:ssé, on olemassa X:n jono (y;) siten,
ettd y; — x1. Talloin

d($17$3) < d12($1,yi) + d23(yz-, 953) = dX($1, yi) + dX(yi7x3) — 0,

kun ¢ — oco. Néin ollen d(zy, x3) = 0 vaikka z; ja x3 eivit ole sama
piste avaruudessa X; LI X5 LI X35.

Palataan nyt varsinaiseen tehtévéan eli oletetaan liséiksi, ettd met-
riikat dip ja doz ovat sellaisia, ettd joko distg, (X7, X) > 0 tai
dista,, (Xa, X3) > 0. (Ilman téata lisdoletusta d on pseudometriikka).

Koska kaikilla z; € X; (i = 1, 3) pétee

d([El, 33'3) = lIlf du(l‘l, ZEQ) + dgg([[’g, Ig)
r2€X2
> distdl2 (Xl, XQ) + diStd23 (XQ, X3) > 0.

niin kaikilla z,y € X; U X, LI X3 pétee d(z,y) = 0 jos ja vain jos
x =y, silld tapaukset z,y € X; U X, ja x,y € X5 Ul X5 seuraavat
metriikoiden dy5 ja dsz vastaavasta ominaisuudesta.

Koska d on selvisti symmetrinen, jaa jéljelle kolmioepéayhtalon
tarkistaminen. Koska tapaukset x,y,z € X; U X5 ja x,y,z € Xo U
X3 seuraavat jéilleen metriikoista dis ja dog, niin riittéda tarkastella
tapausta x € X1,y € Xy jaz € X3. Osoitetaan vain tapaus d(z, z) <



d(x,y)+d(y, z), koska muut ovat vastaavia (mahdollisesti pidempié).
Koska dlg = d’(Xl L X2)2 ja d23 = d‘(XQ L )(3)27 niin

d(z,z) = $212)f(2 dyo(x, x9) + doz(x2, 2)
xllel)f( dio(,y) + di2(y, x2) + dog(2,y) + das(y, 2)
= d(z,y)+ mlg)f(? (dy2(y, z2) + dag(z2,y)) + d(y, 2)

d(x,y) +d(y, 2).

IN

Koska selvisti d(z,y) € [0, 00) kaikilla z,y € X; U X, U X3, niin d
on metriikka.

. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja f: X — Y e-ldhi-isometria.
Osoita, ettéd asettamalla

d(w,y) = d(y, ) = inf (lz = 2[+ = +[f(2) —y]),

kun z € X, y € Y, voidaan maééritelld sallittu metriikka pistevie-
raaseen yhdisteeseen X U'Y. [Huom. Sekd X ettd Y:n metriikkaa
on merkitty |a — b|:114.]

Ratkaisu: Koska d(z,y) = d(y,z) > € kaikilla z € X jay € Y,
niin kaikilla a,b € X UY pétee d(a,b) = 0 jos ja vain jos a = b.
Koska d on selvisti (konstruktion perusteella) symmetrinen, riittaé
siis osoittaa, etta d toteuttaa kolmioepayhtilon. Olkoot z, 2" € X ja
y,y €Y. Késitellddn nelja tapausta.

d(z,y) <d(w, o) +d(@', y):

d(w,y) = inf (|l =2+ +1f(z) ~y])
< inf (Jr - o'+ |2’ — 2 + e+ £ () — yl)
< o=+ inf (|2 = 2| + =+ 1£(2) = y])

d(z,2") + d(2,y)

d(z,y) < d(z,y') +dy,y):

d(w,y) = inf (lv = 2]+ +[f(2) — yl)
< inf(jz =2l +e+1f(2) —y/l) + 1y~

= d(z,y) +d(y,y)

d(z,2") < d(x,y) +d(y,2'):




3

Koska f on e-ldhi-isometria, niin [f(z) — f(w)] > |z —w| — ¢
kaikilla z,w € X. Nain ollen

d(z,2') < f (jr =2+ |z —wl+[w—2])
inf (le —z[+[f(z) = f(w)| +e +w—2])

Z}nf (lz =2+ 1F(2) =yl + 1y = f(w)| + e+ Jw—2])

IN A

IN

inf (|2 —z[+e+f(2) —yl) + inf (|2 —w[+e+]|f(w) —y])
d(z,y) +d(y,z).

d(y.y) < dly,x) + d(z,y):
Koska f on e-1dhi-isometria, niin | f(z)— f(w)| < |z—w|+¢ kaikilla
z,w € X. Nain ollen

dy,y) < inf (ly = f+1£(2) = fl)l +[f(w) = y'])

< 1nf (ly = f) + |z —w|+e+|fw) —y])
< Z}nf (ly = f(2)| + |2 — 2| + |z — w| + e+ | f(w) — ¥])
< inf (Jy = f(2)] + |z — 2| + &) + inf (jo—wl+e+ |f(w) —y)

d(y, x) +d(x,y").

3. Olkoot X jaY metrisid avaruuksia s.e. X on kompaktija dey(X,Y) =
0. Osoita, ettd Y on totaalisesti rajoitettu, ts. jokaisella ¢ > 0 on
olemassa pisteet y1,...,yx €Y, k= k. < 00, s.e. Y = U B(y;, ).
Ratkaisu: Olkoon € > 0. Koska X on kompakti, on olemassa pisteet
x1,...,xp € X siten, ettd X = Ule B(z;,e/4). Lemman 3.20 perus-
teella on olemassa ¢/4-14hi-isometria f: X — Y. Olkoot y; = f(x;).
Osoitetaan, ettd Y = Ule B(y;,e). Koska f on e/4-1dhi-isometria,
niin

Y = (fX)(e/4) = ( UBIZ,€/4 )(5/4)

k

k
= (Uf(B(xi,e/él ) (e/4) =U [B(zi,e/4)) (e/4),

missé viimeinen yhtdsuuruus seuraa havainnosta (AUB)(s) = A(s)U
B(s) ja induktiosta. Néin ollen riittda siis osoittaa, etti

(fB(xi,e/4)) (e/4) C B(yi )
jokaisella i. Koska kaikilla x € B(x;,¢/4) pétee
[f(2) = f(zi)| < o —a| +e/4 < /2,



niin fB(x;,¢/4) C B(y;,¢/2) kaikilla i. Néin ollen (tehtavén 3/3(a)
perusteella)

(fB(xi,e/4))(e/4) C (B(yi,e/2))(e/4) C By, 3e/4) C Blyi,€)

jokaisella 7.
Huom: Luentomuistiinpanossa totaalisesti rajoitettu avaruus méa-
rilty seuraavasti: avaruus on totaalisesti rajoitettu, jos jokaisella
e > 0 on olemassa &déirellinen maksimaalinen e-verkko. Tehtévis-
sd on kaytetty ekvivalenttia muotoilua, ettéd jokaisella € > 0 riittaa
16ytaa pisteet yy, ..., yx siten, ettéd pallot B(y;, ) peittéavit avaruu-
den. Osoitetaan, ettd ndméa ovat todella ekvivalentteja muotoiluja.
Olkoon ¢ > 0. Jos Z on maksimaalinen e-verkko, niin pallot
B(z,¢), z € Z, peittavit avaruuden maksimaalisuuden perusteel-
la. Néin ollen joukoksi {yi,...,yr} kelpaa miké tahansa maksimaa-
linen e-verkko. Jos taas on olemassa pisteet yi,...,y, siten, ettd
pallot B(z;,e/2) peittavit avaruuden, niin jokainen pallo sisdltdé
korkeintaan yhden e-verkon pisteen. Néin ollen jokainen maksimaa-
linen e-verkko on &érellinen.

(a) Olkoon d pseudometriikka X:ssd (ts. d: X x X — [0,00) on
symmetrinen, toteuttaa kolmioepéyhtélon ja d(z, z) = 0). Maa-
ritellddn X:n ekvivalenssirelaatio x ~ y <= d(x,y) = 0.
Osoita, ettéi (X/~,d) on metrinen avaruus, kun d on d:n pro-
jektio X /~:lle.

(b) Osoita, ettd d((z,y), (2'y)) = |(x — ') + (y — ¥')| on R*n

A

pseudometriikka ja ettd (R?/~, d) on isometrinen R:n kanssa.

Ratkaisu:

(a) Osoitetaan aluksi, etté ~ on ekvivalenssirelaatio. Koska d(z, z) =
0 ja d(x,y) = d(y,x) kaikilla z,y € X, niin z ~ z jaz ~y =
y~x Josx ~yjay~ z nin x ~ z silli kolmioepayhtialon
perusteella d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) = 0. Néin ollen ~ on ekvi-
valenssirelaatio. Merkitddn pisteen x € X ekvivalenssiluokkaa [x]

Olkoot x, 2’ ,y,y" € X siten, ettd z ~ 2’ ja y ~ y'. Talloin
d(z',y") < d@ z) +d(z,y)+dy,y) = dz,y)
< d(z, o) +dy) +d(y, y) = d(@',y).

Niin ollen kaavalla d([z], [y]) = d(z,y) mééritelty funktio ei riipu
valituista edustajista.

Osoitetaan nyt, ettd d on metriikka joukkossa X /~. Olkoot z,y, z €
X. Tallsin d([z], [y]) = 0 jos ja vain jos d(z,y) = 0 eli z ~ y. Néin
ollen d([z], [y]) = 0 jos ja vain jos [z] = [y]. Selvisti d([z], [y]) =
d([y], [#]). Lisiksi

d([z], [y)) = d(z,y) < d(x,2) +d(z,y) = d([2], [2]) + d([z], [y])-



Niiin ollen d on metriikka joukossa X /~.
(b) Osoitetaan aluksi, ettd d on pseudometriikka. Koska

d((z,y), (@' y) =0 & |(@—2")+(y—y)| =0
& r-y=2a" -y,
niin d((x,y), (z,y)) = 0, mutta d ei voi olla metriikka. Koska d
on selvésti symmetrinen, riittda osoittaa, ettd d toteuttaa kol-
mioepéayhtalon:
d((z,y), (=" y) = lz—2a")+ -y
= J@w=2")+@" =)+ —-y)+ " -y
< Jlw—a")+(y- y”)!H( —2) + (" =)
= d((z,y), (@",y") + d((z",y"), (@, ¢)).

Tarkastellaan nyt avaruutta R?/~. Olkoon

L = (0] ={(z,y): [(x = 0)+ (y — 0)| = 0}
= {(z,—x): z € R}.

Lineaarialgebran perusteella
[(z,2)] = (z,2) + L ja R*/~={[(z,2)]: v € R}.
Liséaksi

d([(z, @), [(y:)]) = d((z,2),(y,9) = [(z = y) + (z = y)|
= 2z —y|

kaikilla z,y € R.

Olkoon f: R — R?/~, z +— [5(z,2)]. Télloin

@) W) = A7), 1) = (5.2 [ (.0)

25w~ syl = e~y

= —-Xr — — = |\ —

B Qy Y

kaikilla 2,y € R. Néin ollen f on isometria (ja homeomorfismi).

5. Olkoon P yhden pisteen muodostama metrinen avaruus.
(a) Osoita, ettd dep(X,P) = 5diam X jokaisella metriselld ava-
ruudella X.
(b) Osoita, ettd metristen avaruuksien jono (X;) suppenee Gromov-
Hausdorff mielessé kohti P:té, jos ja vain jos diam X; — 0.

Ratkaisu:
(a) Lemman 3.16 perusteella riittdé osoittaa, ettd

1
du(X. P) > 5 diam X

kaikilla avaruuden X LI P sallituilla metriikoilla d ja ettd on ole-
massa sellainen metriikka d’, etté d (X, P) = 5 diam X. (Huom:



Kaikki sallitut metriikat antavat X:lle saman ldpimitan.) Olkoon
P ={a}.
Jos X on yksio, on viite selvé. Liséksi, jos diam X = oo, niin
olkoon d jokin sallittu metriikka X U P:ssé. T&lloin on olemassa
sellainen jono (x;) X:n pisteité, ettd d(x;,p) — oo, missd p € X
on jokin kiinted piste. Néin ollen d(z;, a) > d(z;, p)—d(p,a) — oo.
Koska d oli mielivaltainen, niin dgy (X, P) = 0.
Kasitelldan viela tapaus, 0 < diam X < oo. Olkoon d sallittu
metritkka X U P:ssd. Jos dy(X, P) < diam(X)/2, niin kaikilla
x,y € X pitee

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) < 2dy(X, P),
jolloin

diam X < 2dy(X,p) < diam X,

joka on ristiriita, koska 0 < diam X < co. Néin ollen dy (X, P) >
% diam X.
Olkoon d': X LU P x X U P — R sellainen, ettd d'|X x X on
X' metrikkaa, d'(z,a) = d'(a, z) = diam X/2 kaikilla z € X (ja
d'(a,a) = 0). Talloin d' on selvésti symmetrinen ja d'(z,y) = 0
jos ja vain jos x = y. Kolmioepdyhtédlon osoittamiseksi riittéaa
tarkastella tapausta x,y € X ja z = a. Talléin

1 1
d(z,y) < diamX = 3 diam X + 3 diam X

= d(z,a) +d(a,y).
Niin ollen d’ on sallittu metriikka X U P:ssi. Koska

di(X, P) = max{sup disty ({z}, P), dista (X, {a}) = % diam X,
reX
niin dgy (X, P) = 5 diam X.

(b) Mééritelmén mukaan jono (X;) suppenee Gromov-Hausdorff mie-
lessi kohti P:té jos ja vain jos dgy(X;, P) — 0, kun i — oo.
Toisaalta (a)-kohdan perusteella dgy(X;, P) — 0 jos ja vain jos
diam X; — 0.



