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Viimeiset harjoitustehtävät. Ratkaisut on palautettava viimeistään kes-

kiviikkona 3.12.

1. Olkoon (X, Γ, µ) σ-äärellinen mitta-avaruus ja P : Γ → {0, 1} sel-
lainen funktio, että jokainen positiivimittainen A ∈ Γ sisältää po-
sitiivimittaisen joukon V ∈ Γ, jolla P (V ) = 1. Osoita, että X on
numeroituva yhdiste

X = Z ∪
⋃

i=1

Vi,

missä µ(Z) = 0, joukot Vi ∈ Γ ovat erillisiä ja P (Vi) = 1 ∀i.

[Muistutus: X on σ-äärellinen, jos X on numeroituva yhdiste X =
∪iXi, missä Xi ∈ Γ ja µ(Xi) < ∞.]

Kun f ∈ LIP(X) ja x ∈ X, niin määritellään

|f |x = Lip f(x).

2. Olkoon g ∈ LIP(X), x ∈ X, f = (f1, . . . , fn), missä fi ∈ LIP(X),
ja λ ∈ R

n. Osoita, että

lim
y→x

|g(y)− g(x) − λ ·
(

f(y) − f(x)
)

|

d(x, y)
= 0,

jos ja vain jos |g(·)− λ · f(·)|x = 0.

3. Olkoon {(Xα, xα)} ei-degeneroitunut vahva mitallinen differentioi-
tuva struktuuri. Osoita, että

|λ · xα|x > 0

kaikilla λ ∈ R
N(α) ja m.k. x ∈ Xα.

4. Oletetaan, että Xα ∩ Xβ ∩ Xγ 6= ∅. Osoita, että

MαβMβγ = Mαγ

melkein kaikkialla Xα ∩ Xβ ∩ Xγ:ssa.

5. (a) Osoita, että |·|x : LIP(X) → R toteuttaa kolmioepäyhtälön

|f + g|x ≤ |f |x + |g|x

kaikilla f, g ∈ LIP(X).
(b) Olkoon f ∈ LIP(X). Osoita, että

‖df(x)‖x = Lip f(x)

melkein kaikilla x ∈ X (ks. Korollari 6.9).


