Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Metristen avaruuksien differentioituvat struktuurit
Harjoitus 8, 2007

Viimeiset harjoitustehtavit. Ratkaisut on palautettava viimeistéén kes-
kiviikkona 3.12.

1.

Olkoon (X,T',u) o-dérellinen mitta-avaruus ja P: I' — {0,1} sel-
lainen funktio, ettd jokainen positiivimittainen A € IT" siséltdd po-
sitiivimittaisen joukon V € T, jolla P(V) = 1. Osoita, ettd X on
numeroituva yhdiste

xX=zulJv,
i=1
missd p(Z) = 0, joukot V; € T" ovat erillisia ja P(V;) =1 Vi.
[Muistutus: X on o-#érellinen, jos X on numeroituva yhdiste X =
U; X, missd X; € T ja u(X;) < 00,

Kun f € LIP(X) ja € X, niin médritellaan
| fl. = Lip f(x).

Olkoon g € LIP(X), z € X, f = (f1,..., fa), missd f; € LIP(X),
ja A € R". Osoita, ettd

i 19W) — 9(2) =2 (f(y) = f2))]
y—x d(x,y)

=0,

jos ja vain jos g(-) = A+ F(-)l, = 0.
Olkoon {(X,,2,)} ei-degeneroitunut vahva mitallinen differentioi-
tuva struktuuri. Osoita, etté

A 2ol >0
kaikilla A € RV jamk. z € X,.

Oletetaan, ettd X, N Xz N X, # 0. Osoita, ettd
Mo Mgy = Moy
melkein kaikkialla X, N X3 N X, :ssa.

(a) Osoita, ettd |-|,: LIP(X) — R toteuttaa kolmioepayhtélon

|f+9le < 1fla+9la
kaikilla f, g € LIP(X).
(b) Olkoon f € LIP(X). Osoita, etté
ldf ()l = Lip (=)
melkein kaikilla x € X (ks. Korollari 6.9).



