Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Metristen avaruuksien differentioituvat struktuurit
Harjoitus 5, 2007

Niiden tehtédvien ratkaisut on palautettava viimeistddn maanantaina
5.11.

1. Konstruoi kompaktit metriset avaruudet X ja X;, ¢ € N, siten, etta
deu(X;, X) — 0, mutta ettei ehto

dGH(B$i(pi7T)7BX(p7T)) _>0 VT > O
toteudu milldén valinnoilla p; € X;, p € X.

2. Olkoon w vapaa ultrafiltteri N:ssé, Y topologinen avaruus ja S C Y
suljettu. Olkoon y, € Y, n € N, jono s.e. y, € S kaikilla n € A,
missid w(A) = 1. Oletetaan, ettd lim, y, on olemassa. Osoita, ettd
lim,y, € S.

3. Olkoot (X;,p;), ¢ € N, tuplaavia ankkuroituja metrisid avaruuk-

sia samalla tuplausvakiolla C. Oletetaan, ettid (X, p;) SR (X,p).
Osoita, ettd X on tuplaava vakiolla, joka riippuu vain C'sté (esim.
vakiolla C?).

4. Konstruoi metrinen avaruus X ja pisteet p € X ja g € X siten, etté
jokaisella r > 0 kuulat B(p,r) ja B(q,r) ovat isometriset, mutta
ettei ole olemassa isometriaa f: X — X jolla f(p) = gq.

[Vihje: Yritd konstruoida X niin, ettd card X = 5.]

5. Oletetaan, etta (X, p;) GH, (X, p), missd X;:t ovat rajoitetusti kom-
pakteja ja X on taydellinen. Osoita, ettd X on rajoitetusti kompak-
ti.



