Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Metrinen geometria

Harjoitus 1

1.2.2006

Kurssin voi suorittaa joko (a) ratkaisemalla (riittdvén méadran) kotitehtéavia
ja palauttamalla ratkaisut kirjallisena arvosteltaviksi tai (b) loppukokeella.
Namé tehtavit on palautettava viimeistdan keskiviikkona 1.2.
1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus.

(a) Osoita, ettd (X,d*), 0 < o < 1, on metrinen avaruus.

(b) Osoita, ettd (X, dp), missé

d(z,y)
do(l’,y) - 1+ d(.’IJ,y)’

on metrinen avaruus.
(c) Tutki, ovatko topologiat Ty, Zge ja T4, samat.

2. [Kuratowski| Osoita, ettéd jokainen metrinen avaruus X voidaan isomet-
risesti upottaa Banach-avaruuteen £°°(X).

3. [Fréchet] Osoita, etté jokainen separoituva metrinen avaruus voidaan iso-
metrisesti upottaa Banach-avaruuteen ¢>° = (*°(N).

4. Osoita, ettd metrinen avaruus X on tédydellinen, jos ja vain jos silld on
seuraava ominaisuus: Jos (X,,) on jono epityhjid suljettuja X:n osajouk-
koja s.e. X,,41 C X, ja diam(X,,) — 0, niin N, X,, # 0.

5. (a) Olkoon f: X — Y bi-Lipschitz homeomorfismi. Osoita, ettd X on
taydellinen, jos ja vain jos Y on tdydellinen.
(b) Anna esimerkki homeomorfisista metrisisté avaruuksista X ja Y s.e.
X on téaydellinen, mutta Y ei ole taydellinen.
6. Olkoon X = (R? dy,), missé ds on normin ||-||o, midrdimi metriikka,
ja olkoon Y = R? varustettuna standardilla metriikalla. Olkoon

A= {(_17 1)7 (17 _1)7 (17 1)}
jaf: A=Y,
f(_l) 1) = (_170)7 f(17 _1) = (170)7 f(17 1) = (07 \/g)

Osoita, ettd f on 1-Lipschitz kuvaus, jolla ei ole 1-Lipschitz jatkoa jouk-
koon A U {(0,0)}.

[Vihjeitd kddntopuolella. |
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2. Kiinnitd zyp € X ja tutki funktioita f,: X — R, fy(z) = |z —y|—|z—z0|.
3. Kiinnité tihed {zg, z1,...} C X ja tutki kuvausta

z— (lz = z1| — |z1 — 20|, |[# — 22| — |22 — 20],...).



