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Luku 1

Johdanto

Suunnistettu Riemannin monisto on kvasisäännöllisesti elliptinen, jos on olemassa kvasi-
säännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus, euklidiselta avaruudelta monistolle. Kvasi-
säännölliset kuvaukset ovat jatkuvia kuvauksia, jotka ovat riittävän säännöllisiä ja joiden
tangenttikuvaukset muuttavat konformigeometriaa vain rajoitetun määrän. Mielenkiin-
toinen tutkimuskysymys on, millaiset suunnistetut Riemannin monistot ovat kvasisään-
nöllisesti elliptisiä. Kvasisäännöllisesti elliptisten suunnistettujen Riemannin monistojen
kontekstissa monistot ovat aina reunattomia. Työssä ei käsitellä reunallisia monistoja ol-
lenkaan, joten jatkossa moniston reunattomuutta ei mainita erikseen.

Varopouloksen tulos [19, X.5.1 Theorem, s. 146] sanoo, että kompakti ja suunnistettu
Riemannin monisto ei ole kvasisäännöllisesti elliptinen, jos moniston perusryhmä kasvaa
liian nopeasti.

Vuonna 1981 Gromov esitti kysymyksen, ovatko kaikki kompaktit, yhdesti yhtenäiset
ja suunnistetut Riemannin monistot kvasisäännöllisesti elliptisiä; katso [6, s. 200]. Bonk
ja Heinonen osoittivat seuraavan tuloksen kompakteista, yhtenäisistä ja suunnistetuista
Riemannin monistoista, jotka ovat kvasisäännöllisesti elliptisiä.

Lause 1.1. [2, Theorem 1.1, s. 219] Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnis-
tettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn →M K-kvasisäännöllinen
kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Tällöin

dimH∗(M) ≤ C(n,K).

Bonk ja Heinonen esittivät konjektuurin, että moniston de Rhamin kohomologiaren-
kaan dimensiota rajoittava vakio voitaisiin saada riippumaan ainoastaan moniston dimen-
siosta. Prywes todisti seuraavan lauseen, joka todisti Bonkin ja Heinosen konjektuurin ja
vastasi Gromovin avoimeen kysymykseen; katso [14, Theorem 1.1, s. 863].
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Lause 1.2. Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole
vakiokuvaus. Tällöin

dimH`(M) ≤
(
n

`

)
jokaisella ` ∈ {0, . . . , n}.

Jokaisella n ≥ 2 n-ulotteinen torus T n = S1 × · · · × S1 on sellainen kvasisäännöllises-
ti elliptinen, kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto, että
dimH`(T n) =

(
n
`

)
jokaisella ` ∈ {0, . . . , n}. Näin ollen lause 1.2 antaa parhaan mahdolli-

sen arvion.
Lause 1.2 vastasi Gromovin kysymykseen seuraavasti. Lauseen 1.2 avulla voidaan pe-

rustella, että neljän tai useamman karteesisen tulon S2 × S2 yhtenäinen summa, joka on
kompakti, yhdesti yhtenäinen ja suunnistettu Riemannin monisto, ei ole kvasisäännölli-
sesti elliptinen; katso [14, Corollary 1.2, s. 864]. Esimerkki ei ole triviaali, sillä karteesinen
tulo S2×S2 ja kahden karteesisen tulon S2×S2 yhtenäinen summa ovat kvasisäännöllisesti
elliptisiä; katso [15, s. 183] ja [17, Theorem 1, s. 97].

Tässä työssä käsitellään tarvittavat esitiedot ja todistetaan Prywesin lause. Työssä
seurataan Prywesin todistusta suurimmaksi osaksi. Kuitenkin osia Prywesin todistuk-
sesta on muokattu ja uudelleen muotoiltu työssä. Loppu johdannosta on työssä esitetyn
todistuksen alkuperäisestä poikkeavien piirteiden ja työn yleisen rakenteen kuvailua.

Yksi askel Prywesin lauseen todistuksessa on osoittaa seuraava tulos. Tulos vastaa
Prywesin todistuksessa propositiota [14, Proposition 2.2, s. 869] ja työssä propositiota
8.1.

Propositio (Heikon käänteisen Hölderin epäyhtälön propositio). Olkoot n ≥ 2 ja M
kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja
f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2

sellainen luku, että H`(M) 6= 0. Tällöin kuvauksen f Jacobiaani Jf toteuttaa heikon
käänteisen Hölderin epäyhtälön

1∣∣1
2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

Jf ≤ C(n,M,K)

(
1

|B|

∫
B

J
n
n+1

f

)n+1
n

,

missä B = Bn(x, r) ⊂ Rn on mielivaltainen kuula ja 1
2
B = Bn

(
x, r

2

)
.

Prywesin esittämässä heikon käänteisen Hölderin epäyhtälön proposition todistuksessa
havaittiin puute. Prywes kiinnittää todistuksessa sellaiset differentiaalimuodot α ∈ Ω`(M)
ja β ∈ Ωn−`(M), että

∫
M
α∧ β = 1, ja implisiittisesti käyttää oletusta, että differentiaali-

muotojen α ja β ulkoinen tulo α∧ β on ei-negatiivinen. Ulkoisen tulon ei-negatiivisuuden
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oletus ei kuitenkaan välttämättä pidä paikkaansa kiinnitetyillä differentiaalimuodoilla.
Työssä ongelma on ratkaistu käyttämällä harmonisia muotoja.

Prywesin lauseen todistuksessa tarvitaan seuraavaa tulosta. Bonk ja Heinonen todis-
tivat kyseisen tuloksen todistaessaan lausetta 1.1; katso [2, Theorem 1.11, s. 224]. Prywes
viittaa tuloksen Bonkin ja Heinosen todistukseen. Työssä tulos vastaa lausetta 8.7.

Lause (Nopean kasvun lause). Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu
n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen
kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Oletetaan, että H`(M) 6= 0 jollakin 1 ≤ ` ≤ n

2
. Tällöin

on olemassa sellainen vakio ξ > 0, että

lim inf
r→∞

Af (B
n(0, r))

rξ
> 0.

Erityisesti pätee, että Af (Bn(0, r))→∞, kun r →∞.

Bonkin ja Heinosen nopean kasvun lauseen todistus perustuu de Rhamin kohomologian
H`(M) epätriviaalin ekvivalenssiluokan 0 6= c ∈ H`(M) harmonisen edustajan ωc 6= 0
pullback-muodon f ∗ωc 6= 0 korkeampaan integroituvuuteen(

1∣∣Bn
(
0, r

2

)∣∣ ∫
Bn(0, r

2)
|f ∗ωc|q

) 1
q

≤ C

(
1

|Bn(0, r)|

∫
Bn(0,r)

|f ∗ωc|
n
`

) `
n

jollakin q > n
`
jokaisella r > 0 ja arvioon∫

Bn(0,r)

|f ∗ωc|
n
` ≤ CAf (B

n(0, r))

jokaisella r > 0. Työssä puolestaan osoitetaan, että nopean kasvun lause seuraa heikon
käänteisen Hölderin epäyhtälön propositiosta. Tunnetuilla tekniikoilla [1] heikon kääntei-
sen Hölderin epäyhtälön propositiosta seuraa Jacobiaanin Jf korkeampi integroituvuus(

1∣∣Bn
(
0, r

2

)∣∣ ∫
Bn(0, r

2)
J bf

) 1
b

≤ C(n,M,K, b)
1

|Bn(0, r)|

∫
Bn(0,r)

Jf

jollakin b > 1 jokaisella r > 0. Yksinkertaisella epäyhtälön manipuloinnilla tästä seuraa
jokaisella r > 0 arvio

(1.3)
Af (B

n(0, r))

rn(1− 1
b )

≥ C(n,M,K, b)

(∫
Bn(0, r

2)
J bf

) 1
b

.
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Koska f on kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus, niin sen Jacobiaani Jf on ei-
negatiivinen funktio, joka ei ole vakiokuvaus nolla. Tämä ja arvio (1.3) osoittavat nopean
kasvun lauseen väitteen.

Työn alaluvussa 7.4 määritellään kvasisäännöllisen kuvauksen kohomologinen arvojen-
jakautumisraja, joka on työssä kehitetty käsite. Merkittävin uudelleen muotoilu Prywesin
todistukseen tehdään työssä siinä, että Prywesin lauseen todistus palautetaan seuraavaan
tulokseen. Tulos vastaa työn lausetta 7.22.

Lause (Kohomologisen arvojenjakautumisrajan olemassaololause). Olkoot n ≥ 2 ja M
kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja
f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2

sellainen, että H`(M) 6= 0. Tällöin on olemassa sellainen kuvauksen f `:s kohomologinen
arvojenjakautumisraja

L : H`(M)→ L
n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)),

että ∣∣{x ∈ Bn(0, 1) : jono (Lc1(x), . . . , Lck(x)) ⊂ Λ`(Rn) on vapaa
}∣∣ > 0

jokaisella avaruuden H`(M) kannalla (c1, . . . , ck).

Kohomologisen arvojenjakautumisrajan olemassaololause todistetaan luvussa kahdek-
san. Luvuissa 2-7 käsitellään tarvittavia esitietoja. Osa esitiedoista on sellaisia, että tulos-
ten todistuksia ei löydy perusoppikirjoista ja niiden todistukset on käsitelty täydellisyyden
vuoksi. Osa esitiedoista taas on sellaisia, että tulosten todistukset on rajattu pois työstä
ja viitattu muihin lähteisiin.

Yleisesti ottaen lukijan esitiedoiksi oletetaan de Rham-teorian perusteet esimerkiksi
teoksesta [13] ja Sobolev-teorian perusteet esimerkiksi teoksesta [5]. Lukijaa myös suo-
sitellaan tutustumaan teoksiin [1] ja [16], joissa käsitellään kvasisäännöllisiä kuvauksia
euklidisten avaruuksien välillä. Muistiinpanoissa [12] yleistetään teoria kvasisäännöllisistä
kuvauksista euklidisten avaruuksien välillä teoriaksi kvasisäännöllisistä kuvauksista suun-
nistettujen Riemannin monistojen välillä.

Käydään seuraavaksi läpi lukujen 2-7 sisältöä.
Työn toisessa luvussa käsitellään suunnistetun Riemannin moniston Riemannin tila-

vuusmuotoa ja Riemannin mittaa.
Luvussa kolme esitellään de Rhamin kohomologia ja siihen liittyviä tunnettuja tulok-

sia, kuten Poincarén duaaliteetti ja Hodgen lause. Hodgen lause esitetään antamatta sen
todistusta, mutta kiinnostunut lukija voi tutustua teokseen [20]. Luvussa myös määritel-
lään suljettujen differentiaalimuotojen duaalijono ja johdetaan Riemannin tilavuusmuo-
dolle esitys differentiaalimuotojen parin avulla.

6



Neljännessä luvussa kerrataan kuvausten Sobolev-avaruuksien määritelmiä ja upotuk-
sia euklidisessa avaruudessa. Luku sisältää myös lyhyen johdatuksen heikkoon käänteiseen
Hölderin epäyhtälöön ja korkeampaan integroituvuuteen.

Luvun viisi alussa esitellään euklidisen avaruuden differentiaalimuotojen Lp-avaruudet
ja heikko suppeneminen kyseisissä avaruuksissa. Tämän jälkeen määritellään euklidisen
avaruuden differentiaalimuotojen Sobolev-avaruudet ja kyseisten avaruuksien normit. Lu-
vussa osoitetaan, että osittaisintegrointi differentiaalimuotojen Sobolev-avaruudessa vas-
taa Stokesin lausetta. Luvun lopuksi todistetaan Sobolev-Poincaré epäyhtälö Sobolev-
avaruuden differentiaalimuodoille. Sobolev-Poincaré epäyhtälön todistus perustuu teok-
sessa [9] esitellyn kuulan Poincaré-operaattorin jatkuvuuteen. Kuulan Poincaré-operaatto-
rin jatkuvuutta ei todisteta, mutta väite palautetaan singulaaristen integraalien teoriaan
[4]. Singulaaristien integraalien teoriaa ei käsitellä tässä työssä sen enempää.

Kuudennessa luvussa käsitellään neljännen ja viidennen luvun käsitteitä monistolla.
Luvussa esitellään muun muassa oikea säännöllisyyden luokka kuvauksille euklidiselta ava-
ruudelta sileälle monistolle, jotta voidaan määritellä kvasisäännöllinen kuvaus euklidiselta
avaruudelta suunnistetulle Riemannin monistolle seuraavassa luvussa.

Luvussa seitsemän päästään vihdoin määrittelemään kvasisäännölliset kuvaukset se-
kä euklidiselta avaruudelta euklidiselle avaruudelle että euklidiselta avaruudelta suunnis-
tetulle Riemannin monistolle. Luvussa esitetään kvasisäännöllisen kuvauksen pullback-
operaation tärkeitä perustuloksia ja annetaan kvasisäännöllisen kuvauksen kohomologisen
arvojenjakautumisrajan määritelmä.
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Luku 2

Riemannin moniston tilavuusmuoto ja
mitta

Tässä luvussa käydään läpi vektoriavaruuden ulkoisen potenssin ja suunnistetun Rieman-
nin moniston peruskäsitteitä.

2.1 Ulkoinen potenssi ja suunnistava muoto
Tässä alaluvussa tutkitaan äärellisulotteisten vektoriavaruuksien ulkoisia potensseja ja
suunnistavia muotoja; katso [10, luku 9] ja [13, luku 2].

Määritelmä 2.1. Olkoon ` ∈ N. Äärellisulotteisen vektoriavaruuden V `:s ulkoinen po-
tenssi on vektoriavaruus

Λ`(V ) = {f : V ` → R : f on alternoiva multilineaarikuvaus}.

Olkoot `1, `2 ∈ N ja olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus. Tällöin jokaisella ω ∈
Λ`1(V ) ja jokaisella τ ∈ Λ`2(V ) muotojen ω ja τ ulkoinen tulo ω ∧ τ ∈ Λ`1+`2(V ) on
määritelty kaavalla

(ω ∧ τ)(v1, . . . , v`1+`2) =
∑

σ∈S(`1,`2)

sgn(σ)ω(vσ(1), . . . , vσ(`1))τ(vσ(`1+1), . . . , vσ(`1+`2))

kaikilla v1, . . . , v`1+`2 ∈ V , missä S(`1, `2) on (`1, `2)-sekoitusten joukko. Permutaatio
σ : {1, . . . , `1 + `2} → {1, . . . , `1 + `2} on (`1, `2)-sekoitus, jos

σ(1) < · · · < σ(`1) ja σ(`1 + 1) < · · · < σ(`1 + `2).
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Kaikilla ω1, . . . , ωn ∈ Λ1(V ) ulkoinen tulo ω1 ∧ · · · ∧ ωn ∈ Λn(V ) yksinkertaistuu
muotoon

(ω1 ∧ · · · ∧ ωn)(v1, . . . , vn) = det

 ω1(v1) . . . ω1(vn)
... . . . ...

ωn(v1) . . . ωn(vn)


kaikilla v1, . . . , vn ∈ V .

Olkoot (e1, . . . , en) avaruuden V kanta ja (ε1, . . . , εn) vastaava duaalikanta. Tällöin `:llä
ulkoisella potenssilla Λ`(V ) on kanta {εi1∧· · ·∧εi` : i1 < · · · < i`}. Koska dim Λ`(V ) =

(
n
`

)
,

niin voidaan luonnollisesti sopia, että Λ0(V ) = R.

Määritelmä 2.2. Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus. Muoto ω ∈ Λn(V ) on suunnis-
tava muoto, jos ω 6= 0. Tällöin merkitään ω = volV .

Huomautus 2.3. Koska avaruus Λn(V ) on yksiulotteinen, niin suunnistava muoto on nor-
mitusta ja merkkiä vaille yksikäsitteinen.

Määritelmä 2.4. Olkoot V ja W äärellisulotteisia vektoriavaruuksia ja T : V → W
lineaarikuvaus. Tällöin lineaarikuvaus T indusoi pullback-kuvauksen T ∗ : Λ`(W )→ Λ`(V ),
joka on määritelty kaavalla

(2.5) (T ∗ω)(v1, . . . , v`) = ω(Tv1, . . . , T v`)

jokaisella ω ∈ Λ`(W ) ja kaikilla v1, . . . , v` ∈ V .

Olkoot V ja W n-ulotteisia vektoriavaruuksia ja T : V → W lineaarikuvaus. Koska
avaruus Λn(V ) on yksiulotteinen, niin on olemassa sellainen yksikäsitteinen luku JT ∈ R,
että

(2.6) T ∗ volW = JT volV .

2.2 Avaruuden Λ`(V ) sisätulo ja indusoitu normi
Olkoon (V, 〈·, ·〉V ) n-ulotteinen sisätuloavaruus. Tässä alaluvussa määritellään avaruuden
Λ`(V ) sisätulo; katso [10, luku 9]. Tämän jälkeen tarkastellaan sisätulon indusoiman nor-
min yhteyttä operaattorinormiin eri tapauksissa.

Olkoot (e1, . . . , en) avaruuden V ortonormaali kanta ja (ε1, . . . , εn) vastaava duaali-
kanta. Avaruudelle Λ`(V ) saadaan sisätulo

〈ω, τ〉Λ`(V ) =
∑

i1<···<i`

ωI τI ,
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missä ω =
∑

i1<···<i` ωI εi1 ∧ · · · ∧ εi` ja τ =
∑

i1<···<i` τI εi1 ∧ · · · ∧ εi` .
Avaruuden Λ`(V ) normi ||·||Λ`(V ) on sisätulon 〈·, ·〉Λ`(V ) indusoima normi. Koska ava-

ruuden Λ`(V ) alkiot ovat lineaarikuvauksia V ` → R, niin niille on myös määritelty ope-
raattorinormi. Kerrataan operaattorinormin määritelmä.

Määritelmä 2.7. Olkoot (V, ||·||V ) ja (W, ||·||W ) normiavaruuksia. Tällöin lineaariku-
vauksen T : V → W operaattorinormi on määritelty kaavalla

||T ||op = sup{||Tv||W : v ∈ V, ||v||V = 1}.

Olkoon (V, 〈·, ·〉V ) äärellisulotteinen sisätuloavaruus. Tällöin ulkoinen potenssi Λ`(V )
on äärellisulotteinen sisätuloavaruus. Koska äärellisulotteisten vektoriavaruuksien normit
ovat ekvivalentteja, niin on olemassa sellainen vakio C > 0, että

||ω||op ≤ C ||ω||Λ`(V )

jokaisella ω ∈ Λ`(V ). Näin saatu vakio C saattaa kuitenkin riippua avaruudesta V . Seu-
raavassa lemmassa osoitetaan, että vakio riippuu ainoastaan avaruuden V dimensiosta.
Tämä on kätevä tulos myöhemmin, kun tarkastellaan tangenttiavaruuksia.

Lemma 2.8. Olkoon (V, 〈·, ·〉V ) n-ulotteinen sisätuloavaruus. Tällöin

||ω||op ≤ n ||ω||Λ`(V )

jokaisella ω ∈ Λ`(V ).

Todistus. Olkoot (e1, . . . , en) avaruuden V ortonormaali kanta, (ε1, . . . , εn) vastaava du-
aalikanta ja

ω =
∑

i1<···<i`

ωI εi1 ∧ · · · ∧ εi` ∈ Λ`(V ).

Olkoot vektorit v1, . . . , v` ∈ V yksikkövektoreita. Tällöin on olemassa sellainen (` × n)-
matriisi A = (aij), että

vi =
n∑
j=1

aijej ja ||vi||2V =
n∑
j=1

a2
ij
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jokaisella i = 1, . . . , `. Nyt

ω(v1, . . . , v`) =
∑

i1<···<i`

ωI εi1 ∧ · · · ∧ εi`(v1, . . . , v`)

=
∑

i1<···<i`

ωI det

 εi1(v1) . . . εi1(v`)
... . . . ...

εi`(v1) . . . εi`(v`)


=

∑
i1<···<i`

ωI det

 a1i1 . . . a`i1
... . . . ...
a1i` . . . a`i`

 ,

joten Hadamardin epäyhtälön nojalla pätee epäyhtälö

|ω(v1, . . . , v`)| ≤
∑

i1<···<i`

|ωI |

∣∣∣∣∣∣∣det

 a1i1 . . . a`i1
... . . . ...
a1i` . . . a`i`


∣∣∣∣∣∣∣ ≤

∑
i1<···<i`

|ωI |
∏̀
k=1

(∑̀
j=1

a2
kij

) 1
2

≤
∑

i1<···<i`

|ωI |
∏̀
k=1

(
n∑

m=1

a2
km

) 1
2

=
∑

i1<···<i`

|ωI |
∏̀
k=1

||vk||V

=
∑

i1<···<i`

|ωI | ≤ n

( ∑
i1<···<i`

ω2
I

) 1
2

= n ||ω||Λ`(V ) .

Täten väite on todistettu.

Olkoon ` ∈ N. Koska euklidisen avaruuden Rn `:s ulkoinen potenssi Λ`(Rn) on äärel-
lisulotteinen vektoriavaruus, niin on olemassa sellainen vakio C > 0, että

||ω||Λ`(Rn) ≤ C ||ω||op

jokaisella ω ∈ Λ`(Rn). Tällöin ei ole taattua, että vakio C ei riipu luvusta `. Seuraava
lemma osoittaa, että tällainen vakio on olemassa.
Lemma 2.9. Jokaisella n ∈ N on olemassa sellainen vakio C(n) > 0, että

||ω||Λ`(Rn) ≤ C(n) ||ω||op

jokaisella ω ∈ Λ`(Rn).

Todistus. Olkoot n ∈ N ja ` ∈ N. Koska Λ`(Rn) on äärellisulotteinen vektoriavaruus, niin
on olemassa sellainen vakio C(`) > 0, että

||ω||Λ`(Rn) ≤ C(`) ||ω||op

jokaisella ω ∈ Λ`(Rn). Valitaan C(n) = max{C(`) : ` ≤ n}.
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2.3 Riemannin moniston tilavuusmuoto
Tässä alaluvussa tutustutaan Riemannin tilavuusmuodon määritelmään ja olemassaoloon.
Palautetaan aluksi mieleen suunnistetun moniston ja suunnistavan muodon määritelmät.

Työssä sileän n-monistonM sileiden `-muotojen avaruutta merkitään Ω`(M) jokaisella
` = 0, . . . , n.

Määritelmä 2.10. Sileä n-monisto M on suunnistettu, jos on olemassa sellainen diffe-
rentiaalimuoto ω ∈ Ωn(M), että ωx 6= 0 jokaisella x ∈ M . Tällöin muotoa ω kutsutaan
suunnistavaksi muodoksi. Sanotaan, että tangenttiavaruuden TxM kanta (v1, . . . , vn) on
positiivisesti suunnistettu, jos ω(v1, . . . , vn) > 0.

Huomautus 2.11. Moniston M suunnistava muoto ω : M → Λn(TM) on pisteittäin tan-
genttiavaruuksien TxM suunnistava muoto kuten määritelmässä 2.2, sillä ωx ∈ Λn(TxM)
ja ωx 6= 0 jokaisella x ∈M .

Määritelmä 2.12. Olkoon M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Suunnista-
va muoto ω ∈ Ωn(M) on moniston M Riemannin tilavuusmuoto, jos ωx(v1, . . . , vn) = 1
jokaisella x ∈M jokaisella tangenttiavaruuden TxM positiivisesti suunnistetulla ortonor-
maalilla kannalla (v1, . . . , vn). Tällöin merkitään ω = volM .

Euklidinen avaruus Rn on suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja sen Rie-
mannin tilavuusmuoto volRn on sileä differentiaalimuoto dx1 ∧ · · · ∧ dxn : Rn → Λn(Rn).
Yleisemmin jokaisella suunnistetulla Riemannin monistolla on olemassa Riemannin ti-
lavuusmuoto, kuten seuraavassa propositiossa osoitetaan; katso [13, Proposition 9.16, s.
73].

Propositio 2.13. Olkoon M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Tällöin mo-
nistolla M on olemassa Riemannin tilavuusmuoto volM ∈ Ωn(M).

Todistus. Olkoon ω ∈ Ωn(M) suunnistava muoto. Halutaan määritellä sellainen sileä
funktio f : M →]0,∞[, että f(x) = ωx(v1, . . . , vn) jokaisella x ∈ M jokaisella tangent-
tiavaruuden TxM positiivisesti suunnistetulla ortonormaalilla kannalla (v1, . . . , vn). Täl-
löin sileällä funktiolla 1

f
kertominen normittaa suunnistavan muodon ω tangettiavaruuk-

sien positiivisesti suunnistettujen ortonormaalien kantojen suhteen, joten voidaan valita
volM = 1

f
ω ∈ Ωn(M).

Osoitetaan, että funktio f on hyvin määritelty monistolla M . Olkoon x ∈M . Tarkas-
tellaan tangenttiavaruuden TxM kahta positiivisesti suunnistettua ortonormaalia kantaa
(v1, . . . , vn) ja (w1, . . . , wn). Tällöin on olemassa sellainen ortogonaalinen (n× n)-matriisi
A = (aij), että

wi =
n∑
j=1

aijvj
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jokaisella i = 1, . . . , n. Koska matriisi A on ortogonaalinen, niin joko detA = 1 tai detA =
−1. Toisaalta pätee

ωx(w1, . . . , wn) = detA · ωx(v1, . . . , vn),

missä ωx(w1, . . . , wn) > 0 ja ωx(v1, . . . , vn) > 0. Täten täytyy olla detA = 1 ja voidaan
asettaa f(x) = ωx(w1, . . . , wn) = ωx(v1, . . . , vn).

Osoitetaan, että funktio f on sileä. Olkoon pari (V, h) kartta monistolla M , missä
karttakuvaus h = (h1, . . . , hn) on suunnansäilyttävä. Määritellään jokaisella i = 1, . . . , n

vektorikentät Xi ∈ T (V ), x 7→
(

∂
∂hi

)
x
. Koska (X1(x), . . . , Xn(x)) on tangenttiavaruuden

TxM positiivisesti suunnistettu kanta jokaisella x ∈ V , niin voidaan soveltaa Gramin-
Schmidtin menetelmää. Täten on olemassa sellainen yläkolmiomatriisi B : V → Rn×n,
B(x) = (bij(x)), että bii(x) > 0 jokaisella i = 1, . . . , n, funktio bij ◦ h−1 : h(V ) → R on
sileä jokaisella i = 1, . . . , n ja jokaisella j = 1, . . . , n ja (X̄1(x), . . . , X̄n(x)) on tangenttia-
varuuden TxM positiivisesti suunnistettu ortonormaali kanta jokaisella x ∈ V , missä

X̄i(x) =
n∑
j=1

bij(x)Xj(x)

jokaisella i = 1, . . . , n. Tällöin saadaan yhtäsuuruus

f ◦ h−1(x) = ωh−1(x)(X̄1(h−1(x)), . . . , X̄n(h−1(x)))

= (detB)(h−1(x)) · ωh−1(x)(X1(h−1(x)), . . . , Xn(h−1(x)))

= (detB)(h−1(x)) ·
(
(Dh−1(x))∗ωh−1(x)

)
(e1, . . . , en)

= (detB)(h−1(x)) · ((h−1)∗ω)x(e1, . . . , en),

joten funktion f lokaaliesitys on sileä. Täten funktio f on sileä.
Lemma 2.14. Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja volM ∈ Ωn(M)
Riemannin tilavuusmuoto. Tällöin ||(volM)x||op = 1 jokaisella x ∈M .
Todistus. Olkoot x ∈M ja (e1, . . . , en) tangenttiavaruuden TxM positiivisesti suunnistet-
tu ortonormaali kanta. Koska |(volM)x(e1, . . . , en)| = 1, niin ||(volM)x||op ≥ 1.

Olkoot v1, . . . , vn ∈ TxM yksikkövektoreita. Tällöin on olemassa sellainen (n × n)-
matriisi A = (aij), että

vi =
n∑
j=1

aijej ja
n∑
j=1

a2
ij = 1

jokaisella i = 1, . . . , n. Nyt Hadamardin epäyhtälöstä seuraa arvio

|(volM)x(v1, . . . , vn)| = |detA| |(volM)x(e1, . . . , en)| ≤
n∏
i=1

(
n∑
j=1

a2
ij

) 1
2

= 1.
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2.4 Bilipschitz-jatkuvan diffeomorfismin Jacobiaani ja
tangenttikuvauksen operaattorinormi

Halutaan osoittaa, että bilipschitz-jatkuvan karttakuvauksen Jacobiaani ja tangenttiku-
vauksen operaattorinormi ovat rajoitettuja. Tässä alaluvussa todistetaan väitteestä vah-
vempi muoto, missä riittää, että kuvaus on bilipshitz-jatkuva diffeomorfismi. Annetaan
aluksi Jacobiaanin määritelmä.

Määritelmä 2.15. Olkoot M ja N suunnistettuja n-ulotteisia Riemannin monistoja ja
f : M → N sileä kuvaus. Kuvauksen f Jacobiaani on funktio Jf : M → R, joka toteuttaa
yhtälön

(2.16) Jf volM = f ∗ volN

jokaisella x ∈M , missä (f ∗ volN)x = (Df(x))∗((volN)f(x)).

Huomautus 2.17. Jokaisella x ∈ M pätee Jf (x) = JDf(x), missä luku JDf(x) ∈ R saadaan
yhtälöstä (2.6) lineaariselle tangenttikuvaukselle Df(x) : TxM → Tf(x)N ja tilavuusmuo-
doille (volM)x ja (volN)f(x).

Lause 2.18. Olkoot M ja N n-ulotteisia suunnistettuja Riemannin monistoja ja f : M →
N L-bilipschitz-jatkuva diffeomorfismi. Tällöin

(2.19) L−1 ≤ ||Df(x)||op ≤ L

ja

(2.20) L−n ≤ Jf (x) ≤ Ln

jokaisella x ∈M .

Muotoillaan ja todistetaan lauseen 2.18 todistusta varten seuraava lemma.

Lemma 2.21. Olkoot M n-ulotteinen Riemannin monisto, x ∈ M ja γ : ] − δ, δ[→ M
sellainen sileä polku, että γ(0) = x. Tällöin

lim
t→0

dM(x, γ(t))

|t|
= ||γ̇0||TxM .

Todistus. Olkoon U ⊂ M pisteen x normaaliympäristö. Voidaan valita sellainen δ0 > 0,
että γ(t) ∈ U jokaisella t ∈ [−δ0, δ0]. Tällöin jokaisella t ∈ [−δ0, δ0] on olemassa sellainen
tangenttiavaruuden vektori vt ∈ TxM , että expx(vt) = γ(t). Täten jokaisella t ∈ [−δ0, δ0]
voidaan kirjoittaa dM(x, γ(t)) = dM(γvt(0), γvt(1)) = ||vt||TxM .
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Olkoot (w1, . . . , wn) tangenttiavaruuden TxM ortonormaali kanta, (e1, . . . , en) euklidi-
sen avaruuden Rn luonnollinen kanta ja T : TxM → Rn lineaarikuvaus, joka on määritelty
kaavalla

∑n
i=1 aiwi 7→

∑n
i=1 aiei. Tällöin

γ̇0 =
(
D exp−1

x (x)
)

(γ̇0) = T−1

(
d

dt

(
(T ◦ exp−1

x ◦γ)(t)
)
|t=0

)
= T−1

(
lim
t→0

(T ◦ exp−1
x ◦γ)(t)

t

)
= lim

t→0

(exp−1
x ◦γ)(t)

t
= lim

t→0

vt
t

ja

||γ̇0||TxM = lim
t→0

∣∣∣∣∣∣vt
t

∣∣∣∣∣∣
TxM

= lim
t→0

dM(x, γ(t))

|t|
.

Lauseen 2.18 todistus. Todistetaan ensin epäyhtälö (2.19). Olkoot x ∈ M ja v ∈ TxM
yksikkövektori. Tällöin lemman 2.21 nojalla pätee

||(Df(x))(v)||Tf(x)N =
∣∣∣∣∣∣ ˙(f ◦ γv)0

∣∣∣∣∣∣
Tf(x)N

= lim
t→0

dN(f(x), (f ◦ γv)(t))
|t|

≤ L lim
t→0

dM(x, γv(t))

|t|
= L lim

t→0

||v||TxM |t|
|t|

= L.

Täten ||Df(x)||op ≤ L jokaisella x ∈M . Myös käänteiskuvaukselle f−1 : N →M saadaan
arvio ||Df−1(x)||op ≤ L jokaisella x ∈ N . Nyt jokaisella x ∈M pätee epäyhtälö

1 =
∣∣∣∣Df−1(f(x)) ◦Df(x)

∣∣∣∣
op
≤
∣∣∣∣Df−1(f(x))

∣∣∣∣
op
||Df(x)||op ,

joten

||Df(x)||op ≥
1

||Df−1(f(x))||op

≥ 1

L

jokaisella x ∈M .
Todistetaan nyt epäyhtälö (2.20). Olkoon x ∈M . Käyttämällä Jacobiaanin Jf määri-

telmää 2.15 ja lemmaa 2.14 saadaan yhtäsuuruus

|Jf (x)| = |Jf (x)| · ||(volM)x||op = ||Jf (x)(volM)x||op = ||(f ∗ volN)x||op .

Arvioidaan termiä ||(f ∗ volN)x||op seuraavasti. Olkoot v1, . . . , vn ∈ TxM yksikkövektoreita.
Nyt jokaisella i = 1, . . . , n pätee Df(x)vi 6= 0, sillä lineaarikuvaus Df(x) on kääntyvä ja
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vi 6= 0. Tällöin lemman 2.14 nojalla saadaan arvio

|(f ∗ volN)x(v1, . . . , vn)|
=
∣∣(volN)f(x)(Df(x)v1, . . . , Df(x)vn)

∣∣
=

(
n∏
i=1

||Df(x)vi||Tf(x)N

)∣∣∣∣∣(volN)f(x)

(
Df(x)v1

||Df(x)v1||Tf(x)N
, . . . ,

Df(x)vn
||Df(x)vn||Tf(x)N

)∣∣∣∣∣
≤

(
n∏
i=1

||Df(x)||op

)∣∣∣∣(volN)f(x)

∣∣∣∣
op

= ||Df(x)||nop ≤ Ln.

Täten ||(f ∗ volN)x||op ≤ Ln. Näin ollen on osoitettu, että Jf (x) ≤ |Jf (x)| ≤ Ln jokaisella
x ∈M . Sama arvio pätee myös käänteiskuvakselle f−1, eli Jf−1(x) ≤ Ln jokaisella x ∈ N .
Tällöin Jf (x)−1 = Jf−1(f(x)) ≤ Ln jokaisella x ∈M .

2.5 Riemannin moniston mitta
Tässä alaluvussa määritellään suunnistetun n-ulotteisen Riemannin monistonM Rieman-
nin mitta µ, jonka konstruktio on vastaavanlainen kuin Lebesguen mitan m konstruktio
avaruudessa Rn. Avaruudessa Rn Lebesguen mitan suhteen integroiminen ja tilavuusmuo-
toa volRn vasten integroiminen yhtyvät, eli∫

Rn
f volRn =

∫
Rn
f dm

jokaisella f ∈ Cc(Rn,R). Koska Riemannin monisto M on suunnistettu, niin on olemassa
Riemannin tilavuusmuoto volM . Halutaan säilyttää kyseinen ominaisuus myös monistolla
M Riemannin tilavuusmuodon volM suhteen, joten Riemannin mitan µ tulee toteuttaa
ehto

(2.22)
∫
M

f volM =

∫
M

f dµ

jokaisella f ∈ Cc(M,R). Käytetään mitan määrittelemisessa Rieszin esityslausetta ja sen
todistusta [18, 2.14 Theorem, s. 40] lineaarikuvaukselle T : Cc(M,R)→ R, f 7→

∫
M
f volM .

Tarkistetaan ensin, että tilanne toteuttaa Rieszin esityslauseen oletukset. Tiedetään,
että monisto M on lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus. Riittää siis osoittaa, että
lineaarikuvaus T on positiivinen. Olkoon f ∈ Cc(M,R) sellainen, että f ≥ 0. Tällöin

Tf =

∫
M

f volM =
∑
α∈I

∫
hα(Vα)

(h−1
α )∗(λαf volM),
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missä {(Vα, hα)}α∈I on positiivinen kartasto, joka on yhteensopiva tilavuusmuodon volM
kanssa, ja {λα}α∈I on peitteen {Vα}α∈I alistama sileä ykkösenositus. Osoitetaan, että
kaikilla indekseillä α ∈ I summattava termi on ei-negatiivinen. Summattava termi on
muotoa ∫

hα(Vα)

(h−1
α )∗(λαf volM) =

∫
hα(Vα)

(λα ◦ h−1
α )(f ◦ h−1

α )(Jhα ◦ h−1
α )−1dm,

missä integroitavat funktiot ovat ei-negatiivisia, joten myös integraali on ei-negatiivinen.
Konstruoidaan seuraavaksi mitta ja σ-algebra kuten Rieszin esityslauseen todistukses-

sa. Esitellään sitä varten joitakin merkintöjä. Käytetään jatkossa seuraavia merkintöjä
sellaisille funktioille f ∈ Cc(M,R), että 0 ≤ f ≤ 1. Jos K ⊂ M on sellainen kompakti
osajoukko, että f(x) = 1 jokaisella x ∈ K, niin merkitään

K ≺ f.

Jos U ⊂M on sellainen avoin osajoukko, että supp f ⊂ U , niin merkitään

f ≺ U.

Määritellään nyt joukkofunktio µ : P(M)→ [0,∞] seuraavasti. Avoimille osajoukoille
U ⊂M asetetaan

µ(U) = sup{Tf : f ≺ U}

ja kaikille osajoukoille E ⊂M asetetaan

µ(E) = inf{µ(U) : E ⊂ U, U ⊂M avoin}.

Olkoon Γ0 sellaisten osajoukkojen E ⊂M kokoelma, että µ(E) <∞ ja

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E,K on kompakti}.

Nyt voidaan muodostaa kokoelma Γ määrittelemällä

Γ = {E ⊂M : E ∩K ∈ Γ0 jokaisella kompaktilla joukolla K ⊂M}.

Tällöin Rieszin esityslauseen nojalla Γ on σ-algebra, joka sisältää Borel-joukot, ja kuvaus
µ : Γ→ [0,∞] on mitta, jolla on ominaisuudet (i)-(v):

(i) Kompakteilla joukoilla K ⊂M pätee

µ(K) = inf{Tf : K ≺ f} <∞.

17



(ii) Funktioilla f ∈ Cc(M,R) pätee∫
M

f volM =

∫
M

fdµ.

(iii) Avoimilla joukoilla E ⊂M ja sellaisilla joukoilla E ∈ Γ, että µ(E) <∞, pätee

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E, K on kompakti}.

(iv) Mitta µ on numeroituvasti subadditiivinen, eli jokaisella jonolla E1, E2, . . . ∈ Γ pätee

µ

(
∞⋃
i=1

Ei

)
≤

∞∑
i=1

µ(Ei).

(v) Mitta µ on täydellinen.

Huomautus 2.23. Konstruoitava mitta on yksikäsitteinen. Riemannin monistolla Rn Rie-
mannin mitta on tuttu Lebesguen mitta m ja siihen liittyvä σ-algebra on Leb Rn.

2.6 Lusinin ominaisuudet
OlkootM suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja µ Riemannin mitta monistolla
M . Tässä alaluvussa osoitetaan, että moniston M bilipschitz-jatkuvat karttakuvaukset
toteuttavat Lusinin ominaisuudet (N) ja (N−1).

Työssä joukon E ⊂ Rn mittaa Lebesguen mitassa merkitään |E|.
Lemma 2.24. Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja µ Riemannin
mitta monistolla M . Olkoon pari (V, h) sellainen kartta monistolla M , että karttakuvaus
h on L-bilipschitz-jatkuva. Olkoon E ⊂ V sellainen osajoukko, että µ(E) = 0. Tällöin
pätee |h(E)| = 0.

Todistus. Olkoon ε > 0. Tällöin on olemassa sellainen avoin U ⊂ V , että E ⊂ U ja
µ(U) < εL−n. Nyt h(E) ⊂ h(U) ⊂ h(V ) ja h(U) on avoin. Täten

|h(E)| ≤ |h(U)| = sup

{∫
Rn
f dm : f ≺ h(U)

}
.

Olkoon f ∈ Cc(Rn,R) sellainen funktio, että f ≺ h(U). Tällöin f ◦ h ≺ U . Koska µ(U) <
εL−n, niin T (f ◦ h) < εL−n. Täten epäyhtälöstä (2.20) seuraa arvio∫

Rn
f dm =

∫
h(V )

f dm ≤ Ln
∫
h(V )

fJh−1 dm = Ln
∫
h(V )

(h−1)∗(f ◦ h volM)

= Ln
∫
M

f ◦ h volM = LnT (f ◦ h) < ε.
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Näin ollen |h(U)| ≤ ε ja väite on todistettu.

Lemma 2.25. Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja µ Riemannin
mitta monistolla M . Olkoon pari (V, h) sellainen kartta monistolla M , että karttakuvaus
h on L-bilipschitz-jatkuva. Olkoon E ⊂ h(V ) sellainen osajoukko, että |E| = 0. Tällöin
pätee µ(h−1(E)) = 0.

Todistus. Olkoon ε > 0. Tällöin on olemassa sellainen avoin U ⊂ h(V ), että E ⊂ U ja
|U | < εL−n. Nyt h−1(U) on sellainen avoin joukko, että h−1(E) ⊂ h−1(U). Näin ollen pätee
µ(h−1(E)) ≤ µ(h−1(U)). Olkoon f ∈ Cc(M,R) sellainen funktio, että f ≺ h−1(U) ⊂ V .
Nyt epäyhtälön (2.20) nojalla saadaan arvio

Tf =

∫
M

f volM =

∫
h(V )

(h−1)∗(f volM) =

∫
U

(f ◦ h−1)Jh−1 dm ≤ Ln |U | < ε.

Täten µ(h−1(U)) ≤ ε ja väite seuraa.
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Luku 3

De Rhamin kohomologia

Tämä luku käsittelee de Rhamin kohomologiaan ja harmonisiin muotoihin liittyviä mää-
ritelmiä ja tuloksia. Tärkeimpiä tuloksia ovat Poincarén duaaliteetti ja Hodgen lause.

3.1 Poincarén duaaliteetti
Tässä alaluvussa tarkastellaan de Rhamin kohomologiaa ja Poincarén duaaliteettia. Ala-
luvun tulokset oletetaan tunnetuiksi eikä niitä todisteta, mutta tarvittaessa lukija voi
tutustua teokseen [13].

Määritelmä 3.1. Sileän moniston M `:s de Rhamin kohomologia on vektoriavaruus

H`(M) =
{moniston M suljetut `−muodot}
{moniston M eksaktit `−muodot}

=
{ω ∈ Ω`(M) : dω = 0}
{dτ : τ ∈ Ω`−1(M)}

.

Olkoon M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu sileä n-monisto. Seuraava propositio
kertoo, että sileiden suljettujen n-muotojen integroiminen yli monistonM antaa isomorfis-
min de Rhamin kohomologian Hn(M) ja reaalilukujen välille. Erityisesti, jos ω ∈ Ωn(M)
on sellainen suljettu muoto, että

∫
M
ω = 0, niin ω on eksakti.

Propositio 3.2. [13, Corollary 10.14, s. 91] Olkoon M kompakti, yhtenäinen ja suunnis-
tettu sileä n-monisto. Tällöin kuvaus∫

M

: Hn(M)→ R, [ω] 7→
∫
M

ω,

on isomorfismi.
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Olkoon M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu sileä n-monisto. Seuraava lause, jo-
ka on tunnettu Poincarén duaaliteettina, antaa propositiota 3.2 yleisemmän tuloksen.
Poincarén duaaliteetti antaa isomorfismin de Rhamin kohomologian H`(M) ja de Rha-
min kohomologian Hn−`(M) duaalin välille jokaisella ` ∈ {0, . . . , n}. Tässäkin isomorfismi
syntyy sileiden suljettujen n-muotojen integroimisesta yli moniston M .

Lause 3.3. [13, Theorem 13.5 (Poincarén duaaliteetti), s. 131] Olkoon M kompakti, yh-
tenäinen ja suunnistettu sileä n-monisto. Tällöin kuvaus

D`
M : H`(M)→ Hn−`(M)∗, [ω] 7→

(
[τ ] 7→

∫
M

ω ∧ τ
)
,

on isomorfismi jokaisella ` ∈ {0, . . . , n}.

Olkoon M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu sileä n-monisto. Seuraavat kaksi tu-
losta kertovat, että moniston M de Rhamin kohomologiat ovat äärellisulotteisia, jolloin
Poincarén duaaliteetista saatu avaruuksien H`(M) ja Hn−`(M)∗ välinen isomorfismi an-
taa isomorfismin avaruuksien H`(M) ja Hn−`(M) välille. Tämä symmetria de Rhamin
kohomologioiden välillä yksinkertaistaa lauseen 1.2 todistusta.

Propositio 3.4. [13, Corollary 9.25, s. 80] Olkoon M kompakti sileä n-monisto. Tällöin
H`(M) on äärellisulotteinen jokaisella ` ∈ {0, . . . , n}.

Korollaari 3.5. Olkoon M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu sileä n-monisto. Tällöin
H`(M) ∼= Hn−`(M) jokaisella ` ∈ {0, . . . , n}.

Todistus. Lauseen 3.3 nojalla pätee H`(M) ∼= Hn−`(M)∗. Lisäksi lauseen 3.4 perusteella
avaruus Hn−`(M) on äärellisulotteinen, joten Hn−`(M) ∼= Hn−`(M)∗. Täten H`(M) ∼=
Hn−`(M)∗ ∼= Hn−`(M).

Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin
monisto. Korollaarin 3.5 nojalla lauseen 1.2 todistuksessa riittää tarkastella tapauksia 0 ≤
` ≤ n

2
. Lisäksi monisto M on yhtenäinen, joten dimH0(M) = dimR = 1 ja tapauksessa

` = 0 saadaan haluttu yläraja kohomologian dimensiolle. Jatkossa voidaan siis olettaa,
että 1 ≤ ` ≤ n

2
. Lisäksi haluttu yläraja pätee triviaalisti, jos H`(M) = 0, joten voidaan

olettaa, että H`(M) 6= 0.

3.2 Suljettujen differentiaalimuotojen duaalijono
Tässä alaluvussa esitellään de Rhamin kohomologian ekvivalenssiluokkien duaalijonon
käsite, jolla on läheinen yhteys Poincarén duaaliteetin kanssa.
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Määritelmä 3.6. Olkoot M sileä n-monisto ja ([α1], . . . , [αk]) avaruuden H`(M) jono.
Avaruuden Hn−`(M) jonoa ([β1], . . . , [βk]) kutsutaan jonon ([α1], . . . , [αk]) duaalijonoksi,
jos ∫

M

αi ∧ βj = δij

jokaisella i = 1, . . . , k ja jokaisella j = 1, . . . , k. Erikoistapauksessa k = 1 voidaan myös
puhua duaaliparista [α] ja [β].

Olkoot M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu sileä n-monisto, ([α1], . . . , [αk]) ava-
ruuden H`(M) jono ja ([β1], . . . , [βk]) avaruuden Hn−`(M) jono. Koska∫

M

αi ∧ βj =
(
D`
M [αi]

)
([βj]),

niin jono ([β1], . . . , [βk]) on jonon ([α1], . . . , [αk]) duaalijono, jos ja vain jos(
D`
M [αi]

)
([βj]) = δij

jokaisella i = 1, . . . , k ja jokaisella j = 1, . . . , k. Todistetaan nyt duaalijonon olemassao-
lo de Rhamin kohomologian kannalle käyttämällä tätä yhteyttä Poincarén duaaliteetin
kanssa.

Lause 3.7. Olkoon M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu sileä n-monisto. Olkoon
([α1], . . . , [αk]) avaruuden H`(M) kanta. Tällöin on olemassa jonon ([α1], . . . , [αk]) du-
aalijono ([β1], . . . , [βk]).

Todistus. Koska ([α1], . . . , [αk]) on avaruuden H`(M) kanta ja lauseen 3.3 nojalla ku-
vaus D`

M : H`(M) → Hn−`(M)∗ on isomorfismi, niin (D`
M [α1], . . . , D`

M [αk]) on avaruu-
den Hn−`(M)∗ kanta. Tällöin avaruudella Hn−`(M)∗∗ on duaalikanta (γ1, . . . , γk), missä
funktio γi : Hn−`(M)∗ → R toteuttaa ehdon γi(D

`
M [αj]) = δij jokaisella i = 1, . . . , k ja

jokaisella j = 1, . . . , k.
Kuvaus T : Hn−`(M) → Hn−`(M)∗∗, joka on määritelty kaavalla (Tδ)(γ) = γ(δ) jo-

kaisella δ ∈ Hn−`(M) ja jokaisella γ ∈ Hn−`(M)∗, on isomorfismi. Täten on olemassa
sellaiset [β1], . . . , [βk] ∈ Hn−`(M), että T [βi] = γi jokaisella i = 1, . . . , k. Nyt∫

M

αi ∧ βj =
(
D`
M [αi]

)
([βj]) = (T [βj]) (D`

M [αi]) = γj(D
`
M [αi]) = δij

jokaisella i = 1, . . . , k ja jokaisella j = 1, . . . , k.
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3.3 Harmoninen muoto
Tässä alaluvussa käsitellään harmonisia muotoja ja niihin liittyviä käsitteitä; katso [20,
luku 6].

OlkoonM kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja x ∈M . Koska
avaruus Λ`(TxM) on äärellisulotteinen sisätuloavaruus, niin jokaisella ω ∈ Λ`(TxM) on
olemassa yksikäsitteinen avaruuden Λn−`(TxM) alkio ∗ω, joka toteuttaa ehdon

(3.8) ω ∧ τ = 〈∗ω, τ〉Λ`(TxM) (volM)x

jokaisella τ ∈ Λ`(TxM). Hodgen tähtioperaattori on lineaarikuvaus

∗ : Λ`(TxM)→ Λn−`(TxM), ω 7→ ∗ω.

Seuraava lemma osoittaa, että Hodgen tähtioperaattori kuvaa ortonormaalit kannat
yksinkertaisella kaavalla ortonormaaleille kannoille.

Lemma 3.9. Olkoot M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja
x ∈M . Olkoon (e1, . . . , en) avaruuden TxM positiivisesti suunnistettu ortonormaali kanta
ja (ε1, . . . , εn) sitä vastaava duaalikanta. Tällöin

(3.10) ∗(εσ(1) ∧ · · · ∧ εσ(`)) = sgn(σ) εσ(`+1) ∧ · · · ∧ εσ(n)

jokaisella σ ∈ S(`, n− `). Lisäksi Hodgen tähtioperaattori ∗ : Λ`(TxM)→ Λn−`(TxM) on
isometria.

Todistus. Olkoon σ ∈ S(`, n− `). Koska ε1 ∧ · · · ∧ εn ∈ Λn(TxM) ja avaruus Λn(TxM) on
yksiulotteinen, niin on olemassa sellainen vakio C, että ε1 ∧ · · · ∧ εn = C(volM)x. Jono
(e1, . . . , en) on avaruuden TxM positiivisesti suunnistettu ortonormaali kanta ja volM on
Riemannin tilavuusmuoto, joten

1 = ε1 ∧ · · · ∧ εn(e1, . . . , en) = C(volM)x(e1, . . . , en) = C.

Täten ε1 ∧ · · · ∧ εn = (volM)x ja

εσ(1) ∧ · · · ∧ εσ(`) ∧ εσ(`+1) ∧ · · · ∧ εσ(n)

= sgn(σ) ε1 ∧ · · · ∧ εn = sgn(σ) (volM)x

= sgn(σ)
〈
εσ(`+1) ∧ · · · ∧ εσ(n), εσ(`+1) ∧ · · · ∧ εσ(n)

〉
Λn−`(TxM)

(volM)x

=
〈
sgn(σ) εσ(`+1) ∧ · · · ∧ εσ(n), εσ(`+1) ∧ · · · ∧ εσ(n)

〉
Λn−`(TxM)

(volM)x.

Tämä osoittaa yhtälön 3.10. Yhtälö 3.10 taas osoittaa, että Hodgen tähtioperaattori
∗ : Λ`(TxM) → Λn−`(TxM) kuvaa avaruuden Λ`(TxM) ortonormaalin kannan avaruu-
den Λn−`(TxM) ortonormaaliksi kannaksi. Näin ollen Hodgen tähtioperaattori on isomet-
ria.
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Koska Hodgen tähtioperaattori on isometria, niin se toteuttaa myös seuraavan vaih-
toehtoisen muotoilun yhtälöstä (3.8).

Lemma 3.11. Olkoot M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja
x ∈M . Tällöin

(3.12) ω ∧ ∗τ = 〈ω, τ〉Λ`(TxM) (volM)x

jokaisella ω ∈ Λ`(TxM) ja jokaisella τ ∈ Λ`(TxM).

Todistus. Olkoot ω, τ ∈ Λ`(TxM). Käyttämällä yhtälöä (3.8) ja lemmaa 3.9 saadaan yh-
täsuuruus

ω ∧ ∗τ = 〈∗ω, ∗τ〉Λ`(TxM) (volM)x = 〈ω, τ〉Λ`(TxM) (volM)x.

Osoitetaan seuraavassa lemmassa, että yhdistetty Hodgen tähtioperaattori yksinker-
taistuu mahdolliseksi merkinvaihdoksi.

Lemma 3.13. Olkoot M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja
x ∈ M . Yhdistetty Hodgen tähtioperaattori ∗∗ : Λ`(TxM) → Λ`(TxM) toteuttaa yhtälön
∗∗ = (−1)`(n−`).

Todistus. Olkoon ω ∈ Λ`(TxM). Osoitetaan, että jokaisella τ ∈ Λ`(TxM) pätee

〈∗ ∗ ω, τ〉Λ`(TxM) (volM)x =
〈
(−1)`(n−`)ω, τ

〉
Λ`(TxM)

(volM)x.

Koska (volM)x 6= 0, niin tämä todistaa väitteen.
Olkoon τ ∈ Λ`(TxM). Tällöin yhtälön (3.8) ja lemman 3.9 nojalla saadaan, että pätee

〈∗ ∗ ω, τ〉Λ`(TxM) (volM)x = ∗ω ∧ τ = (−1)`(n−`)(τ ∧ ∗ω)

= (−1)`(n−`) 〈∗τ, ∗ω〉Λn−`(TxM) (volM)x

= (−1)`(n−`) 〈τ, ω〉Λ`(TxM) (volM)x

=
〈
(−1)`(n−`)ω, τ

〉
Λ`(TxM)

(volM)x.

Olkoon M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Hodgen tähtio-
peraattoriksi kutsutaan myös lineaarikuvausta ∗ : Ω`(M)→ Ωn−`(M), joka on määritelty
pisteittäin Hodgen tähtioperaattorilla ∗ : Λ`(TxM)→ Λn−`(TxM).

Käyttämällä Hodgen tähtioperaattoria ja ulkoista derivaattaa voidaan määritellä seu-
raavat operaattorit. Kodifferentiaalioperaattori on lineaarikuvaus δ : Ω`(M) → Ω`−1(M),
joka on määritelty kaavalla δ = (−1)n(`+1)+1 ∗ d∗. Laplacen operaattori on lineaarikuvaus
∆: Ω`(M)→ Ω`(M), joka on määritelty kaavalla ∆ = δd+ dδ.
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Lemma 3.14. Olkoon M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Laplacen operaattori ja Hodgen tähtioperaattori kommutoivat.

Todistus. Halutaan osoittaa, että kuvaukset ∗∆: Ω`(M) → Ωn−`(M) ja ∆∗ : Ω`(M) →
Ωn−`(M) ovat sama kuvaus. Tutkitaan ensin kuvausta ∗∆. Lemman 3.13 nojalla pätee,
että

∗∆ = ∗(δd+ dδ) = ∗δd+ ∗dδ = ∗((−1)n(`+2)+1 ∗ d∗)d+ ∗d((−1)n(`+1)+1 ∗ d∗)
= (−1)n(`+2)+1 ∗ ∗d ∗ d+ (−1)n(`+1)+1 ∗ d ∗ d ∗
= (−1)n(`+2)+1(−1)`(n−`)d ∗ d+ (−1)n(`+1)+1 ∗ d ∗ d ∗ .

Koska
∆∗ = (δd+ dδ)∗ = δd ∗+dδ∗,

niin riittää osoittaa, että

(3.15) (−1)n(`+2)+1(−1)`(n−`)d ∗ d = dδ∗

ja

(3.16) (−1)n(`+1)+1 ∗ d ∗ d∗ = δd ∗ .

Käyttämällä lemmaa 3.13 uudestaan saadaan, että pätee

dδ∗ = d((−1)n(n−`+1)+1 ∗ d∗)∗ = (−1)n(n−`+1)+1d ∗ d ∗ ∗ = (−1)n(n−`+1)+1(−1)`(n−`)d ∗ d.

Täten yhtäsuuruus (−1)n(`+2)+1 = (−1)n(n−`+1)+1 osoittaa yhtälön (3.15). Koska

δd∗ = ((−1)n(n−`+2)+1 ∗ d∗)d∗ = (−1)n(n−`+2)+1 ∗ d ∗ d∗

ja (−1)n(n−`+2)+1 = (−1)n(`+1)+1, niin on osoitettu myös yhtälö (3.16). Näin ollen väite on
todistettu.

Määritelmä 3.17. OlkoonM kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Differentiaalimuoto ω ∈ Ω`(M) on harmoninen muoto, jos ∆ω = 0.

Seuraava propositio antaa luonnehdinnan harmonisille muodoille kodifferentiaaliope-
raattorin ja ulkoisen derivaatan suhteen; katso [20, 6.3 Proposition, s. 221].

Propositio 3.18. Olkoot M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto
ja δ kodifferentiaalioperaattori. Tällöin differentiaalimuoto ω ∈ Ω`(M) on harmoninen
muoto, jos ja vain jos sekä dω = 0 että δω = 0.
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Todistetaan proposition 3.18 todistusta varten seuraava lemma; katso [20, 6.2 Propo-
sition, s. 221].
Lemma 3.19. Olkoot M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja δ
kodifferentiaalioperaattori. Tällöin

(3.20)
∫
M

dω ∧ ∗τ =

∫
M

ω ∧ ∗δτ

jokaisella ω ∈ Ω`(M) ja jokaisella τ ∈ Ω`+1(M).
Todistus. Olkoot ω ∈ Ω`(M) ja τ ∈ Ω`+1(M). Lemman 3.13 perusteella pätee

∗δτ = ∗((−1)n(`+2)+1 ∗ d∗)τ = (−1)n(`+2)+1(−1)`(n−`)d ∗ τ = (−1)`+1d ∗ τ.
Täten

d(ω ∧ ∗τ) = dω ∧ ∗τ + (−1)`ω ∧ d ∗ τ = dω ∧ ∗τ − ω ∧ ∗δτ
ja väite seuraa Stokesin lauseesta [13, Theorem 10.8 (Stokesin lause), s. 88].

Proposition 3.18 todistus. Olkoon ω ∈ Ω`(M). Oletetaan, että dω = 0 ja δω = 0. Tällöin
∆ω = (δd+dδ)ω = δdω+dδω = 0, joten ω on harmoninen muoto. Tämä todistaa väitteen
yhden suunnan.

Todistetaan nyt väitteen toinen suunta. Oletetaan, että ω on harmoninen muoto. Täl-
löin voidaan kirjoittaa

0 =

∫
M

∆ω ∧ ∗ω =

∫
M

(δd+ dδ)ω ∧ ∗ω =

∫
M

δdω ∧ ∗ω +

∫
M

dδω ∧ ∗ω

ja tutkia erikseen summan termejä.
Käyttämällä yhtälöitä (3.19) ja (3.12) summan toiseen termiin saadaan yhtäsuuruus∫

M

dδω ∧ ∗ω =

∫
M

δω ∧ ∗δω =

∫
M

〈δω, δω〉 volM ,

missä funktio 〈δω, δω〉 on pisteittäin sisätulo 〈(δω)x, (δω)x〉Λ`−1(TxM).
Vastaavasti summan ensimmäiselle termille saadaan yhtälöiden (3.19) ja (3.12) nojalla

yhtäsuuruus∫
M

δdω ∧ ∗ω =

∫
M

〈δdω, ω〉 volM =

∫
M

〈ω, δdω〉 volM =

∫
M

ω ∧ ∗δdω

=

∫
M

dω ∧ ∗dω =

∫
M

〈dω, dω〉 volM ,

missä funktio 〈dω, dω〉 on pisteittäin sisätulo 〈(dω)x, (dω)x〉Λ`+1(TxM).
Näin ollen

0 =

∫
M

〈δω, δω〉 volM +

∫
M

〈dω, dω〉 volM ,

joten δω = 0 ja dω = 0. Täten on todistettu myös väitteen toinen suunta.
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3.4 Hodgen lause
Tässä alaluvussa lausutaan todistamatta harmonisten muotojen tärkeä tulos, että kom-
paktin ja suunnistetun Riemannin moniston jokaisella de Rhamin kohomologian ekviva-
lenssiluokalla on yksikäsitteinen harmoninen edustaja. Lause tunnetaan Hodgen lauseena.

Lause 3.21. [20, 6.11 Theorem, s. 225] Olkoot M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu
n-ulotteinen Riemannin monisto ja c ∈ H`(M). Tällöin ekvivalenssiluokalla c on yksikä-
sitteinen harmoninen edustaja ωc.

Muotoillaan lauseesta 3.21 käytännöllinen korollaari, jota tarvitaan työssä.

Korollaari 3.22. Olkoon M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rieman-
nin monisto. Oletetaan, että H`(M) 6= 0. Tällöin on olemassa sellaiset suljetut differen-
tiaalimuodot α ∈ Ω`(M) ja β ∈ Ωn−`(M), että α ∧ β = f volM , missä f ∈ C∞(M,R) on
ei-negatiivinen funktio, joka ei ole vakiofunktio nolla.

Todistus. Koska H`(M) 6= 0, niin on olemassa sellainen ekvivalenssiluokka c ∈ H`(M),
että c 6= 0. Lauseen 3.21 nojalla ekvivalenssiluokalla c on yksikäsitteinen harmoninen
edustaja ωc. Osoitetaan, että voidaan valita α = ωc ja β = ∗α, missä ∗ : Ω`(M) →
Ωn−`(M) on Hodgen tähtioperaattori.

Lemman 3.14 nojalla myös differentiaalimuoto β on harmoninen muoto. Näin ollen
differentiaalimuodot α ja β ovat suljettuja proposition 3.18 perusteella. Lisäksi yhtälön
(3.12) nojalla pätee yhtälö

α ∧ β = 〈α, α〉 volM ,

missä sileä ja ei-negatiivinen funktio 〈α, α〉 on pisteittäin sisätulo 〈αx, αx〉Λ`(TxM). Koska
α ∈ c 6= 0, niin funktio 〈α, α〉 ei ole vakiofunktio nolla. Tämä todistaa väitteen.

3.5 Riemannin tilavuusmuodon esitys
OlkoonM kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot
ω ∈ Ω`(M) ja τ ∈ Ωn−`(M) sellaisia differentiaalimuotoja, että ω ∧ τ = g volM , missä
g ∈ C∞(M,R) on positiivinen funktio. Tällöin Riemannin tilavuusmuoto volM voidaan
kirjoittaa differentiaalimuotojen ω ja τ avulla muodossa volM = 1

g
ω ∧ τ .

Olkoot α ∈ Ω`(M) ja β ∈ Ωn−`(M) sellaisia differentiaalimuotoja, että α∧β = f volM ,
missä funktio f ∈ C∞(M,R) on ei-negatiivinen funktio, joka ei ole vakiofunktio nolla.
Tällaisia differentiaalimuotoja esiintyy korollaarin 3.22 seurauksena. Koska funktio f voi
saada myös arvon nolla, niin Riemannin esitysmuodolle volM ei saada esitystä differenti-
aalimuotojen α ja β avulla yhtä suoraviivaisesti kuin differentiaalimuotojen ω ja τ avulla.
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Tässä alaluvussa etsitään Riemannin tilavuusmuodolle esitys differentiaalimuotojen α ja
β avulla käyttämällä hyväksi tietoa, että funktio f ei ole vakiofunktio nolla; katso [14,
Lemma 2.3, s. 870].

Lemma 3.23. Olkoon M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin
monisto. Olkoot α ∈ Ω`(M) ja β ∈ Ωn−`(M) sellaisia differentiaalimuotoja, että α ∧ β =
f volM , missä f ∈ C∞(M,R) on ei-negatiivinen funktio, joka ei ole vakiofunktio nolla.
Tällöin on olemassa sellainen sileä ykkösenositus {λν}kν=1 monistolla M , että

(3.24) volM = c

k∑
ν=1

λνΦ
∗
ν(α ∧ β),

missä c ∈ C∞(M,R) on positiivinen funktio ja kuvaus Φν : M →M on suunnansäilyttävä
diffeomorfismi jokaisella ν = 1, . . . , k.

Todistetaan lemman 3.23 todistusta varten seuraava lemma; katso [7, Isotopy Lemma,
s. 142].

Lemma 3.25. Olkoot M yhtenäinen sileä n-monisto, a ∈ M ja x ∈ M . Tällöin on
olemassa sellainen suunnansäilyttävä diffeomorfismi Φ: M →M , että Φ(x) = a.

Todistus. Määritellään moniston M relaatio ∼ ehdolla y ∼ z, jos on olemassa sellainen
suunnanasäilyttävä diffeomorfismi Ψ: M → M , että Ψ(y) = z. Tällöin määritelty relaa-
tio ∼ on ekvivalenssirelaatio, joten voidaan tutkia ekvivalenssiluokkia. Osoitetaan, että
ekvivalenssiluokat ovat avoimia joukkoja, jolloin monisto M on on yhdiste erillisistä avoi-
mista joukoista. Koska monisto M on yhtenäinen, niin tämän nojalla on olemassa vain
yksi ekvivalenssiluokka, eli x ∼ a ja väite on todistettu.

Alustetaan ensin tilannetta euklidisessa avaruudessa Rn ja palautetaan sitten yleinen
tapaus euklidiseen avaruuteen kartoilla. Olkoot ρ ∈ C∞c (R,R) ja σ ∈ C∞c (Rn−1,R) sellaisia
funktioita, että supp ρ ⊂] − ε, ε[, ρ(0) = 1, suppσ ⊂ Bn−1(0, δ) ja σ(0) = 1. Tällöin on
olemassa sellaiset vakiot C0, C1 ∈ R, että |ρ′(t)| ≤ C0 jokaisella t ∈ R ja |σ(p)| ≤ C1

jokaisella p ∈ Rn−1.
Määritellään jokaisella s ∈] − 1

C0
, 1
C0

[ sileä funktio fs : R → R, t 7→ t + ρ(t)s. Tällöin
fs(t) = t jokaisella t /∈]−ε, ε[, fs(0) = s ja f ′s(t) = 1+ρ′(t)s > 0 jokaisella t ∈ R. Koska fs ∈
C∞(R,R) ja f ′s > 0, niin käänteiskuvauslauseen nojalla funktio fs on suunnansäilyttävä
diffeomorfismi.

Kirjoitetaan Rn = R× Rn−1 ja määritellään jokaisella s ∈]− 1
C0C1

, 1
C0C1

[ sileä funktio
gs : Rn → Rn, (t, v) 7→ (t + σ(v)ρ(t)s, v). Tällöin gs(t, v) = (t, v) jokaisella t /∈] − ε, ε[ ja
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jokaisella v /∈ Bn−1(0, δ). Lisäksi gs(0) = (s, 0) ja

Dgs(t, v) =


1 + σ(v)ρ′(t)s ρ(t)s ∂σ

∂v1
(v) . . . ρ(t)s ∂σ

∂vn−1
(v)

0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1


jokaisella (t, v) ∈ Rn. On saatu, että gs ∈ C∞(Rn,Rn) ja detDgs = 1 + σ(z)ρ′(t)s > 0,
joten käänteiskuvauslauseen nojalla kuvaus gs on suunnansäilyttävä diffeomorfismi.

Olkoon y ∈M . Tällöin voidaan valita sellainen moniston M kartta (V, h), että y ∈ V
ja h(y) = 0. Voidaan edelleen valita sellainen pisteen y ympäristö U ⊂ V , että |h(z)| <
min{ 1

C0
, 1
C0C1
} jokaisella z ∈ U .

Määritellään nyt jokaisella z ∈ U sellainen suunnansäilyttävä diffeomorfismi hz : Rn →
Rn, että hz(0) = h(z). Tämän jälkeen käyttämällä kuvausta hz voidaan määritellä sellai-
nen suunnansäilyttävä diffeomorfismi Ψz : M →M , että Ψz(y) = z.

Tapauksessa n = 1 voidaan valita hz = fh(z). Kun n > 1 voidaan kiertää avaruuden
Rn kahta ensimmäistä akselia suunnansäilyttävällä diffeomorfismilla A : Rn → Rn,

A(w) =

 cos ζ sin ζ 0
− sin ζ cos ζ 0

0 0 I

w.

Valitaan sellainen kulma ζ ∈ [0, 2π[, että A(h(z)) = (s, 0) jollakin s ∈ R. Koska |s| =
|h(z)|, niin kuvaus gs on määritelty, ja voidaan asettaa hz = A−1 ◦ gs ◦ A.

Valitsemalla ε ja δ riittävän pieniksi voidaan valita sellainen pisteen y ympäristö W ,
että W ⊂ V , h−1 ◦ hz ◦ h = id joukossa V \ W ja hz ◦ h(W ) ⊂ h(V ). Täten kuvaus
Ψz : M →M ,

Ψz =

{
h−1 ◦ hz ◦ h, joukossa V,
id, muulloin,

on hyvin määritelty suunnansäilyttävä diffeomorfismi, ja

Ψz(y) = h−1 ◦ hz ◦ h(y) = h−1 ◦ hz(0) = h−1(h(z)) = z.

Lemman 3.23 todistus. Olkoon a ∈ M jokin sellainen piste, että f(a) > 0. Tällöin pis-
teellä a on olemassa sellainen ympäristö U , että funktio f on positiivinen joukossa U .
Olkoon jokaisella x ∈ M kuvaus Φx : M → M sellainen suunnansäilyttävä diffeomorfis-
mi, että Φx(x) = a. Lemman 3.25 perusteella tällainen suunnansäilyttävä diffeomorfismi
on olemassa jokaisella x ∈ M . Nyt kokoelma {Φ−1

x (U)}x∈M on kompaktin moniston M
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avoin peite, joten voidaan valita äärellinen osapeite {Φ−1
xν (U)}kν=1. Olkoon {λν}kν=1 avoi-

men peitteen {Φ−1
xν (U)}kν=1 alistama sileä ykkösenositus monistolla M .

Olkoot

ω =
k∑
ν=1

λνΦ
∗
xν (α ∧ β) ∈ Ωn(M)

ja

c̃ =
k∑
ν=1

λν(f ◦ Φxν )JΦxν ∈ C
∞(M,R).

Riittää osoittaa, että ω = c̃ volM , missä funktio c̃ on positiivinen.
Olkoon x ∈M . Tällöin(

Φ∗xν (α ∧ β)
)
x

=
(
Φ∗xν (f volM)

)
x

= (f ◦ Φxν )(x)
(
Φ∗xν (volM)

)
x

= (f ◦ Φxν )(x)JΦxν (x)(volM)x

jokaisella ν = 1, . . . , k ja

ωx =

(
k∑
ν=1

λν(x)(f ◦ Φxν )(x)JΦxν (x)

)
(volM)x = c̃(x)(volM)x.

Koska kuvaukset Φxν ovat suunnansäilyttäviä, niin JΦxν (x) > 0 jokaisella ν = 1, . . . , k.
Jos x ∈ Φ−1

xν (U), niin (f ◦ Φxν )(x) > 0. Jos taas x /∈ Φ−1
xν (U), niin λν(x) = 0. Näin ollen

λν(x)(f ◦ Φxν )(x) ≥ 0 jokaisella ν = 1, . . . , k. Koska {λν}kν=1 on ykkösenositus, niin on
olemassa sellainen ν0, että x ∈ Φ−1

xν0
(U) ja λν0(x) > 0. Täten

c̃(x) =
k∑
ν=1

λν(x)(f ◦ Φxν )(x)JΦxν (x) > 0.
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Luku 4

Kuvausten Sobolev-avaruudet
euklidisessa avaruudessa

Tämä luku käsittelee kuvausten Sobolev-avaruuksia euklidisessa avaruudessa ja niihin
liittyviä tunnettuja tuloksia.

4.1 Kuvausten Sobolev-avaruudet
Olkoot D ⊂ Rn alue ja 1 ≤ p < ∞. Kerrataan Sobolev-avaruuksien W 1,p(D,R) ja
W 1,p(D,Rn) määritelmät.

Määritelmä 4.1. Olkoot D ⊂ Rn alue ja 1 ≤ p ≤ ∞. Funktio f : D → R kuuluu
avaruuteenW 1,p(D,R), jos f ∈ Lp(D) ja on olemassa sellaiset funktiot v1, . . . , vn ∈ Lp(D),
että jokaisella ϕ ∈ C∞c (D,R) pätee∫

D

viϕ dx = −
∫
D

f
∂ϕ

∂xi
dx.

Funktioita v1, . . . , vn kutsutaan funktion f heikoiksi derivaatoiksi ja merkitään vi = ∂f
∂xi

.
Määritellään mitallinen kuvaus ∇f : D → Rn kaavalla

x 7→
(
∂f

∂x1

(x), . . . ,
∂f

∂xn
(x)

)
melkein jokaisella x ∈ D.

Määritelmä 4.2. Olkoot D ⊂ Rn alue ja 1 ≤ p ≤ ∞. Kuvaus f : D → Rn kuuluu
avaruuteen W 1,p(D,Rn), jos jokainen koordinaattifunktio fi : D → R kuuluu avaruuteen
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W 1,p(D,R). Määritellään mitallinen kuvaus Df : D → Rn×n kaavalla

x 7→


∂f1
∂x1

(x) . . . ∂f1
∂xn

(x)
... . . . ...

∂fn
∂x1

(x) . . . ∂fn
∂xn

(x)

 =

∇f1(x)
...

∇fn(x)


melkein jokaisella x ∈ D ja asetetaan Jf (x) = detDf(x) melkein jokaisella x ∈ D.

Olkoon D ⊂ Rn alue. Seuraava lemma kertoo, että Sobolev-avaruuden W 1,n
loc (D,Rn)

kuvauksen eteen voidaan yhdistää diffeomorfismi ja jälkeen voidaan yhdistää Lipschitz-
jatkuva diffeomorfismi ja yhdistetty kuvaus on edelleen yhtä säännöllinen. Lisäksi yhdis-
tetyn kuvauksen heikkojen derivaattojen matriisi saadaan tutulla ketjusäännöllä melkein
kaikkialla määrittelyjoukossa.

Lemma 4.3. [12, Corollary 3.12, s. 13] Olkoot D0, D1, D2, D3 ⊂ Rn alueita, g : D0 → D1

diffeomorfismi ja h : D2 → D3 Lipschitz-jatkuva diffeomorfismi. Olkoon f : D1 → D2

sellainen kuvaus, että f ∈ W 1,n
loc (D1,Rn). Tällöin h ◦ f ◦ g ∈ W 1,n

loc (D0,Rn) ja

D(h ◦ f ◦ g)(x) = Dh(f(g(x))) ◦Df(g(x)) ◦Dg(x)

melkein jokaisella x ∈ D0.

4.2 Heikko käänteinen Hölderin epäyhtälö
Olkoot 1 < p <∞ ja f ∈ Lploc(Rn). Olkoon B = Bn(x, r) ⊂ Rn kuula. Hölderin epäyhtälön
nojalla pätee epäyhtälö

1

|B|

∫
B

|f | ≤
(

1

|B|

∫
B

|f |p
) 1

p

.

Näin ollen epäyhtälöä (
1

|B|

∫
B

|f |p
) 1

p

≤ C(p)

|B|

∫
B

|f |

on luonnollista kutsua käänteiseksi Hölderin epäyhtälöksi. Käänteisen Hölderin epäyhtälön
heikompaa muotoa olevaa epäyhtälöä

(4.4)

(
1∣∣1

2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

|f |p
) 1

p

≤ C(p)

|B|

∫
B

|f | ,

missä 1
2
B = Bn

(
x, r

2

)
, kutsutaan heikoksi käänteiseksi Hölderin epäyhtälöksi.

Jos funktio f toteuttaa heikon käänteisen Hölderin epäyhtälön (4.4) jokaisella kuulalla
B ⊂ Rn, niin heikkoa käänteistä Hölderin epäyhtälöä voidaan parantaa.
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Lause 4.5. [1, Theorem 4.2, s. 283] Olkoot 1 < p < ∞ ja f ∈ Lploc(Rn). Oletetaan,
että funktio f toteuttaa heikon käänteisen Hölderin epäyhtälön (4.4) jokaisella kuulalla
B ⊂ Rn. Tällöin on olemassa sellainen q > p, että

(4.6)

(
1∣∣1

2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

|f |q
) 1

q

≤ C(q)

(
1

|B|

∫
B

|f |p
) 1

p

,

missä B ⊂ Rn on mielivaltainen kuula.

4.3 Sobolev-upotuksia
Tässä alaluvussa esitetään Sobolev-upotuksia; katso [5].

Lause 4.7. [5, Theorem 2 (Arvio Sobolev-avaruudelle W 1,p, kun 1 ≤ p < n), s. 265]
Olkoot D ⊂ Rn sellainen rajoitettu alue, että reuna ∂D on C1, ja 1 ≤ p < n. Tällöin on
olemassa sellainen vakio C(n, p,D) > 0, että

||f ||p∗,D ≤ C(n, p,D)
(
||f ||p,D + ||∇f ||p,D

)
jokaisella f ∈ W 1,p(D,R), missä p∗ = np

n−p .

Korollaari 4.8. Olkoot B = Bn(x, r) ⊂ Rn kuula ja 1 ≤ p < n. Tällöin on olemassa
sellainen vakio C(n, p) > 0, että

||f ||p∗,B ≤ C(n, p)

(
1

diamB
||f ||p,B + ||∇f ||p,B

)
jokaisella f ∈ W 1,p(B,R), missä p∗ = np

n−p .

Todistus. Olkoon f ∈ W 1,p(B,R). Määritellään kuvaus g : Bn(0, 1) → R kaavalla y 7→
f(ry+ x). Tällöin pätee g ∈ W 1,p(Bn(0, 1),R) ja ∇g(y) = r∇f(ry+ x) melkein jokaisella
y ∈ Bn(0, 1). Olkoon

C(n, p) = 2C(n, p,Bn(0, 1)),

missä vakio C(n, p,Bn(0, 1)) on kuten lauseessa 4.7. Käyttämällä muuttujanvaihtoa saa-
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daan arvio

||f ||p∗,B = (rn)
1
p∗ ||g||p∗,Bn(0,1) ≤ C(n, p,Bn(0, 1))r

n−p
p

(
||g||p,Bn(0,1) + ||∇g||p,Bn(0,1)

)
= C(n, p,Bn(0, 1))r

n−p
p

((
r−n
) 1
p ||f ||p,B +

(
rp−n

) 1
p ||∇f ||p,B

)
= C(n, p,Bn(0, 1))

(
1

r
||f ||p,B + ||∇f ||p,B

)
≤ C(n, p,Bn(0, 1))

(
1

r
||f ||p,B + 2 ||∇f ||p,B

)
= 2C(n, p,Bn(0, 1))

(
1

diamB
||f ||p,B + ||∇f ||p,B

)
= C(n, p)

(
1

diamB
||f ||p,B + ||∇f ||p,B

)
.

Työssä Banachin avaruuden X kompaktia upotusta Banachin avaruuteen Y merkitään
X b Y .

Lause 4.9. [5, Theorem 1 (Rellich-Kondrachovin kompaktisuuslause), s. 272] Olkoot B ⊂
Rn kuula ja 1 ≤ p < n. Tällöin

W 1,p(B,R) b Lq(B)

jokaisella 1 ≤ q < np
n−p .

Korollaari 4.10. Olkoon B ⊂ Rn kuula. Tällöin

W 1,n(B,R) b Ln(B).

Todistus. Olkoon 1 ≤ p < n sellainen, että np
n−p > n. Tällöin lauseen 4.9 nojalla

W 1,p(B,R) b Ln(B).

Koska kuula B on rajoitettu ja p < n, niin on olemassa jatkuva upotus W 1,n(B,R) ↪→
W 1,p(B,R). Täten

W 1,n(B,R) b Ln(B).
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Luku 5

Differentiaalimuotojen Lp-avaruudet ja
Sobolev-avaruudet euklidisessa
avaruudessa

Tässä luvussa yleistetään kuvausten Lp-avaruuksien ja Sobolev-avaruuksien määritelmiä
ja tuloksia differentiaalimuodoille euklidisessa avaruudessa.

5.1 Avaruus Lp(D,Λ`(Rn))

Olkoot D ⊂ Rn alue ja 1 ≤ p ≤ ∞. Tässä alaluvussa tutustutaan differentiaalimuotojen
Lp-avaruuteen Lp(D,Λ`(Rn)).

Määritelmä 5.1. Olkoon D ⊂ Rn alue. Differentiaalimuodon ω : D → Λ`(Rn) pisteittäi-
nen normi on funktio |ω| : D → R, joka on määritelty kaavalla x 7→ ||ωx||Λ`(Rn). Merkitään
|ω| (x) = |ω(x)| jokaisella x ∈ D.

Määritelmä 5.2. Olkoot D ⊂ Rn alue ja 1 ≤ p ≤ ∞. Differentiaalimuoto ω : D →
Λ`(Rn) kuuluu avaruuteen Lp(D,Λ`(Rn)), jos kuvaus ω : D → Λ`(Rn) on mitallinen ja
pisteittäiselle normille |ω| : D → R pätee |ω| ∈ Lp(D), missä kuvauksen ω : D → Λ`(Rn)
mitallisuus on määritelty tavalliseen tapaan.

Huomautus 5.3. Differentiaalimuoto

ω =
∑

i1<···<i`

ωI dx
i1 ∧ · · · ∧ dxi` : D → Λ`(Rn)

kuuluu avaruuteen Lp(D,Λ`(Rn)), jos ja vain jos jokainen komponenttifunktio ωI : D → R
kuuluu avaruuteen Lp(D).
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Olkoot D ⊂ Rn alue ja 1 ≤ p < ∞. Avaruudessa Lp(D,Λ`(Rn)) on määritelty normi
||·||p,D : Lp(D,Λ`(Rn))→ [0,∞[ kaavalla

ω 7→
(∫

D

|ω|p
) 1

p

.

Avaruudessa Lp(D,Λ`(Rn)) on myös määritelty normi 6 || · ||p,D : Lp(D,Λ`(Rn)) → [0,∞[
kaavalla

ω 7→ 1

diamD

(∫
D

|ω|p
) 1

p

,

jos alue D on rajoitettu.
Olkoot ω : D → Λ`1(Rn) ja τ : D → Λ`2(Rn) differentiaalimuotoja. Seuraavassa propo-

sitiossa osoitetaan, että jokaisella x ∈ D pätee arvio

||(ω ∧ τ)x||Λ`1+`2 (Rn) ≤ C(n) ||ωx||Λ`1 (Rn) ||τx||Λ`2 (Rn) .

Tällöin Hölderin epäyhtälön nojalla ω ∧ τ ∈ L1(D,Λ`1+`2(Rn)), jos ω ∈ Lp(D,Λ`1(Rn)) ja
τ ∈ L

p
p−1 (D,Λ`2(Rn)).

Propositio 5.4. Jokaisella n ∈ N on olemassa sellainen vakio C(n) > 0, että

(5.5) ||ω ∧ τ ||Λ`1+`2 (Rn) ≤ C(n) ||ω||Λ`1 (Rn) ||τ ||Λ`2 (Rn)

jokaisella ω ∈ Λ`1(Rn) ja jokaisella τ ∈ Λ`2(Rn).

Todistus. Olkoot n ∈ N ja `1, `2 ∈ N. Määritellään lineaarikuvaus T : Λ`1(Rn)×Λ`2(Rn)→
Λ`1+`2(Rn) kaavalla (ω, τ) 7→ ω ∧ τ . Koska Λ`1(Rn)× Λ`2(Rn) on äärellisulotteinen vekto-
riavaruus, niin on olemassa sellainen vakio C(`1, `2) > 0, että

||T (ω, τ)||Λ`1+`2 (Rn) ≤ C(`1, `2) ||ω||Λ`1 (Rn) ||τ ||Λ`2 (Rn)

jokaisella ω ∈ Λ`1(Rn) ja jokaisella τ ∈ Λ`2(Rn). Valitaan

C(n) = max{C(`1, `2) : `1 + `2 ≤ n}.
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5.2 Heikko suppeneminen avaruudessa Lp(D,Λ`(Rn))

Tässä alaluvussa tarkastellaan heikkoa suppenemista avaruudessa Lp(D,Λ`(Rn)). Anne-
taan heikon suppenemisen määritelmä ja osoitetaan, että jonon suppeneminen normissa
||·||p,D implikoi jonon heikon suppenemisen.

Määritelmä 5.6. Olkoot D ⊂ Rn alue ja 1 < p < ∞. Jono differentiaalimuotoja
(ωm)m∈N ⊂ Lp(D,Λ`(Rn)) suppenee heikosti differentiaalimuotoon ω ∈ Lp(D,Λ`(Rn))
avaruudessa Lp(D,Λ`(Rn)), jos

lim
m→∞

∫
D

ωm ∧ τ =

∫
D

ω ∧ τ

jokaisella τ ∈ L
p
p−1 (D,Λn−`(Rn)).

Lemma 5.7. Olkoot D ⊂ Rn alue, 1 < p <∞ ja ω ∈ Lp(D,Λ`(Rn)). Olkoon (ωm)m∈N ⊂
Lp(D,Λ`(Rn)) sellainen jono, että ||ω − ωm||p,D → 0, kun m→∞. Tällöin jono (ωm)m∈N
suppenee heikosti differentiaalimuotoon ω avaruudessa Lp(D,Λ`(Rn)).

Todistus. Olkoon τ ∈ L
p
p−1 (D,Λn−`(Rn)). Epäyhtälön (5.5) ja Hölderin epäyhtälön nojalla

pätee, että∣∣∣∣∫
D

ωm ∧ τ −
∫
D

ω ∧ τ
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
D

(ω − ωm) ∧ τ
∣∣∣∣ ≤ ∫

D

|(ω − ωm) ∧ τ |

≤ C(n)

∫
D

|ω − ωm| |τ | ≤ C(n) ||ω − ωm||p,D ||τ || p
p−1

,D → 0,

kun m→ 0.

5.3 Differentiaalimuotojen Sobolev-avaruudet
Olkoot D ⊂ Rn alue ja

ω =
∑

i1<···<i`

ωI dxi1 ∧ · · · ∧ dxi` : D → Λ`(Rn)

differentiaalimuoto. On luonnollista määritellä sellainen differentiaalimuotojen Sobolev-
avaruus, että differentiaalimuoto ω kuuluu Sobolev-avaruuteen, jos jokainen sen kompo-
nenttifunktio ωI kuuluu vastaavaan funktioiden Sobolev-avaruuteen; vertaa huomautuk-
seen 5.3.
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Määritelmä 5.8. Olkoot D ⊂ Rn alue ja 1 ≤ p <∞. Differentiaalimuoto

ω =
∑

i1<···<i`

ωI dxi1 ∧ · · · ∧ dxi` : D → Λ`(Rn)

kuuluu avaruuteen W 1,p(D,Λ`(Rn)), jos jokainen komponenttifunktio ωI : D → R kuuluu
avaruuteen W 1,p(D,R).

Määritelmä 5.8 ei kuitenkaan ole ainoa luonnollinen määritelmä differentiaalimuotojen
Sobolev-avaruudelle. Olkoot D ⊂ Rn alue ja ω : D → Λ`(Rn) differentiaalimuoto. Olkoon
τ : D → Λn−`−1(Rn) sellainen differentiaalimuoto, että joukko

supp τ = D ∩ {x ∈ D : τx 6= 0}

on kompakti. Tällöin sanotaan, että τ on kompaktikantajainen differentiaalimuoto. Jos
molemmat differentiaalimuodot ω ja τ ovat sileitä, niin pätee

(5.9)
∫
D

ω ∧ dτ = (−1)`+1

∫
D

dω ∧ τ

Stokesin lauseen [13, Theorem 10.8 (Stokesin lause), s. 88] perusteella. Yhtälö (5.9) antaa
tavan määritellä heikon ulkoisen derivaatan differentiaalimuodoille, joka tuottaa vaihtoeh-
toisen määritelmän differentiaalimuotojen Sobolev-avaruudelle.

Määritelmä 5.10. Olkoot D ⊂ Rn alue, ω ∈ L1
loc(D,Λ

`(Rn)) ja τ ∈ L1
loc(D,Λ

`+1(Rn)).
Jos jokaisella ϕ ∈ Ωn−`−1

c (D) pätee

(5.11)
∫
D

ω ∧ dϕ = (−1)`+1

∫
D

τ ∧ ϕ,

niin sanotaan, että dω = τ heikossa mielessä.

Määritelmä 5.12. Olkoot D ⊂ Rn alue ja 1 ≤ p, q < ∞. Differentiaalimuoto ω : D →
Λ`(Rn) kuuluu avaruuteen W d,p,q(D,Λ`(Rn)), jos ω ∈ Lp(D,Λ`(Rn)) ja on olemassa sel-
lainen differentiaalimuoto τ ∈ Lq(D,Λ`+1(Rn)), että dω = τ heikossa mielessä. Erikoista-
pauksessa p = q merkitään W d,p,p(D,Λ`(Rn)) = W d,p(D,Λ`(Rn)).

Olkoot D ⊂ Rn alue ja 1 ≤ p <∞. Olkoon

ω =
∑

i1<···<i`

ωI dxi1 ∧ · · · ∧ dxi` ∈ W d,p(D,Λ`(Rn)).

Tällöin
dω =

∑
j1<···<j`+1

(dω)J dxj1 ∧ · · · ∧ dxj`+1
,
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missä komponenttifunktiot (dω)J ovat lineaarikombinaatioita komponenttifunktioiden ωI
heikoista derivaatoista. Jos ` > 0, niin jokaisella komponenttifunktiolla ωI ei tarvitse olla
jokaista heikkoa derivaattaa, jotta tällaiset lineaarikombinaatiot ovat olemassa. Näin ollen
voi päteä ω /∈ W 1,p(D,Λ`(Rn)), jos ` > 0. Toisin päin sisältyminen kuitenkin pätee, eli

W 1,p(D,Λ`(Rn)) ( W d,p(D,Λ`(Rn)),

jos ` > 0. Jos ` = 0, niin differentiaalimuoto ω on funktio ω ∈ W 1,p(D,R).
Olkoot τ ∈ Ω`(D) ja ψ ∈ C∞c (D,R). Tällöin ψτ ∈ Ω`

c(D) ja d(ψτ) = dψ ∧ τ + ψdτ .
Osoitetaan seuraavassa lemmassa, että vastaava tulosääntö pätee myös Sobolev-avaruuden
W d,p(D,Λ`(Rn)) differentiaalimuodolle ja sileälle kompaktikantajaiselle funktiolle.

Lemma 5.13. Olkoot D ⊂ Rn alue, 1 ≤ p <∞, ω ∈ W d,p(D,Λ`(Rn)) ja ψ ∈ C∞c (D,R).
Tällöin ψω ∈ W d,p(D,Λ`(Rn)) ja d(ψω) = dψ ∧ ω + ψdω heikossa mielessä.

Todistus. Selvästi ψω ∈ Lp(D,Λ`(Rn)) ja ψdω ∈ Lp(D,Λ`+1(Rn)), joten riittää osoittaa,
että d(ψω) = dψ ∧ ω + ψdω heikossa mielessä ja dψ ∧ ω ∈ Lp(D,Λ`+1(Rn)). Koska
ψ ∈ C∞c (D,R), niin on olemassa sellainen vakio L > 0, että

|dψ| (x) = ||(dψ)x||Λ1(Rn) = |Dψ(x)| ≤ L

jokaisella x ∈ D. Tällöin epäyhtälöstä (5.5) seuraa arvio(∫
D

|dψ ∧ ω|p
) 1

p

≤ C(n)

(∫
D

|dψ|p |ω|p
) 1

p

≤ C(n)L

(∫
D

|ω|p
) 1

p

<∞.

Olkoon τ ∈ Ωn−`−1
c (D). Tällöin yhtälöstä (5.11) saadaan yhtäsuuruus∫

D

ψω ∧ dτ =

∫
D

ω ∧ ψdτ =

∫
D

ω ∧ (d(ψτ)− dψ ∧ τ)

=

∫
D

ω ∧ d(ψτ)−
∫
D

ω ∧ dψ ∧ τ

= (−1)`+1

∫
D

dω ∧ ψτ + (−1)`+1

∫
D

dψ ∧ ω ∧ τ

= (−1)`+1

∫
D

(ψdω + dψ ∧ ω) ∧ τ.

Tämä päättää todistuksen.
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5.4 Differentiaalimuotojen Sobolev-avaruuden normi ja
sileillä differentiaalimuodoilla approksimointi

OlkootD ⊂ Rn alue ja 1 ≤ p, q <∞. Tällöin avaruudessaW d,p,q(D,Λ`(Rn)) on määritelty
normi ||·||W d,p,q(D,Λ`(Rn)) : W d,p,q(D,Λ`(Rn))→ [0,∞[ kaavalla

ω 7→ ||ω||p,D + ||dω||q,D .

Koska W 1,p(D,Λ`(Rn)) ⊂ W d,p(D,Λ`(Rn)), niin normin ||·||W d,p(D,Λ`(Rn)) rajoittuma
määrittelee normin avaruudessa W 1,p(D,Λ`(Rn)). Avaruuteen W 1,p(D,Λ`(Rn)) voidaan
myös määritellä normi käyttämättä normin ||·||W d,p(D,Λ`(Rn)) rajoittumaa. Merkitään

∇ω =

(
∂ωI
∂xi

)
I,i

= (∇ωI)I ja ||∇ω||p,D =

(∫
D

|∇ω|p
) 1

p

jokaisella
ω =

∑
i1<···<i`

ωI dxi1 ∧ · · · ∧ dxi` ∈ W 1,p(D,Λ`(Rn)).

Tällöin avaruudenW 1,p(D,Λ`(Rn)) normi ||·||W 1,p(D,Λ`(Rn)) : W 1,p(D,Λ`(Rn))→ [0,∞[ on
määritelty kaavalla

ω 7→ ||ω||p,D + ||∇ω||p,D .

Oletetaan, että alue D on rajoitettu. Tällöin avaruudessa W 1,p(D,Λ`(Rn)) on myös mää-
ritelty normi 6 || · ||W 1,p(D,Λ`(Rn)) : W 1,p(D,Λ`(Rn))→ [0,∞[ kaavalla

ω 7→6 || ω||p,D + ||∇ω||p,D .

Olkoon
ω =

∑
i1<···<i`

ωI dxi1 ∧ · · · ∧ dxi` ∈ W 1,p(D,Λ`(Rn)).

Jokaista komponenttifunktiota ωI voidaan approksimoida sellaisella jonolla (ωmI )m∈N ⊂
C∞(D) ∩W 1,p(D,R), että

||ωmI − ωI ||p,D → ja ||∇ωmI −∇ωI ||p,D → 0,

kun m→∞. Tällöin jono (ωm)m∈N ⊂ Ω`(D) ∩W 1,p(D,Λ`(Rn)) differentiaalimuotoja

ωm =
∑

i1<···<i`

ωmI dxi1 ∧ · · · ∧ dxi`
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on sellainen, että ||ωm − ω||W 1,p(D,Λ`(Rn)) → 0, kun m→∞.
Tulosten todistaminen Sobolev-avaruudessa W d,p(D,Λ`(Rn)) on monimutkaisempaa

kuin Sobolev-avaruudessa W 1,p(D,Λ`(Rn)), sillä ei voida suoraan soveltaa Sobolev-kuva-
usten tuloksia komponenttifunktioihin. Työssä kuitenkin tarvitaan tulosta, että differen-
tiaalimuotoa τ ∈ W d,p(D,Λ`(Rn)) voidaan approksimoida avaruudessa W d,p(D,Λ`(Rn))
sileillä differentiaalimuodoilla τm ∈ Ω`(D)∩W d,p(D,Λ`(Rn)). Muotoillaan tulos lauseeksi
ja todistetaan lause.

Lause 5.14. Olkoot D ⊂ Rn rajoitettu alue, 1 ≤ p <∞ ja

ω =
∑

i1<···<i`

ωI dxi1 ∧ · · · ∧ dxi` ∈ W d,p(D,Λ`(Rn)).

Tällöin on olemassa sellainen jono (ωm)m∈N ⊂ Ω`(D) ∩W d,p(D,Λ`(Rn)), että

||ω − ωm||W d,p(D,Λ`(Rn)) → 0,

kun m→∞.

Olkoon D ⊂ Rn rajoitettu alue. Tällöin merkitään

Dε = {x ∈ D : dist(x, ∂D) > ε} .

Määritellään lauseen 5.14 todistusta varten lokaalisti integroituvan differentiaalimuodon
ja tasoittajafunktion konvoluutio. Olkoon η ∈ C∞c (Rn,R) standarditasoittajafunktio. Ol-
koon jokaisella ε > 0 funktio ηε ∈ C∞c (Rn,R) on määritelty kaavalla x 7→ 1

εn
η
(
x
ε

)
. Olkoon

ω =
∑

i1<···<i`

ωI dxi1 ∧ · · · ∧ dxi` ∈ L1
loc(D,Λ

`(Rn)).

Asetetaan jokaisella ε > 0

ωε = (ω ∗ ηε) =
∑

i1<···<i`

(ωI ∗ ηε) dxi1 ∧ · · · ∧ dxi` ∈ Ω`(Dε).

Oletetaan, että on olemassa heikko ulkoinen derivaatta dω ∈ L1
loc(D,Λ

`(Rn)). Osoite-
taan, että tällöin pätee dωε = (dω)ε jokaisella sellaisella ε > 0, että suppω ⊂ Dε; katso
[12, Lemma 3.14, s. 15] ja [12, Corollary 3.15, s. 16]. Tämän jälkeen lauseen 5.14 todis-
tus perustuu ykkösenositukseen ja approksimointiin tasoittajafunktioiden konvoluutioilla
vastaavasti kuin kuvausten tapauksessa; katso [5, Theorem 2 (Globaali approksimointi
sileillä funktioilla), s. 251].
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Lemma 5.15. Olkoot D ⊂ Rn rajoitettu alue ja

ω =
∑

σ∈S(`,n−`)

ωσ dxσ(1) ∧ · · · ∧ dxσ(`) ∈ Ω`(D).

Tällöin dωε = (dω)ε jokaisella ε > 0.

Todistus. Olkoon ε > 0. Lasketaan auki esityksien

dω =
∑

α∈S(`+1,n−`−1)

(dω)α dxα(1) ∧ · · · ∧ dxα(`+1)

ja
dωε =

∑
α∈S(`+1,n−`−1)

(dωε)α dxα(1) ∧ · · · ∧ dxα(`+1)

komponenttifunktiot (dω)α : D → R ja (dωε)α : Dε → R. Olkoon α ∈ S(` + 1, n− `− 1).
Olkoon (−1)c(α,k) jokaisella k = α(1), . . . , α(`+ 1) sellainen, että

(−1)c(α,k)dxα(1) ∧ . . . dxα(`+1) = dxk ∧ dxα(1) ∧ · · · ∧ ˆdxk ∧ . . . dxα(`+1).

Olkoon αk ∈ S(`, n− `) jokaisella k = α(1), . . . , α(`+ 1) sellainen, että

αk(1) < · · · < αk(`) = α(1) < · · · < k̂ < · · · < α(`+ 1).

Tällöin pätevät yhtäsuuruudet

(dω)α =

α(`+1)∑
k=α(1)

(−1)c(α,k) ∂ωαk
∂xk

ja (dωε)α =

α(`+1)∑
k=α(1)

(−1)c(α,k) ∂(ωαk ∗ ηε)
∂xk

.

Koska
∂ωαk
∂xk

∗ ηε =
∂(ωαk ∗ ηε)

∂xk

jokaisella k = α(1), . . . , α(`+ 1) joukossa Dε, niin väite seuraa.

Lemma 5.16. Olkoot D ⊂ Rn rajoitettu alue ja

ω =
∑

σ∈S(`,n−`)

ωσ dxσ(1) ∧ · · · ∧ dxσ(`) ∈ L1
loc(D,Λ

`(Rn)).

Olkoon ε > 0 sellainen, että suppω ⊂ Dε. Tällöin

(5.17)
∫
Dε

ωε ∧ τ =

∫
Dε

ω ∧ τε

jokaisella sellaisella τ ∈ Ωn−`
c (D), että supp τ ⊂ Dε.

42



Todistus. Olkoon

τ =
∑

σ∈S(`,n−`)

τσ dxσ(`+1) ∧ · · · ∧ dxσ(n) ∈ Ωn−`
c (D)

sellainen, että supp τ ⊂ Dε. Koska

ωε ∧ τ =
∑

σ∈S(`,n−`)

(ωσ ∗ ηε)τσ volRn ja ω ∧ τε =
∑

σ∈S(`,n−`)

ωσ(τσ ∗ ηε) volRn ,

niin riittää osoittaa, että jokaisella σ ∈ S(`, n− `) pätee∫
Dε

(ωσ ∗ ηε)τσ =

∫
Dε

ωσ(τσ ∗ ηε).

Olkoon σ ∈ S(`, n − `). Koska ηε(z) = ηε(−z) jokaisella z ∈ Rn, niin tällöin Fubinin
lauseen nojalla pätee∫

Dε

ωσ(τσ ∗ ηε) =

∫
Rn
χsuppω(y)ωσ(y)(τσ ∗ ηε)(y) dy

=

∫
Rn
χsuppω(y)ωσ(y)

(∫
Bn(y,ε)

τσ(x)ηε(y − x) dx

)
dy

=

∫
Rn

∫
Rn
χsuppω(y)χBn(y,ε)(x)χsupp τ (x)ωσ(y)ηε(−(y − x))τσ(x) dx dy

=

∫
Rn

∫
Rn
χsuppω(y)χBn(x,ε)(y)χsupp τ (x)ωσ(y)ηε(x− y)τσ(x) dy dx

=

∫
Rn

∫
Rn
χsupp τ (x)χBn(x,ε)(y)χsuppω(y)ωσ(y)ηε(x− y)τσ(x) dy dx

=

∫
Rn
χsupp τ (x)

(∫
Bn(x,ε)

ωσ(y)ηε(x− y) dy

)
τσ(x) dx

=

∫
Dε

(ωσ ∗ ηε)τσ.

Korollaari 5.18. Olkoot D ⊂ Rn rajoitettu alue ja ω ∈ W d,1
loc (D,Λ`(Rn)). Tällöin pätee

dωε = (dω)ε jokaisella sellaisella ε > 0, että suppω ⊂ Dε.

Todistus. Olkoon ε > 0 sellainen, että suppω ⊂ Dε. Koska differentiaalimuodot dωε ja
(dω)ε ovat sileitä, niin riittää osoittaa, että pätee dωε = (dω)ε heikossa mielessä. Olkoon
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ϕ ∈ Ωn−`−1
c (Dε). Differentiaalimuoto ϕ voidaan laajentaa sellaiseksi differentiaalimuodoksi

ϕ ∈ Ωn−`−1
c (D), että suppϕ ⊂ Dε. Tällöin yhtälöstä (5.17) saadaan yhtäsuuruudet∫

Dε

ωε ∧ dϕ =

∫
Dε

ω ∧ (dϕ)ε ja
∫
Dε

(dω)ε ∧ ϕ =

∫
Dε

dω ∧ ϕε.

Koska yhtälöstä (5.11) seuraa yhtäsuuruus∫
Dε

ω ∧ dϕε = (−1)`+1

∫
Dε

dω ∧ ϕε

ja lemmasta 5.15 seuraa yhtäsuuruus (dϕ)ε = dϕε, niin yhdistämällä välivaiheet saadaan,
että pätee ∫

Dε

ωε ∧ dϕ = (−1)`+1

∫
Dε

(dω)ε ∧ ϕ.

Tämä päättää todistuksen.

Korollaari 5.19. Olkoot D ⊂ Rn rajoitettu alue ja 1 ≤ p <∞. Olkoon

ω =
∑

σ∈S(`,n−`)

ωσ dxσ(1) ∧ · · · ∧ dxσ(`) ∈ W d,p(D,Λ`(Rn))

kompaktikantajainen. Tällöin jokaisella δ > 0 on olemassa sellainen ε0 > 0, että

||ω − ωε||W d,p(D,Λ`(Rn)) < δ

jokaisella 0 < ε ≤ ε0.

Todistus. Olkoon δ > 0. Koska ||ωσ − ωσ ∗ ηε||p,D → 0 ja ||(dω)σ − (dω)σ ∗ ηε||p,D → 0
jokaisella σ ∈ S(`, n− `), kun ε→ 0, niin on olemassa sellainen ε1 > 0, että

||ω − ωε||p,D <
δ

2
ja ||dω − (dω)ε||p,D <

δ

2

jokaisella 0 < ε ≤ ε1. Olkoon 0 < ε0 ≤ ε1 sellainen, että suppω ⊂ Dε0 . Tällöin korollaa-
rista 5.18 seuraa arvio

||ω − ωε||W d,p(D,Λ`(Rn)) = ||ω − ωε||p,D + ||dω − dωε||p,D
= ||ω − ωε||p,D + ||dω − (dω)ε||p,D < δ

jokaisella 0 < ε ≤ ε0.
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Lauseen 5.14 todistus. Osoitetaan, että jokaisella δ > 0 on olemassa sellainen τ ∈ Ω`(D)∩
W d,p(D,Λ`(Rn)), että ||τ − ω||W d,p(D,Λ`(Rn)) < δ. Olkoon δ > 0. Määritellään joukot U0 =

∅ ja Ui =
{
x ∈ D : dist(x, ∂D) > 1

i

}
jokaisella i ∈ N. Merkitään Vi = Ui+3\Ui+1 jokaisella

i ∈ N0. Olkoon {λi}i∈N0 avoimen peitteen {Vi}i∈N0 alistama sileä ykkösenositus joukossa
D.

Lemman 5.13 ja korollaarin 5.19 nojalla jokaisella i ∈ N0 voidaan valita sellainen
εi,0 > 0, että

||λiω − (λiω)ε||W d,p(D,Λ`(Rn) <
δ

2i+1

jokaisella 0 < ε ≤ εi,0. Valitaan jokaisella i ∈ N0 sellainen 0 < εi ≤ εi,0, että supp(λiω)εi ⊂
Ui+4 \ Ui. Tällöin

τ =
∞∑
i=0

(λiω)εi ∈ Ω`(D) ∩W d,p(D,Λ`(Rn))

on sellainen differentiaalimuoto, että

||τ − ω||W d,p(D,Λ`(Rn)) <
∞∑
i=0

δ

2i+1
= δ.

5.5 Osittaisintegrointi avaruudessa W d,p(D,Λ`(Rn))

Olkoot D ⊂ Rn alue, 1 < p < ∞ ja ω ∈ W d,p(D,Λ`(Rn)). Tällöin yhtälö (5.9) pätee
jokaisella τ ∈ Ωn−`−1

c (D). Seuraavassa lemmassa osoitetaan, että yhtälö (5.9) pätee myös
jokaisella kompaktikantajaisella τ ∈ W d, p

p−1 (D,Λn−`−1(Rn)).

Lemma 5.20. Olkoot D ⊂ Rn alue, 1 < p <∞, ja ω ∈ W d,p(D,Λ`(Rn)). Tällöin∫
D

ω ∧ dτ = (−1)`+1

∫
D

dω ∧ τ

jokaisella kompaktikantajaisella τ ∈ W d, p
p−1 (D,Λn−`−1(Rn)).

Olkoot D ⊂ Rn alue ja 1 ≤ p < ∞. Lemman 5.20 todistusta varten osoitetaan, että
kompaktikantajaista Sobolev-differentiaalimuotoa ω ∈ W d,p(D,Λ`(Rn)) voidaan approk-
simoida kompaktikantajaisilla sileillä differentiaalimuodoilla ωm ∈ Ω`

c(D).
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Lemma 5.21. Olkoot D ⊂ Rn alue, 1 ≤ p < ∞, ja ω ∈ W d,p(D,Λ`(Rn)) kompakti-
kantajainen differentiaalimuoto. Tällöin on olemassa sellainen jono (ωm)m∈N ⊂ Ω`

c(D),
että

||ω − ωm||p,D → 0 ja ||dω − dωm||p,D → 0,

kun m→∞.

Todistus. Koska ω ∈ W d,p(D,Λ`(Rn)), niin lauseen 5.14 nojalla on olemassa sellainen jono
(τm)m∈N ⊂ Ω`(D) ∩W d,p(D,Λ`(Rn)), että

||ω − τm||p,D → 0 ja ||dω − dτm||p,D → 0,

kunm→∞. Olkoon ψ ∈ C∞c (D,R) sellainen funktio, että ψ(x) = 1 jokaisella x ∈ suppω.
Asetetaan ωm = ψτm jokaisella m ∈ N. Osoitetaan, että jono (ωm)m∈N ⊂ Ω`

c(D) on
halutunlainen.

Koska ψ ∈ C∞c (D,R), niin ||ψ||∞ <∞ ja on olemassa sellainen vakio L > 0, että

|dψ| (x) = ||(dψ)x||Λ1(Rn) = |Dψ(x)| ≤ L

jokaisella x ∈ D.
Tällöin

||ω − ωm||p,D = ||ψ(ω − τm)||p,D =

(∫
D

|ψ|p |ω − τm|p
) 1

p

≤ ||ψ||∞
(∫

D

|ω − τm|p
) 1

p

= ||ψ||∞ ||ω − τm||p,D → 0,

kun m→∞. Lisäksi lemman 5.13 ja epäyhtälön (5.5) nojalla pätee, että

||dω − dωm||p,D = ||d(ψ(ω − τm))||p,D =

(∫
D

|dψ ∧ (ω − τm) + ψd(ω − τm)|p
) 1

p

≤
(∫

D

|dψ ∧ (ω − τm)|p
) 1

p

+

(∫
D

|ψd(ω − τm)|p
) 1

p

≤ C(n)

(∫
D

|dψ|p |ω − τm|p
) 1

p

+

(∫
D

|ψ|p |d(ω − τm)|p
) 1

p

≤ C(n)L

(∫
D

|ω − τm|p
) 1

p

+ ||ψ||∞
(∫

D

|dω − dτm)|p
) 1

p

= C(n)L ||ω − τm||p,D + ||ψ||∞ ||dω − dτm||p,D → 0,

kun m→∞.

46



Lemman 5.20 todistus. Olkoon τ ∈ W d, p
p−1 (D,Λn−`−1(Rn)) kompaktikantajainen. Tällöin

lemman 5.21 nojalla on olemassa sellainen jono (τm)m∈N ⊂ Ωn−`−1
c (D), että

||τ − τm||p,D → 0 ja ||dτ − dτm||p,D → 0,

kun m→∞. Yhtälön (5.11) perusteella jokaisella m ∈ N saadaan yhtäsuuruus∫
D

ω ∧ dτm = (−1)`+1

∫
D

dω ∧ τm.

Lisäksi lemman 5.7 nojalla

lim
m→∞

∫
D

ω ∧ dτm =

∫
D

ω ∧ dτ ja lim
m→∞

∫
D

dω ∧ τm =

∫
D

dω ∧ τ.

Täten väite on todistettu.

5.6 Kuulan Poincaré-operaattori ja Sobolev-Poincaré
epäyhtälö differentiaalimuodoille

Olkoon B ⊂ Rn kuula. Tässä alaluvussa todistetaan Sobolev-Poincaré epäyhtälö Sobolev-
avaruuden W 1,p(B,Λ`(Rn)) differentiaalimuodoille jokaisella ` ∈ {1, . . . , n} ja jokaisella
1 < p < n. Epäyhtälön todistuksessa käytetään Iwaniecin ja Lutoborskin määrittelemää
kuulan B Poincaré-operaattoria; katso [9, luku 4].

Määritellään jokaisella y ∈ B ja jokaisella ω ∈ Ω`(Rn) differentiaalimuoto TB,yω : B →
Λ`−1(Rn) kaavalla

(TB,yω)x(v1, . . . , v`−1) =

∫ 1

0

t`−1ωtx+y−ty(x− y, v1, . . . , v`−1) dt

jokaisella x ∈ B ja kaikilla v1, . . . , v`−1 ∈ Rn.
Olkoon fy : B × [0, 1]→ B × [0, 1]× Rn sileä kuvaus, joka on määritelty kaavalla

(x, t) 7→ (tx+ y − ty, t, x− y),

jokaisella y ∈ B. Olkoon gω : B×[0, 1]×Rn → Λ`(Rn)×Rn sileä kuvaus, joka on määritelty
kaavalla

(x, t, z) 7→ (t`−1ωx, z),

jokaisella ω ∈ Ω`(B) . Olkoon sileä kuvaus h : Λ`(Rn)×Rn → Λ`−1(Rn) määritelty kaavalla
(τ, z) 7→ α, missä α ∈ Λ`−1(Rn) on sellainen, että

α(v1, . . . , v`−1) = τ(z, v1, . . . , v`−1)
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kaikilla v1, . . . , v`−1 ∈ Rn. Tällöin jokaisella y ∈ B ja jokaisella ω ∈ Ω`(B) voidaan
kirjoittaa

(TB,yω)x =

∫ 1

0

(h ◦ gω ◦ fy)(x, t) dt

jokaisella x ∈ B. Koska jokaisella y ∈ B ja jokaisella ω ∈ Ω`(B) kuvaus h ◦ gω ◦ fy on
sileä, niin pätee TB,yω ∈ Ω`−1(B). Näin ollen lineaarikuvaus TB,y : Ω`(B) → Ω`−1(B),
ω 7→ TB,yω, on hyvin määritelty. Tällöin voidaan muodostaa kaavio

· · · // Ω`−1(B) d //

id
��

Ω`(B)

TB,yyy

d //

id
��

Ω`+1(B)

TB,yyy

//

id
��

· · ·

· · · // Ω`−1(B)
d
// Ω`(B)

d
// Ω`+1(B) // · · ·

ja tutkia kuvausten id, d ◦ TB,y, TB,y ◦ d : Ω`(B) → Ω`(B) yhteyttä toisiinsa. Seuraavassa
lauseessa osoitetaan, että kuvaukset TB,y muodostavat identiteettikuvauksen ja nollaku-
vauksen välisen ketjuhomotopian; katso [9, Lemma 4.1, s. 36].

Lause 5.22. Olkoot B ⊂ Rn kuula ja y ∈ B. Tällöin

(5.23) ω = d(TB,yω) + TB,y(dω)

jokaisella ω ∈ Ω`(B).

Todistus. Olkoon ω ∈ Ω`(B). Olkoot x ∈ B ja v1, . . . , v` ∈ Rn. Merkitään V = (v1, . . . , v`)
ja Vk = (v1, . . . , v̂k, . . . , v`) jokaisella k = 1, . . . , `. Halutaan osoittaaa, että pätee

ωx(V ) = (d(TB,yω))x(V ) + (TB,y(dω))x(V ).

Tätä varten lasketaan auki yhtälön oikeata puolta. Termi (TB,y(dω))x(V ) on muotoa

(TB,y(dω))x(V ) =

∫ 1

0

t`(dω)tx+y−ty(x− y, V ) dt

=

∫ 1

0

t`(ω′(tx+ y − ty)(x− y))(V ) dt

+

∫ 1

0

∑̀
k=1

(−1)kt`(ω′(tx+ y − ty)(vk))(x− y, Vk) dt

=

∫ 1

0

t`(ω′(tx+ y − ty)(x− y))(V ) dt

+
∑̀
k=1

(−1)k
∫ 1

0

t`(ω′(tx+ y − ty)(vk))(x− y, Vk) dt.

48



Jokaisella i = 1, . . . , k pätee yhtälö

((TB,yω)′(x)(vk))(Vk)

=

(
lim
ε→0

∫ 1

0

(h ◦ gω ◦ fy)(x+ εvk, t)− (h ◦ gω ◦ fy)(x, t)
ε

)
(Vk)

=

(∫ 1

0

lim
ε→0

(h ◦ gω ◦ fy)(x+ εvk, t)− (h ◦ gω ◦ fy)(x, t)
ε

)
(Vk)

=

∫ 1

0

lim
ε→0

(h ◦ gω ◦ fy)(x+ εvk, t)(Vk)− (h ◦ gω ◦ fy)(x, t)(Vk)
ε

=

∫ 1

0

t`−1 lim
ε→0

ωt(x+εvk)+y−ty(x+ εvk − y, Vk)− ωtx+y−ty(x− y, Vk)
ε

dt

=

∫ 1

0

t`−1 lim
ε→0

(ωt(x+εvk)+y−ty − ωtx+y−ty)(x− y, Vk) + ωt(x+εvk)+y−ty(εvk, Vk)

ε
dt

=

∫ 1

0

t`−1 lim
ε→0

(
(ωtx+y−ty+εvk − ωtx+y−ty)(x− y, Vk)

ε
t

+ ωtx+y−ty+εvk(vk, Vk)

)
dt

=

∫ 1

0

t`−1(t(ω′(tx+ y − ty)(vk))(x− y, Vk) + ωtx+y−ty(vk, Vk)) dt

=

∫ 1

0

t`(ω′(tx+ y − ty)(vk))(x− y, Vk) dt+

∫ 1

0

t`−1ωtx+y−ty(vk, Vk) dt,

joten termi (d(TB,yω))x(V ) on muotoa

(d(TB,yω))x(V ) =
∑̀
k=1

(−1)k−1((TB,yω)′(x)(vk))(Vk)

=
∑̀
k=1

(−1)k−1

(∫ 1

0

t`(ω′(tx+ y − ty)(vk))(x− y, Vk) dt+

∫ 1

0

t`−1ωtx+y−ty(vk, Vk) dt

)

=
∑̀
k=1

(−1)k−1

∫ 1

0

t`(ω′(tx+ y − ty)(vk))(x− y, Vk) dt+ `

∫ 1

0

t`−1ωtx+y−ty(V ) dt

= −
∑̀
k=1

(−1)k
∫ 1

0

t`(ω′(tx+ y − ty)(vk))(x− y, Vk) dt+ `

∫ 1

0

t`−1ωtx+y−ty(V ) dt.
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Täten termien (TB,y(dω))x(V ) ja (d(TB,yω))x(V ) summa on muotoa

(TB,y(dω))x(V ) + (d(TB,yω))x(V )

=

∫ 1

0

t`(ω′(tx+ y − ty)(x− y))(V ) dt+ `

∫ 1

0

t`−1ωtx+y−ty(V ) dt

=

∫ 1

0

d

dt

(
t`ωtx+y−ty(V )

)
dt =

1/
0

t`ωtx+y−ty(V ) = ωx(V )

ja väite seuraa.

Olkoon B ⊂ Rn kuula. Olkoon ϕ ∈ C∞c (B,R) sellainen ei-negatiivinen funktio, että∫
B
ϕ(y) dy = 1, ||ϕ||∞ ≤

2(n+1)
|B| ja ||∇ϕ||∞ ≤

4(n+1)
|B|(diamB)

. Kuulan B `:s Poincaré-operaattori
on lineaarikuvaus T : Ω`(B)→ Ω`−1(B), joka on määritelty kaavalla

(5.24) Tω =

∫
B

ϕ(y)TB,yω dy.

Olkoon f : B ×B × [0, 1]→ B × [0, 1]× Rn sileä kuvaus, joka on määritelty kaavalla

(y, x, t) 7→ (tx+ y − ty, t, x− y) = fy(x, t).

Koska jokaisella ω ∈ Ω`(B) kuvaus h ◦ gω ◦ f on sileä, niin kuvaus

(y, x) 7→
∫ 1

0

(h ◦ gω ◦ f)(y, x, t) dt = (TB,yω)x

on sileä joukossa B ×B. Näin ollen jokaisella ω ∈ Ω`(B) kuvaus

x 7→
∫
B

ϕ(y)(TB,yω)x dy

on sileä kuulassaB. Täten Poincaré-operaattori T : Ω`(B)→ Ω`−1(B) on hyvin määritelty.
Osoitetaan, että Poincaré-operaattori T säilyttää identiteettikuvauksen ja nollakuvauksen
välisen ketjuhomotopian.

Lause 5.25. Olkoon B ⊂ Rn kuula ja olkoot T ` : Ω`(B)→ Ω`−1(B) kuulan B `:s Poincaré-
operaattori ja T `+1 : Ω`+1(B)→ Ω`(B) kuulan B (`+ 1):s Poincaré-operaattori. Tällöin

(5.26) ω = d(T `ω) + T `+1(dω)

jokaisella ω ∈ Ω`(B).
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Todistus. Olkoon ω ∈ Ω`(B). Koska yhtälöstä (5.23) seuraa yhtäsuuruus

ω =

∫
B

ϕ(y)ω dy =

∫
B

ϕ(y)d(TB,yω) dy +

∫
B

ϕ(y)TB,y(dω)) dy

=

∫
B

ϕ(y)d(TB,yω) dy + T `+1(dω),

niin riittää osoittaa, että d(T `ω) =
∫
B
ϕ(y)d(TB,yω) dy. Olkoot x ∈ B ja v1, . . . , v` ∈ Rn.

Merkitään V = (v1, . . . , v`) ja Vk = (v1, . . . , v̂k, . . . , v`) jokaisella k = 1, . . . , `. Tällöin
pätee yhtäsuuruus

(d(T `ω))x(V ) =
∑̀
k=1

(−1)k−1((T `ω)′(x)(vk))(V )

=
∑̀
k=1

(−1)k−1 lim
h→0

∫
B
ϕ(y)((TB,yω)x+hvk − (TB,yω)x)(Vk) dy

h

=

∫
B

ϕ(y)
∑̀
k=1

(−1)k−1 lim
h→0

((TB,yω)x+hvk − (TB,yω)x)(Vk)

h
dy

=

∫
B

ϕ(y)
∑̀
k=1

(−1)k−1((TB,yω)′(x)(vk))(Vk) dy

=

∫
B

ϕ(y)(d(T `ω))x(V ) dy

ja väite seuraa.

Olkoot B ⊂ Rn kuula, ` ∈ {1, . . . , n} ja T : Ω`(B)→ Ω`−1(B) kuulan B `:s Poincaré-
operaattori. Osoitetaan, että Poincaré-operaattorin T rajoittuma

T |Ω`c(B) : Ω`
c(B)→ Lp(B,Λ`−1(Rn))

on hyvin määritelty ja jatkuva jokaisella 1 ≤ p < ∞. Myös Poincaré-operaattorin T
rajoittumaa T |Ω`c(B) kutsutaan kuulan B `:ksi Poincaré-operaattoriksi.

Lause 5.27. Olkoot B ⊂ Rn kuula, ` ∈ {1, . . . , n} ja T : Ω`(B)→ Ω`−1(B) kuulan B `:s
Poincaré-operaattori. Tällöin jokaisella ω ∈ Ω`

c(B) pätee

||Tω||p,B ≤ C(n)(diamB) ||ω||p,B

jokaisella 1 ≤ p <∞, missä C(n) > 0.
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Olkoon Φ: B × Rn → Rn kuvaus, joka on määritelty kaavalla

(a, b) 7→ b

∫ ∞
0

t`−1(1 + t)n−`ϕ(a− tb) dt.

Muotoillaan ja todistetaan kuvauksen Φ avulla seuraava lemma lauseen 5.27 todistusta
varten.

Lemma 5.28. Olkoot B ⊂ Rn kuula, ` ∈ {1, . . . , n} ja T : Ω`(B)→ Ω`−1(B) kuulan B `:s
Poincaré-operaattori. Tällöin jokaisella x ∈ B ja kaikilla v1, . . . , v`−1 ∈ Rn pätee yhtälö

(5.29) (Tω)x(v1, . . . , v`−1) =

∫
B

ωy (Φ(y, x− y), v1, . . . , v`−1) dy.

Todistus. Olkoot x ∈ B ja v1, . . . , v`−1 ∈ Rn. Merkitään V = (v1, . . . , v`−1). Käyttämällä
muuttujanvaihtoa saadaan yhtäsuuruus

(Tω)x =

∫
B

ϕ(y)(TB,yω)x dy =

∫
B

∫ 1

0

ϕ(y)(h ◦ gω)(tx+ y − ty, t, x− y) dt dy

=

∫
B

∫ 1

0

ϕ

(
y − tx
1− t

)
(h ◦ gω)

(
y, t, x− y − tx

1− t

)
(1− t)−n dt dy

=

∫
B

∫ ∞
0

ϕ (y − t(x− y)) (h ◦ gω)

(
y,

t

1 + t
, (1− t)(x− y)

)
(1 + t)n−2 dt dy.

Koska

(h ◦ gω)

(
y,

t

1 + t
, (1− t)(x− y)

)
(V ) =

(
t

1 + t

)`−1

ωy((1 + t)(x− y), V )

=

(
t

1 + t

)`−1

(1 + t)ωy(x− y, V ),

niin saadaan yhtäsuuruus

(Tω)x(V ) =

∫
B

∫ ∞
0

ϕ (y − t(x− y))

(
t

1 + t

)`−1

ωy(x− y, V )(1 + t)n−1 dt dy

=

∫
B

(∫ ∞
0

ϕ (y − t(x− y)) t`−1(1 + t)n−` dt

)
ωy(x− y, V ) dy

=

∫
B

ωy

(
(x− y)

(∫ ∞
0

ϕ (y − t(x− y)) t`−1(1 + t)n−` dt

)
, V

)
dy

=

∫
B

ωy (Φ(y, x− y), V ) dy.
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Seuraavassa lemmassa osoitetaan kaksi yhtälöä, joista ensimmäinen on tarpeellinen
lauseen 5.27 todistuksessa ja toinen on tarpeellinen vasta myöhemmin alaluvussa. Yhtälöt
on kuitenkin luonnollista todistaa yhtäaikaa.

Lemma 5.30. Olkoot B ⊂ Rn kuula ja ` ∈ {1, . . . , n}. Olkoot ψ ∈ C∞c (B,R), a ∈ B ja
b ∈ Bn(0, diamB) \ {0}. Tällöin yhtälöt

(5.31)
∫ ∞

0

t`−1(1 + t)n−`ψ(a− tb) dt =
n∑
k=`

(
n− `
k − `

)
1

|b|k

∫ diamB

0

tk−1ψ

(
a− t b

|b|

)
dt

ja

(5.32)
∫ ∞

0

t`(1 + t)n−`ψ(a− tb) dt =
n∑
k=`

(
n− `
k − `

)
1

|b|k+1

∫ diamB

0

tkψ

(
a− t b

|b|

)
dt

pätevät.

Todistus. Käyttämällä binomikaavaa

t`−1(1 + t)n−` =
n∑
k=`

(
n− `
k − `

)
tk−1

ja muuttujanvaihtoa saadaan yhtäsuuruudet∫ ∞
0

t`−1(1 + t)n−`ψ(a− tb) dt =
n∑
k=`

(
n− `
k − `

)∫ ∞
0

tk−1ψ(a− tb) dt

=
n∑
k=`

(
n− `
k − `

)
1

|b|

∫ ∞
0

(
t

|b|

)k−1

ψ

(
a− t b

|b|

)
dt

ja ∫ ∞
0

t`(1 + t)n−`ψ(a− tb) dt =
n∑
k=`

(
n− `
k − `

)∫ ∞
0

tkψ(a− tb) dt

=
n∑
k=`

(
n− `
k − `

)
1

|b|

∫ ∞
0

(
t

|b|

)k
ψ

(
a− t b

|b|

)
dt.

Näin ollen väite seuraa siitä, että ψ
(
a− t b|b|

)
= 0 jokaisella t > diamB.

Muotoillaan ja todistetaan vielä kaksi lemmaa ennen lauseen 5.27 todistusta.
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Lemma 5.33. Olkoot B ⊂ Rn kuula ja ω : B → Λ`(Rn) differentiaalimuoto. Tällöin
jokaisella y ∈ B, jokaisella x ∈ Rn ja jokaisella σ ∈ S(`− 1, n− `+ 1) pätee

(5.34)
∣∣ωy(x, eσ(1), . . . , eσ(`−1))

∣∣ ≤ n |ω(y)| |x| .

Todistus. Olkoot y ∈ B, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ja σ ∈ S(` − 1, n − ` + 1). Merkitään
E = (eσ(1), . . . , eσ(`−1)). Tällöin voidaan tehdä arvio

|ωy(x,E)| =

∣∣∣∣∣ωy
(

n∑
k=1

xkek, E

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

xkωy(ek, E)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|xk| |ωy(ek, E)|

≤ |ω(y)|
n∑
k=1

|xk| ≤ n |ω(y)| |x| .

Lemma 5.35. Olkoot B ⊂ Rn kuula, 1 ≤ p <∞ ja ω ∈ Lp(B,Λ`(Rn). Tällöin pätee

(5.36)
(∫

B

(∫
B

|ω(y)|
|x− y|n−1 dy

)p
dx

) 1
p

≤ n(diamB) |Bn(0, 1)| ||ω||p,B .

Todistus. Olkoon ρ : Rn → R määritelty kaavalla

x 7→
{
|ω(x)| , kun x ∈ B,
0, muulloin.

Kuvaus ρ kuuluu avaruuteen Lp(Rn), sillä ω ∈ Lp(B,Λ`(Rn). Olkoon Ψ: Rn → R määri-
telty kaavalla

x 7→
{ 1
|x|n−1 , kun x ∈ Bn(0, diamB) \ {0},
0, muulloin.

Kuvaus Ψ kuuluu avaruuteen L1(Rn), sillä

||Ψ||1,Rn =

∫
Bn(0,diamB)

1

|x|n−1 dx =

∫
Sn−1(0,1)

∫ diamB

0

1

|t|n−1 t
n−1 dt dS

= (diamB)
∣∣Sn−1(0, 1)

∣∣ = n(diamB) |Bn(0, 1)| .

Näin ollen Youngin konvoluutioepäyhtälön nojalla saadaan arvio(∫
B

(∫
B

|ω(y)|
|x− y|n−1 dy

)p
dx

) 1
p

= ||ρ ∗Ψ||p,Rn ≤ ||ρ||p,Rn ||Ψ||1,Rn

= n(diamB) |Bn(0, 1)| ||ω||p,B .
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Lauseen 5.27 todistus. Olkoot ω ∈ Ω`
c(B) ja 1 ≤ p < ∞. Tällöin differentiaalimuoto Tω

on muotoa
Tω =

∑
σ∈S(`−1,n−`+1)

(Tω)σdxσ(1) ∧ · · · ∧ dxσ(`−1),

missä jokainen komponenttifunktio (Tω)σ kuuluu avaruuteen C∞c (B,R). Osoitetaan aluk-
si, että jokaisella x ∈ B ja jokaisella σ ∈ S(`− 1, n− `+ 1) pätee epäyhtälö

(5.37) |(Tω)σ(x)| ≤ 22n+1(n+ 1)n

|Bn(0, 1)|

∫
B

|ω(y)|
|x− y|n−1 dy.

Olkoon x ∈ B. Merkitään Eσ = (eσ(1), . . . , eσ(`−1)) jokaisella σ ∈ S(` − 1, n − ` + 1).
Yhtälön (5.29) ja epäyhtälön (5.34) nojalla jokaisella σ ∈ S(`−1, n− `+1) saadaan arvio

|(Tω)σ(x)| = |(Tω)x(Eσ)| =
∣∣∣∣∫
B

ωy (Φ(y, x− y), Eσ) dy

∣∣∣∣ ≤ ∫
B

|ωy (Φ(y, x− y), Eσ)| dy

≤ n

∫
B

|ω(y)| |Φ(y, x− y)| dy.

Jokaisella sellaisella y ∈ B, että y 6= x, pätee yhtälön (5.31) nojalla epäyhtälö

|Φ(y, x− y)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=`

(
n− `
k − `

)
x− y
|x− y|k

∫ diamB

0

tk−1ϕ

(
y − t x− y

|x− y|

)
dt

∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=`

(
n− `
k − `

)
||ϕ||∞
|x− y|k−1

diamB/
0

tk

k

≤ (diamB)
2(n+ 1)

|B|

n∑
k=`

(
n− `
k − `

)(
diamB

|x− y|

)k−1

≤ (diamB)
2(n+ 1)

|B|
2n
(

diamB

|x− y|

)n−1

=
22n+1(n+ 1)

|Bn(0, 1)|
1

|x− y|n−1 .

Täten epäyhtälö (5.37) pätee jokaisella σ ∈ S(` − 1, n − ` + 1). Näin ollen jokaisella
σ ∈ S(`− 1, n− `+ 1) epäyhtälöstä (5.36) seuraa arvio

||(Tω)σ||p,B ≤ 22n+1(n+ 1)n

|Bn(0, 1)|

(∫
B

(∫
B

|ω(y)|
|x− y|n−1 dy

)p
dx

) 1
p

≤ 22n+1(n+ 1)n2(diamB) ||ω||p,B .
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Tällöin differentiaalimuodon Tω normille ||Tω||p,B saadaan arvio

||Tω||p,B ≤

∫
B

 ∑
σ∈S(`−1,n−`+1)

|(Tω)σ|

p
1
p

≤
∑

σ∈S(`−1,n−`+1)

(∫
B

|(Tω)σ|p
) 1

p

≤
∑

σ∈S(`−1,n−`+1)

22n+1(n+ 1)n2(diamB) ||ω||p,B

=

(
n

`

)
22n+1(n+ 1)n2(diamB) ||ω||p,B ≤ 23n+1(n+ 1)n2(diamB) ||ω||p,B

ja väite seuraa.

Korollaari 5.38. Olkoon B ⊂ Rn kuula. Tällöin jokaisella ` ∈ {1, . . . , n} ja jokaisella
1 ≤ p < ∞ kuulan B `:s Poincaré-operaattori T : Ω`

c(B) → Lp(B,Λ`−1(Rn)) voidaan
laajentaa sellaiseksi lineaarikuvaukseksi

T : Lp(B,Λ`(Rn))→ Lp(B,Λ`−1(Rn)),

että ||T ||op ≤ C(n)(diamB), missä C(n) > 0.

Huomautus 5.39. Myös laajennettua lineaarikuvausta kutsutaan kuulan B `:ksi Poincaré-
operaattoriksi.

Todistus. Olkoon 1 ≤ p <∞. Avaruudet Lp(B,Λ`(Rn)) ja Lp(B,Λ`−1(Rn)) ovat Banachin
avaruuksia ja avaruus Ω`

c(B) on avaruuden Lp(B,Λ`(Rn)) tiheä aliavaruus. Lauseen 5.27
nojalla lineaarikuvaus T : Ω`

c(B) → Lp(B,Λ`−1(Rn)) on jatkuva, sillä kuvaus toteuttaa
ehdon ||T ||op ≤ C(n)(diamB). Näin ollen on olemassa sellainen yksikäsitteinen laajennus

T : Lp(B,Λ`(Rn))→ Lp(B,Λ`−1(Rn)),

että laajennetun kuvauksen operaattorinormi on sama kuin alkuperäisen kuvauksen. Tä-
ten myös laajennettu kuvaus toteuttaa ehdon ||T ||op ≤ C(n)(diamB).

Olkoot B ⊂ Rn kuula ja 1 ≤ p <∞. Olkoot

T ` : Lp(B,Λ`(Rn))→ Lp(B,Λ`−1(Rn))

kuulan B `:s Poincaré-operaattori ja

T `+1 : Lp(B,Λ`+1(Rn))→ Lp(B,Λ`(Rn))

kuulan B (`+ 1):s Poincaré-operaattori. Halutaan osoittaa Poincaré-operaattoreille T ` ja
T `+1 lausetta 5.26 vastaava tulos. Olkoon ω ∈ Lp(B,Λ`(Rn)). Jos ei ole olemassa heikkoa
ulkoista derivaattaa dω ∈ Lp(B,Λ`+1(Rn)), niin differentiaalimuotoa T `+1(dω) ei ole mää-
ritelty. Osoitetaan, että heikon ulkoisen derivaatan dω ∈ Lp(B,Λ`+1(Rn)) olemassaolo on
riittävä ehto yhtälölle ω = d(T `ω) + T `+1(dω).
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Lemma 5.40. Olkoot B ⊂ Rn kuula ja 1 ≤ p <∞. Olkoot

T ` : Lp(B,Λ`(Rn))→ Lp(B,Λ`−1(Rn))

kuulan B `:s Poincaré-operaattori ja

T `+1 : Lp(B,Λ`+1(Rn))→ Lp(B,Λ`(Rn))

kuulan B (`+ 1):s Poincaré-operaattori. Tällöin

d(T `ω) = ω − T `+1(dω)

heikossa mielessä jokaisella ω ∈ W d,p(B,Λ`(Rn)).

Todistus. Olkoon ω ∈ W d,p(B,Λ`(Rn)). Koska T `ω ∈ Lp(B,Λ`−1(Rn)) ja ω − T `+1(dω) ∈
Lp(B,Λ`(Rn)), niin riittää osoittaa, että jokaisella τ ∈ Ωn−`

c (B) pätee∫
B

(ω − T `+1(dω)) ∧ τ = (−1)`
∫
B

T `ω ∧ dτ.

Olkoon τ ∈ Ωn−`
c (B). Lauseen 5.14 nojalla on olemassa sellainen jono (ωm)m∈N ⊂ Ω`(B)∩

W d,p(B,Λ`(Rn)), että

||ω − ωm||p,D → 0 ja ||dω − dωm||p,D → 0,

kun m → ∞. Lisäksi, koska T ` on jatkuva lineaarikuvaus, niin
∣∣∣∣T `ω − T `ωm∣∣∣∣p,B → 0,

kun m→∞.
Nyt jokaisella m ∈ N pätee∫

B

(ω − T `+1(dω)) ∧ τ =

∫
B

(ω − ωm) ∧ τ −
∫
B

(T `+1(dω)− T `+1(dωm)) ∧ τ

+

∫
B

(ωm − T `+1(dωm)) ∧ τ.

Lemman 5.7 nojalla
∫
B

(ω − ωm) ∧ τ → 0, kun m→ 0. Lauseen 5.27 perusteella pätee∣∣∣∣T `+1(dω)− T `+1(dωm)
∣∣∣∣
p,B

=
∣∣∣∣T `+1(dω − dωm)

∣∣∣∣
p,B

≤ C(n)(diamB) ||dω − dωm||p,B → 0,

kun m→∞. Täten lemman 5.7 nojalla
∫
B

(T `+1(dω)−T `+1(dωm))∧ τ → 0, kun m→∞.
Yhtälön (5.26) nojalla jokaisella m ∈ N pätee∫

B

(ωm − T `+1(dωm)) ∧ τ =

∫
B

d(T `ωm) ∧ τ = (−1)`
∫
B

T `ωm ∧ dτ.
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Näin ollen lemman 5.7 nojalla pätee∫
B

(ω − T `+1(dω)) ∧ τ = (−1)` lim
m→∞

∫
B

T `ωm ∧ dτ = (−1)`
∫
B

T `ω ∧ dτ.

Olkoot B ⊂ Rn kuula, 1 < p <∞ ja ` ∈ {1, . . . , n}. Seuraava propositio osoittaa, että
kuulan B `:s Poincaré-operaattori

T : Lp(B,Λ`(Rn))→ Lp(B,Λ`−1(Rn))

määrittelee kuvauksen

T : Lp(B,Λ`(Rn))→ W 1,p(B,Λ`−1(Rn)),

joka on jatkuva normissa 6 || · ||W 1,p(B,Λ`−1(Rn)); katso [9, Proposition 4.1, s. 39]. Proposi-
tion todistus perustuu siihen, että väite seuraa Calderónin-Zygmundin ydintä vastaavan
integraalioperaattorin jatkuvuudesta; [4, Theorem 2, s. 290]. Singulaaristen integraalien
teoriaan ei tässä työssä tutustuta tarkemmin.

Propositio 5.41. Olkoot B ⊂ Rn kuula, 1 < p <∞ ja ` ∈ {1, . . . , n}. Olkoon

T : Lp(B,Λ`(Rn))→ Lp(B,Λ`−1(Rn))

kuulan B `:s Poincaré-operaattori. Tällöin Tω ∈ W 1,p(B,Λ`−1(Rn)) ja

(5.42) 6 || Tω||W 1,p(B,Λ`−1(Rn)) ≤ C(n, p) ||ω||p,B

jokaisella ω ∈ Lp(B,Λ`(Rn)), missä C(n, p) > 0.

Väitteen palauttaminen singulaaristen integraalien teoriaan. Olkoon ω ∈ Lp(B,Λ`(Rn)).
Tällöin differentiaalimuoto Tω on muotoa

Tω =
∑

σ∈S(`−1,n−`+1)

(Tω)σdxσ(1) ∧ · · · ∧ dxσ(`−1),

missä jokainen komponenttifunktio (Tω)σ kuuluu avaruuteen Lp(B). Koska ||T ||op ≤
C(n)(diamB) korollaarin 5.38 perusteella, niin

6 || Tω||p,B =
1

diamB
||Tω||p,B ≤

1

diamB
||T ||op ||ω||p,B ≤ C(n) ||ω||p,B .

Näin ollen riittää osoittaa, että Tω ∈ W 1,p(B,Λ`−1(Rn)) ja ||∇(Tω)||p,B ≤ C(n, p) ||ω||p,B.
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Olkoot σ ∈ S(`− 1, n− `+ 1) ja E = (eσ(1), . . . , eσ(`−1)). Määritellään jokaisella y ∈ B
kuvaus Φy : Rn → Rn kaavalla x 7→ Φ(y, x − y). Tavoitteena on osoittaa, että jokaisella
i = 1, . . . , n komponenttifunktion (Tω)σ i:s heikko derivaatta

∂(Tω)σ
∂xi

=

∫
B

ωy

(
∂Φy

∂xi
, E

)
dy

toteuttaa epäyhtälön ∣∣∣∣∣∣∣∣∂(Tω)σ
∂xi

∣∣∣∣∣∣∣∣
p,B

≤ C(n, p) ||ω||p,B .

Koska jokaisella y ∈ B ja jokaisella i = 1, . . . , n pätee yhtälö

∂Φy

∂xi
(x) = ei

∫ ∞
0

t`−1(1+t)n−`ϕ(y−t(x−y)) dt−(x−y)

∫ ∞
0

t`(1+t)n−`
∂ϕ

∂xi
(y−t(x−y)) dt

jokaisella x ∈ Rn, niin yhtälöiden (5.31) ja (5.32) nojalla jokaisella y ∈ B ja jokaisella
i = 1, . . . , n pätee yhtälö

∂Φy

∂xi
(x) =

n∑
k=`

(
n− `
k − `

)
ei

|x− y|k

∫ diamB

0

tk−1ϕ

(
y − t x− y

|x− y|

)
dt

−
n∑
k=`

(
n− `
k − `

)
x− y
|x− y|k+1

∫ diamB

0

tk
∂ϕ

∂xi

(
y − t x− y

|x− y|

)
dt

jokaisella sellaisella x ∈ B, että x 6= y. Määritellään jokaisella i = 1, . . . , n kuvaus Li : B×
(Rn \ {0})→ Rn kaavalla

(a, b) 7→
n−1∑
k=`

(
n− `
k − `

)
ei

|b|k

∫ diamB

0

tk−1ϕ

(
a− t b

|b|

)
dt

−
n−1∑
k=`

(
n− `
k − `

)
b

|b|k+1

∫ diamB

0

tk
∂ϕ

∂xi

(
a− t b

|b|

)
dt.

Määritellään jokaisella i = 1, . . . , n kuvaus Ki : B × (Rn \ {0})→ Rn kaavalla

(a, b) 7→ ei
|b|n

∫ diamB

0

tn−1ϕ

(
a− t b

|b|

)
dt− b

|b|n+1

∫ diamB

0

tn
∂ϕ

∂xi

(
a− t b

|b|

)
dt.

Täten jokaisella y ∈ B ja jokaisella i = 1, . . . , n pätee

(5.43)
∂Φy

∂xi
(x) = Li(y, x− y) +Ki(y, x− y)
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jokaisella sellaisella x ∈ B, että x 6= y. Määritellään jokaisella i = 1, . . . , n kuvausAi : B →
R kaavalla

x 7→
∫
B

ωy (Li(y, x− y), E) dy.

Määritellään jokaisella i = 1, . . . , n kuvaus Si : B → R kaavalla

x 7→
∫
B

ωy (Ki(y, x− y), E) dy.

Näin ollen jokaisella i = 1, . . . , n pätee yhtälö

∂(Tω)σ
∂xi

= Ai + Si.

Jokaisella i = 1, . . . , n riittää siis arvioida kuvausten Ai ja Si normeja ||Ai||p,B ja ||Si||p,B.
Tässä työssä ei todenneta sitä, mutta jokaisella i = 1, . . . , n ydin Ki on Calderónin-

Zygmundin ydin. Näin ollen jokaisella i = 1, . . . , n ydintä Ki vastaava integraalioperaat-
tori on jatkuva, joten jokaisella i = 1, . . . , n saadaan arvio

||Si||p,B ≤ C(n, p) ||ω||p,B .

Jokaisella i = 1, . . . , n voidaan tehdä arvio

|Li(y, x− y)| ≤
n−1∑
k=`

(
n− `
k − `

)(
||ϕ||∞
|x− y|k

diamB/
0

tk

k
+
||∇ϕ||∞
|x− y|k

diamB/
0

tk+1

k + 1

)

≤ 2(n+ 1)

|B|

n−1∑
k=`

(
n− `
k − `

)(
diamB

|x− y|

)k (
1

k
+

2

k + 1

)
≤ 2(n+ 1)

|B|
2n
(

diamB

|x− y|

)n−1

=
1

diamB

22n+1(n+ 1)

|Bn(0, 1)|
1

|x− y|n−1

jokaisella sellaisella x ∈ B ja jokaisella sellaisella y ∈ B, että x 6= y. Tällöin epäyhtälöiden
(5.34) ja (5.36) nojalla jokaisella i = 1, . . . , n saadaan arvio

||Ai||p,B ≤
22n+1(n+ 1)n2

|Bn(0, 1)|
||ω||p,B = C(n) ||ω||p,B .

Täten on osoitettu arvio ∣∣∣∣∣∣∣∣∂(Tω)σ
∂xi

∣∣∣∣∣∣∣∣
p,B

≤ C(n, p) ||ω||p,B ,
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missä permutaatio σ ∈ S(`−1, n− `+1) on mielivaltaisesti valittu. Tällöin saadaan arvio

||∇(Tω)||p,B =

(∫
B

∣∣∣∣∣
(
∂(Tω)σ
∂xi

)
σ,i

∣∣∣∣∣
p) 1

p

≤

(∫
B

(∑
σ,i

∣∣∣∣∂(Tω)σ
∂xi

∣∣∣∣
)p) 1

p

≤
∑
σ,i

(∫
B

∣∣∣∣∂(Tω)σ
∂xi

∣∣∣∣p) 1
p

≤
∑
σ,i

C(n, p) ||ω||p,B = n

(
n

`

)
C(n, p) ||ω||p,B

≤ C(n, p) ||ω||p,B

ja väite seuraa.

Olkoot B ⊂ Rn kuula, 1 < p < n ja ` ∈ {1, . . . , n}. Proposition 5.41 seurauksena
saadaan osoitettua Sobolev-Poincaré epäyhtälö Sobolev-avaruuden W d,p(B,Λ`(Rn)) dif-
ferentiaalimuodoille.

Korollaari 5.44. Olkoot B ⊂ Rn kuula, 1 < p < n ja ` ∈ {1, . . . , n}. Olkoon

T : Lp(B,Λ`+1(Rn))→ W 1,p(B,Λ`(Rn))

kuulan B (`+ 1):s Poincaré-operaattori. Tällöin T (dω) ∈ Lp∗(B,Λ`(Rn)) ja

(5.45) ||T (dω)||p∗,B ≤ C(n, p) ||dω||p,B

jokaisella ω ∈ W d,p(B,Λ`(Rn)), missä p∗ = np
n−p ja C(n, p) > 0.

Todistus. Olkoon ω ∈ W d,p(B,Λ`(Rn)). Koska dω ∈ Lp(B,Λ`+1(Rn)), niin proposition
5.41 nojalla pätee T (dω) ∈ W 1,p(B,Λ`(Rn)) ja

6 || T (dω)||W 1,p(B,Λ`(Rn)) ≤ C(n, p) ||dω||p,B .

Koska differentiaalimuoto T (dω) on muotoa

T (dω) =
∑

i1<···<i`

(T (dω))I dxi1 ∧ · · · ∧ dxi` ,

missä jokainen komponenttifunktio (T (dω))I kuuluu avaruuteen W 1,p(B,R), niin korol-
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laarin 4.8 nojalla saadaan arvio

||T (dω)||p∗,B ≤

∫
B

( ∑
i1<···<i`

|(T (dω))I |

)p∗
 1

p∗

≤
∑

i1<···<i`

(∫
B

|(T (dω))I |p
∗
) 1

p∗

≤
∑

i1<···<i`

C(n, p)

(
1

diamB

(∫
B

|(T (dω))I |p
) 1

p

+

(∫
B

|∇(T (dω))I |p
) 1

p

)

≤
∑

i1<···<i`

C(n, p)

(
1

diamB

(∫
B

|T (dω)|p
) 1

p

+

(∫
B

|∇T (dω)|p
) 1

p

)

=

(
n

`

)
C(n, p) 6 || T (dω)||W 1,p(B,Λ`(Rn)) ≤ C(n, p) 6 || T (dω)||W 1,p(B,Λ`(Rn)).

Tämä päättää todistuksen.
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Luku 6

Sobolev-avaruudet monistolla

Tässä luvussa siirretään lukujen 4 ja 5 käsitteitä euklidisesta avaruudesta monistolle.

6.1 Sobolev-avaruus W 1,n
loc (D,M)

Olkoot D ⊂ Rn alue jaM sileä n-monisto. Tässä alaluvussa määritellään Sobolev-avaruus
W 1,n

loc (D,M) ja sen alkioiden tangenttikuvaus.

Määritelmä 6.1. Olkoot D ⊂ Rn alue jaM sileä n-monisto. Jatkuva kuvaus f : D →M
kuuluu avaruuteen W 1,n

loc (D,M), jos jokaisella x ∈ D on olemassa sellainen ympäristö
U 3 x ja sellainen kartta (V, h) monistolla M , että f(U) ⊂ V ja h ◦ f |U ∈ W 1,n

loc (U,Rn).

Seuraavassa lemmassa osoitetaan, että moniston Sobolev-kuvauksen määritelmässä 6.1
valittavilla ympäristöllä ja kartalla ei ole merkitystä.

Lemma 6.2. Olkoot D ⊂ Rn alue, M sileä n-monisto ja f ∈ W 1,n
loc (D,M). Tällöin

jokaisella x ∈ D ja jokaisella sellaisella moniston M kartalla (V, h), että f(x) ∈ V , on
olemassa sellainen ympäristö U 3 x, että f(U) ⊂ V ja h ◦ f |U ∈ W 1,n

loc (U,Rn).

Todistus. Olkoot x ∈ D ja pari (V, h) sellainen kartta, että f(x) ∈ V . Määritelmän 6.1
nojalla on olemassa sellainen ympäristö U0 3 x ja sellainen kartta (V0, h0), että f(U0) ⊂ V0

ja h0◦f |U0 ∈ W
1,n
loc (U0,Rn). Koska kuvaus f : D →M on jatkuva ja f(x) ∈ V , niin on myös

olemassa sellainen ympäristö U1 3 x, että f(U1) ⊂ V . Koska kuvaus h◦h−1
0 : h0(V0∩V )→

h(V0 ∩ V ) on diffeomorfismi ja h0(f(x)) ∈ h0(V0 ∩ V ), niin on olemassa sellainen pisteen
h0(f(x)) ympäristö W , että kuvaus h ◦ h−1

0 on Lipshitz-jatkuva joukossa W .
Osoitetaan, että voidaan valita pisteen x ympäristö U = (h0 ◦ f)−1(W ) ∩ U0 ∩ U1.

Valinnan perusteella selvästi pätee, että f(U) ⊂ f(U1) ⊂ V . Voidaan kirjoittaa h ◦ f |U =
(h ◦ h−1

0 )|W ◦ h0 ◦ f |U , missä kuvaus (h ◦ h−1
0 )|W : W → (h ◦ h−1

0 )(W ) on Lipschitz-jatkuva
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diffeomorfismi. Lisäksi kuvaus h0 ◦ f |U : U → W kuuluu avaruuteen W 1,n
loc (U,Rn), joten

lemman 4.3 perusteella h ◦ f |U ∈ W 1,n
loc (U,Rn).

Olkoot D ⊂ Rn alue, M sileä n-monisto ja f ∈ W 1,n
loc (D,M). Tällöin kuvaus f ei vält-

tämättä ole riittävän sileä, jotta tangenttikuvaus olisi määritelty perinteisessä mielessä.
Halutaan kuitenkin etsiä tangenttikuvauksen yleistus avaruuden W 1,n

loc (D,M) alkioille.
Olkoon pari (V, h) sellainen kartta monistolla M , että f−1(V ) ⊂ D. Tällöin melkein

jokaisella x ∈ f−1(V ) voidaan tarkastella lineaarikuvausta

(Dh−1)(h(f(x))) ◦D(h ◦ f)(x) : Rn → Tf(x)M.

Jos kuvauksen f tangenttikuvaus on määritelty, niin se vastaa tarkasteltavaa lineaariku-
vausta.

Lause 6.3. Olkoot D ⊂ Rn alue, M sileä n-monisto ja f ∈ W 1,n
loc (D,M). Tällöin kuvauk-

selle f voidaan määritellä melkein jokaisella x ∈ D tangenttikuvaus Df(x) : Rn → Tf(x)M
kaavalla Df(x) = (Dh−1)(h(f(x))) ◦D(h ◦ f)(x), missä pari (V, h) on mikä tahansa sel-
lainen moniston M kartta, että f(x) ∈ V .

Todistus. Halutaan osoittaa, että tangenttikuvauksen määritelmä on riippumaton kartan
valinnasta. Oletetaan siis, että on olemassa sellaiset kartat (V0, h0) ja (V1, h1), että U =
f−1(V0) ∩ f−1(V1) 6= ∅.

Tällöin kirjoittamalla h−1
0 = h−1

1 ◦ h1 ◦ h−1
0 saadaan

(Dh−1
0 )(h0(f(x))) = D(h−1

1 ◦ h1 ◦ h−1
0 )(h0(f(x)))

= (Dh−1
1 )(h1(f(x))) ◦D(h1 ◦ h−1

0 )(h0(f(x)))

melkein jokaisella x ∈ U . Vastaavasti kirjoittamalla h0◦f = h0◦h−1
1 ◦h1◦f ja käyttämällä

lemmaa 4.3 sopivassa pisteen x ympäristössä saadaan

D(h0 ◦ f)(x) = D(h0 ◦ h−1
1 ◦ h1 ◦ f)(x)

= D(h0 ◦ h−1
1 )(h1(f(x))) ◦D(h1 ◦ f)(x)

melkein jokaisella x ∈ U . Koska

D(h1 ◦ h−1
0 )(h0(f(x))) ◦D(h0 ◦ h−1

1 )(h1(f(x))) = D(h1 ◦ h−1
0 ◦ h0 ◦ h−1

1 )(h1(f(x))) = id

melkein jokaisella x ∈ U , niin yhdistämällä välivaiheet on saatu osoitettua, että määritel-
mä on riippumaton kartan valinnasta, sillä

(Dh−1
0 )(h0(f(x))) ◦D(h0 ◦ f)(x) = D(h−1

1 )(h1(f(x))) ◦D(h1 ◦ f)(x)

melkein jokaisella x ∈ U .
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Määritelmä 6.4. Olkoot D ⊂ Rn alue, M sileä n-monisto ja f ∈ W 1,n
loc (D,M). Määri-

tellään jokaisella ω ∈ Ω`(M) pullback-muoto f ∗ω : Rn → Λ`(Rn) kaavalla

(6.5) (f ∗ω)x = (Df(x))∗(ωf(x))

melkein jokaisella x ∈ Rn.

Määritelmä 6.6. Olkoot D ⊂ Rn alue,M n-ulotteinen suunnistettu Riemannin monisto
ja f ∈ W 1,n

loc (D,M). Kuvauksen f Jacobiaani on funktio Jf : D → R, joka toteuttaa
yhtälön

Jf (x) volRn = (f ∗ volM)x

melkein jokaisella x ∈ D.

6.2 Sobolev-avaruus W d,p,q(M,Λ`(TM))

Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja ω : M → Λ`(TM) differenti-
aalimuoto. Koska monistolla M on määritelty Riemannin mitta µ ja `:s ulkoinen kimppu
Λ`(TM) on sileä monisto, niin voidaan puhua differentiaalimuodon ω mitallisuudesta.
Sanotaan, että ω on mitallinen differentiaalimuoto, jos kuvaus ω : M → Λ`(TM) on mi-
tallinen. Tämän jälkeen avaruuksien Lp(M,Λ`(TM)) määritteleminen on tapahtuu luon-
nollisesti jokaisella 1 ≤ p ≤ ∞.

Määritelmä 6.7. Olkoon M n-ulotteinen Riemannin monisto. Differentiaalimuodon ω :
M → Λ`(TM) pisteittäinen normi on funktio |ω| : M → R, joka on määritelty kaavalla
x 7→ ||ωx||Λ`(TxM). Merkitään |ω| (x) = |ω(x)| jokaisella x ∈M .

Määritelmä 6.8. OlkootM suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto, µ Riemannin
mitta monistollaM ja 1 ≤ p <∞. Mitallinen differentiaalimuoto ω : M → Λ`(TM) kuuluu
avaruuteen Lp(M,Λ`(TM)), jos

||ω||p =

(∫
M

|ω|p dµ

) 1
p

<∞.

Määritelmä 6.9. Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Mitallinen
differentiaalimuoto ω : M → Λ`(TM) kuuluu avaruuteen L∞(M,Λ`(TM)), jos

||ω||∞ = ess supx∈M |ω(x)| <∞,

missä oleellinen supremum otetaan Riemannin mitan suhteen.
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Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja 1 ≤ p, q < ∞. Heikko
ulkoinen derivaatta ja avaruus W d,p,q(M,Λ`(TM)) voidaan määritellä vastaavasti kuin
euklidisessa tapauksessa.

Määritelmä 6.10. OlkoonM suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot ω ∈
L1

loc(M,Λ`(TM)) ja τ ∈ L1
loc(M,Λ`+1(TM)). Jos jokaisella ϕ ∈ Ωn−`−1

c (M) pätee

(6.11)
∫
M

ω ∧ dϕ = (−1)`+1

∫
M

τ ∧ ϕ,

niin sanotaan, että dω = τ heikossa mielessä.

Määritelmä 6.12. OlkootM suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja 1 ≤ p, q <
∞. Differentiaalimuoto ω : M → Λ`(TM) kuuluu avaruuteen W d,p,q(M,Λ`(TM)), jos ω ∈
Lp(M,Λ`(TM)) ja on olemassa sellainen differentiaalimuoto τ ∈ Lq(M,Λ`+1(TM)), että
dω = τ heikossa mielessä. Erikoistapauksessa p = q merkitään W d,p,p(M,Λ`(TM)) =
W d,p(M,Λ`(TM)).
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Luku 7

Kvasisäännöllinen analyysi

Luvussa esitellään kvasisäännöllisen kuvauksen määritelmä ja kvasisäännöllisiin kuvauk-
siin liittyviä tuloksia. Luvun lopuksi määritellään kvasisäännöllisen kuvauksen kohomolo-
ginen arvojenjakautumisraja ja lausutaan tulos sen olemassaolosta, jonka avulla esitetään
todistus lauseelle 1.2.

7.1 Kvasisäännöllinen kuvaus
Tässä alaluvussa tutustutaan kvasisäännöllisiin kuvauksiin sekä euklidiselta avaruudelta
euklidiselle avaruudelle että euklidiselta avaruudelta suunnistetulle Riemannin monistolle.

Aloitetaan määrittelemällä kvasisäännöllinen kuvaus euklidisten avaruuksien välillä.
Formaalia määritelmää seuraa havainnollistava kuva.

Määritelmä 7.1. Olkoot n ≥ 2, D ⊂ Rn alue ja K ≥ 1. Kuvaus f : D → Rn on K-
kvasisäännöllinen, jos f ∈ W 1,n

loc (D,Rn) ja ||Df(x)||nop ≤ KJf (x) melkein jokaisella x ∈ D.

Df(x)

Bn(0, 1)

Df(x)(Bn(0, 1))

1

Kuva 7.1
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Määritelmässä 7.1 ei vaadita, että kvasisäännöllinen kuvaus on jatkuva. Voidaan kui-
tenkin osoittaa, että jokaisen kvasisäännöllisen kuvauksen ekvivalenssiluokalla on olemassa
jatkuva edustaja; katso [16, 3.9. Theorem, s. 177].

Olkoot n ≥ 2, D ⊂ Rn alue ja K ≥ 1. Kuvassa 7.1 havainnollistetaan sitä, miten yk-
sikkökuula kuvautuu K-kvasisäännöllisen kuvauksen f : D → Rn tangenttikuvauksessa.
Kuvassa 7.1 ellipsoidin pisimmän akselin pituus on ||Df(x)||op, ellipsoidin akselien pi-
tuuksien tulo on Jf (x) ja katkoviivalla piirretyn kuulan tilavuus ||Df(x)||nop |Bn(0, 1)| on
korkeintaan K kertaa ellipsoidin tilavuus Jf (x) |Bn(0, 1)|.

Seuraavaksi määritellään kvasisäännöllinen kuvaus euklidiselta avaruudelta suunniste-
tulle Riemannin monistolle. Määritelmä voidaan antaa usein ekvivalentein tavoin. Tässä
työssä käytetään Kangaslammen väitöskirjassaan [11] käyttämää määritelmää.

Määritelmä 7.2. Olkoot n ≥ 2, M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja
K ≥ 1. Jatkuva kuvaus f : Rn → M on K-kvasisäännöllinen, jos f ∈ W 1,n

loc (Rn,M) ja
jokaisella ε > 0 ja jokaisella x ∈ Rn on olemassa sellainen pisteen x ympäristö U ⊂ Rn ja
sellainen (1 + ε)-bilipschitz-jatkuva kartta (V, h) monistolla M , että f(U) ⊂ V ja kuvaus
h ◦ f |U : U → Rn on ((1 + ε)2nK)-kvasisäännöllinen.

h ◦ f |U

f |U h|f(U)

Rn Rn

M

1

Kuva 7.2: Kvasisäännöllinen kuvaus f : Rn →M .

Olkoon n ≥ 2. Määritelmää 7.2 voidaan soveltaa myös sellaisiin kuvauksiin f : Rn →
Rn, että f ∈ W 1,n

loc (Rn,Rn). Näin ollen halutaan, että näin saatava määritelmä kvasi-
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säännöllisyydelle pysyy yhtäsopivana määritelmän 7.1 kanssa. Tämä selittää, miksi kar-
tan vaaditaan olevan (1 + ε)-bilipschitz-jatkuva ja yhdistetyn kuvauksen ((1 + ε)2nK)-
kvasisäännöllinen. Näytetään tämä esimerkeillä.

Esimerkki 7.3. Olkoot n ≥ 2, K ≥ 1 ja ε > 0. Olkoot f : Rn → Rn K-kvasisäännöllinen
kuvaus ja h : Rn → Rn (1 + ε)-bilipschitz-jatkuva diffeomorfismi. Tällöin lemman 4.3
perusteella pätee h ◦ f ∈ W 1,n

loc (Rn,Rn) ja D(h ◦ f)(x) = Dh(f(x)) ◦ Df(x) melkein
jokaisella x ∈ Rn. Täten epäyhtälöiden (2.19) ja (2.20) nojalla saadaan arvio

||D(h ◦ f)(x)||nop = ||Dh(f(x)) ◦Df(x)||nop ≤ ||Dh(f(x))||nop ||Df(x)||nop

≤ (1 + ε)nKJf (x) ≤ (1 + ε)nKJf (x)Jh(f(x))(1 + ε)n

= (1 + ε)2nKJh◦f (x)

melkein jokaisella x ∈ Rn.

Esimerkki 7.4. Kuvaus f : R2 → R2, (x, y) 7→ (2x, y), ei ole 1-kvasisäännöllinen. Selvästi
f ∈ W 1,n

loc (R2,R2) ja

||Df(x, y)||2op =

∣∣∣∣∣∣∣∣(2 0
0 1

)∣∣∣∣∣∣∣∣2
op

= 22 > 2 = Jf (x, y)

jokaisella (x, y) ∈ R2.
Määritellään diffeomorfismi h : R2 → R2, (x, y) 7→ (x, 2y). Tällöin h ◦ f = 2id on

1-kvasisäännöllinen, koska h ◦ f ∈ W 1,n
loc (R2,R2) ja

||D(h ◦ f)(x, y)||2op =

∣∣∣∣∣∣∣∣(2 0
0 2

)∣∣∣∣∣∣∣∣2
op

= 22 = Jh◦f (x, y)

jokaisella (x, y) ∈ R2. Tässä kuitenkin kuvaus h on 2-Lipschitz.

Määritelmä 7.5. Olkoot n ≥ 2, M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja
K ≥ 1. Sanotaan, että monisto M on K-kvasisäännöllisesti elliptinen, jos on olemassa
K-kvasisäännöllinen kuvaus f : Rn →M , joka ei ole vakiokuvaus.

Olkoot n ≥ 2 ja M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja
f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus. Katsomalla määritelmää 7.1 herää kysymys,
toteuttaako kuvaus f epäyhtälön ||Df(x)||nop ≤ KJf (x) melkein jokaisella x ∈ Rn. Seu-
raavassa lemmassa osoitetaan, että vastaus on kyllä.

Lemma 7.6. Olkoot n ≥ 2 ja M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot
K ≥ 1 ja f : Rn →M K-kvasisäännöllinen kuvaus. Tällöin

(7.7) ||Df(x)||nop ≤ KJf (x)

melkein jokaisella x ∈ Rn.
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Todistus. Olkoot ε > 0 ja y ∈ Rn. Tällöin on olemassa sellainen pisteen y ympäristö
D ⊂ Rn ja sellainen (1 + ε)-bilipschitz-jatkuva kartta (V, h), että f(D) ⊂ V ja kuvaus
h ◦ f : D → Rn on ((1 + ε)2nK)-kvasisäännöllinen. Nyt epäyhtälöiden (2.19) ja (2.20)
nojalla melkein jokaisella x ∈ D pätee

||Df(x)||nop =
∣∣∣∣(Dh−1)(h(f(x)) ◦D(h ◦ f)(x)

∣∣∣∣n
op

≤
∣∣∣∣(Dh−1)(h(f(x)))

∣∣∣∣n
op
||D(h ◦ f)(x)||nop

≤ (1 + ε)n(1 + ε)2nKJh◦f (x)

= (1 + ε)3nKJh(f(x))Jf (x)

≤ (1 + ε)3nK(1 + ε)nJf (x)

= (1 + ε)4nKJf (x).

Koska pisteen y ∈ Rn valinta oli mielivaltainen, niin arvio ||Df(x)||nop ≤ (1 + ε)4nKJf (x)
pätee melkein jokaisella x ∈ Rn. Myös ε > 0 oli mielivaltainen, joten väite seuraa.

Olkoot n ≥ 2 ja M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1
ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Epäyhtälön (7.7)
nojalla Jacobiaani Jf on ei-negatiivinen melkein kaikkialla joukossa Rn. Epäyhtälöstä
(7.7) seuraa myös se, että Jacobiaani Jf ei voi olla vakiokuvaus nolla, koska kuvaus f ei
ole vakiokuvaus.

7.2 Pullback-operaatio
Olkoot n ≥ 2 ja M yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Ol-
koot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Ol-
koon ω : M → Λ`(TM) mitallinen differentiaalimuoto. Tällöin yhtälö (6.5) määrittelee
mitallisen pullback-muodon f ∗ω : Rn → Λ`(Rn); katso [12, Proposition 11.2, s. 50]. Täs-
sä alaluvussa arvioidaan pullback-muodon f ∗ω pisteittäistä normia |f ∗ω| ja perehdytään
pullback-muodon f ∗ω säännöllisyyteen.

Jos ω ∈ L∞(M,Λ`(TM)), niin tällöin seuraava propositio antaa keskeisen arvion
pullback-muodon f ∗ω pisteittäiselle normille |f ∗ω|. Kyseinen arvio on tärkeä työkalu työs-
sä.

Propositio 7.8. Olkoot n ≥ 2, M yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rieman-
nin monisto ja µ Riemannin mitta monistolla M . Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-
kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon ω ∈ L∞(M,Λ`(TM)). Tällöin

(7.9) |(f ∗ω)(x)| ≤ C(n) ||ω||∞ ||Df(x)||`op

melkein jokaisella x ∈ Rn, missä C(n) > 0.
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Proposition 7.8 todistusta varten osoitetaan, että kvasisäännöllinen kuvaus toteuttaa
Lusinin ominaisuuden (N−1).

Lause 7.10. [1, Theorem 8.1, s. 305] Olkoot n ≥ 2 ja D ⊂ Rn alue. Olkoot K ≥ 1,
ja f : D → Rn K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon E ⊂ Rn

sellainen joukko, että |E| = 0. Tällöin |f−1(E)| = 0.

Korollaari 7.11. Olkoot n ≥ 2, M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja
µ Riemannin mitta monistolla M . Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen
kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon E ⊂ M sellainen joukko, että µ(E) = 0. Tällöin
|f−1E| = 0.

Todistus. Jokaisella x ∈ Rn on olemassa sellainen ympäristö Dx ⊂ Rn ja sellainen 2-
bilipschitz-jatkuva kartta (Vx, hx), että f(Dx) ⊂ Vx ja kuvaus hx ◦ f |Dx : Dx → Rn on
(22nK)-kvasisäännöllinen. Nyt kokoelma {Dx}x∈Rn on avaruuden Rn avoin peite, joten on
olemassa numeroituva osapeite {Dxi}i∈N. Tällöin

f−1(E) =
∞⋃
i=1

(f |Dxi )
−1(E ∩ Vxi).

Tarkastellaan joukkoja E ∩ Vxi ⊂ Vxi . Joukot ovat nollamittaisia, sillä 0 ≤ µ(E ∩ Vxi) ≤
µ(E) = 0. Koska (Vxi , hxi) on 2-bilipschitz-jatkuva kartta, niin lemman 2.24 nojalla
|hxi(E ∩ Vxi)| = 0. Kuvaus hxi ◦ f |Dxi : Dxi → Rn on (22nK)-kvasisäännöllinen, joten
käyttämällä lausetta 7.10 saadaan yhtäsuuruus

∣∣(f |Dxi )−1(E ∩ Vxi)
∣∣ = 0. Täten

0 ≤
∣∣f−1(E)

∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞⋃
i=1

(f |Dxi )
−1(E ∩ Vxi)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
i=1

∣∣(f |Dxi )−1(E ∩ Vxi)
∣∣ = 0.

Proposition 7.8 todistus. Osoitetaan ensin, että

||(f ∗ω)x||op ≤ n
∣∣∣∣ωf(x)

∣∣∣∣
Λ`(Tf(x)M)

||Df(x)||`op

melkein jokaisella x ∈ Rn. Olkoot v1, . . . , v` ∈ Rn yksikkövektoreita. Määritelmän 6.4
nojalla saadaan melkein jokaisella x ∈ Rn yhtäsuuruus

|(f ∗ω)x(v1, . . . , v`)| =
∣∣((Df(x))∗(ωf(x)))(v1, . . . , v`)

∣∣
=

∣∣ωf(x)(Df(x)v1, . . . , Df(x)v`)
∣∣ .

Jos Df(x)vi = 0 jollakin i = 1, . . . , `, niin∣∣ωf(x)(Df(x)v1, . . . , Df(x)v`)
∣∣ = 0.
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Voidaan siis olettaa, että Df(x)vi 6= 0 jokaisella i = 1, . . . , `. Tällöin lemman 2.8 nojalla
saadaan arvio∣∣ωf(x)(Df(x)v1, . . . , Df(x)v`)

∣∣
=

(∏̀
i=1

||Df(x)vi||Tf(x)M

)∣∣∣∣∣ωf(x)

(
Df(x)v1

||Df(x)v1||Tf(x)M
, . . . ,

Df(x)v`
||Df(x)v`||Tf(x)M

)∣∣∣∣∣
≤

(∏̀
i=1

||Df(x)||op

)∣∣∣∣ωf(x)

∣∣∣∣
op

= ||Df(x)||`op

∣∣∣∣ωf(x)

∣∣∣∣
op

≤ n
∣∣∣∣ωf(x)

∣∣∣∣
Λ`(Tf(x)M)

||Df(x)||`op

melkein jokaisella x ∈ Rn.
Lemman 2.9 nojalla saadaan arvio

|(f ∗ω)(x)| = ||(f ∗ω)x||Λ`(Rn) ≤ C(n) ||(f ∗ω)x||op ≤ C(n)
∣∣∣∣ωf(x)

∣∣∣∣
Λ`(Tf(x)M)

||Df(x)||`op

melkein jokaisella x ∈ Rn. Merkitään

E = {y ∈M : |ω(y)| > ||ω||∞}.

Koska ω ∈ L∞(M,Λ`(TM)), niin µ(E) = 0. Tällöin korollaarin 7.11 nojalla pätee, että
|f−1(E)| = 0. Näin ollen melkein jokaisella x ∈ Rn pätee∣∣∣∣ωf(x)

∣∣∣∣
Λ`(Tf(x)M)

= |ω(f(x))| ≤ ||ω||∞

ja väite seuraa.

Olkoot n ≥ 2 ja M yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Ol-
koot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon
ω : M → Λ`(TM) mitallinen differentiaalimuoto. Seuraavat kaksi propositiota ovat oleel-
lisen tärkeitä tuloksia pullback-muodon f ∗ω säännöllisyydestä.

Propositio 7.12. [12, Proposition 11.5, s. 52] Olkoot n ≥ 2 ja M yhtenäinen ja suunnis-
tettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn →M K-kvasisäännöllinen
kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoot ` ∈ {1, . . . , n} ja ω ∈ L

n
`
loc(M,Λ`(TM)). Tällöin

pätee f ∗ω ∈ L
n
`
loc(Rn,Λ`(Rn)).

Propositio 7.13. [12, Theorem 11.8, s. 54] Olkoot n ≥ 2 ja M yhtenäinen ja suunnistettu
n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen
kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoot ` ∈ {1, . . . , n− 1} ja ω ∈ W d,n

`
, n
`+1

loc (M,Λ`(TM)).
Tällöin pätee f ∗ω ∈ W d,n

`
, n
`+1

loc (Rn,Λ`(Rn)) ja d(f ∗ω) = f ∗(dω) heikossa mielessä.
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Seuraava propositio on kuulan Poincaré-operaattorin ja proposition 7.13 sovellus.

Propositio 7.14. Olkoot n ≥ 2 ja M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn →M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoot
1 ≤ ` ≤ n

2
ja ω ∈ Ω`(M) suljettu differentiaalimuoto. Olkoot B ⊂ Rn kuula, p = n

`
ja

q = n
`

n
n+1

. Tällöin on olemassa sellainen τ ∈ Lp(B,Λ`−1(Rn)), että f ∗ω = dτ heikossa
mielessä ja

||τ || nq
n−q ,B

≤ C(n) ||f ∗ω||q,B .

Todistus. Propositiosta 7.13 seuraa, että f ∗ω ∈ Lp(B,Λ`(Rn)) ja d(f ∗ω) = f ∗(dω) = 0
heikossa mielessä. Olkoot

T ` : Lp(B,Λ`(Rn))→ W 1,p(B,Λ`−1(Rn))

kuulan B `:s Poincaré-operaattori ja

T `+1 : Lp(B,Λ`+1(Rn))→ W 1,p(B,Λ`(Rn))

kuulan B (`+1):s Poincaré-operaattori. Olkoon τ = T `(f ∗ω) ∈ W 1,p(B,Λ`−1(Rn)). Koska
f ∗ω ∈ W d,p(B,Λ`(Rn)), niin lemman 5.40 nojalla

dτ = f ∗ω − T `+1(d(f ∗ω)) = f ∗ω

heikossa mielessä.
Koska q < p ja τ ∈ W 1,p(B,Λ`−1(Rn)), niin τ ∈ W d,q(B,Λ`−1(Rn)). Lisäksi 1 < q < n,

joten korollaarin 5.44 nojalla saadaan arvio

||τ || nq
n−q ,B

=
∣∣∣∣T `(dτ)

∣∣∣∣
nq
n−q ,B

≤ C(n, q) ||dτ ||q,B = C(n, `) ||f ∗ω||q,B ≤ C(n) ||f ∗ω||q,B ,

missä C(n) = max{C(n, `) : 1 ≤ ` ≤ n
2
}.

7.3 Kuvauksen käytös keskimäärin
Olkoot n ≥ 2 ja M on suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1
ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoot x ∈ Rn ja
r > 0. Kuvauksen f käytöstä kuulassa Bn(x, r) voidaan tutkia palauttamalla tilanne
yksikkökuulaan affiinilla kuvauksella Tx,r : Bn(0, 1) → Bn(x, r), y 7→ x + ry. Merkitään
siirrettyä kuvausta fx,r = f ◦ Tx,r.

Seuraavat kaksi lemmaa osoittavat, että kuvauksen f siirtäminen yksikkökuulaan ei
tee suuria muutoksia kuvauksen f luonteeseen. Näin ollen kuvauksen f siirtäminen yk-
sikkökuulaan antaa mielekkään tavan verrata sen käytöstä eri kuulaympäristöissä.
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Lemma 7.15. Olkoot n ≥ 2 ja M on suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn →M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoot
x ∈ Rn ja r > 0. Tällöin kuvaus fx,r : Bn(0, 1)→M on K-kvasisäännöllinen.

Todistus. Käytetään hyväksi tietoa, että fx,r on kvasisäännöllisen kuvauksen ja diffeo-
morfismin yhdistetty kuvaus. Osoitetaan ensin, että f ◦ Tx,r ∈ W 1,n

loc (Bn(0, 1),M). Koska
f on kvasisäännöllinen kuvaus, niin f on jatkuva kuvaus. Tällöin f ◦ Tx,r on jatkuvien
kuvausten yhdisteenä jatkuva.

Olkoon y ∈ Bn(0, 1). Koska f ∈ W 1,n
loc (Rn,M), niin on olemassa sellainen pisteen

Tx,r(y) ympäristö W ⊂ Bn(x, r) ja sellainen kartta (V, h) monistolla M , että h ◦ f |W ∈
W 1,n

loc (W,Rn). Kuvauksen Tx,r jatkuvuuden nojalla voidaan valita sellainen pisteen y ympä-
ristö U , että Tx,r(U) ⊂ W . Täten lemman 4.3 nojalla pätee, että h◦f ◦Tx,r ∈ W 1,n

loc (U,Rn).
On siis osoitettu, että f ◦ Tx,r ∈ W 1,n

loc (Bn(0, 1),M).
Osoitetaan sitten, että kvasisäännöllisyyden määritelmän 7.2 toinen ehto toteutuu.

Olkoon ε > 0 ja y ∈ Bn(0, 1). Tällöin kuvauksen f kvasisäännöllisyyden nojalla on ole-
massa sellainen pisteen Tx,r(y) ympäristö W ⊂ Rn ja sellainen (1 + ε)-bilipschitz-jatkuva
kartta (V, h) monistolla M , että f(W ) ⊂ V ja kuvaus h ◦ f |W : W → Rn on ((1 + ε)2nK)-
kvasisäännöllinen. Koska kuvaus Tx,r on jatkuva, niin on olemassa sellainen pisteen y ym-
päristö U , että Tx,r(U) ⊂ W . Osoitetaan vielä, että h◦f ◦Tx,r|U : U → Rn on ((1+ε)2nK)-
kvasisäännöllinen.

Koska h ◦ f |W ∈ W 1,n
loc (W,Rn), niin käyttämällä lemmaa 4.3 saadaan, että pätee h ◦

f ◦ Tx,r|U ∈ W 1,n
loc (U,Rn) ja

D(h ◦ f ◦ Tx,r)(z) = D(h ◦ f)(Tx,r(z)) ◦DTx,r(z)

melkein jokaisella z ∈ U . Tällöin melkein jokaisella z ∈ U pätee arvio

||D(h ◦ f ◦ Tx,r)(z)||nop = ||D(h ◦ f)(Tx,r(z)) ◦DTx,r(z)||nop

≤ ||D(h ◦ f)(Tx,r(z))||nop ||DTx,r(z)||nop

≤ (1 + ε)2nKJh◦f (Tx,r(z))rn = (1 + ε)2nKJh◦f◦Tx,r(z).

Täten kuvaus h ◦ f ◦ Tx,r|U : U → Rn on ((1 + ε)2nK)-kvasisäännöllinen.

Lemma 7.16. Olkoot n ≥ 2 ja M yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin
monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakioku-
vaus. Olkoot x ∈ Rn ja r > 0. Tällöin

(7.17)
∫
Bn(0,1)

|(fx,r)∗ω|
n
` =

∫
Bn(x,r)

|f ∗ω|
n
`

jokaisella ω ∈ Ω`(M).
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Todistus. Olkoon ω ∈ Ω`(M). Koska fx,r = f ◦ Tx,r, missä Tx,r : Bn(0, 1) → Bn(x, r) on
määritelty kaavalla y 7→ x + ry, niin ((fx,r)

∗ω)y = r`(f ∗ω)Tx,r(y) jokaisella y ∈ Bn(0, 1).
Näin ollen muuttujanvaihdosta seuraa yhtäsuuruus∫

Bn(0,1)

|(fx,r)∗ω|
n
` =

∫
Bn(0,1)

rn(|f ∗ω| ◦ Tx,r)
n
`

=

∫
Bn(0,1)

JTx,r(|f ∗ω| ◦ Tx,r)
n
` =

∫
Bn(x,r)

|f ∗ω|
n
` .

Seuraava lemma on tekninen aputulos myöhempää varten.

Lemma 7.18. Olkoot n ≥ 2 ja M yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin
monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakioku-
vaus. Olkoot x ∈ Rn ja r > 0. Tällöin

(7.19) ||(fx,r)∗ω||n
`
,Bn(0,1) ≤ C(n) ||ω||∞

(
K

∫
Bn(x,r)

Jf

) `
n

jokaisella ω ∈ Ω`(M).

Todistus. Olkoon ω ∈ Ω`(M). Yhtälöstä (7.17) ja epäyhtälöistä (7.9) ja (7.7) saadaan
arvio

||(fx,r)∗ω||n
`
,Bn(0,1) =

(∫
Bn(x,r)

|f ∗ω|
n
`

) `
n

≤ C(n) ||ω||∞
(∫

Bn(x,r)

||Df ||nop

) `
n

≤ C(n) ||ω||∞
(∫

Bn(x,r)

KJf

) `
n

.

7.4 Kohomologinen arvojenjakautumisraja ja lauseen
1.2 todistus

Tässä alaluvussa jatketaan alaluvun 7.3 hengessä ja käydään läpi uusia merkintöjä ja
määritelmiä. Erityisesti esitellään kvasisäännöllisen kuvauksen kohomologisen arvojenja-
kautumisrajan määritelmä. Alaluvun lopussa lausutaan tulos kvasisäännöllisen kuvauksen
tietynlaisen kohomologisen arvojenjakautumisrajan olemassaolosta ja esitetään lauseen
1.2 todistus.
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Olkoot n ≥ 2 ja M on kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin
monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakioku-
vaus. Koska volM ∈ Ωn(M) ja monisto M on kompakti, niin f ∗ volM kuuluu avaruuteen
L1

loc(Rn,Λn(Rn)) proposition 7.12 nojalla. Näin ollen funktion f Jacobiaani Jf kuuluu
avaruuteen L1

loc(Rn) ja Af : E 7→
∫
E
Jf on hyvin määritelty avaruuden Rn Borel-mitta.

Määritellään jokaisella x ∈ Rn ja jokaisella r > 0 lineaarikuvaus

(fx,r)
! : H`(M)→ L

n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn))

kaavalla
c 7→ Af (B

n(x, r))−
`
n (fx,r)

∗ωc,

missä ωc on ekvivalenssiluokan c yksikäsitteinen harmoninen edustaja. Kuvaus (fx,r)
! on

hyvin määritelty proposition 7.12 nojalla jokaisella x ∈ Rn ja jokaisella r > 0.
Seuraavassa lemmassa osoitetaan, että jokaisella x ∈ Rn ja jokaisella r > 0 lineaariku-

vaus (fx,r)
! kuvaa jokaisen ekvivalenssiluokan c heikosti suljetuksi muodoksi (fx,r)

!c, jonka
normi

∣∣∣∣(fx,r)!c
∣∣∣∣
n
`
,Bn(0,1)

on rajoitettu pisteestä x ja säteestä r riippumattomalla vakiolla.
Lemma ja sen todistus saattavat vaikuttaa yksinkertaisilta, mutta lemmalla on kuitenkin
merkittävä rooli työssä.

Lemma 7.20. Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Olkoot x ∈ Rn, r > 0 ja c ∈ H`(M). Tällöin d((fx,r)

!c) = 0 heikossa
mielessä ja ∣∣∣∣(fx,r)!c

∣∣∣∣
n
`
,Bn(0,1)

≤ C(n) ||ωc||∞K
`
n .

Todistus. Proposition 3.18 nojalla Af (B
n(x, r))−

`
nωc on suljettu muoto, joten lemman

7.15 ja proposition 7.13 nojalla pätee

d((fx,r)
!c) = (fx,r)

∗
(
d
(
Af (B

n(x, r))−
`
nωc

))
= 0

heikossa mielessä. Näin ollen väitteen ensimmäinen osa on todistettu. Lemman 7.18 nojalla
saadaan arvio∣∣∣∣(fx,r)!c

∣∣∣∣
n
`
,Bn(0,1)

= Af (B
n(x, r))−

`
n ||(fx,r)∗ωc||n

`
,Bn(x,r) ≤ C(n) ||ωc||∞K

`
n

ja väitteen toinenkin osa on todistettu.

Seuraavaksi määritellään kvasisäännöllisen kuvauksen kohomologinen arvojenjakau-
tumisraja ja lausutaan tulos, jonka suorana seurauksena saadaan todistus lauseelle 1.2.
Tulos todistetaan seuraavan luvun lopussa.

76



Määritelmä 7.21. Olkoot n ≥ 2 jaM kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Kuvaus

L : H`(M)→ L
n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn))

on kuvauksen f `:s kohomologinen arvojenjakautumisraja, jos on olemassa sellainen jono
(Bn(xm, rm))m∈N kuulia, että Af (Bn(xm, rm)) → ∞ ja (fxm,rm)! → L pisteittäin avaruu-
den L

n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)) heikossa topologiassa, kun m→∞.

Palautetaan mieleen, että työssä joukon E ⊂ Rn mittaa Lebesguen mitassa merkitään
|E|.

Lause 7.22. Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole
vakiokuvaus. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
sellainen, että H`(M) 6= 0. Tällöin on olemassa sellainen

kuvauksen f `:s kohomologinen arvojenjakautumisraja

L : H`(M)→ L
n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)),

että ∣∣{x ∈ Bn(0, 1) : jono (Lc1(x), . . . , Lck(x)) ⊂ Λ`(Rn) on vapaa
}∣∣ > 0

jokaisella avaruuden H`(M) kannalla (c1, . . . , ck).

Lauseen 1.2 todistus. Voidaan olettaa, että 1 ≤ ` ≤ n
2
ja H`(M) 6= 0. Olkoon (c1, . . . , ck)

avaruuden H`(M) kanta. Lauseen 7.22 nojalla on olemassa sellainen kuvauksen f `:s
kohomologinen arvojenjakautumisraja

L : H`(M)→ L
n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)),

että ∣∣{x ∈ Bn(0, 1) : jono (Lc1(x), . . . , Lck(x)) ⊂ Λ`(Rn) on vapaa
}∣∣ > 0.

Näin ollen on olemassa sellainen x ∈ Bn(0, 1), että jono (Lc1(x), . . . , Lck(x)) ⊂ Λ`(Rn)
on vapaa. Koska dim Λ`(Rn) =

(
n
`

)
, niin dimH`(M) = k ≤

(
n
`

)
.
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Luku 8

Kvasisäännöllisesti elliptinen monisto

Tässä luvussa todistetaan joukko aputuloksia, joiden avulla luvun lopussa todistetaan
lause 7.22.

8.1 Jacobiaanin heikko käänteinen Hölderin epäyhtälö
Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monis-
to. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Tässä luvussa osoitetaan, että jos on olemassa sellainen 1 ≤ ` ≤ n

2
, että H`(M) 6= 0,

niin kuvauksen f Jacobiaani Jf toteuttaa heikon käänteisen Hölderin epäyhtälön; kat-
so [14, Proposition 2.2, s. 869]. Luvun lopuksi parannetaan heikkoa käänteistä Hölderin
epäyhtälöä lauseella 4.5.

Propositio 8.1. Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
sellainen luku, että H`(M) 6= 0. Tällöin kuvauksen f

Jacobiaani Jf toteuttaa heikon käänteisen Hölderin epäyhtälön

1∣∣1
2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

Jf ≤ C(n,M,K)

(
1

|B|

∫
B

J
n
n+1

f

)n+1
n

,

missä B = Bn(x, r) ⊂ Rn on mielivaltainen kuula ja 1
2
B = Bn

(
x, r

2

)
.

Huomautus 8.2. Vakio C(n,M,K) on tässä itse asiassa vakio C(n,M,K, α, β), missä
α ∈ Ω`(M) ja β ∈ Ωn−`(M) ovat differentiaalimuotoja kuten korollaarissa 3.22. Riittää
kuitenkin, että vakio ei riipu kuulasta B, joten vakion riippuvuudet monistollaM voidaan
sivuuttaa ja merkitä yksinkertaisuuden vuoksi C(n,M,K).
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Muotoillaan ja todistetaan seuraava lemma proposition 8.1 todistusta varten; katso
[14, Lemma 2.4, s. 871].

Lemma 8.3. Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole
vakiokuvaus. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
ja olkoot α ∈ Ω`(M) ja β ∈ Ωn−`(M) suljettuja dif-

ferentiaalimuotoja. Olkoon B = Bn(x, r) ⊂ Rn sellainen kuula, että kuulassa B pätee
f ∗(α ∧ β) = g volRn, missä g : B → R on ei-negatiivinen funktio. Tällöin pätee

1∣∣1
2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

f ∗(α ∧ β) ≤ C(n) ||α||∞ ||β||∞K
(

1

|B|

∫
B

J
n
n+1

f

)n+1
n

.

Todistus. Olkoon ψ ∈ C∞c (Rn,R) sellainen ei-negatiivinen funktio, että ψ(x) = 1 jokai-
sella x ∈ 1

2
B, ψ(x) = 0 jokaisella x /∈ B ja |Dψ| ≤ 3

r
. Koska ψg ≥ 0 kuulassa B, niin∫

1
2
B

f ∗(α ∧ β) =

∫
1
2
B

ψg ≤
∫
B

ψg =

∫
B

ψf ∗(α ∧ β).

Olkoot p = n
`
ja q = n

`
n
n+1

. Tällöin käyttämällä propositiota 7.13 saadaan, että pätee
f ∗α ∈ Lp(B,Λ`(Rn)), d(f ∗α) = f ∗(dα) = 0 heikossa mielessä, f ∗β ∈ L

p
p−1 (B,Λn−`(Rn))

ja d(f ∗β) = f ∗(dβ) = 0 heikossa mielessä. Lisäksi proposition 7.14 nojalla on olemassa
sellainen ω ∈ Lp(B,Λ`−1(Rn), että f ∗α = dω heikossa mielessä ja

(8.4) ||ω|| nq
n−q ,B

≤ C(n) ||f ∗α||q,B .

Näin ollen pätee yhtälö∫
B

ψf ∗(α ∧ β) =

∫
B

f ∗α ∧ ψf ∗β =

∫
B

dω ∧ ψf ∗β.

Käyttämällä lemmaa 5.13 differentiaalimuotoon f ∗β ja testifunktioon ψ saadaan, että
pätee ψf ∗β ∈ W d, p

p−1 (B,Λn−`(Rn)) ja d(ψf ∗β) = dψ ∧ f ∗β heikossa mielessä. Tällöin
lemmasta 5.20 seuraa yhtäsuuruus∣∣∣∣∫

B

dω ∧ ψf ∗β
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
B

ω ∧ d(ψf ∗β)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
B

ω ∧ dψ ∧ f ∗β
∣∣∣∣ .

Nyt epäyhtälöstä (5.5) saadaan arvio∣∣∣∣∫
B

ω ∧ dψ ∧ f ∗β
∣∣∣∣ ≤ ∫

B

|ω ∧ dψ ∧ f ∗β| ≤ C(n)

∫
B

|ω| |dψ| |f ∗β| ,
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missä |dψ| (x) = ||(dψ)x||Λ1(Rn) = |Dψ(x)| jokaisella x ∈ B. Käyttämällä ylärajaa |dψ| ≤ 3
r

ja Hölderin epäyhtälöä Hölder konjugaateilla nq
n−q ja nq

nq−n+q
= n

n+1
n
n−` saadaan arvio

C(n)

∫
B

|ω| |dψ| |f ∗β| ≤ C(n)

r
||ω|| nq

n−q ,B
||f ∗β|| n

n+1
n
n−` ,B

.

Täten käyttämällä epäyhtälöä (8.4) saadaan, että pätee

C(n)

r
||ω|| nq

n−q ,B
||f ∗β|| n

n+1
n
n−` ,B

≤ C(n)

r
||f ∗α||q,B ||f

∗β|| n
n+1

n
n−` ,B

.

Siirrytään arvioimaan termejä ||f ∗α||q,B ja ||f ∗β|| n
n+1

n
n−` ,B

erikseen. Käsitellään ensin
termi ||f ∗α||q,B. Käyttämällä epäyhtälöitä (7.9) ja (7.7) saadaan arvio

||f ∗α||q,B =

(∫
B

|f ∗α|q
) 1

q

≤ C(n) ||α||∞
(∫

B

||Df ||n
n
n+1

op

) 1
q

≤ C(n) ||α||∞
(∫

B

(KJf )
n
n+1

) 1
q

= C(n) ||α||∞K
`
n (||Jf || n

n+1
,B)

`
n .

Vastaavasti termille ||f ∗β|| n
n+1

n
n−` ,B

saadaan arvio

||f ∗β|| n
n+1

n
n−` ,B

=

(∫
B

|f ∗β|
n
n+1

n
n−`

)n+1
n

n−`
n

≤ C(n) ||β||∞
(∫

B

||Df ||n
n
n+1

op

)n+1
n

n−`
n

≤ C(n) ||β||∞
(∫

B

(KJf )
n
n+1

)n+1
n

n−`
n

= C(n) ||β||∞K
n−`
n (||Jf || n

n+1
,B)

n−`
n .

Täten yhdistämällä kaikki aiemmat välivaiheeet ja termien ||f ∗α||q,B ja ||f ∗β|| nq
nq−n+q ,B

arviot on osoitettu epäyhtälö∫
1
2
B

f ∗(α ∧ β) ≤ C(n)

r
||α||∞ ||β||∞K ||Jf || n

n+1
,B .

Jakamalla yhtälö puolittain termillä
∣∣1

2
B
∣∣ = |B|

2n
saadaan epäyhtälö

1∣∣1
2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

f ∗(α ∧ β) ≤ C(n)

r |B|
||α||∞ ||β||∞K ||Jf || n

n+1
,B .

Kirjoittamalla r |B| = |Bn(0, 1)|
1
n |B|

n+1
n = C(n) |B|

n+1
n saadaan epäyhtälön oikea puoli

haluttuun muotoon.
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Proposition 8.1 todistus. Olkoon B ⊂ Rn kuula ja olkoot α ∈ Ω`(M) ja β ∈ Ωn−`(M)
kuten korollaarissa 3.22. Tällöin lemman 3.23 nojalla Riemannin tilavuusmuodolla volM
on olemassa esitys

volM = c
k∑
ν=1

λνΦ
∗
ν(α ∧ β),

missä {λν}kν=1 on sileä ykkösen ositus monistolla M , kuvaus Φν : M → M on suunnan-
säilyttävä diffeomorfismi jokaisella ν = 1, . . . , k ja c ∈ C∞(M,R) on positiivinen funktio.
Merkitään αν = Φ∗να ja βν = Φ∗νβ. Nyt jokaisella ν = 1, . . . , k pätee

Jf volRn = f ∗ volM = (c ◦ f)
k∑
ν=1

(λν ◦ f)f ∗(αν ∧ βν).

Täten
1∣∣1

2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

Jf =
k∑
ν=1

1∣∣1
2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

(c ◦ f)(λν ◦ f)f ∗(αν ∧ βν)

ja voidaan tarkastella summan termejä erikseen.
Koska α ∧ β = g volM , missä g ∈ C∞(M,R) on ei-negatiivinen funktio, niin

f ∗(αν ∧ βν) = f ∗(Φ∗ν(g volM)) = (g ◦ Φν ◦ f)(JΦν ◦ f)Jf volRn

jokaisella ν = 1, . . . , k, missä (g ◦ Φν ◦ f)(JΦν ◦ f)Jf on ei-negatiivinen funktio. Tällöin

1∣∣1
2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

(c ◦ f)(λν ◦ f)f ∗(αν ∧ βν) ≤
||c||∞∣∣1

2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

f ∗(αν ∧ βν)

ja edelleen lemman 8.3 nojalla

||c||∞∣∣1
2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

f ∗(αν ∧ βν) ≤ C(n) ||c||∞ ||αν ||∞ ||βν ||∞K
(

1

|B|

∫
B

J
n
n+1

f

)n+1
n

jokaisella ν = 1, . . . , k.
On siis osoitettu arvio

1∣∣1
2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

Jf ≤ k · C(n) ||c||∞ max
1≤ν≤k

||αν ||∞ max
1≤ν≤k

||βν ||∞K
(

1

|B|

∫
B

J
n
n+1

f

)n+1
n

.

Vaikka kerroin
k · C(n) ||c||∞ max

1≤ν≤k
||αν ||∞ max

1≤ν≤k
||βν ||∞K
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voi riippua kiinnitetyistä differentiaalimuodoista α ja β, se ei riipu kuulasta B. Tässä
tapauksessa voidaan siis kirjoittaa

C(n,M,K) = k · C(n) ||c||∞ max
1≤ν≤k

||αν ||∞ max
1≤ν≤k

||βν ||∞K.

Propositio 8.5. Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Oletetaan, että H`(M) 6= 0 jollakin 1 ≤ ` ≤ n

2
. Tällöin on olemassa

sellainen b > 1, että jokaisella kuulalla B ⊂ Rn pätee

(8.6)

(
1∣∣1

2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

J bf

) 1
b

≤ C(n,M,K, b)
1

|B|

∫
B

Jf ,

missä C(n,M,K, b) > 0.

Todistus. Olkoot p = n+1
n

ja g = J
1
p

f ∈ L
p
loc(Rn). Tällöin proposition 8.1 nojalla funktio g

toteuttaa epäyhtälön (4.4) jokaisella kuulalla B ⊂ Rn vakiolla C(n,M,K). Koska vakio
C(n,M,K) ei riipu kuulasta B, niin lauseen 4.5 oletukset toteutuvat ja on olemassa
sellainen q > p, että(

1∣∣1
2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

J
q
p

f

) 1
q

=

(
1∣∣1

2
B
∣∣ ∫ 1

2
B

gq

) 1
q

≤ C(n,M,K, q)

(
1

|B|

∫
B

gp
) 1

p

= C(n,M,K, q)

(
1

|B|

∫
B

Jf

) 1
p

.

Nyt valitsemalla b = q
p
> 1 on osoitettu väite todeksi.

8.2 Kuvauksen nopea kasvu
Olkoot n ≥ 2 jaM kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Oletetaan, että H`(M) 6= 0 jollakin 1 ≤ ` ≤ n

2
. Osoitetaan, että tällöin kuulat Bn(0, r)

kasvavat rajatta mitassa Af , kun säde r kasvaa rajatta. Tässä työssä tulos on todistettu
proposition 8.5 seurauksena, mutta tulokselle on olemassa myös vaihtoehtoinen todistus;
katso [2, Theorem 1.11, s. 224].
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Lause 8.7. Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole
vakiokuvaus. Oletetaan, että H`(M) 6= 0 jollakin 1 ≤ ` ≤ n

2
. Tällöin on olemassa sellainen

vakio ξ > 0, että

lim inf
r→∞

Af (B
n(0, r))

rξ
> 0.

Erityisesti pätee, että Af (Bn(0, r))→∞, kun r →∞.

Todistus. Olkoon b > 1 kuten propositiossa 8.5. Tällöin epäyhtälöstä (8.6) seuraa jokai-
sella r > 0 arvio

Af (B
n(0, r)) ≥ C(n,M,K, b) |Bn(0, r)|

(
1∣∣Bn
(
0, r

2

)∣∣ ∫
Bn(0, r

2)
J bf

) 1
b

= C(n,M,K, b)rn

((r
2

)−n ∫
Bn(0, r

2)
J bf

) 1
b

= C(n,M,K, b)rn(1− 1
b ) ||Jf ||b,Bn(0, r

2) ,

missä C(n,M,K, b) > 0.
Olkoon ξ = n

(
1− 1

b

)
> 0. Olkoon r0 > 0 sellainen, että ||Jf ||b,Bn(0,

r0
2 ) > 0. Tällainen

säde r0 on mahdollista löytää, sillä Jacobiaani Jf on ei-negatiivinen funktio, joka ei ole
vakiokuvaus nolla. Tällöin jokaisella r ≥ r0 pätee epäyhtälö

Af (B
n(0, r))

rξ
≥ C(n,M,K, b) ||Jf ||b,Bn(0, r

2) ≥ C(n,M,K, b) ||Jf ||b,Bn(0,
r0
2 ) .

Näin ollen pätee arvio

lim inf
r→∞

Af (B
n(0, r))

rξ
≥ C(n,M,K, b) ||Jf ||b,Bn(0,

r0
2 ) > 0.

Tämä päättää todistuksen.

8.3 Kohomologisen arvojenjakautumisrajan olemassao-
lo

Olkoot n ≥ 2 jaM kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
OlkootK ≥ 1 ja f : Rn →M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon
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1 ≤ ` ≤ n
2
sellainen, ettäH`(M) 6= 0. Tässä alaluvussa osoitetaan, että tällöin on olemassa

kuvauksen f `:s kohomologinen arvojenjakautumisraja

L : H`(M)→ L
n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)).

Kohomologisen arvojenjakautumisrajan L ominaisuuksista ei kuitenkaan voida vielä sanoa
mitään. Lauseen 7.22 todistukseen tarvitaan enemmän työkaluja, jotka esitellään seuraa-
vassa alaluvussa.

Seuraava määritelmä yksinkertaistaa merkintöjä.

Määritelmä 8.8. Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn →M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole
vakiokuvaus. Olkoon (Bm)m∈N jono kuulia Bm = Bn(xm, rm). Jonon (Bm)m∈N indusoima
kuvausjono (fm)m∈N on jono kuvauksia fm : Bn(0, 1) → M , jotka on määritelty kaavalla
fm = fxm,rm . Tällöin merkitään (fm)! = (fxm,rm)!.

Tämän alaluvun tärkein sisältö on seuraavassa lemmassa. Kyseessä on uudelleen muo-
toilu lemmasta [14, Lemma 4.1, s. 875].

Lemma 8.9. Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Olkoot (Bm)m∈N jono kuulia ja (fm)m∈N kuulien indusoima kuvausjo-
no. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
ja olkoot (α1, . . . , αk) avaruuden H`(M) jono ja (β1, . . . , βk) sen

duaalijono. Tällöin jokaisella m ∈ N ja jokaisella i = 1, . . . , k on olemassa sellainen dif-
ferentiaalimuoto umi ∈ L

n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`−1(Rn)), että dumi = (fm)!βi heikossa mielessä.

Lisäksi jokaisella i = 1, . . . , k siirtymällä jonojen ((fm)!αi)m∈N ja ((fm)!βi)m∈N osajo-
noihin pätee:

(i) On olemassa sellainen muoto ηi ∈ L
n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)), että (fm)!αi suppenee muo-

toon ηi heikosti avaruudessa L
n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)).

(ii) On olemassa sellainen muoto θi ∈ L
n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`(Rn)), että (fm)!βi suppenee

muotoon θi heikosti avaruudessa L
n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`(Rn)).

(iii) On olemassa sellainen muoto ui ∈ L
n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`−1(Rn)), että umi suppenee

muotoon ui avaruudessa L
n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`−1(Rn)).

(iv) Joukossa Bn(0, 1) pätee dui = θi heikossa mielessä.

Huomautus 8.10. Merkitään jonojen ((fm)!αi)m∈N ja ((fm)!βi)m∈N osajonoja ((fmj)
!αi)j∈N

ja ((fmj)
!βi)j∈N samoin kuin alkuperäisiä jonoja.
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Todistus. Olkoon i ∈ {1, . . . , k}. Olkoot

T : L
n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`(Rn))→ W 1, n

n−` (Bn(0, 1),Λn−`−1(Rn))

kuulan Bn(0, 1) (n − `):s Poincaré-operaattori ja umi = T ((fm)!βi) jokaisella m ∈ N.
Koska lemman 7.20 perusteella pätee d((fm)!βi) = 0 heikossa mielessä jokaisella m ∈ N,
niin lemman 5.40 nojalla pätee dumi = (fm)!βi heikossa mielessä jokaisella m ∈ N. Täten
on osoitettu lemman ensimmäinen väite.

Siirrytään sitten todistamaan lemman alakohtia. Käsitellään ensimmäisenä kohdat (i)
ja (ii). Lemman 7.20 nojalla jonot ((fm)!αi)m∈N ⊂ L

n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)) ja ((fm)!βi)m∈N ⊂

L
n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`(Rn)) ovat rajoitettuja.
Banachin-Alaoglun lauseen nojalla on olemassa sellainen osajono ((fmt)

!αi)t∈N ja sel-
lainen differentiaalimuoto ηi ∈ L

n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)), että (fmt)

!αi suppenee muotoon ηi
heikosti avaruudessa L

n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)).

Edelleen on olemassa osajonon ((fmt)
!βi)t∈N ⊂ L

n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`(Rn)) sellainen osa-

jono ((fmts )
!βi)s∈N ja sellainen differentiaalimuoto θi ∈ L

n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`(Rn)), että

(fmts )
!βi suppenee muotoon θi heikosti avaruudessa L

n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`(Rn)).

Kohtaa (iii) varten osoitetaan, että jono (umi )m∈N ⊂ W 1, n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`−1(Rn)) on

rajoitettu. Tällöin lauseen 4.9 ja korollaarin 4.10 nojalla on olemassa on sellainen osajono
(u

mtsr
i )r∈N ja differentiaalimuoto ui ∈ L

n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`−1(Rn)), että u

mtsr
i suppenee

muotoon ui avaruudessa L
n
n−` (Bn(0, 1),Λn−`−1(Rn)). Proposition 5.41 ja lemman 7.20

nojalla saadaan arvio

||umi ||W 1, n
n−` (Bn(0,1),Λn−`−1(Rn))

≤ 2 6 || umi ||W 1, n
n−` (Bn(0,1),Λn−`−1(Rn))

≤ C(n, `)
∣∣∣∣(fm)!βi

∣∣∣∣
n
n−` ,B

n(0,1)

≤ C(n, `) ||ωβi ||∞K
n−`
n .

Voidaan siirtyä kohtaan (iv). Olkoon ω ∈ Ω`
c(B

n(0, 1)). Tällöin∫
Bn(0,1)

ui ∧ dω = lim
r→∞

∫
Bn(0,1)

u
mtsr
i ∧ dω = lim

r→∞

∫
Bn(0,1)

du
mtsr
i ∧ ω

= lim
r→∞

(−1)n−`
∫
Bn(0,1)

((fmtsr )!βi) ∧ ω = (−1)n−`
∫
Bn(0,1)

θi ∧ ω.

Tämä päättää todistuksen.

Korollaari 8.11. Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka
ei ole vakiokuvaus. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
sellainen, että H`(M) 6= 0. Tällöin on olemassa

kuvauksen f `:s kohomologinen arvojenjakautumisraja

L : H`(M)→ L
n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)).
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Todistus. Lauseen 8.7 nojalla kuulien (Bn(0,m))m∈N jono on sellainen, että Af (Bn(0,m))
→ ∞, kun m → ∞. Olkoon kuvausjono (fm)m∈N kuulien (Bn(0,m))m∈N indusoima.
Olkoon (α1, . . . , αk) avaruuden H`(M) kanta. Olkoon (Bn(0,mj))j∈N sellainen kuulien
(Bn(0,m))m∈N osajono, että jokaisella i = 1, . . . , k on olemassa rajamuoto ηi kuten lem-
massa 8.9. Tällöin kuvaus

L : H`(M)→ L
n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)),

joka on määritelty kaavalla
k∑
i=1

piαi 7→
k∑
i=1

piηi,

on kuvauksen f `:s kohomologinen arvojenjakautumisraja.

8.4 Tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia
Olkoot n ≥ 2 jaM kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
sellainen, että H`(M) 6= 0. Tällöin korollaarin 8.11 nojalla on olemassa

kuvauksen f `:s kohomologinen arvojenjakautumisraja

L : H`(M)→ L
n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)).

Kohomologinen arvojenjakautumisraja L ei välttämättä ole kuten lauseessa 7.22. Halu-
tunlaisen kohomologisen arvojenjakautumisrajan saamiseen tullaan käyttämään lemmaa
8.9 tietynlaiseen jonoon kuulia.

Määritelmä 8.12. Olkoot n ≥ 2 jaM kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn →M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole
vakiokuvaus. Olkoon D > 1. Jono (Bm)m∈N euklidisen avaruuden Rn kuulia on (vakiolla
D) Af -tuplaavasti rajatta kasvava, jos Af (Bm) → ∞, kun m → ∞, ja jokaisella m ∈ N
pätee

(8.13) Af (Bm) ≤ DAf

(
1

2
Bm

)
.

Määritelmä 8.12 on mielekäs seuraavan lauseen seurauksena; katso [3, Lemma 2.1, s.
617].

Lause 8.14. Olkoon A sellainen avaruuden Rn Borel-mitta, että A({x}) = 0 jokaisella
x ∈ Rn, A(Bn(0, r))→∞, kun r →∞, ja A(B) <∞ jokaisella kuulalla B ⊂ Rn. Tällöin
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on olemassa sellainen vakio D(n) > 1, että jokaisella L > 0 on olemassa sellainen x ∈ Rn

ja sellainen r > 0, että pätee

A(Bn(x, r)) ≥ L ja A(Bn(x, 8r)) ≤ D(n)A(Bn(x, r)).

Korollaari 8.15. Olkoot n ≥ 2 ja M kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Oletetaan, että H`(M) 6= 0 jollakin 1 ≤ ` ≤ n

2
. Tällöin on olemassa

vakiolla D(n) Af -tuplaavasti rajatta kasvava jono (Bm)m∈N kuulia jollakin D(n) > 1.

Todistus. Lauseen 8.7 nojalla avaruuden Rn Borel-mitta Af toteuttaa lauseen 8.14 ole-
tukset. Täten on olemassa sellainen vakio D(n) > 1, että voidaan valita sellainen jono
(B̃m)∞m=1 kuulia, että

Af (B̃m) ≥ m ja Af (8B̃m) ≤ D(n)Af (B̃m)

jokaisella m ∈ N. Merkitään Bm = 8B̃m jokaisella m ∈ N. Koska Af (Bm) ≥ Af (B̃m) ≥ m
ja

Af (Bm) ≤ D(n)Af (B̃m) ≤ D(n)Af (4B̃m) = D(n)Af

(
1

2
Bm

)
jokaisella m ∈ N, niin D(n) on haluttu vakio ja (Bm)m∈N on haluttu jono.

Lauseen 8.14 todistusta varten etsitään sellainen D(n) ∈ N, että jokainen r-säteinen
kuula B ⊂ Rn voidaan peittää r

16
-säteisillä kuulilla Bn

(
x1,

r
16

)
, . . . , Bn

(
xD(n),

r
16

)
, missä

x1, . . . , xD(n) ∈ B.
Olkoon Bn(x, r) kuula. Soveltamalla lausetta [8, Theorem 1.16, s. 8] kokoelmaan F =

{Bn
(
y, r

16

)
: y ∈ Bn(x, r)} saadaan sellainen osakokoelma G ⊂ F , että

Bn(x, r) ⊂
⋃
B∈G

B

ja kokoelman
{

1
5
B : B ∈ G

}
kuulat ovat erillisiä.

Koska 1
5
B ⊂ Bn

(
x, 17

16
r
)
jokaisella B ∈ G, niin kokoelman G on oltava äärellinen, sillä

muuten pätisi

∞ =

∣∣∣∣∣⋃
B∈G

1

5
B

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣Bn

(
x,

17

16
r

)∣∣∣∣ <∞.
Näin ollen kokoelma G on muotoa {B1, . . . , Bk}. Lisäksi pätee epäyhtälö(

17

16

)n
rn |Bn(0, 1)| =

∣∣∣∣Bn

(
x,

17

16
r

)∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
k⋃
i=1

1

5
Bi

∣∣∣∣∣ =
k∑
i=1

∣∣∣∣15Bi

∣∣∣∣
=

k∑
i=1

(
1

5

)n ( r
16

)n
|Bn(0, 1)| = k

(
1

80

)n
rn |Bn(0, 1)| ,
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joten k ≤ 85n. Voidaan siis valita etsityksi vakioksi esimerkiksi D(n) = 85n.

Lauseen 8.14 todistus. Olkoon D(n) = 85n. Tehdään vastaoletus, että on voidaan va-
lita sellainen L > 0, että yhdelläkään kuulalla B ⊂ Rn ei voi päteä sekä A(B) ≥ L
että A(8B) ≤ D(n)A(B). Valitaan sellainen r > 0, että A(Bn(0, r)) ≥ L. Merkitään
B0 = Bn(0, r). Nyt vastaoletuksen nojalla A(8B0) > D(n)A(B0). Valitaan sellaiset pis-
teet x1, . . . , xD(n) ∈ 8B0, että

8B0 ⊂
D(n)⋃
ν=1

Bn(xν , r/2).

Valitaan sellainen y1 ∈ {x1, . . . , xD(n)}, että

max
1≤ν≤D(n)

A(Bn(xν , r/2)) = A(Bn(y1, r/2)).

Tällöin

A(8B0) ≤
D(n)∑
ν=1

A(Bn(xν , r/2)) ≤ D(n)A(Bn(y1, r/2)).

Täten kuulalle B1 = Bn(y1, r/2) pätee

A(B1) ≥ 1

D(n)
A(8B0) > A(B0) ≥ L.

Vastaavaa päättelyä voidaan käyttää induktiivisesti, jolloin saadaan jono (ym)m∈N, missä
ym ∈ 8Bm−1 jokaisella m ∈ N ja kuulalle Bm = Bn(ym, r/2

m) pätee A(Bm) ≥ L jokaisella
m ∈ N. Nyt peräkkäisille termeille pätee |ym+1 − ym| < 8r2−m jokaisella m ∈ N. Täten
saatu jono (ym)m∈N on Cauchy, sillä geometrinen sarja

∑∞
m=1 2−m suppenee. Näin ollen

on olemassa raja-arvo limm→∞ ym = z0, missä z0 ∈ Rn.
Jokaisella δ > 0 on olemassa sellainen mδ ∈ N, että Bmδ ⊂ Bn(z0, δ). Täten jokaisella

δ > 0 pätee A(Bn(z0, δ)) ≥ L. Koska (Bn(z0, δ))δ>0 on laskeva jono äärellismittaisia
joukkoja, niin tällöin saadaan arvio

0 = A({z0}) = A

(⋂
δ>0

Bn(z0, δ)

)
= lim

δ→0
A(Bn(z0, δ)) ≥ L.

Näin ollen on saatu ristiriita, sillä L > 0. Tämä päättää todistuksen.
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8.5 Kuvausjonon tasanjakautuminen
Olkoot n ≥ 2 jaM yhtenäinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Olkoot (Bm)m∈N Af -tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia ja (fm)m∈N kuulien indusoima
kuvausjono. Lemman 7.15 perusteella kuvausjono (fm)m∈N on jono K-kvasisäännöllisiä
kuvauksia fm : Bn(0, 1)→M , jotka eivät ole vakiokuvauksia.

Olkoon c ∈ C∞(M,R) sellainen funktio, että
∫
M
c volM = µ(M), missä µ on Riemannin

mitta monistollaM . Funktio c on siis sellainen, että sillä kerrottaessa tilavuusmuoto volM
muuttuu pisteittäin, mutta sen integraali yli moniston M säilyy. Syntyy siis luonnollinen
kysymys, miten funktiolla (c ◦ fm) kertominen vaikuttaa differentiaalimuodon (fm)∗ volM
integraaliin kuulassa Bn(0, 1). Seuraava propositio vastaa kysymykseen yleisemmässä ti-
lanteessa, missä jononK-kvasisäännöllisiä kuvauksia ei tarvitse olla Af -tuplaavasti rajatta
kasvavien kuulien indusoima; katso [14, Proposition 3.3, s. 873].

Propositio 8.16. Olkoot n ≥ 2 ja M yhtenäinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja (fm)m∈N sellainen jono K-kvasisäännöllisiä kuvauk-
sia fm : Bn(0, 1) → M , että kuvaukset eivät ole vakiokuvauksia ja

∫
Bn(0,1)

Jfm → ∞, kun
m→∞. Olkoon ψ ∈ C∞c (Bn(0, 1),R) sellainen, että

(8.17) inf
m∈N

∫
Bn(0,1)

ψnJfm∫
Bn(0,1)

Jfm
> 0.

Jos ω ∈ Ωn(M) on sellainen, että
∫
M
ω = µ(M), missä µ on Riemannin mitta monistolla

M , niin tällöin

lim
m→∞

∣∣∣∣∣
∫
Bn(0,1)

ψn(fm)∗ω∫
Bn(0,1)

ψnJfm
− 1

∣∣∣∣∣ = 0.

Todistus. Koska
∫
M

(volM −ω) = 0, niin lauseen 3.2 nojalla 0 = [volM −ω] ∈ Hn(M). Siis
volM −ω = dτ jollakin τ ∈ Ωn−1(M). Merkitään B = Bn(0, 1). Nyt lauseen 7.13 nojalla
(fm)∗(dτ) = d((fm)∗τ) heikossa mielessä jokaisella m ∈ N, joten yhtälöstä (5.11) saadaan∣∣∣∣∫

B

dψn ∧ (fm)∗τ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
B

ψn ∧ d((fm)∗τ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
B

ψn ∧ (fm)∗(dτ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
B

ψn(fm)∗(dτ)

∣∣∣∣
jokaisella m ∈ N. Koska dψn = nψn−1dψ ja (fm)∗(volM −ω) = (fm)∗(dτ) jokaisella m ∈ N,
niin saadaan ∣∣∣∣n∫

B

ψn−1dψ ∧ (fm)∗τ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
B

ψn(fm)∗(volM −ω)

∣∣∣∣
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jokaisella m ∈ N. Käyttämällä nyt epäyhtälöä (5.5) ja Hölderin epäyhtälöä saadaan jo-
kaisella m ∈ N arvio∣∣∣∣n ∫

B

ψn−1dψ ∧ (fm)∗τ

∣∣∣∣ ≤ n

∫
B

ψn−1 |dψ ∧ (fm)∗τ |

≤ C(n)

∫
B

ψn−1 |dψ| |(fm)∗τ |

≤ C(n) ||dψ||n,B
(∫

B

(ψn−1 |(fm)∗τ |)
n
n−1

)n−1
n

= C(n) ||dψ||n,B
(∫

B

ψn |(fm)∗τ |
n
n−1

)n−1
n

.

Lisäksi epäyhtälöiden (7.9) ja (7.7) nojalla saadaan jokaisella m ∈ N arvio(∫
B

ψn |(fm)∗τ |
n
n−1

)n−1
n

≤
(∫

B

ψn(C(n) ||τ ||∞ ||Dfm||
n−1)

n
n−1

)n−1
n

= C(n) ||τ ||∞
(∫

B

ψn ||Dfm||n
)n−1

n

≤ C(n) ||τ ||∞
(∫

B

ψnKJfm

)n−1
n

= C(n) ||τ ||∞K
n−1
n

(∫
B

ψnJfm

)n−1
n

.

Yhdistämällä aiemmat välivaiheet on saatu jokaisella m ∈ N arvio

(8.18)
∣∣∣∣∫
B

ψn(fm)∗(volM −ω)

∣∣∣∣ ≤ C(n) ||dψ||n,B ||τ ||∞K
n−1
n

(∫
B

ψnJfm

)n−1
n

.

Yhtälön (2.16) nojalla tutkittavalle erotukselle pätee∣∣∣∣
∫
B
ψn(fm)∗ω∫
B
ψnJfm

− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫
B
ψn(fm)∗ω −

∫
B
ψnJfm∫

B
ψnJfm

∣∣∣∣
=

(∫
B

ψnJfm

)−1 ∣∣∣∣∫
B

ψn(fm)∗ω −
∫
B

ψnJfm

∣∣∣∣
=

(∫
B

ψnJfm

)−1 ∣∣∣∣∫
B

ψn(fm)∗ω −
∫
B

ψn(fm)∗(volM)

∣∣∣∣
=

(∫
B

ψnJfm

)−1 ∣∣∣∣∫
B

ψn(fm)∗(volM −ω)

∣∣∣∣
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jokaisella m ∈ N, jolloin epäyhtälöiden (8.18) ja (8.17) nojalla pätee∣∣∣∣
∫
B
ψn(fm)∗ω∫
B
ψnJfm

− 1

∣∣∣∣ ≤ C(n) ||dψ||n,B ||τ ||∞K
n−1
n

(∫
B

ψnJfm

)− 1
n

≤ C(n) ||dψ||n,B ||τ ||∞K
n−1
n

(∫
B

Jfm

)− 1
n

→ 0,

kun m→∞. Väite on todistettu.

8.6 Rajamuotojen degeneroituvuus
Olkoot n ≥ 2 jaM yhtenäinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Olkoot (Bm)m∈N Af -tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia ja (fm)m∈N kuulien indusoima
kuvausjono. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
ja olkoot (α1, . . . , αk) avaruudenH`(M) jono ja (β1, . . . , βk)

sen duaalijono. Olkoot ηi ja θi rajamuodot kuten lemmassa 8.9 jokaisella i = 1, . . . , k.
Olkoot i ∈ {1, . . . , k} ja j ∈ {1, . . . , k}. Tässä alaluvussa esitetään kaksi erittäin tär-

keätä tulosta rajamuotojen ηi ja θj degeneroituvuudesta. Ensimmäinen lemma on tulos
differentiaalimuotojen ψ((fm)!αi) ∧ ((fm)!βj) integraalien suppenemisesta differentiaali-
muodon ψηi ∧ θj integraaliin jokaisella ψ ∈ C∞c (Bn(0, 1),R); katso [14, Lemma 4.2, s.
877]. Toinen lemma osoittaa, että rajamuotojen ηi ja θj pisteittäinen ulkoinen tulo on
nolla melkein kaikkialla, jos i 6= j; katso [14, Lemma 4.3, s. 878].

Lemma 8.19. Olkoot n ≥ 2 ja M yhtenäinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Olkoot (Bm)m∈N Af -tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia ja (fm)m∈N
kuulien indusoima kuvausjono. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
ja olkoot (α1, . . . , αk) avaruuden H`(M)

jono ja (β1, . . . , βk) sen duaalijono. Tällöin jokaisella i = 1, . . . , k ja jokaisella j = 1, . . . , k
pätee

lim
m→∞

∫
Bn(0,1)

ψ((fm)!αi) ∧ ((fm)!βj) =

∫
Bn(0,1)

ψηi ∧ θj

jokaisella ψ ∈ C∞c (Bn(0, 1),R), missä ηi ja θj ovat rajamuodot kuten lemmassa 8.9.

Todistus. Olkoot i ∈ {1, . . . , k} ja j ∈ {1, . . . , k}. Olkoon ψ ∈ C∞c (Bn(0, 1),R). Merkitään
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B = Bn(0, 1) ja arvioidaan∣∣∣∣∫
B

ψηi ∧ θj −
∫
B

ψ((fm)!αi) ∧ ((fm)!βj)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
B

ψ(ηi − (fm)!αi) ∧ θj +

∫
B

ψ((fm)!αi) ∧ (θj − (fm)!βj)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫
B

ψ(ηi − (fm)!αi) ∧ θj
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
B

ψ((fm)!αi) ∧ (θj − (fm)!βj)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
B

(ηi − (fm)!αi) ∧ (ψθj)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
B

(ψ(fm)!αi) ∧ d(uj − umj )

∣∣∣∣
jokaisella m ∈ N, missä muodot uj ja umj ovat kuten lemmassa 8.9.

Osoitetaan, että oikean puolen molemmat termit suppenevat nollaan. Koska (fm)!αi
suppenee muotoon ηi heikosti avaruudessa L

n
` (B,Λ`(Rn)) ja ψθj ∈ L

n
n−` (B,Λn−`(Rn)),

niin summan ensimmäinen termi suppenee nollaan.
Lemman 7.20 nojalla differentiaalimuoto (fm)!αi on heikosti suljettu jokaisella m ∈

N. Tällöin käyttämällä lemmaa 5.13 differentiaalimuotoon (fm)!αi ja testifunktioon ψ
saadaan, että pätee ψ(fm)!αi ∈ W d,n

` (B,Λ`(Rn)) ja d(ψ(fm)!αi) = dψ∧((fm)!αi) heikossa
mielessä jokaisella m ∈ N. Nyt lemman 5.20, epäyhtälön (5.5) ja Hölderin epäyhtälön
nojalla jokaisella m ∈ N saadaan arvio∣∣∣∣∫

B

(ψ(fm)!αi) ∧ d(uj − umj )

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
B

d(ψ(fm)!αi) ∧ (uj − umj )

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
B

dψ ∧ ((fm)!αi) ∧ (uj − umj )

∣∣∣∣
≤

∫
B

∣∣dψ ∧ ((fm)!αi) ∧ (uj − umj )
∣∣

≤ C(n)

∫
B

|dψ|
∣∣(fm)!αi

∣∣ ∣∣uj − umj ∣∣
≤ C(n)

(∫
B

(
|dψ|

∣∣(fm)!αi
∣∣)n`) `

n ∣∣∣∣uj − umj ∣∣∣∣ n
n−` ,B

.

Koska ψ ∈ C∞c (B,R), niin on olemassa sellainen vakio L > 0, että |dψ| (x) =
||(dψ)x||Λ1(Rn) = |Dψ(x)| ≤ L jokaisella x ∈ B. Täten lemman 7.20 perusteella pätee(∫

B

(
|dψ|

∣∣(fm)!αi
∣∣)n`) `

n ∣∣∣∣uj − umj ∣∣∣∣ n
n−` ,B

≤ C(n)L ||ωαi ||∞K
`
n

∣∣∣∣uj − umj ∣∣∣∣ n
n−` ,B

→ 0,

kun m→∞.
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Lemma 8.20. Olkoot n ≥ 2 ja M yhtenäinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Olkoot (Bm)m∈N Af -tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia ja (fm)m∈N
kuulien indusoima kuvausjono. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
ja olkoot (α1, . . . , αk) avaruuden H`(M)

jono ja (β1, . . . , βk) sen duaalijono. Tällöin jokaisella sellaisella i = 1, . . . , k ja jokaisella
sellaisella j = 1, . . . , k, että i 6= j, pätee

ηi ∧ θj(x) = 0

melkein jokaisella x ∈ Bn(0, 1), missä ηi ja θj ovat rajamuodot kuten lemmassa 8.9.

Todistus. Olkoot i ∈ {1, . . . , k} ja j ∈ {1, . . . , k} sellaisia, että i 6= j. Olkoon ψ ∈
C∞c (Bn(0, 1),R). Osoitetaan, että ∫

Bn(0,1)

ψηi ∧ θj = 0.

Lemman 8.19 perusteella riittää osoittaa, että

lim
m→∞

∫
Bn(0,1)

ψ((fm)!αi) ∧ ((fm)!βj) = 0.

Koska jono (β1, . . . , βk) on jonon (α1, . . . , αk) duaalijono ja i 6= j, niin∫
M

ωαi ∧ ωβj = 0.

Tällöin proposition 3.2 nojalla on olemassa sellainen τ ∈ Ωn−1(M), että dτ = ωαi ∧ ωβj .
Näin ollen jokaisella m ∈ N saadaan yhtäsuuruus

((fm)!αi) ∧ ((fm)!βj) =
(
Af (Bm)−

`
n (fm)∗ωαi

)
∧
(
Af (Bm)

`−n
n (fm)∗ωβj

)
=

1

Af (Bm)
(fm)∗(ωαi ∧ ωβj) =

1

Af (Bm)
(fm)∗(dτ).

Koska proposition 7.13 nojalla pätee (fm)∗(dτ) = d((fm)∗τ) heikossa mielessä jokaisella
m ∈ N, niin∫

Bn(0,1)

ψ(fm)∗(dτ) =

∫
Bn(0,1)

d((fm)∗τ) ∧ ψ = (−1)n
∫
Bn(0,1)

(fm)∗τ ∧ dψ

jokaisella m ∈ N.

93



Nyt jokaisella m ∈ N epäyhtälöstä (5.5), Hölderin epäyhtälöstä ja epäyhtälöstä (7.19)
seuraa arvio∣∣∣∣∫

Bn(0,1)

(fm)∗τ ∧ dψ
∣∣∣∣ ≤ ∫

Bn(0,1)

|(fm)∗τ ∧ dψ| ≤ C(n)

∫
Bn(0,1)

|(fm)∗τ | |dψ|

≤ C(n) ||(fm)∗τ || n
n−1

,Bn(0,1) ||dψ||n,Bn(0,1)

≤ C(n) ||τ ||∞K
n−1
n Af (Bm)

n−1
n ||dψ||n,Bn(0,1) .

Näin ollen on osoitettu, että∣∣∣∣∫
Bn(0,1)

ψ((fm)!αi) ∧ ((fm)!βj)

∣∣∣∣ ≤ Af (Bm)−
1
nC(n) ||τ ||∞K

n−1
n ||dψ||n,Bn(0,1) → 0,

kun m→∞.

8.7 Rajamuotojen pisteittäinen vapaus
Olkoot n ≥ 2 jaM kompakti, yhtenäinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Olkoot (Bm)m∈N Af -tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia Bm = Bn(xm, rm) ja (fm)m∈N
kuulien indusoima kuvausjono. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
ja olkoot (α1, . . . , αk) avaruuden H`(M)

jono ja (β1, . . . , βk) sen duaalijono. Olkoon ηi rajamuoto kuten lemmassa 8.9 jokaisella
i = 1, . . . , k. Tässä alaluvussa oletetaan, että pätee∣∣{x ∈ Bn(0, 1) : jono (η1(x), . . . , ηk(x)) ⊂ Λ`(Rn) on vapaa

}∣∣ = 0

ja todistetaan kaksi lemmaa; katso [14, Corollary 4.4, s. 879] ja [14, Lemma 5.1, s. 879].
Lauseen 7.22 todistus on ristiriitatodistus, missä ristiriita saadaan näistä lemmoista.

Lemma 8.21. Olkoot n ≥ 2 ja M yhtenäinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn →M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei ole va-
kiokuvaus. Olkoot (Bm)m∈N Af -tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia Bm = Bn(xm, rm)
ja (fm)m∈N kuulien indusoima kuvausjono. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
ja olkoot (α1, . . . , αk) ava-

ruuden H`(M) jono ja (β1, . . . , βk) sen duaalijono. Määritellään jokaisella i = 1, . . . , k ja
jokaisella m ∈ N joukot

Di = {x ∈ Bn(0, 1) : ηi ∧ θi(x) = 0} ja Dm
i = xm + rmDi,

missä ηi ja θi ovat rajamuodot kuten lemmassa 8.9. Olkoon

F =
{
x ∈ Bn(0, 1) : jono (η1(x), . . . , ηk(x)) ⊂ Λ`(Rn) on vapaa

}
.
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Oletetaan, että |F | = 0. Tällöin jokaisella m ∈ N pätee epäyhtälö

(8.22) Af

(
1

2
Bm

)
≤

k∑
i=1

∫
1
2
Bm∩Dmi

Jf .

Todistus. Määritellään jokaisella i = 1, . . . , k ja jokaisella j = 1, . . . , k joukko

Eij = {x ∈ Bn(0, 1) : ηi ∧ θj(x) = 0}.

Merkitään
E =

⋂
i 6=j

Eij.

Tällöin lemman 8.20 nojalla pätee epäyhtälö

|Bn(0, 1) \ E| =

∣∣∣∣∣⋃
i 6=j

(Bn(0, 1) \ Eij)

∣∣∣∣∣ ≤∑
i 6=j

|Bn(0, 1) \ Eij| = 0.

Olkoot x ∈ E \ F ja V = span(η1(x), . . . , ηk(x)) ⊂ Λ`(Rn). Koska x /∈ F , niin on
olemassa sellainen vektoriavaruuden V kanta (ηt1(x), . . . , ηts(x)), että s < k. Näin ollen
on olemassa sellainen ηi0 /∈ {ηt1(x), . . . , ηts(x)}, että

ηi0 =
s∑

ν=1

ctνηtν .

Koska x ∈ E, niin saadaan yhtäsuuruus

ηi0 ∧ θi0(x) =
s∑

ν=1

ctνηtν ∧ θi0(x) = 0.

Täten on osoitettu, että E \ F ⊂
⋃k
i=1Di. Tällöin saadaan arviot∣∣∣∣∣Bn(0, 1) \

(
k⋃
i=1

Di

)∣∣∣∣∣ ≤ |Bn(0, 1) \ (E \ F )| ≤ |Bn(0, 1) \ E|+ |F | = 0

ja ∣∣∣∣∣Bm \

(
k⋃
i=1

Dm
i

)∣∣∣∣∣ = rnm

∣∣∣∣∣Bn(0, 1) \

(
k⋃
i=1

Di

)∣∣∣∣∣ = 0.
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Näin ollen on osoitettu yhtäsuuruus∣∣∣∣12Bm

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣12Bm ∩

(
k⋃
i=1

Dm
i

)∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣12Bm \

(
k⋃
i=1

Dm
i

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
k⋃
i=1

(
1

2
Bm ∩Dm

i

)∣∣∣∣∣ ,
jolloin voidaan tehdä arvio

Af

(
1

2
Bm

)
=

∫
1
2
Bm

Jf =

∫
⋃k
i=1( 1

2
Bm∩Dmi )

Jf ≤
k∑
i=1

∫
1
2
Bm∩Dmi

Jf .

Lemma 8.23. Olkoot n ≥ 2 ja M yhtenäinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K ≥ 1 ja f : Rn → M K-kvasisäännöllinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Olkoot (Bm)m∈N vakiolla D Af -tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia
Bm = Bn(xm, rm) ja (fm)m∈N kuulien indusoima kuvausjono. Olkoon 1 ≤ ` ≤ n

2
ja ol-

koot (α1, . . . , αk) avaruuden H`(M) jono ja (β1, . . . , βk) sen duaalijono. Olkoot ηi ja θi
rajamuodot kuten lemmassa 8.9 jokaisella i = 1, . . . , k. Olkoon

F =
{
x ∈ Bn(0, 1) : jono (η1(x), . . . , ηk(x)) ⊂ Λ`(Rn) on vapaa

}
.

Oletetaan, että |F | = 0. Tällöin on olemassa sellainen indeksi i0 ∈ {1, . . . , k} ja sellainen
kuulien (Bm)m∈N osajono, että jokaisella ε > 0 on olemassa sellainen kompakti joukko E
ja sellainen avoin joukko U , että E ⊂ Bn(0, 1

2
) ∩Di0 ⊂ U ⊂ Bn(0, 1),

(8.24)
∫
xm+rmE

Jf ≥
Af (Bm)

2kD

jokaisella m ∈ N ja

(8.25)
∫
U

|ηi0 ∧ θi0| < ε.

Todistus. Määritellään jokaisella i = 1, . . . , k ja jokaisella m ∈ N joukot

Di = {x ∈ Bn(0, 1) : ηi ∧ θi(x) = 0} ja Dm
i = xm + rmDi.

Käyttämällä epäyhtälöä (8.22) saadaan jokaisella m ∈ N arvio

Af

(
1

2
Bm

)
≤

k∑
i=1

∫
1
2
Bm∩Dmi

Jf ≤ k max
1≤i≤k

∫
1
2
Bm∩Dmi

Jf = k

∫
1
2
Bm∩Dmim

Jf
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jollakin 1 ≤ im ≤ k. Tällöin on olemassa sellainen kuulien (Bm)m∈N osajono (Bmj)j∈N
ja sellainen indeksi i0 ∈ {1, . . . , k}, että imj = i0 jokaisella j ∈ N. Merkitään osajonoa
(Bmj)j∈N samoin kuin alkuperäistä jonoa (Bm)m∈N. Nyt epäyhtälön (8.13) nojalla jokai-
sella m ∈ N pätee arvio

(8.26)
Af (Bm)

kD
≤
Af
(

1
2
Bm

)
k

≤
∫

1
2
Bm∩Dmi0

Jf .

Olkoon ε > 0. Koska |ηi0 ∧ θi0| ∈ L1(Bn(0, 1)), niin on olemassa sellainen δ > 0, että∫
G

|ηi0 ∧ θi0 | < ε

jokaisella sellaisella joukolla G ⊂ Bn(0, 1), että |G| < δ. Koska joukko Bn
(
0, 1

2

)
∩Di0 on

mitallinen, niin on olemassa sellainen avoin joukko U ⊂ Bn(0, 1), että Bn
(
0, 1

2

)
∩Di0 ⊂ U

ja
∣∣U \ (Bn

(
0, 1

2

)
∩Di0

)∣∣ < δ. Tällöin∫
U

|ηi0 ∧ θi0| =
∫
U\(Bn(0, 1

2)∩Di0)
|ηi0 ∧ θi0|+

∫
Bn(0, 1

2)∩Di0
|ηi0 ∧ θi0| < ε.

Etsitään sitten sopiva joukko E. Mitallisuuden nojalla jokaisella ξ > 0 on olemassa
sellainen kompakti joukko E(ξ) ⊂ Bn

(
0, 1

2

)
∩ Di0 , että

∣∣(Bn
(
0, 1

2

)
∩Di0

)
\ E(ξ)

∣∣ < ξ.
Merkitään Em

ξ = xm + rmE(ξ) ja Gm
ξ =

(
1
2
Bm ∩Dm

i0

)
\ Em

ξ jokaisella m ∈ N. Tällöin
jokaisella m ∈ N pätee epäyhtälö

(8.27)
∣∣Gm

ξ

∣∣ = rnm

∣∣∣∣(Bn

(
0,

1

2

)
∩Di0

)
\ E(ξ)

∣∣∣∣ < rnmξ.

Olkoon b > 1 kuten propositiossa 8.5. Käyttämällä nyt Hölderin epäyhtälöä, epäyhtä-
löä (8.27) ja epäyhtälöä (8.6) saadaan arvio

∫
Gmξ

Jf ≤
∣∣Gm

ξ

∣∣ b−1
b

(∫
Gmξ

J bf

) 1
b

≤ (rnm)
b−1
b ξ

b−1
b

(∫
1
2
Bm

J bf

) 1
b

≤ C(n,M,K, b)(rnm)
b−1
b ξ

b−1
b

∣∣∣∣12Bm

∣∣∣∣ 1b 1

|Bm|

∫
Bm

Jf

= C(n,M,K, b)(rnm)
b−1
b ξ

b−1
b

(rm
2

)n
b

(rm)−nAf (Bm)

= C(n,M,K, b)ξ
b−1
b Af (Bm)

jokaisella m ∈ N.
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Olkoon ξ > 0 sellainen, että ξ ≤ (2kDC(n,M,K, b))−
b
b−1 . Tällöin on osoitettu, että

pätee epäyhtälö

(8.28)
∫
Gmξ

Jf ≤
Af (Bm)

2kD

jokaisella m ∈ N. Näin ollen epäyhtälöistä (8.26) ja (8.28) seuraa arvio

Af (Bm)

kD
≤
∫

1
2
Bm∩Dmi0

Jf =

∫
Gmξ

Jf +

∫
( 1
2
Bm∩Dmi0)∩E

m
ξ

Jf ≤
Af (Bm)

2kD
+

∫
Emξ

Jf

jokaisella m ∈ N. Vähentämällä puolittain termi Af (Bm)

2kD
jokaisella m ∈ N ja valitsemalla

E = E(ξ) saadaan osoitettua epäyhtälö (8.24) jokaisellam ∈ N. Koska joukko E toteuttaa
muutkin vaaditut ominaisuudet, niin todistus on valmis.

8.8 Lauseen 7.22 todistus
Korollaarin 8.15 nojalla on olemassa vakiolla D(n) Af -tuplaavasti rajatta kasvava jono
(Bm)m∈N kuulia Bm = Bn(xm, rm) jollakin D(n) > 1. Olkoon kuvausjono (fm)m∈N kuu-
lien (Bm)m∈N indusoima. Olkoot (α1, . . . , αk) avaruuden H`(M) kanta ja (β1, . . . , βk) sen
duaalijono. Lauseen 3.7 perusteella kannan duaalijono on olemassa. Olkoon (Bmt)t∈N sel-
lainen kuulien (Bm)m∈N osajono, että jokaisella i = 1, . . . , k on olemassa rajamuodot ηi ja
θi kuten lemmassa 8.9. Tällöin kuvaus

L : H`(M)→ L
n
` (Bn(0, 1),Λ`(Rn)),

joka on määritelty kaavalla
k∑
i=1

piαi 7→
k∑
i=1

piηi,

on kuvauksen f `:s kohomologinen arvojenjakautumisraja. Riittää osoittaa, että |F | > 0,
missä

F =
{
x ∈ Bn(0, 1) : jono (Lα1(x), . . . , Lαk(x)) ⊂ Λ`(Rn) on vapaa

}
.

Mielivaltainen avaruuden H`(M) kanta voidaan palauttaa kantaan (α1, . . . , αk) kannan-
vaihdolla. Tehdään vastaoletus, että pätee |F | = 0.

Lemman 8.23 nojalla on olemassa sellainen indeksi i0 ∈ {1, . . . , k}, sellainen kuulien
(Bmt)t∈N osajono (Bmts )s∈N, sellainen kompakti joukko E ja sellainen avoin joukko U , että
E ⊂ U ⊂ Bn(0, 1),

(8.29)
∫
xm+rmE

Jf ≥
Af (Bm)

2kD(n)
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jokaisella m ∈ N ja

(8.30)
∫
U

|ηi0 ∧ θi0| <
1

8kD(n)µ(M)
,

missä µ on Riemannin mitta monistollaM . Merkitään osajonoa (Bmts )s∈N jatkossa samoin
kuin alkuperäistä jonoa.

Olkoon ψ ∈ C∞c (Bn(0, 1),R) sellainen funktio, että 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 jokaisella x ∈
Bn(0, 1), ψ(x) = 1 jokaisella x ∈ E ja ψ(x) = 0 jokaisella x ∈ Bn(0, 1) \ U . Koska
epäyhtälön (8.29) nojalla saadaan arvio

(8.31)

∫
Bn(0,1)

ψnJfm∫
Bn(0,1)

Jfm
=

∫
Bm

(ψ ◦ T−1
xm,rm)nJf∫

Bm
Jf

≥
∫
xm+rmE

Jf

Af (Bm)
≥ 1

2kD(n)

jokaisella m ∈ N, niin funktio ψ toteuttaa epäyhtälön (8.17). Merkitään v = µ(M) ja so-
velletaan propositiota 8.16 differentiaalimuotoon vωαi0 ∧ωβi0 . Täten on olemassa sellainen
m1 ∈ N, että

(8.32)

∣∣∣∣∣
∫
Bn(0,1)

ψn(fm)∗(ωαi0 ∧ ωβi0 )∫
Bn(0,1)

ψnJfm
− 1

v

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2v

jokaisella m ≥ m1.
Koska jokaisella m ∈ N pätee yhtälö

1

Af (Bm)
(fm)∗(ωαi0 ∧ ωβi0 ) = ((fm)!αi0) ∧ ((fm)!βi0),

niin lemman 8.19 ja epäyhtälön (8.30) nojalla saadaan arvio

lim
m→∞

∣∣∣∣ 1

Af (Bm)

∫
Bn(0,1)

ψn(fm)∗(ωαi0 ∧ ωβi0 )

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Bn(0,1)

ψnηi0 ∧ θi0
∣∣∣∣ ≤ ∫

U

|ηi0 ∧ θi0|

<
1

8vkD(n)
.

Tällöin on olemassa sellainen m2 ∈ N, että

(8.33)
1

Af (Bm)

∫
Bn(0,1)

ψn(fm)∗(ωαi0 ∧ ωβi0 ) <
1

4vkD(n)

jokaisella m ≥ m2.
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Olkoon m0 ∈ N sellainen, että m0 ≥ max{m1,m2}. Tällöin epäyhtälöstä (8.32) saa-
daan arvio ∫

Bn(0,1)
ψn(fm0)

∗(ωαi0 ∧ ωβi0 )∫
Bn(0,1)

ψnJfm0

≥ 1

2v
.

Epäyhtälöiden (8.33) ja (8.31) nojalla saadaan arvio∫
Bn(0,1)

ψn(fm0)
∗(ωαi0 ∧ ωβi0 )∫

Bn(0,1)
ψnJfm0

=
Af (Bm0)∫

Bn(0,1)
ψnJfm0

1

Af (Bm0)

∫
Bn(0,1)

ψn(fm0)
∗(ωαi0 ∧ ωβi0 )

< 2kD(n)
1

4vkD(n)
=

1

2v
.

Tämä on ristiriita, joka johdettiin vastaoletuksesta |F | = 0.
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