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Luku 1

Johdanto

Suunnistettu Riemannin monisto on kvasisdannollisesti elliptinen, jos on olemassa kvasi-
saannollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus, euklidiselta avaruudelta monistolle. Kvasi-
saannolliset kuvaukset ovat jatkuvia kuvauksia, jotka ovat riittavan sdannollisia ja joiden
tangenttikuvaukset muuttavat konformigeometriaa vain rajoitetun maéaéran. Mielenkiin-
toinen tutkimuskysymys on, millaiset suunnistetut Riemannin monistot ovat kvasisédan-
nollisesti elliptisid. Kvasisdannollisesti elliptisten suunnistettujen Riemannin monistojen
kontekstissa monistot ovat aina reunattomia. Ty0ssé ei kasitella reunallisia monistoja ol-
lenkaan, joten jatkossa moniston reunattomuutta ei mainita erikseen.

Varopouloksen tulos [19, X.5.1 Theorem, s. 146] sanoo, ettd kompakti ja suunnistettu
Riemannin monisto ei ole kvasisdannoéllisesti elliptinen, jos moniston perusryhmé kasvaa
liian nopeasti.

Vuonna 1981 Gromov esitti kysymyksen, ovatko kaikki kompaktit, yhdesti yhtenéiset
ja suunnistetut Riemannin monistot kvasisadnnollisesti elliptisia; katso [6, s. 200]. Bonk
ja Heinonen osoittivat seuraavan tuloksen kompakteista, yhtenaisistd ja suunnistetuista
Riemannin monistoista, jotka ovat kvasisddnnollisesti elliptisié.

Lause 1.1. |2, Theorem 1.1, s. 219| Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnis-
tettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R™ — M K-kvasisadnnollinen
kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Tdlloin

dim H*(M) < C(n, K).

Bonk ja Heinonen esittivit konjektuurin, ettd moniston de Rhamin kohomologiaren-
kaan dimensiota rajoittava vakio voitaisiin saada riippumaan ainoastaan moniston dimen-
siosta. Prywes todisti seuraavan lauseen, joka todisti Bonkin ja Heinosen konjektuurin ja
vastasi Gromovin avoimeen kysymykseen; katso [14, Theorem 1.1, s. 863].



Lause 1.2. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R™ — M K-kvasisdinnéllinen kuvaus, joka ei ole
vakiokuvaus. Talloin

dim HY(M) < (Z)
jokaisella ¢ € {0,...,n}.

Jokaisella n > 2 n-ulotteinen torus 7" = S' x --- x S! on sellainen kvasisdannollises-
ti elliptinen, kompakti, yhtenédinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto, etta
dim HY(T") = (},) jokaisella £ € {0,...,n}. Néin ollen lause 1.2 antaa parhaan mahdolli-
sen arvion.

Lause 1.2 vastasi Gromovin kysymykseen seuraavasti. Lauseen 1.2 avulla voidaan pe-
rustella, ettd neljin tai useamman karteesisen tulon S? x S? yhtenidinen summa, joka on
kompakti, yhdesti yhtenédinen ja suunnistettu Riemannin monisto, ei ole kvasisddnnolli-
sesti elliptinen; katso [14, Corollary 1.2, s. 864|. Esimerkki ei ole triviaali, silli karteesinen
tulo S? x S? ja kahden karteesisen tulon S? x S? yhtenidinen summa ovat kvasisiinnollisesti
elliptisia; katso [15, s. 183] ja [17, Theorem 1, s. 97].

Tassé tyossa kasitelladn tarvittavat esitiedot ja todistetaan Prywesin lause. Tyossa
seurataan Prywesin todistusta suurimmaksi osaksi. Kuitenkin osia Prywesin todistuk-
sesta on muokattu ja uudelleen muotoiltu tyossd. Loppu johdannosta on tyossé esitetyn
todistuksen alkuperéisestd poikkeavien piirteiden ja tyon yleisen rakenteen kuvailua.

Yksi askel Prywesin lauseen todistuksessa on osoittaa seuraava tulos. Tulos vastaa
Prywesin todistuksessa propositiota [14, Proposition 2.2, s. 869 ja ty0ssd propositiota
8.1.

Propositio (Heikon kddnteisen Hoélderin epéyhtélon propositio). Olkoot n > 2 ja M
kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja
[ R" — M K-kvasisddannollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon 1 < £ < %
sellainen luku, etti HY(M) # 0. Tdlloin kuvauksen f Jacobiaani J; toteuttaa heikon

kddanteisen Holderin epdyhtdlon

n+1
1 1 n \ n_
| J<cm M EK) (= [ g :
\%B\/;B sz oo (g [ )

missd B = B™(x,r) C R™ on mielivaltainen kuula ja %B =B (:L’, g)

Prywesin esittamassé heikon kiddnteisen Holderin epayhtalon proposition todistuksessa
havaittiin puute. Prywes kiinnitti# todistuksessa sellaiset differentiaalimuodot oo € Qf(M)
ja B € QU M), ettd [ 2 @A B =1, jaimplisiittisesti kiyttad oletusta, ettéd differentiaali-
muotojen « ja (8 ulkoinen tulo o A 5 on ei-negatiivinen. Ulkoisen tulon ei-negatiivisuuden
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oletus ei kuitenkaan vélttamattd pidd paikkaansa kiinnitetyilld differentiaalimuodoilla.
Tyossé ongelma on ratkaistu kidyttamaéalla harmonisia muotoja.

Prywesin lauseen todistuksessa tarvitaan seuraavaa tulosta. Bonk ja Heinonen todis-
tivat kyseisen tuloksen todistaessaan lausetta 1.1; katso |2, Theorem 1.11, s. 224]. Prywes
viittaa tuloksen Bonkin ja Heinosen todistukseen. Tyossa tulos vastaa lausetta 8.7.

Lause (Nopean kasvun lause). Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu
n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisidnndllinen
kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Oletetaan, ettd H*(M) # 0 jollakin 1 < £ < 5. Tdllowm

on olemassa sellainen vakio & > 0, ettd

lim inf —Af(B (0,7)

r—00 ré

> 0.

Erityisesti patee, ettd Ap(B"(0,7)) — 0o, kun r — oo.

Bonkin ja Heinosen nopean kasvun lauseen todistus perustuu de Rhamin kohomologian
H'(M) epitriviaalin ekvivalenssiluokan 0 # ¢ € H‘(M) harmonisen edustajan w, # 0
pullback-muodon f*w. # 0 korkeampaan integroituvuuteen

1 L

1 Y ( 1 * )
—_— We S C = a—— We ¢
(‘Bn (07 %)‘ B”(O 5) ‘f ’ > ‘Bn(()uT)’ B™(0,r) ‘f ’

2

jollakin g > 7 jokaisella r > 0 ja arvioon

/ Fud? < CALB(0,r))
B (0,r)

jokaisella » > 0. Ty0Gssa puolestaan osoitetaan, ettd nopean kasvun lause seuraa heikon
kidnteisen Holderin epéyhtédlon propositiosta. Tunnetuilla tekniikoilla [1] heikon kééntei-
sen Holderin epayhtalon propositiosta seuraa Jacobiaanin J; korkeampi integroituvuus

1 b 1
— Jo| <Cn,M,K,b)——— J
(\Bn 0.9 Jovo) f) = B0 oo

jollakin b > 1 jokaisella r > 0. Yksinkertaisella epayhtdlon manipuloinnilla téstéd seuraa
jokaisella » > 0 arvio

(1.3) Ar(B*(0.7)) > C(n, M, K,b) (/ J?

rn<1_%>

N——
=

D



Koska f on kvasisddnnéllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus, niin sen Jacobiaani Jy on ei-
negatiivinen funktio, joka ei ole vakiokuvaus nolla. Tama ja arvio (1.3) osoittavat nopean
kasvun lauseen véitteen.

Tyon alaluvussa 7.4 méaritelladn kvasisaannéllisen kuvauksen kohomologinen arvojen-
jakautumisraja, joka on tyossa kehitetty kasite. Merkittdavin uudelleen muotoilu Prywesin
todistukseen tehdadn tyossé siiné, ettd Prywesin lauseen todistus palautetaan seuraavaan
tulokseen. Tulos vastaa tyon lausetta 7.22.

Lause (Kohomologisen arvojenjakautumisrajan olemassaololause). Olkoot n > 2 ja M
kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja
[ R" = M K-kvasisadannollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon 1 < £ < 7
sellainen, ettd H (M) # 0. Tdllgin on olemassa sellainen kuvauksen f :s kohomologinen
arvojenjakautumisraja

L: HY (M) — L#(B"(0,1), A(R")),

etta
[{z € B*(0,1): jono (Lcy(x),. .., Leg(w)) C AYR™) on vapaa}| > 0

jokaisella avaruuden H*(M) kannalla (i, ..., cp).

Kohomologisen arvojenjakautumisrajan olemassaololause todistetaan luvussa kahdek-
san. Luvuissa 2-7 késitelladn tarvittavia esitietoja. Osa esitiedoista on sellaisia, etté tulos-
ten todistuksia ei 16ydy perusoppikirjoista ja niiden todistukset on késitelty taydellisyyden
vuoksi. Osa esitiedoista taas on sellaisia, ettd tulosten todistukset on rajattu pois tyosta
ja viitattu muihin lahteisiin.

Yleisesti ottaen lukijan esitiedoiksi oletetaan de Rham-teorian perusteet esimerkiksi
teoksesta [13| ja Sobolev-teorian perusteet esimerkiksi teoksesta [5|. Lukijaa myos suo-
sitellaan tutustumaan teoksiin [1] ja [16], joissa késitelladn kvasisdédnnollisia kuvauksia
euklidisten avaruuksien vélilla. Muistiinpanoissa [12] yleistetaén teoria kvasisddnnollisista
kuvauksista euklidisten avaruuksien vélilla teoriaksi kvasisdannollisista kuvauksista suun-
nistettujen Riemannin monistojen valilla.

Kaydéaan seuraavaksi lapi lukujen 2-7 sisaltoa.

Tyon toisessa luvussa késitellddn suunnistetun Riemannin moniston Riemannin tila-
vuusmuotoa ja Riemannin mittaa.

Luvussa kolme esitellddn de Rhamin kohomologia ja siihen liittyvia tunnettuja tulok-
sia, kuten Poincarén duaaliteetti ja Hodgen lause. Hodgen lause esitetdin antamatta sen
todistusta, mutta kiinnostunut lukija voi tutustua teokseen [20]. Luvussa myos maéritel-
laén suljettujen differentiaalimuotojen duaalijono ja johdetaan Riemannin tilavuusmuo-
dolle esitys differentiaalimuotojen parin avulla.



Neljannessé luvussa kerrataan kuvausten Sobolev-avaruuksien mééritelmia ja upotuk-
sia euklidisessa avaruudessa. Luku siséltdad myos lyhyen johdatuksen heikkoon kédénteiseen
Holderin epayhtédloon ja korkeampaan integroituvuuteen.

Luvun viisi alussa esitellddan euklidisen avaruuden differentiaalimuotojen LP-avaruudet
ja heikko suppeneminen kyseisissa avaruuksissa. Tamaéan jalkeen méaaritelladn euklidisen
avaruuden differentiaalimuotojen Sobolev-avaruudet ja kyseisten avaruuksien normit. Lu-
vussa osoitetaan, ettd osittaisintegrointi differentiaalimuotojen Sobolev-avaruudessa vas-
taa Stokesin lausetta. Luvun lopuksi todistetaan Sobolev-Poincaré epéayhtalé Sobolev-
avaruuden differentiaalimuodoille. Sobolev-Poincaré epéayhtéilon todistus perustuu teok-
sessa [9] esitellyn kuulan Poincaré-operaattorin jatkuvuuteen. Kuulan Poincaré-operaatto-
rin jatkuvuutta ei todisteta, mutta viite palautetaan singulaaristen integraalien teoriaan
[4]. Singulaaristien integraalien teoriaa ei kisitella téssd tyOssd sen enempéd.

Kuudennessa luvussa késitellddn neljannen ja viidennen luvun késitteitd monistolla.
Luvussa esitellaan muun muassa oikea saannollisyyden luokka kuvauksille euklidiselta ava-
ruudelta sileélle monistolle, jotta voidaan méaaritella kvasisaannoéllinen kuvaus euklidiselta
avaruudelta suunnistetulle Riemannin monistolle seuraavassa luvussa.

Luvussa seitsemén paidstadan vihdoin maéaaritteleméadn kvasisdannolliset kuvaukset se-
ké euklidiselta avaruudelta euklidiselle avaruudelle etta euklidiselta avaruudelta suunnis-
tetulle Riemannin monistolle. Luvussa esitetddan kvasisdannollisen kuvauksen pullback-
operaation tarkeita perustuloksia ja annetaan kvasisaannéllisen kuvauksen kohomologisen
arvojenjakautumisrajan maaritelma.



Luku 2

Riemannin moniston tilavuusmuoto ja
mitta

Tassa luvussa kdydéadn lapi vektoriavaruuden ulkoisen potenssin ja suunnistetun Rieman-
nin moniston peruskasitteita.

2.1 Ulkoinen potenssi ja suunnistava muoto

Téassé alaluvussa tutkitaan airellisulotteisten vektoriavaruuksien ulkoisia potensseja ja
suunnistavia muotoja; katso [10, luku 9] ja [13, luku 2.

Misritelmi 2.1. Olkoon ¢ € N. Asrellisulotteisen vektoriavaruuden V £:s ulkoinen po-
tenssi on vektoriavaruus

A(V)={f: V! = R: f on alternoiva multilineaarikuvaus}.

Olkoot ¢1,¢; € N ja olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus. Téalloin jokaisella w €
A5 (V) ja jokaisella 7 € A®2(V) muotojen w ja 7 ulkoinen tulo w A 7 € A4+2(V) on
madritelty kaavalla

(w A T) (Ulv ce >U41+52) = Z sgn(a)w(vg(l), e 7UU(€1))T(UU(€1+1)7 - 7Ua(€1+€2))
UGS(Zl,fg)

kaikilla vy, ..., v 40, € V, missd S({1,02) on ({1, ¢s)-sekoitusten joukko. Permutaatio
o {l,.... 00+ b} — {1,..., 01 + €3} on ({4, {5)-sekoitus, jos

o) <---<o(ly) ja ol +1)<---<a(ly+ ).



Kaikilla wy,...,w, € AYV) ulkoinen tulo w; A -+ A w, € A"(V) yksinkertaistuu
muotoon
wi(v) ... wi(vn)
(Wi A Awp)(v1, ..., 0,) = det :
wp(v1) . wi(vy)

kaikilla vq,...,v, € V.

Olkoot (eq, ..., e,) avaruuden V kanta ja (&1, ..., &,) vastaava duaalikanta. Tall6in £:114
ulkoisella potenssilla A (V') on kanta {e;, A- - -Agy, = i1 < -+ < ig}. Koska dim A“(V) = (),
niin voidaan luonnollisesti sopia, ettd A°(V) = R.

Maaritelmé 2.2. Olkoon V' n-ulotteinen vektoriavaruus. Muoto w € A™(V') on suunnis-
tava muoto, jos w # 0. Talloin merkitddn w = voly,.

Huomautus 2.3. Koska avaruus A"(V') on yksiulotteinen, niin suunnistava muoto on nor-
mitusta ja merkkié vaille yksikésitteinen.

Maaritelma 2.4. Olkoot V' ja W aérellisulotteisia vektoriavaruuksia ja T:V — W
lineaarikuvaus. T&lloin lineaarikuvaus T indusoi pullback-kuvauksen T*: A* (W) — AY(V),
joka on maéritelty kaavalla

(2.5) (T*w) (v, ..., v0) = w(Tvy, ..., Tvy)
jokaisella w € AY(W) ja kaikilla v,...,v, € V.

Olkoot V' ja W n-ulotteisia vektoriavaruuksia ja 7': V' — W lineaarikuvaus. Koska
avaruus A" (V') on yksiulotteinen, niin on olemassa sellainen yksikésitteinen luku Jr € R,
etta

(26) T VOIW = JT VOIV .

2.2 Avaruuden A‘(V) sisdtulo ja indusoitu normi

Olkoon (V (-, -)y) n-ulotteinen sisdtuloavaruus. Téssd alaluvussa méaaritelldén avaruuden
A(V) sisitulo; katso [10, luku 9]. Témén jélkeen tarkastellaan sisitulon indusoiman nor-
min yhteyttd operaattorinormiin eri tapauksissa.

Olkoot (ey,...,e,) avaruuden V ortonormaali kanta ja (ey,...,&,) vastaava duaali-
kanta. Avaruudelle A*(V) saadaan siséitulo



missd w =), -, wrey Ao AgJaT =TI A AEg,.
Avaruuden A*(V) normi ||-|| Aeqyy on sisdtulon (-, +)x¢(yy indusoima normi. Koska ava-

ruuden AY(V) alkiot ovat lineaarikuvauksia V¢ — R, niin niille on myds midritelty ope-
raattorinormi. Kerrataan operaattorinormin maaritelma.

Masritelma 2.7. Olkoot (V,||-||y,) ja (W,]|-||;;) normiavaruuksia. Télléin lineaariku-
vauksen T': V' — W operaattorinormi on maaritelty kaavalla

Tl = sup{[|T0lly, v eV, [lo]ly =1}

Olkoon (V, (-,-)y) &érellisulotteinen siséituloavaruus. Tilloin ulkoinen potenssi A“(V)
on adrellisulotteinen sisatuloavaruus. Koska darellisulotteisten vektoriavaruuksien normit
ovat ekvivalentteja, niin on olemassa sellainen vakio C' > 0, etta

lwllop < Cllwllaery

jokaisella w € A(V). Niin saatu vakio C saattaa kuitenkin riippua avaruudesta V. Seu-
raavassa lemmassa osoitetaan, ettd vakio riippuu ainoastaan avaruuden V dimensiosta.
Tama on kiteva tulos myohemmin, kun tarkastellaan tangenttiavaruuksia.

Lemma 2.8. Olkoon (V, (-,),,) n-ulotteinen sisituloavaruus. Télloin

||w||0p S n ||w||AZ(V)
jokaisella w € N(V).

Todistus. Olkoot (eq,...,e,) avaruuden V ortonormaali kanta, (¢1,...,¢,) vastaava du-
aalikanta ja

W = Z CU]€Z‘1/\"'/\EZ‘£ EA%V)

i< <dg

Olkoot vektorit vy,...,v, € V yksikkovektoreita. Talloin on olemassa sellainen (¢ x n)-
matriisi A = (a;;), etté

n

n ' ) ,
vi=Y age; ja |uilly = a}
j=1

Jj=1
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jokaisella 7 = 1,...,¢. Nyt

w(vy,...,v) = Z wre Ao Nei(vr, .0
11 <<y
€4y ('Ul) R (Uf>
11 <<y €4, (U1> e &gy (Uf)
al’il PN ag“
— Z wr det Lo ;
i1 <<y Ay -+ Qg

joten Hadamardin epéyhtdlon nojalla patee epéayhtélo

[N

13y o Qpgy Vi 0
W) <Y fwrlfdet | 2o < YD |wfIH(Zaiij)
11 < <ly alie L aéié 11 <-<tp k=1 \j=1
l n % l
<y |wfwn(zazm) =Y e[l
11 <o <ty k=1 =1 11 <<y k=1
%
s |wf|§n< S ) = kol
11 <<ty 11 <---<lp
Taten vaite on todistettu. O]

Olkoon ¢ € N. Koska euklidisen avaruuden R™ /:s ulkoinen potenssi A*(R™) on dérel-
lisulotteinen vektoriavaruus, niin on olemassa sellainen vakio C' > 0, ettd

[l@llaeny < Cllwllop

jokaisella w € A*(R™). Télldin ei ole taattua, ettd vakio C' ei riipu luvusta ¢. Seuraava
lemma osoittaa, etta tallainen vakio on olemassa.

Lemma 2.9. Jokaisella n € N on olemassa sellainen vakio C(n) > 0, ettd
|l ae@ny < C) [[@]]p
jokaisella w € A“(R™).

Todistus. Olkoot n € N ja £ € N. Koska A*(R") on #irellisulotteinen vektoriavaruus, niin
on olemassa sellainen vakio C(¢) > 0, etté

[l ey < C O [[@ll
jokaisella w € AY(R"). Valitaan C(n) = max{C({): £ < n}. O
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2.3 Riemannin moniston tilavuusmuoto

Tassa alaluvussa tutustutaan Riemannin tilavuusmuodon méaéritelméén ja olemassaoloon.
Palautetaan aluksi mieleen suunnistetun moniston ja suunnistavan muodon maéritelmét.

Tydssi silefin n-moniston M sileiden /-muotojen avaruutta merkitéiéin Qf(M) jokaisella
(=0,...,n.

Maaritelma 2.10. Siled n-monisto M on suunnistettu, jos on olemassa sellainen diffe-
rentiaalimuoto w € Q" (M), ettd w, # 0 jokaisella z € M. Talloin muotoa w kutsutaan
suunnistavaksi muodoksi. Sanotaan, ettd tangenttiavaruuden T, M kanta (v,...,v,) on
positiivisesti suunnistettu, jos w(vy, ..., v,) > 0.

Huomautus 2.11. Moniston M suunnistava muoto w: M — A™(T'M) on pisteittdin tan-
genttiavaruuksien 7, M suunnistava muoto kuten maaritelméassa 2.2, silla w, € A"(T, M)
ja wy; # 0 jokaisella x € M.

Maaritelma 2.12. Olkoon M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Suunnista-

va muoto w € Q"(M) on moniston M Riemannin tilavuusmuoto, jos w,(vy,...,v,) = 1
jokaisella x € M jokaisella tangenttiavaruuden 7, M positiivisesti suunnistetulla ortonor-
maalilla kannalla (v, ..., v,). Téll6in merkitddn w = voly,.

Euklidinen avaruus R™ on suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja sen Rie-
mannin tilavuusmuoto volg» on siled differentiaalimuoto dxy A -+ A dx,,: R* — A™(R™).
Yleisemmin jokaisella suunnistetulla Riemannin monistolla on olemassa Riemannin ti-
lavuusmuoto, kuten seuraavassa propositiossa osoitetaan; katso [13, Proposition 9.16, s.

73).

Propositio 2.13. Olkoon M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Tdlléin mo-
nistolla M on olemassa Riemannin tilavuusmuoto voly, € Q™ (M).

Todistus. Olkoon w € Q"(M) suunnistava muoto. Halutaan maééritelld sellainen siled
funktio f: M —]0,00[, ettd f(z) = wy(vy,...,v,) jokaisella x € M jokaisella tangent-
tiavaruuden T, M positiivisesti suunnistetulla ortonormaalilla kannalla (vy, ..., v,). T4l
16in sileélld funktiolla 1 kertominen normittaa suunnistavan muodon w tangettiavaruuk-
sien positiivisesti suunnistettujen ortonormaalien kantojen suhteen, joten voidaan valita
voly = %w e Q"(M).

Osoitetaan, ettd funktio f on hyvin maééritelty monistolla M. Olkoon = € M. Tarkas-
tellaan tangenttiavaruuden 7T, M kahta positiivisesti suunnistettua ortonormaalia kantaa
(v1,...,v,) ja (wy,...,w,). Télldin on olemassa sellainen ortogonaalinen (n X n)-matriisi
A = (a;;), ettd

n

w; = E aijvj

=1
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jokaisella i = 1,...,n. Koska matriisi A on ortogonaalinen, niin joko det A = 1 tai det A =
—1. Toisaalta patee
we(wy, ... wy) =det A-wy (v, ... v,),

missé wy(wy, ..., w,) > 0 ja w,(vy,...,v,) > 0. Téten téytyy olla det A = 1 ja voidaan
asettaa f(z) = wy(wy, ..., wy) = we(v1,...,0,).

Osoitetaan, ettd funktio f on siled. Olkoon pari (V,h) kartta monistolla M, missé
karttakuvaus h = (hq, ..., h,) on suunnanséilyttavia. Maaritelldén jokaisella ¢ = 1,...,n

vektorikentét X; € T(V), z — (%) . Koska (Xi(z),..., X,(x)) on tangenttiavaruuden

T, M positiivisesti suunnistettu kanta jokaisella x € V', niin voidaan soveltaa Gramin-
Schmidtin menetelméé. Téten on olemassa sellainen yldkolmiomatriisi B: V' — R™ ",
B(z) = (bij(x)), ettd by(x) > 0 jokaisella i = 1,...,n, funktio b;; o h™': h(V) — R on
siledi jokaisella i = 1,...,n ja jokaisella j = 1,...,n ja (X;(x),..., X,(z)) on tangenttia-
varuuden T, M positiivisesti suunnistettu ortonormaali kanta jokaisella z € V', missé

Xi(x) = Z bij(z)X;(w)

jokaisella 7 = 1, ..., n. Talloin saadaan yhtdsuuruus

foh™(@) = whpim(Xi(h ' (2)),..., Xu(h  (2)))
= (det B)(h™(2)) - w1 (X (B (@) X B ()
= (det B)(h™'(z)) - ((Dh™"(z)) wp-1(z)) (€1, - - ., €n)
(det B)(h™'(z)) - (h"1)*w)a(e1, ..., en),
joten funktion f lokaaliesitys on siled. Téaten funktio f on silea. ]

Lemma 2.14. Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja voly, € Q" (M)

Riemanmnin tilavuusmuoto. Tdllsin ||(volar).||,, = 1 jokaisella x € M.

Todistus. Olkoot € M ja (ey,...,e,) tangenttiavaruuden T, M positiivisesti suunnistet-
tu ortonormaali kanta. Koska [(volys)z(e1, ..., e,)| = 1, niin [[(volar)s|,, > 1.
Olkoot vy, ...,v, € T, M yksikkovektoreita. Talloin on olemassa sellainen (n X n)-
matriisi A = (a;;), etté
n n
v; = Zaijej ja Z a?j =1
Jj=1 Jj=1
jokaisella 7 = 1,...,n. Nyt Hadamardin epayhtélosta seuraa arvio

N

|(volpg)z (v, ... v,)| = |det A| [(volas)e(er, .. en)| < H (Z a%) =1
i=1

j=1
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2.4 Bilipschitz-jatkuvan diffeomorfismin Jacobiaani ja
tangenttikuvauksen operaattorinormi

Halutaan osoittaa, ettd bilipschitz-jatkuvan karttakuvauksen Jacobiaani ja tangenttiku-
vauksen operaattorinormi ovat rajoitettuja. Téssé alaluvussa todistetaan viitteestd vah-
vempi muoto, missd riittdd, ettd kuvaus on bilipshitz-jatkuva diffeomorfismi. Annetaan
aluksi Jacobiaanin maaritelma.

Maaritelma 2.15. Olkoot M ja N suunnistettuja n-ulotteisia Riemannin monistoja ja
f: M — N siled kuvaus. Kuvauksen f Jacobiaani on funktio Jy: M — R, joka toteuttaa
yhtélon

(216) Jf VOlM = f* VOlN
jokaisella € M, missé (f*voly), = (D f(z))*((voln) f(x))-

Huomautus 2.17. Jokaisella x € M pétee J¢(x) = Jpg(z), missé luku Jpr) € R saadaan
yhtéléstéd (2.6) lineaariselle tangenttikuvaukselle D f(x): T,M — TN ja tilavuusmuo-
doille (volar), ja (voly) f(a)-

Lause 2.18. Olkoot M ja N n-ulotteisia suunnistettuja Riemannin monistoja ja f: M —
N L-bilipschitz-jatkuva diffeomorfismi. Tdlloin

(2.19) L7 < |[Df(@)]lop < L
ja
(2.20) L™ < Jg(x) < L"

jokaisella x € M.

Muotoillaan ja todistetaan lauseen 2.18 todistusta varten seuraava lemma.

Lemma 2.21. Olkoot M n-ulotteinen Riemannin monisto, x € M ja v:] — 0,0[— M
sellainen siled polku, etti v(0) = x. Tdalldin
i 15T gl

Todistus. Olkoon U C M pisteen x normaaliympéristo. Voidaan valita sellainen &g > 0,
ettd v(t) € U jokaisella ¢t € [—dg, dg|. Talloin jokaisella ¢ € [—dg, dp] on olemassa sellainen
tangenttiavaruuden vektori v; € T, M, ettd exp,(v;) = (). Téten jokaisella t € [—d, o]
voidaan kirjoittaa dys(z,v(t)) = dar (7" (0), 7" (1)) = [|vell 1, as-

14



Olkoot (wy, . ..,w,) tangenttiavaruuden T, M ortonormaali kanta, (eq, ..., e,) euklidi-
sen avaruuden R” luonnollinen kanta ja T': T, M — R"™ lineaarikuvaus, joka on maéritelty
kaavalla )" aw; — > | a;e;. Talloin

Yo = (Dexp;'(2)) (o) =T~ <% ((T o exp; 07)(t>)|t0)

— T—l <11m (T 0 eXpa_rl o’)/) (t)) — hm (eXp;l of)/) (t) — hm ﬂ
t—0 t t—0 t t—0 t
ja
. T Ut . dM(xa ’y(t))

]

Lauseen 2.18 todistus. Todistetaan ensin epayhtélo (2.19). Olkoot x € M ja v € T, M
yksikkovektori. Télloin lemman 2.21 nojalla pétee

. d oAV
I(DF@) @)y, v = H(fOWo ‘TM)N ~ lim N(f(QI)aftj‘c 7))
< Llimw — Ilim V]l ar 2] I
0 |t] =0 It]

Téten |[Df(x)|l,, < L jokaisella x € M. Myos kiinteiskuvaukselle f~': N — M saadaan

arvio ||Df~Y(z)||.. < L jokaisella x € N. Nyt jokaisella x € M pitee epayhtilo

llop <

L=[|DfH(f(@)) o Df(@)]],, < [[DFHf@)]],, [1DF (@)

joten
1

oo Z D (@),

SIE

1D ()]l

>

jokaisella x € M.
Todistetaan nyt epéyhtalo (2.20). Olkoon z € M. Kéyttamalld Jacobiaanin J; mééri-
telméd 2.15 ja lemmaa 2.14 saadaan yhtésuuruus

[Ty (@) = 1T (@)] - [[(vola)allop = [[Tp(2)(vOlas )l = [1(S7 vOLN )l Lo, -

Arvioidaan termid ||(f* voly)z|l,, seuraavasti. Olkoot vy, ..., v, € T, M yksikkovektoreita.
Nyt jokaisella i = 1,...,n pétee D f(x)v; # 0, silld lineaarikuvaus D f(x) on kiddntyva ja
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v; # 0. Télloin lemman 2.14 nojalla saadaan arvio

[(f*voln)z (v, ... v,
= |(voln) s (D f(x)vr,..., Df(z)va)]

= <H||Df(m)vi|le<z>N)

(Tio 71 ool = N0 < 2

(voly) Dftje —_ Df@)o,
TONNDF @l v IDF @)l

IN

Téten ||(f* voly).l,, < L". Néin ollen on osoitettu, ettd Jr(z) < [Jp(z)| < L" jokaisella
x € M. Sama arvio péatee myos kddnteiskuvakselle f~1, eli Jp-1(z) < L™ jokaisella x € N.

Talloin Jp(z)™! = Jp-1(f(x)) < L™ jokaisella z € M. O

2.5 Riemannin moniston mitta

Téassé alaluvussa maaritelladn suunnistetun n-ulotteisen Riemannin moniston M Rieman-
nin mitta p, jonka konstruktio on vastaavanlainen kuin Lebesguen mitan m konstruktio
avaruudessa R". Avaruudessa R" Lebesguen mitan suhteen integroiminen ja tilavuusmuo-
toa volgn vasten integroiminen yhtyvét, eli

f volgn = fdm
R™ R~
jokaisella f € C.(R",R). Koska Riemannin monisto M on suunnistettu, niin on olemassa
Riemannin tilavuusmuoto voly,;. Halutaan siilyttda kyseinen ominaisuus myos monistolla

M Riemannin tilavuusmuodon voly; suhteen, joten Riemannin mitan p tulee toteuttaa
ehto

(2.22) /vaolM:/Mfdu

jokaisella f € C.(M,R). Kéytetdén mitan méaarittelemisessa Rieszin esityslausetta ja sen
todistusta [18, 2.14 Theorem, s. 40| lineaarikuvaukselle T': Co(M,R) — R, f +— [, f voly.
Tarkistetaan ensin, ettd tilanne toteuttaa Rieszin esityslauseen oletukset. Tiedetédéan,
ettd monisto M on lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus. Riittda siis osoittaa, etté
lineaarikuvaus 7' on positiivinen. Olkoon f € C.(M,R) sellainen, ettd f > 0. Talloin

Tf:/vaolM:Z/ha(va)(hal)*()\afvolM),

ael
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missé {(Va, ha) }aer On positiivinen kartasto, joka on yhteensopiva tilavuusmuodon voly,
kanssa, ja {A,}acr on peitteen {V,}.c; alistama siled ykkosenositus. Osoitetaan, etta
kaikilla indekseilla a@ € I summattava termi on ei-negatiivinen. Summattava termi on
muotoa

/ () (Vo f volar) = / (a0 B)(f 0 B2 (a0 B0 Y,
ha(Va)

ha(Va)

missd integroitavat funktiot ovat ei-negatiivisia, joten myos integraali on ei-negatiivinen.

Konstruoidaan seuraavaksi mitta ja o-algebra kuten Rieszin esityslauseen todistukses-
sa. Esitellddn sitd varten joitakin merkintéja. Kaytetdan jatkossa seuraavia merkintoja
sellaisille funktioille f € C.(M,R), ettd 0 < f < 1. Jos K C M on sellainen kompakti
osajoukko, ettd f(z) =1 jokaisella z € K, niin merkitdén

K < f.
Jos U C M on sellainen avoin osajoukko, ettd supp f C U, niin merkitdin

f=U.

Madritelladn nyt joukkofunktio p: P(M) — [0, oo] seuraavasti. Avoimille osajoukoille
U C M asetetaan

p(U) =sap{T'f: f < U}
ja kaikille osajoukoille £ C M asetetaan

p(E) =inf{u(U): EC U, U C M avoin}.
Olkoon T’y sellaisten osajoukkojen E' C M kokoelma, ettd u(F) < oo ja
pu(E) =sup{u(K): K C E, K on kompakti}.
Nyt voidaan muodostaa kokoelma I' madrittelemalla
I'={F C M: ENnK €T jokaisella kompaktilla joukolla K C M}.

Talloin Rieszin esityslauseen nojalla I' on g-algebra, joka sisdltda Borel-joukot, ja kuvaus
p: I' — [0, 00] on mitta, jolla on ominaisuudet (i)-(v):

(i) Kompakteilla joukoilla K C M pétee

pw(K) =inf{Tf: K < f} < oc.
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(ii) Funktioilla f € C.(M,R) pétee

[ #vol = [ i

(iii) Avoimilla joukoilla E C M ja sellaisilla joukoilla £ € T, ettd u(E) < oo, pitee
pu(E) =sup{u(K): K C E, K on kompakti}.

(iv) Mitta p on numeroituvasti subadditiivinen, eli jokaisella jonolla F1, Es, ... € ' pitee
1 (U E) <> u(E).
i=1 i=1
(v) Mitta p on tiydellinen.

Huomautus 2.23. Konstruoitava mitta on yksikésitteinen. Riemannin monistolla R™ Rie-
mannin mitta on tuttu Lebesguen mitta m ja siihen liittyva o-algebra on Leb R™.

2.6 Lusinin ominaisuudet

Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja ¢ Riemannin mitta monistolla
M. Téssa alaluvussa osoitetaan, ettd moniston M bilipschitz-jatkuvat karttakuvaukset
toteuttavat Lusinin ominaisuudet (N) ja (N71).

Tyossd joukon E C R™ mittaa Lebesguen mitassa merkitdén |E|.

Lemma 2.24. Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja p Riemannin
mitta monistolla M. Olkoon pari (V, h) sellainen kartta monistolla M, etti karttakuvaus
h on L-bilipschitz-jatkuva. Olkoon E C V' sellainen osajoukko, etti u(E) = 0. Tdalloin
patee |h(E)| = 0.

Todistus. Olkoon ¢ > 0. T&lloin on olemassa sellainen avoin U C V, ettd F C U ja
p(U) <eL™™. Nyt h(E) C h(U) C h(V) ja h(U) on avoin. Téten

o) < @) =sw{ [ gams g <n@n}.

Olkoon f € C.(R",R) sellainen funktio, ettd f < h(U). Télléin foh < U. Koska u(U) <
el niin T(f o h) < eL™". Téaten epayhtalostd (2.20) seuraa arvio

fdm = / fdmgL”/ th_ldm:L”/ (h_l)*(fthOIM)
R(V) h(V) h(V)

n

Rn

= Ln/ fohvoly =L"T'(foh)<e.
M
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Niin ollen |h(U)| < € ja viite on todistettu. O

Lemma 2.25. Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja p Riemannin
mitta monistolla M. Olkoon pari (V, h) sellainen kartta monistolla M, etti karttakuvaus
h on L-bilipschitz-jatkuva. Olkoon E C h(V') sellainen osajoukko, etti |E| = 0. Tdalldin
pitee u(h='(E)) = 0.

Todistus. Olkoon ¢ > 0. Téll6in on olemassa sellainen avoin U C h(V), ettda E C U ja
|U| < eL™. Nyt h1(U) on sellainen avoin joukko, ettd h~!(E) C h~'(U). Niin ollen pitee
p(h Y (E)) < p(h=Y(U)). Olkoon f € C.(M,R) sellainen funktio, ettd f < h™1(U) C V.
Nyt epayhtélon (2.20) nojalla saadaan arvio

7y = [ ol = /h<v)<h1>*<fvolM> — [(Forrdm <L) <=

U

Taten p(h™H(U)) < € ja viite seuraa. O

19



Luku 3

De Rhamin kohomologia

Tama luku késittelee de Rhamin kohomologiaan ja harmonisiin muotoihin liittyvia mé&a-
ritelmia ja tuloksia. Térkeimpia tuloksia ovat Poincarén duaaliteetti ja Hodgen lause.

3.1 Poincarén duaaliteetti

Téssé alaluvussa tarkastellaan de Rhamin kohomologiaa ja Poincarén duaaliteettia. Ala-
luvun tulokset oletetaan tunnetuiksi eikd niitd todisteta, mutta tarvittaessa lukija voi
tutustua teokseen [13].

Maaritelma 3.1. Silein moniston M (:s de Rhamin kohomologia on vektoriavaruus

_ {moniston M suljetut £ — muodot}  {w € QY(M): dw = 0}
~ {moniston M eksaktit £ — muodot}  {dr: 7€ Q-1(M)}

HY(M)

Olkoon M kompakti, yhtenédinen ja suunnistettu siled n-monisto. Seuraava propositio
kertoo, etté sileiden suljettujen n-muotojen integroiminen yli moniston M antaa isomorfis-
min de Rhamin kohomologian H"(M) ja reaalilukujen vélille. Erityisesti, jos w € Q" (M)
on sellainen suljettu muoto, etta f @ =0, niin w on eksakti.

Propositio 3.2. [13, Corollary 10.14, s. 91| Olkoon M kompakti, yhtendinen ja suunnis-
tettu siled n-monisto. Talloin kuvaus

/M:H”(M)—>]R, [w]l—>/Mw,

on isomorfismi.
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Olkoon M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu siled n-monisto. Seuraava lause, jo-
ka on tunnettu Poincarén duaaliteettina, antaa propositiota 3.2 yleisemmaéan tuloksen.
Poincarén duaaliteetti antaa isomorfismin de Rhamin kohomologian H*(M) ja de Rha-
min kohomologian H"~*(M) duaalin vilille jokaisella ¢ € {0, ...,n}. Tissikin isomorfismi
syntyy sileiden suljettujen n-muotojen integroimisesta yli moniston M.

Lause 3.3. [13, Theorem 13.5 (Poincarén duaaliteetti), s. 131] Olkoon M kompakti, yh-
tendinen ja suunnistettu siled n-monisto. Talloin kuvaus

DY HY(M) — H"Y(M)*, [w] — ([T]H/Mw/\’r>,

on isomorfismi jokaisella ¢ € {0,... ,n}.

Olkoon M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu siled n-monisto. Seuraavat kaksi tu-
losta kertovat, ettd moniston M de Rhamin kohomologiat ovat &irellisulotteisia, jolloin
Poincarén duaaliteetista saatu avaruuksien H*(M) ja H"*(M)* vilinen isomorfismi an-
taa isomorfismin avaruuksien H¢(M) ja H"*(M) vilille. Timi symmetria de Rhamin
kohomologioiden valilld yksinkertaistaa lauseen 1.2 todistusta.

Propositio 3.4. [13, Corollary 9.25, s. 80] Olkoon M kompakti siled n-monisto. Talldin
HY(M) on ddrellisulotteinen jokaisella £ € {0, ..., n}.

Korollaari 3.5. Olkoon M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu siled n-monisto. Tdlloin

HY(M) = H" (M) jokaisella £ € {0,...,n}.

Todistus. Lauseen 3.3 nojalla pitee HY(M) = H™*(M)*. Lisiiksi lauseen 3.4 perusteella
avaruus H" ‘(M) on &érellisulotteinen, joten H" ‘(M) = H"*(M)*. Titen H*(M) =
HPC(M)* = H™ (M), O

Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin
monisto. Korollaarin 3.5 nojalla lauseen 1.2 todistuksessa riittaa tarkastella tapauksia 0 <
¢ < 2. Lisiksi monisto M on yhtenéinen, joten dim H°(M) = dimR = 1 ja tapauksessa
¢ = 0 saadaan haluttu yldaraja kohomologian dimensiolle. Jatkossa voidaan siis olettaa,
ettd 1 < ¢ < 2. Liséiksi haluttu ylaraja pitee triviaalisti, jos H*(M) = 0, joten voidaan
olettaa, ettd H*(M) # 0.

3.2 Suljettujen differentiaalimuotojen duaalijono

Tassa alaluvussa esitellidn de Rhamin kohomologian ekvivalenssiluokkien duaalijonon
késite, jolla on ldheinen yhteys Poincarén duaaliteetin kanssa.
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Maéritelmé 3.6. Olkoot M siled n-monisto ja ([ay],.. ., [ax]) avaruuden H*(M) jono.
Avaruuden H"*(M) jonoa ([B4],...,[Bk]) kutsutaan jonon ([a1],...,[ow]) duaalijonoksi,

Jos
/ 4 A Bj == 52']‘
M

jokaisella ¢« = 1,...,k ja jokaisella 7 = 1,..., k. Erikoistapauksessa k = 1 voidaan myos
puhua duaaliparista [o] ja [3].

Olkoot M kompakti, yhtenéinen ja suunnistettu siled n-monisto, ([a4], ..., [ax]) ava-
ruuden HY(M) jono ja ([81],...,[5]) avaruuden H"*(M) jono. Koska

/M 0i A By = (Do) ([8))),

niin jono ([B1],...,[Bk]) on jonon ([a], ..., [a]) duaalijono, jos ja vain jos
(Disled]) (185]) = 63
jokaisella i = 1,...,k ja jokaisella j = 1,..., k. Todistetaan nyt duaalijonon olemassao-

lo de Rhamin kohomologian kannalle kayttdmalld tata yhteyttd Poincarén duaaliteetin
kanssa.

Lause 3.7. Olkoon M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu siled n-monisto. Olkoon
([ca], - -, [ow]) avaruuden HY(M) kanta. Télldin on olemassa jonon ([ai),...,[ox]) du-

aalijono ([A1], ..., [Bk])-

Todistus. Koska ([aq], ..., [ax]) on avaruuden HY(M) kanta ja lauseen 3.3 nojalla ku-
vaus DY,: HY (M) — H"*(M)* on isomorfismi, niin (D4,[cy],..., D%;[ax]) on avaruu-
den H"*(M)* kanta. Téllin avaruudella H"~¢(M)** on duaalikanta (7i,. .., ), missi
funktio v;: H"*(M)* — R toteuttaa ehdon ~;(D%/[o;]) = d;; jokaisella i = 1,...,k ja
jokaisella j =1,... k.

Kuvaus T': H"“(M) — H"*(M)**, joka on miiritelty kaavalla (T'§)(y) = v(d) jo-
kaisella § € H" “(M) ja jokaisella v € H" *(M)*, on isomorfismi. Téten on olemassa
sellaiset [31], ..., [Bx] € H" “(M), ettd T[B;] = i jokaisella i = 1,... k. Nyt

/M a; A Bj = (Dylad]) (185]) = (T18;]) (Diyes]) = (D lew]) = 6

jokaisella 2 = 1,... k ja jokaisella 7 =1,... k. O]
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3.3 Harmoninen muoto

Téssé alaluvussa kisitelladn harmonisia muotoja ja niihin liittyvia késitteitd; katso |20,
luku 6].

Olkoon M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja x € M. Koska
avaruus AY(T, M) on direllisulotteinen sisituloavaruus, niin jokaisella w € AY(T,M) on
olemassa yksikisitteinen avaruuden A" (T, M) alkio *w, joka toteuttaa ehdon

(3.8) WAT = (%W, T) pe(p, ary (VOLar)z
jokaisella 7 € AY(T,M). Hodgen tihtioperaattori on lineaarikuvaus
w: AT, M) — A" HT,M), w— *w.

Seuraava lemma osoittaa, ettd Hodgen tahtioperaattori kuvaa ortonormaalit kannat
yksinkertaisella kaavalla ortonormaaleille kannoille.

Lemma 3.9. Olkoot M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja

x € M. Olkoon (e, ..., e,) avaruuden T, M positivisesti suunnistettu ortonormaali kanta
ja (€1,...,en) sitd vastaava duaalikanta. Tdlloin
(3.10) *(50(1) VANRRRIVAY 80(@) = sgn(a) Eo(e+1) N+ N Eo(n)

jokaisella o € S({,n — (). Lisiksi Hodgen tihtioperaattori x: AY(T,M) — A"~“(T,M) on
isometria.

Todistus. Olkoon o € S(¢,n —{). Koska ey A---Ae, € A"(T, M) ja avaruus A" (T, M) on
yksiulotteinen, niin on olemassa sellainen vakio C, ettd e; A -+ A g, = C(voly),. Jono
(é1,...,e,) on avaruuden T, M positiivisesti suunnistettu ortonormaali kanta ja voly; on
Riemannin tilavuusmuoto, joten

L=e1 A Nepler,...,e,) = C(voly)e(er, ... e,) =C.
Téten e; A -+ A e, = (voly). ja
o) N  NEo) NEger1) N -+ N Eg(n)
=sgn(o)ey A+ ANe, =sgn(o) (voly),
= sg(0) (Ea(er1) A+ Aoty Eoern) A+ A Eom)) yamspy ary (VOIM)a
= (sgn(0) Ex(e1) A+ A Eainys Eo(erty A A 5U(n)>An4(TxM) (volas)z-

Tama osoittaa yhtadlon 3.10. Yhtalo 3.10 taas osoittaa, ettd Hodgen tahtioperaattori
x: AY(T,M) — A" Y(T,M) kuvaa avaruuden A‘(T,M) ortonormaalin kannan avaruu-

den A"~(T, M) ortonormaaliksi kannaksi. Niin ollen Hodgen tihtioperaattori on isomet-
ria. O
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Koska Hodgen tahtioperaattori on isometria, niin se toteuttaa myos seuraavan vaih-
toehtoisen muotoilun yhtéalosté (3.8).

Lemma 3.11. Olkoot M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja
x € M. Tdalloin

(3.12) W A FT = (W, T) ne(p, ar) (VOlar)z
jokaisella w € NY(T,M) ja jokaisella T € AT, M).

Todistus. Olkoot w, T € A*(T,M). Kiyttimilld yhtilod (3.8) ja lemmaa 3.9 saadaan yh-
tasuuruus
W A KT = (%W, *T) neo, ap) (VOLar)zw = (W, T) pegpary (VO )
[

Osoitetaan seuraavassa lemmassa, ettd yhdistetty Hodgen téhtioperaattori yksinker-
taistuu mahdolliseksi merkinvaihdoksi.

Lemma 3.13. Olkoot M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja
x € M. Yhdistetty Hodgen tihtioperaattori x*: A*(T,M) — A(T,M) toteuttaa yhtilon
*k — (_1)€(n—€)‘

Todistus. Olkoon w € A*(T,M). Osoitetaan, etti jokaisella 7 € A*(T, M) pitee
(% % W, T) ne e, ary (VOLar)z = <(—1)€(”_Z)w, T>A£(TZM) (volps)z-

Koska (volys), # 0, niin tdmé todistaa véitteen.
Olkoon 7 € AY(T,M). T#llsin yht#lon (3.8) ja lemman 3.9 nojalla saadaan, etti pitee

(x %W, T)reerary (VOlu)e = *w AT = (=1)X=D (7 A xw)

= (_1)€(nf€) (T, w>Af(TzM) (volps)
= <(_1>£(n_£)w>T>AZ(TIM) (volps)a-
[

Olkoon M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Hodgen téhtio-
peraattoriksi kutsutaan myos lineaarikuvausta x: Q°(M) — Q" ¢(M), joka on méiiritelty
pisteittiin Hodgen tihtioperaattorilla *: AY(T, M) — A" (T, M).

Kayttamalla Hodgen tahtioperaattoria ja ulkoista derivaattaa voidaan maéritella seu-
raavat operaattorit. Kodifferentiaalioperaattori on lineaarikuvaus 6: Q(M) — Q“~1(M),
joka on méiritelty kaavalla 6 = (—1)"“+1D+1 x dx. Laplacen operaattori on lineaarikuvaus

A: QM) — QYM), joka on midritelty kaavalla A = §d + dd.
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Lemma 3.14. Olkoon M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Laplacen operaattori ja Hodgen tdhtioperaattors kommutoivat.

Todistus. Halutaan osoittaa, ettd kuvaukset *A: QY(M) — Q"4 M) ja Ax: Q(M) —
Q"=*(M) ovat sama kuvaus. Tutkitaan ensin kuvausta *A. Lemman 3.13 nojalla pitee,
etta

*sA = %(0d+ do) = %6d + %dd = x((—1)"FD s dx)d 4+ *d((—1)"FVH « dx)
(=) sosd s d + (—1)" T s d e d x
(_1)n(€+2)+1(_1)€(n—€)d* d+ (_1>n(€+1)+1 xd*dx*.

Koska
Ax = (dd 4 dd)* = 0d * +dox,

niin riittaa osoittaa, etta

(3.15) (—1)MEFDH (=D x d = dox
ja
(3.16) (—1)" D s d o dx = od * .

Kayttamalld lemmaa 3.13 uudestaan saadaan, ettd pétee
dos = d((—=1)""= D+ s @i = (= 1)"HF DTG g d s x = (= 1) EHDH () EA=D g 5 g,
Titen yhtisuuruus (—1)"H+2+ = (—1)n(r=HD+L ogoittaa yhtilon (3.15). Koska

ods = (=)D g @) dse = (—1)"HFDH 5 x dx

ja (=1)r=tH2+1 — (_1)n(HD+L piin on osoitettu myds yhtild (3.16). Niin ollen viite on
todistettu. O

Maaritelma 3.17. Olkoon M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Differentiaalimuoto w € QY(M) on harmoninen muoto, jos Aw = 0.

Seuraava propositio antaa luonnehdinnan harmonisille muodoille kodifferentiaaliope-
raattorin ja ulkoisen derivaatan suhteen; katso [20, 6.3 Proposition, s. 221].

Propositio 3.18. Olkoot M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto
ja & kodifferentiaalioperaattori. Télldin differentiaalimuoto w € QM) on harmoninen
muoto, jos ja vain jos sekd dw = 0 ettd dw = 0.
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Todistetaan proposition 3.18 todistusta varten seuraava lemma; katso [20, 6.2 Propo-
sition, s. 221].

Lemma 3.19. Olkoot M kompakti ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja 0
kodifferentiaalioperaattori. Tdlldoin

(3.20) / dw N\ *1 = / w A *0T
M M

jokaisella w € QY (M) ja jokaisella T € QH1(M).
Todistus. Olkoot w € QY(M) ja 7 € Q*F1(M). Lemman 3.13 perusteella pétee
%07 = %((—=1)"FDH s dx)r = (=)D )OO 5 7 = (—1)Fd % 7.

Taten
dwA*7) =dw A*7 4+ (=D wAd* T =dw A *T — w A %07

ja véite seuraa Stokesin lauseesta [13, Theorem 10.8 (Stokesin lause), s. 88]. O
Proposition 3.18 todistus. Olkoon w € Qf(M). Oletetaan, ettd dw = 0 ja dw = 0. Till6in
Aw = (6d+dd)w = ddw+ddw = 0, joten w on harmoninen muoto. Tém4 todistaa viitteen
yhden suunnan.

Todistetaan nyt viitteen toinen suunta. Oletetaan, ettd w on harmoninen muoto. T&l-
16in voidaan kirjoittaa

0:/ Aw/\*w:/(5d+d5)w/\*w:/ 5dw/\>|<w—|—/ dow N *w
M M M M

ja tutkia erikseen summan termeja.
Kéyttamaélld yhtéloita (3.19) ja (3.12) summan toiseen termiin saadaan yhtésuuruus

/déwA*w:/ 5w/\>x<5w:/ (0w, dw) volyy,
M M M

missd funktio (0w, dw) on pisteittédin sisdtulo ((6w)q, (0w)s) xe-1 (7, a1-
Vastaavasti summan ensimmaiselle termille saadaan yhtéléiden (3.19) ja (3.12) nojalla
yhtésuuruus

/5dw/\>|<w = /(5dw,w)volM:/ (w,5dw)V01M:/ w A *ddw
M M M M

_ / dos A wdlio — / (dw, dw) volyy,
M M

missd funktio (dw, dw) on pisteittéin sisatulo ((dw)s, (dw)z) ye+1(7, ar)-
Nain ollen

0:/ ((5w,5w)volM+/ {(dw, dw) volyy,
M M

joten dw = 0 ja dw = 0. Téten on todistettu myos véitteen toinen suunta. O
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3.4 Hodgen lause

Tassé alaluvussa lausutaan todistamatta harmonisten muotojen térked tulos, ettd kom-
paktin ja suunnistetun Riemannin moniston jokaisella de Rhamin kohomologian ekviva-
lenssiluokalla on yksikésitteinen harmoninen edustaja. Lause tunnetaan Hodgen lauseena.

Lause 3.21. [20, 6.11 Theorem, s. 225| Olkoot M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu
n-ulotteinen Riemannin monisto ja c € HY(M). Télldin ekvivalenssiluokalla ¢ on yksikdi-
sitteinen harmoninen edustaja w..

Muotoillaan lauseesta 3.21 kdytédnnollinen korollaari, jota tarvitaan tyossa.

Korollaari 3.22. Olkoon M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rieman-
nin monisto. Oletetaan, ettd H*(M) # 0. Tdlldin on olemassa sellaiset suljetut differen-
tiaalimuodot o € QY (M) ja B € Q" (M), etti a A 3 = fvoly, missi f € C°(M,R) on
ei-negatiivinen funktio, joka ei ole vakiofunktio nolla.

Todistus. Koska H*(M) # 0, niin on olemassa sellainen ekvivalenssiluokka ¢ € H*(M),
ettd ¢ # 0. Lauseen 3.21 nojalla ekvivalenssiluokalla ¢ on yksikésitteinen harmoninen
edustaja w,. Osoitetaan, etti voidaan valita o = w, ja B = xa, missi *: QY(M) —
Q"=*(M) on Hodgen tihtioperaattori.

Lemman 3.14 nojalla my6s differentiaalimuoto $ on harmoninen muoto. Nain ollen
differentiaalimuodot « ja [ ovat suljettuja proposition 3.18 perusteella. Lisdksi yhtalon
(3.12) nojalla pétee yhtalo

a A f = {a,a)voly,

missi siled ja ei-negatiivinen funktio (a, ) on pisteittdin sisdtulo (au, o) ez, - Koska
a € ¢ # 0, niin funktio (o, a) ei ole vakiofunktio nolla. TAmé todistaa véitteen. O

3.5 Riemannin tilavuusmuodon esitys

Olkoon M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot
w e QM) jaT e QM) sellaisia differentiaalimuotoja, etti w A 7 = gvolys, missi
g € C*(M,R) on positiivinen funktio. T&llin Riemannin tilavuusmuoto voly, voidaan
kirjoittaa differentiaalimuotojen w ja 7 avulla muodossa voly; = éw AT.

Olkoot a € (M) ja B € Q" ¢(M) sellaisia differentiaalimuotoja, etti a A5 = f voly,
missé funktio f € C*°(M,R) on ei-negatiivinen funktio, joka ei ole vakiofunktio nolla.
Tallaisia differentiaalimuotoja esiintyy korollaarin 3.22 seurauksena. Koska funktio f voi
saada my0Os arvon nolla, niin Riemannin esitysmuodolle vol,, ei saada esitystéd differenti-
aalimuotojen « ja 8 avulla yhté suoraviivaisesti kuin differentiaalimuotojen w ja 7 avulla.
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Téssé alaluvussa etsitddn Riemannin tilavuusmuodolle esitys differentiaalimuotojen « ja
[ avulla kiyttdméalla hyvéksi tietoa, ettd funktio f ei ole vakiofunktio nolla; katso [14,
Lemma 2.3, s. 870].

Lemma 3.23. Olkoon M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin
monisto. Olkoot o € QY(M) ja B € Q" "Y(M) sellaisia differentiaalimuotoja, etti a A 3 =
fvoly, missi f € C®(M,R) on ei-negatiivinen funktio, joka ei ole vakiofunktio nolla.
Télléin on olemassa sellainen silei ykkdsenositus {\, }*_, monistolla M, etti

k
(3.24) voly = CZ AO(a A B),
v=1

missd ¢ € C°(M,R) on positiivinen funktio ja kuvaus ®,: M — M on suunnansdilyttiva
diffeomorfismi jokaisella v =1, ... k.

Todistetaan lemman 3.23 todistusta varten seuraava lemma; katso |7, Isotopy Lemma,
s. 142].

Lemma 3.25. Olkoot M yhtendinen siled n-monisto, a € M ja x € M. Tdlloin on
olemassa sellainen suunnansdilyttava diffeomorfismi ®: M — M, ettd ®(z) = a.

Todistus. Maaritelladn moniston M relaatio ~ ehdolla y ~ z, jos on olemassa sellainen
suunnanasailyttava diffeomorfismi W: M — M, ettd ¥(y) = z. Talloin méiritelty relaa-
tio ~ on ekvivalenssirelaatio, joten voidaan tutkia ekvivalenssiluokkia. Osoitetaan, etta
ekvivalenssiluokat ovat avoimia joukkoja, jolloin monisto M on on yhdiste erillisisté avoi-
mista joukoista. Koska monisto M on yhtendinen, niin tdméan nojalla on olemassa vain
yksi ekvivalenssiluokka, eli x ~ a ja viite on todistettu.

Alustetaan ensin tilannetta euklidisessa avaruudessa R" ja palautetaan sitten yleinen
tapaus euklidiseen avaruuteen kartoilla. Olkoot p € C°(R,R) jao € C°(R"! R) sellaisia
funktioita, ettd suppp C|] — ¢,¢[, p(0) = 1, suppo € B"1(0,4) ja o(0) = 1. Talldin on
olemassa sellaiset vakiot Cy,C; € R, ettd |p'(t)] < Cp jokaisella t € R ja |o(p)| < Cy
jokaisella p € R*1,

Méiritelldén jokaisella s €] — &, [ siled funktio fi: R — R, t = t + p(t)s. Téll6in
fs(t) =t jokaisellat ¢]—¢, e[, fs(0) = sja fi(t) = 14+p'(t)s > 0 jokaisella t € R. Koska f €
C*(R,R) ja f! > 0, niin kdénteiskuvauslauseen nojalla funktio fs on suunnansailyttéva
diffeomorfismi.

Kirjoitetaan R" = R x R""! ja miéritelliéin jokaisella s €] — ﬁ, ﬁ[ siled funktio
gs: R" = R" (t,v) — (t + o(v)p(t)s,v). Talloin g4(t,v) = (t,v) jokaisella t ¢] — €, | ja
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jokaisella v ¢ B™"~1(0,4). Lisiksi g5(0) = (s,0) ja

Lt o)) p0sBa0) .. plt)szie )
0 1 0
Dgs(t,v) = : : . :
0 0 1

jokaisella (¢,v) € R". On saatu, ettd g, € C*°(R",R") ja det Dg; = 1 + o(2)p/(t)s > 0,
joten kdanteiskuvauslauseen nojalla kuvaus g5 on suunnansailyttéava diffeomorfismi.

Olkoon y € M. T&lloin voidaan valita sellainen moniston M kartta (V,h), ettd y € V
ja h(y) = 0. Voidaan edelleen valita sellainen pisteen y ympéaristéo U C V', etta |h(z)| <
min{cio, ﬁ} jokaisella z € U.

Maaritelladn nyt jokaisella z € U sellainen suunnanséilyttéiva diffeomorfismi b, : R® —
R™, ettd h.(0) = h(z). Tamén jilkeen kiyttaméalld kuvausta h, voidaan méaaritelld sellai-
nen suunnansailyttava diffeomorfismi W,: M — M, ettd ¥, (y) = z.

Tapauksessa n = 1 voidaan valita h, = fj(.). Kun n > 1 voidaan kiertda avaruuden
R"™ kahta ensimmaisté akselia suunnansailyttavalla diffeomorfismilla A: R™ — R™,

cos¢ sin¢ 0
A(w) = | —sin¢ cos¢ 0 | w.
0 0 I

Valitaan sellainen kulma ¢ € [0,27[, ettd A(h(z)) = (s,0) jollakin s € R. Koska |s| =
|h(2)], niin kuvaus g, on midritelty, ja voidaan asettaa h, = A~' o g, 0 A.

Valitsemalla ¢ ja ¢ riittdvan pieniksi voidaan valita sellainen pisteen y ympéristo W,
etti W C V, hloh,oh = id joukossa V \ W ja h, o h(W) C h(V). Téten kuvaus
U, M — M,

U — { h™Yoh,oh, joukossaV,

id, muulloin,

on hyvin méaritelty suunnansiilyttiva diffeomorfismi, ja
U.(y)=h"toh,oh(y) =hoh,(0)=h""(h(z)) = =
]

Lemman 3.23 todistus. Olkoon a € M jokin sellainen piste, ettd f(a) > 0. Talloin pis-
teelld a on olemassa sellainen ymparistd U, ettd funktio f on positiivinen joukossa U.
Olkoon jokaisella z € M kuvaus ®,: M — M sellainen suunnanséilyttava diffeomorfis-
mi, ettd ®,(x) = a. Lemman 3.25 perusteella téllainen suunnansailyttévi diffeomorfismi
on olemassa jokaisella z € M. Nyt kokoelma {®_'(U)},ep on kompaktin moniston M
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avoin peite, joten voidaan valita dérellinen osapeite {®,1(U)}5_,. Olkoon {\,}i_, avoi-
men peitteen {®,1(U)}%_, alistama siled ykkosenositus monistolla M.

Olkoot .
w=Y NP (aAB)EQ(M)

v=1

ja
k
E=Y A(fo®,)Js, €C®(MR).
v=1

Riittda osoittaa, ettd w = ¢volys, missa funktio ¢ on positiivinen.
Olkoon z € M. Téllgin

(@1, (A B), = (@5, (fvolu)), = (f o Dy, )(x) (@3, (volu)),
= (fo®y,)(@)Ja,, (x)(volu),

jokaisella v =1,...,k ja

Wy = (Z M(x)(f 0 @) () s, (a:)) (volpr). = é(x)(volps) .

Koska kuvaukset ®,, ovat suunnansiilyttévid, niin Jo, () > 0 jokaisella v = 1,... k.
Jos © € ®,1(U), niin (f o ®,,)(z) > 0. Jos taas z ¢ ®,'(U), niin A, (z) = 0. Néin ollen
M (2)(f o ®,,)(z) > 0 jokaisella v = 1,... k. Koska {\,}*_, on ykkdsenositus, niin on
olemassa sellainen 1y, ettd x € @;}0 (U) ja Ay, () > 0. Téten

k

éw) =Y A(2)(f o @y,)(x)Ja,, () > 0.

v=1
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Luku 4

Kuvausten Sobolev-avaruudet
euklidisessa avaruudessa

Taméa luku kasittelee kuvausten Sobolev-avaruuksia euklidisessa avaruudessa ja niihin
liittyvid tunnettuja tuloksia.

4.1 Kuvausten Sobolev-avaruudet

Olkoot D C R™ alue ja 1 < p < oo. Kerrataan Sobolev-avaruuksien W?(D,R) ja
WP (D, R™) méairitelmét.

Maaritelma 4.1. Olkoot D C R™ alue ja 1 < p < oo. Funktio f: D — R kuuluu
avaruuteen WP(D,R), jos f € LP(D) ja on olemassa sellaiset funktiot vy, ..., v, € LP(D),
ettd jokaisella ¢ € C2°(D,R) pétee

/vigpdx:—/f&pdx.
D p" 0z
_ of

Funktioita vy, ..., v, kutsutaan funktion f heikoiksi derivaatoiksi ja merkitdan v; = 5--.
Maaritelladn mitallinen kuvaus Vf: D — R" kaavalla

oo (L o)

oxy " 7 0xy,

melkein jokaisella x € D.

Maaritelma 4.2. Olkoot D C R™ alue ja 1 < p < oo. Kuvaus f: D — R" kuuluu
avaruuteen WHP(D,R™), jos jokainen koordinaattifunktio f;: D — R kuuluu avaruuteen
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Whr(D,R). Mééritelliin mitallinen kuvaus Df: D — R™" kaavalla

D@y ... H(x) Vfi(z)
x = : : = :
gi’l” () ... gmiz(x) V fo(x)

melkein jokaisella € D ja asetetaan Jy(x) = det D f(x) melkein jokaisella z € D.

Olkoon D C R” alue. Seuraava lemma kertoo, ettd Sobolev-avaruuden W,'"(D,R")
kuvauksen eteen voidaan yhdistdéa diffeomorfismi ja jéalkeen voidaan yhdistaéd Lipschitz-
jatkuva diffeomorfismi ja yhdistetty kuvaus on edelleen yhtéd sdédnnollinen. Liséksi yhdis-
tetyn kuvauksen heikkojen derivaattojen matriisi saadaan tutulla ketjusdannolla melkein

kaikkialla maarittelyjoukossa.

Lemma 4.3. [12, Corollary 3.12, s. 13] Olkoot Dy, D1, Dy, D3 C R™ alueita, g: Dy — D,
diffeomorfismi ja h: Dy — D3 Lipschitz-jatkuva diffeomorfismi. Olkoon f: Dy — Dy
sellainen kuvaus, etti f € W' (Dy, R™). Tdlloin ho fog € W,o" (Do, R") ja

D(ho fog)(x) = Dh(f(g(x))) o Df(g(x)) o Dg(x)

melkein jokaisella x € Dy.

4.2 Heikko kaanteinen Holderin epayhtalo

Olkoot 1 < p < ooja f € Li (R"). Olkoon B = B"(x,r) C R™ kuula. Holderin epayhtalon
nojalla patee epayhtalo

ﬁ/;ﬂs(ﬁ/;ﬂp);.
Q—Q/;fﬁ)@%/;ﬂ

on luonnollista kutsua kddnteiseksi Holderin epdyhtiloksi. Kaanteisen Holderin epayhtalon
heikompaa muotoa olevaa epayhtaloa

I N\ cw)
(4.4) (@/;B'f'> SW/BIJ”I,

missa %B = B" (x, %), kutsutaan heikoksi kddnteiseksi Holderin epdyhtaloksi.

Jos funktio f toteuttaa heikon kiddnteisen Holderin epayhtélon (4.4) jokaisella kuulalla
B C R, niin heikkoa ka#nteistd Holderin epayhtalod voidaan parantaa.

Nain ollen epayhtaloa
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Lause 4.5. [1, Theorem 4.2, s. 283] Olkoot 1 < p < oo ja f € L} (R™). Oletetaan,

loc

etti funktio f toteuttaa heikon kdadnteisen Hélderin epdyhtilon (4.4) jokaisella kuulalla
B C R™. Tdlloin on olemassa sellainen q > p, ettd

(16) (ﬁ / Bfw)é < C(g) (ﬁ / W)’l’,

missa B C R™ on mielivaltainen kuula.

4.3 Sobolev-upotuksia

Tésséd alaluvussa esitetddn Sobolev-upotuksia; katso [5].

Lause 4.7. |5, Theorem 2 (Arvio Sobolev-avaruudelle W17 kun 1 < p < n), s. 265]
Olkoot D C R™ sellainen rajoitettu alue, etti reuna 0D on C*, ja 1 < p < n. Tdlléin on
olemassa sellainen vakio C(n,p, D) > 0, ettd

11l < €1, D) (11l + 119 1],

jokaisella f € WYP(D,R), missi p* = 2.

n—p

Korollaari 4.8. Olkoot B = B"(z,r) C R™ kuula ja 1 < p < n. Tdllgin on olemassa
sellainen vakio C'(n,p) > 0, ettd

1
151l < O (g 1 + 191,

jokaisella f € WYP(B,R), missi p* = 2.

n—p

Todistus. Olkoon f € WP(B,R). Mééritelliin kuvaus g: B"(0,1) — R kaavalla y
f(ry + ). Téllsin pitee g € WH(B™(0,1),R) ja Vg(y) = rV f(ry + x) melkein jokaisella
y € B"(0,1). Olkoon

C(n,p) = 2C(n,p, B"(0,1)),

missé vakio C'(n,p, B"(0,1)) on kuten lauseessa 4.7. Kéyttdmalld muuttujanvaihtoa saa-
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daan arvio

1

n n—-p
p*Br(0,1) = C(n,p, B"(0,1))r » (||g||p,3n(o,1) + ||ngp,B"(0,l))
n—p

= Clp B O ()7 1l + (") 11915

= C(n,p,B"(0,1)) (_ ||f||p,B + ||Vf||p,B)

1
p*,.B - (Tn) »

9

—_ S|

< Clnp, B0, 1) (—||f||p,B+2||Vf||p,B)

<

1
= 2000 5°0.0) (5 Il + 1911,

1
= Cup) (g Il + 19, )

]

Tyosséa Banachin avaruuden X kompaktia upotusta Banachin avaruuteen Y merkitaan
XeY.

Lause 4.9. [5, Theorem 1 (Rellich-Kondrachovin kompaktisuuslause), s. 272] Olkoot B C
R" kuula ja 1 < p <n. Talloin

W'?(B,R) € LY(B)

jokaisella 1 < q < n"—_*";).

Korollaari 4.10. Olkoon B C R" kuula. Tdlloin
W'™(B,R) € L"(B).

Todistus. Olkoon 1 < p < n sellainen, etté n”—fp > n. Talloin lauseen 4.9 nojalla
W'(B,R) € L"(B).

Koska kuula B on rajoitettu ja p < n, niin on olemassa jatkuva upotus W'"(B R) <

Whr(B,R). Téten
W'™(B,R) € L"(B).
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Luku 5

Differentiaalimuotojen LP-avaruudet ja
Sobolev-avaruudet euklidisessa
avaruudessa

Téssé luvussa yleistetddn kuvausten LP-avaruuksien ja Sobolev-avaruuksien madritelmia
ja tuloksia differentiaalimuodoille euklidisessa avaruudessa.

5.1 Avaruus L(D, AY(R"))

Olkoot D C R™ alue ja 1 < p < oco. Téssé alaluvussa tutustutaan differentiaalimuotojen
LP-avaruuteen LP(D, A*(R™)).

Maéritelmé 5.1. Olkoon D C R" alue. Differentiaalimuodon w: D — AY(R") pisteittdi-
nen normi on funktio |w| : D — R, joka on médritelty kaavalla @ +— [|w, || ye(gn)- Merkitéén
lw| () = |w(z)| jokaisella = € D.

Maaritelma 5.2. Olkoot D C R™ alue ja 1 < p < oo. Differentiaalimuoto w: D —
AYR™) kuuluu avaruuteen LP(D, A*(R™)), jos kuvaus w: D — A*(R") on mitallinen ja
pisteittiiselle normille |w| : D — R pitee |w| € LP(D), missd kuvauksen w: D — AY(R")
mitallisuus on maéritelty tavalliseen tapaan.

Huomautus 5.3. Differentiaalimuoto

w= Z wrdz™ A--- Adx': D — AY(R™)

i1 <<ty

kuuluu avaruuteen LP(D, A*(R™)), jos ja vain jos jokainen komponenttifunktio w;: D — R
kuuluu avaruuteen LP(D).
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Olkoot D C R™ alue ja 1 < p < oo. Avaruudessa LP(D, A*(R™)) on miéritelty normi
IRINE LP(D, A*(R™)) — [0, oo[ kaavalla

e ([p)

Avaruudessa LP(D, AY(R")) on myds médritelty normi }f - ||, p: LP(D, A*(R™)) — [0, 0]

kaavalla )
] 1
5 ([ er)”.
diam D \ Jp
jos alue D on rajoitettu.

Olkoot w: D — A*(R") ja 7: D — A®(R") differentiaalimuotoja. Seuraavassa propo-
sitiossa osoitetaan, ettd jokaisella x € D pétee arvio

W —

(WA T)ellrr @ny < C(0) el aer @ny |72l | pe2 ) -

Tilloin Holderin epiyhtilon nojalla w A7 € LY(D, Ab+2(R™)), jos w € LP(D, A% (R™)) ja
7€ L1 (D, A2(R")).

Propositio 5.4. Jokaisella n € N on olemassa sellainen vakio C(n) > 0, ettd
(5:5) [l ATl e+ gy < C(0) [l ger oy |71 a2 ny
jokaisella w € A (R™) ja jokaisella T € A%2(R™).

Todistus. Olkoot n € Nja £y, ; € N. Méiritelliin lineaarikuvaus T': A% (R™) x A%2(R") —
A8+ (R kaavalla (w, 7) — w A 7. Koska A (R") x A2(R"™) on iirellisulotteinen vekto-
riavaruus, niin on olemassa sellainen vakio C'(¢1,£3) > 0, etta

HT(%T)”AHHQ(W) < C(b, b) ||W||A€1(Rn) ||7'||A22(Rn)
jokaisella w € A% (R") ja jokaisella 7 € A*2(R™). Valitaan

C(n) = max{C(l1,ls): {1 + lo < n}.
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5.2 Heikko suppeneminen avaruudessa L”(D,A‘(R"))

Tissd alaluvussa tarkastellaan heikkoa suppenemista avaruudessa LP(D, A(R™)). Anne-
taan heikon suppenemisen méaéritelmé ja osoitetaan, ettd jonon suppeneminen normissa
||-],.p implikoi jonon heikon suppenemisen.

Maaritelma 5.6. Olkoot D C R™ alue ja 1 < p < oo. Jono differentiaalimuotoja
(Wm)men C LP(D, A*(R™)) suppenee heikosti differentiaalimuotoon w € LP(D, A“(R"))
avaruudessa LP(D, A*(R™)), jos

lim W NT = / WAT
jokaisella T € L%(D, AMHRY)).

Lemma 5.7. Olkoot D C R" alue, 1 < p < oo ja w € LP(D, ANY(R™)). Olkoon (wp)men C
LP(D, A*(R™)) sellainen jono, etti ||w — winll, p = 0, kun m — oo. Tdllsin jono (wm)men
suppenee heikosti differentiaalimuotoon w avaruudessa LP(D, A*(R™)).

Todistus. Olkoon 7 € L7-1(D, A"~*(R")). Epéyhtilon (5.5) ja Holderin epiyhtilon nojalla
patee, etta

/wm/\T—/w/\T
D D

[w=wmarl< [ jw-wm)an

< C(”)/D|w_wm|’7—‘SC(”)Hw_mep,DHTHP"l,D_>O’

kun m — 0. O]

5.3 Differentiaalimuotojen Sobolev-avaruudet

Olkoot D C R™ alue ja
w = Z wrdry, N---Ndx;,: D — AZ(R”)
i< <

differentiaalimuoto. On luonnollista méaritelld sellainen differentiaalimuotojen Sobolev-
avaruus, ettd differentiaalimuoto w kuuluu Sobolev-avaruuteen, jos jokainen sen kompo-
nenttifunktio w; kuuluu vastaavaan funktioiden Sobolev-avaruuteen; vertaa huomautuk-
seen 5.3.
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Maaritelma 5.8. Olkoot D C R™ alue ja 1 < p < oco. Differentiaalimuoto
w = Z wrdz;, N+ Ndx;,: D — AZ(R”)
i1 < <ig

kuuluw avaruuteen WP(D, AY(R™)), jos jokainen komponenttifunktio w;: D — R kuuluu
avaruuteen W1P(D, R).

Maéritelma 5.8 ei kuitenkaan ole ainoa luonnollinen maéaritelmé differentiaalimuotojen
Sobolev-avaruudelle. Olkoot D C R" alue ja w: D — AY(R") differentiaalimuoto. Olkoon
7: D — A" 1(R") sellainen differentiaalimuoto, ettd joukko

suppT =DN{zx e D: 7, #0}

on kompakti. Talloin sanotaan, ettd 7 on kompaktikantajainen differentiaalimuoto. Jos
molemmat differentiaalimuodot w ja 7 ovat sileité, niin patee

(5.9) /Dw ANdr = (=1)! / dw AT

D

Stokesin lauseen [13, Theorem 10.8 (Stokesin lause), s. 88| perusteella. Yht&lo (5.9) antaa
tavan madritella heikon ulkoisen derivaatan differentiaalimuodoille, joka tuottaa vaihtoeh-
toisen méaritelmén differentiaalimuotojen Sobolev-avaruudelle.

Maééritelmé 5.10. Olkoot D C R" alue, w € Ll (D, A(R™)) ja 7 € LL (D, A"} (R")).
Jos jokaisella ¢ € QP=¢"1(D) pétee

(5.11) /Dw/\dgo:(—l)”l/DT/\go,

niin sanotaan, ettd dw = 7 heikossa mielessi.
Maaritelma 5.12. Olkoot D C R™ alue ja 1 < p,q < oo. Differentiaalimuoto w: D —
AYR™) kuuluu avaruuteen WEP(D, AY(R™)), jos w € LP(D, A*(R™)) ja on olemassa sel-

lainen differentiaalimuoto 7 € L9(D, A**}(R")), ettd dw = T heikossa mielessi. Erikoista-
pauksessa p = ¢ merkitdin WePr(D, AY(R™)) = WEP(D, A“(R™)).

Olkoot D C R™ alue ja 1 < p < oo. Olkoon
w= Z wrdry, A--- Adx;, € W(D, A(R™)).
1< <dy
Talloin
dw = Z (dw)ydxj N--- Ndxy,,

J1<<Je+1
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missé komponenttifunktiot (dw); ovat lineaarikombinaatioita komponenttifunktioiden wy
heikoista derivaatoista. Jos ¢ > 0, niin jokaisella komponenttifunktiolla w; ei tarvitse olla
jokaista heikkoa derivaattaa, jotta téllaiset lineaarikombinaatiot ovat olemassa. Néin ollen
voi pited w ¢ WhP(D, AY(R™)), jos £ > 0. Toisin péin sisiltyminen kuitenkin pitee, eli

WP (D, A/(R™)) € W (D, A'(R™),
jos £ > 0. Jos ¢ = 0, niin differentiaalimuoto w on funktio w € W'?(D, R).
Olkoot 7 € QYD) ja ¢ € C=(D,R). Tillsin 7 € QYD) ja d(¥7) = dip AT+ bdT.
Osoitetaan seuraavassa lemmassa, ettéd vastaava tulosaénto patee myos Sobolev-avaruuden

Wdar(D, AY(R™)) differentiaalimuodolle ja siledille kompaktikantajaiselle funktiolle.

Lemma 5.13. Olkoot D C R™ alue, 1 < p < 0o, w € WP(D, A*(R"™)) ja o € C=°(D,R).
Téllgin Yw € W (D, AYR")) ja d(vw) = dip A w + dw heikossa mielessi.

Todistus. Selvisti yYw € LP(D, A*(R™)) ja ¢dw € LP(D, A*"1(R")), joten riittii osoittaa,
etti d(yw) = dip A w + dw heikossa mielessi ja dip A w € LP(D, A*"1(R")). Koska
Y € CP(D,R), niin on olemassa sellainen vakio L > 0, ettd

A ] (2) = [[(d)e| g1 @ny = [DP(2)] < L

jokaisella x € D. Talloin epdyhtélostéd (5.5) seuraa arvio

(/D |d@/1/\W|p)’1’ < C(n) (/D Ek |w|p)’1’ < O (/D |w|p>; e

Olkoon 7 € Q" *~1(D). Téllsin yhtilostd (5.11) saadaan yhtdsuuruus
/ww/\dT = /w/\z/JdT:/w/\(d(z/JT)—dw/\T)
D D D

_ /wAd(w)—/w/\dzpm
D D
— _1f+1 d _15+1 d
(—1) /Dw/\wTjL( ) /D?ﬂ/\w/\T

= (=1 /[)(¢dw +dyp Aw) AT

Tama paattaa todistuksen. [
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5.4 Differentiaalimuotojen Sobolev-avaruuden normi ja
sileilla differentiaalimuodoilla approksimointi

Olkoot D C R™ alue ja 1 < p, ¢ < oo. Tilloin avaruudessa WeP4( D, A*(R™)) on mééritelty
normi |||y apa(p ae(rny) : Wdra(D, AY(R™)) — [0, o[ kaavalla

w = (|l p + [ldwlly p -

Koska WhP(D, AY(R")) ¢ WeP(D, A“(R™)), niin normin |l ap(p aerny) Tajoittuma
méirittelee normin avaruudessa W1HP(D, AY(R™)). Avaruuteen WHP(D, A*(R™)) voidaan
myds mééritelld normi kiyttdméattd normin [|-[|yyapp re(rny) rajoittumaa. Merkitaén

9 . >
Vo — (a“f> — (Vur), da [Vl p = (/ |Vw|p>
TiJ) 1 D

w= Z wrdrg, A--- Adr, € WH(D, AY(R™)).
1< <y
Talloin avaruuden W'P(D, A“(R™)) normi [[-|[yy1.5(p aeqny : W (D, A(R™)) — [0, 00[ on
maédritelty kaavalla

jokaisella

W = ||w||p,D + ||Vw||p,D )

Oletetaan, etti alue D on rajoitettu. Tilldin avaruudessa WP(D, A*(R™)) on myds mii-
ritelty normi [ - [|w1o(p acrny : WH(D, AY(R™)) — [0, oo[ kaavalla

w = wllpp + [V, b

Olkoon
w= Y wrdr, A Adx;, € WHP(D,A(RY)).

11 <-<ip

Jokaista komponenttifunktiota w; voidaan approksimoida sellaisella jonolla (w]"),en C
C>(D)NW'?(D,R), etti

|lwi* —wrll,p = da  [[Vw' = Vi, p =0,
kun m — oo. Tallsin jono (W, )men C QYD) NWLP(D, AY(R")) differentiaalimuotoja

Wy, = Z witdxy, A A dz,

1< <ip
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on sellainen, etté ||wm — w||y1pp aegny — 0, kun m — oo.

Tulosten todistaminen Sobolev-avaruudessa W(D, A*(R")) on monimutkaisempaa
kuin Sobolev-avaruudessa WP (D, A“(R")), silli ei voida suoraan soveltaa Sobolev-kuva-
usten tuloksia komponenttifunktioihin. Tyossé kuitenkin tarvitaan tulosta, ettéd differen-
tiaalimuotoa 7 € WP(D, A‘(R™)) voidaan approksimoida avaruudessa W9P(D, A*(R"))
sileilld differentiaalimuodoilla 7, € Q¢(D) N WeP(D, A*(R™)). Muotoillaan tulos lauseeksi
ja todistetaan lause.

Lause 5.14. Olkoot D C R"™ rajoitettu alue, 1 < p < o0 ja

w= Y wrdr, A--- Adx;, € W(D, A(RY)).

1< <ig

Téllgin on olemassa sellainen jono (Wy)men C Q4(D) NWEP(D, AY(R™)), etti

||w — wm”wd,p(g/\f(ﬂgn)) — 0,
kun m — oo.

Olkoon D C R”" rajoitettu alue. Télloin merkitdan
D.={x € D: dist(x,0D) > ¢}.

Maaritelldén lauseen 5.14 todistusta varten lokaalisti integroituvan differentiaalimuodon
ja tasoittajafunktion konvoluutio. Olkoon 1 € C'°(R™, R) standarditasoittajafunktio. Ol-
koon jokaisella € > 0 funktio . € C°(R™,R) on mééiritelty kaavalla = — E%77 (f) Olkoon

w= Y wrdy, A Aday, € L, (D, A(R")).

11 <<ty

Asetetaan jokaisella e > 0

we = (w*mn) = Z (wr *ne) dag, A -+ ANda;, € QD).
i< <y

Oletetaan, ettid on olemassa heikko ulkoinen derivaatta dw € L _(D,A‘(R")). Osoite-
taan, ettd télloin pitee dw. = (dw). jokaisella sellaisella e > 0, ettd suppw C D.; katso
[12, Lemma 3.14, s. 15] ja [12, Corollary 3.15, s. 16]. Témén jélkeen lauseen 5.14 todis-
tus perustuu ykkosenositukseen ja approksimointiin tasoittajafunktioiden konvoluutioilla
vastaavasti kuin kuvausten tapauksessa; katso |5, Theorem 2 (Globaali approksimointi
sileilld funktioilla), s. 251].
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Lemma 5.15. Olkoot D C R"™ rajoitettu alue ja
w = Z Wer dlL’U(l) VANRIERIVAN dl‘(,(g) € QZ(D)
ceS(tn—L)
Tdlloin dw. = (dw). jokaisella € > 0.
Todistus. Olkoon € > 0. Lasketaan auki esityksien
dw = Z (dw)a dZL‘a(l) VANRERIVAY dxa(gﬂ)
a€S(+1,n—t—1)
ja
dw, = Z (dwg)a d.il?a(l) VANRRIVAY da:a(gﬂ)
a€S(0+1,n—t—1)

komponenttifunktiot (dw),: D — R ja (dw.)s: D. — R. Olkoon av € S({ + 1,n — £ — 1).
Olkoon (—1)**) jokaisella k = (1), ...,a(f + 1) sellainen, etti

(=1 @R dayny A deagrry = dog Adzaay A Adag A dZages).
Olkoon ay, € S(¢,n — ¢) jokaisella k = a(1),...,a(f + 1) sellainen, ettd
() < <apll) =al) < - <k<---<all+1).
Talloin patevat yhtasuuruudet

a(l+1) a(t+1)

Ow , O(way, *1:)
d o= -1 c(a,k) Yok d Vo = -1 c(a,k) Qg € )
(@)a= 3 ()X 0 ()= 3 () 2
k=a(1) k=a(1)
Koska
O, | _ Ol 1)
@l’k (():L’k
jokaisella k = a(1),...,a(f + 1) joukossa D,, niin viite seuraa. O

Lemma 5.16. Olkoot D C R"™ rajoitettu alue ja

w= Y Wedtey A+ Ado) € Ly (D, A(R")).
oeS(ln—1)

Olkoon € > 0 sellainen, ettd suppw C D.. Tdlloin

(5.17) /wg/\T—/ wA T

jokaisella sellaisella T € Q~4(D), etti suppt C D..
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Todistus. Olkoon

T = Z To ATo(pr1y N - NdTo(n) € Q" (D)
ceS(¢,n—L)

sellainen, ettd supp 7 C D.. Koska

We NT = Z (wcr * 77€>7—a volge ja wAT. = Z wO’(TO' * 776) VOlgn,
oeS(l,n—1L) oeS(ln—rL)

niin riittdé osoittaa, ettéd jokaisella o € S(¢,n — £) pétee

/ AT / nfr e

Olkoon o € S(¢,n — ¢). Koska 1.(z) = n.(—=z) jokaisella z € R™, niin talloin Fubinin
lauseen nojalla péatee

/Ewa(% *1e) =

Xsuppw (Y)W (¥) (7o * 0e) (y) dy

3

one)er ) ([ ety =)z ) ay

Xsuppe ()X B (y.0) () Xsupp 7 (2)Wo (Y) - (= (y — 2)) 75 (2) dz dy

Xsupp 7 (L)X B (.6) () Xsupp w (Y )Wor (Y) 1 (¢ — y) 7o (2) dy dz

/
| )0 (DX ) (1l = )70
|

@ ([ rlimte = dy) o) e

Il
ST AT TS TS T

(Wo * M) Ty

€

]

Korollaari 5.18. Olkoot D C R rajoitettu alue ja w € WH(D, AY(R™)). Tallgin pitee
dw. = (dw). jokaisella sellaisella € > 0, ettd suppw C D..

Todistus. Olkoon ¢ > 0 sellainen, ettd suppw C D.. Koska differentiaalimuodot dw. ja
(dw). ovat sileitd, niin riittaé osoittaa, ettd pétee dw. = (dw). heikossa mielessd. Olkoon
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¢ € Qv 1(D,). Differentiaalimuoto ¢ voidaan laajentaa sellaiseksi differentiaalimuodoksi
© € Qv L(D), ettid supp ¢ C D.. Tillsin yhtilostd (5.17) saadaan yhtdsuuruudet

/wa/\dgpz/ wA (dp): ja /(dw)g/\gpz/ dw A .

Koska yhtélosta (5.11) seuraa yhtédsuuruus

/ w/\dcpaz(—l)ul/ dw N ¢,

ja lemmasta 5.15 seuraa yhtasuuruus (dy). = dp, niin yhdistdmaélla vélivaiheet saadaan,
etta patee

/ we Ndp = (—1) / (dw): A .
Taméa paattasd todistuksen. O

Korollaari 5.19. Olkoot D C R™ rajoitettu alue ja 1 < p < oo. Olkoon

W= Z Wy dflfg(l) VANREIRIAN dmg(g) € Wd’p(D, AE(Rn))
ceS(ln—2L)

kompaktikantajainen. Talloin jokaisella 6 > 0 on olemassa sellainen g > 0, ettd

|lw — WEHdeP(D,AZ(R")) <0
jokaisella 0 < € < g.

Todistus. Olkoon § > 0. Koska ||wy — wy * e[|, p — 0 ja [[(dw), — (dw)o * nel|, p, — O
jokaisella o € S(¢,n — £), kun € — 0, niin on olemassa sellainen £; > 0, etta

o
lw = well,p <5 Ja [ldw = (dw)ell,p < 5

jokaisella 0 < & < 1. Olkoon 0 < gy < ¢ sellainen, ettd suppw C D,,. Talléin korollaa-
rista 5.18 seuraa arvio

l|lw — w5||Wd,p(D7Ae(Rn ) = ||lw — w€||p7D + ||dw — dw6||p7D
)
= ||lw— w€“p,D ||dw — (dw>€|’p,D <9

jokaisella 0 < € < gy. O]
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Lauseen 5.1/ todistus. Osoitetaan, etti jokaisella § > 0 on olemassa sellainen 7 € QY(D)N
War(D, AY(R™)), ettd ||7 — Wl aw(pae(rny) < 0- Olkoon ¢ > 0. Médritellddn joukot Uy =
0jalU; = {x € D: dist(x,0D) > %} jokaisella i € N. Merkitdaan V; = Uy, 3\ U1 jokaisella
i € Ny. Olkoon {\;};en, avoimen peitteen {V;};cn, alistama siled ykkosenositus joukossa
D.

Lemman 5.13 ja korollaarin 5.19 nojalla jokaisella © € Ny voidaan valita sellainen
€0 > 0, etta

)

|| Aiw — ()‘iw)aHWd’P(D,AZ(R”) < 9i+1

jokaisell_a 0 < & < g;. Valitaan jokaisella i € Ny sellainen 0 < g; < ¢, o, ettd supp(Aw), C
=Y (\w)., € Q(D)NW*(D,A(R"))
i=0

on sellainen differentiaalimuoto, etté

o

|7 — WHW%P(D,M(R”)) < Z il 0.
=0

5.5 Osittaisintegrointi avaruudessa W(D, AY(R"))

Olkoot D C R™ alue, 1 < p < o0 ja w € W4P(D, AYR")). Talldin yhtils (5.9) pitee
jokaisella 7 € Q~¢~1(D). Seuraavassa lemmassa osoitetaan, etti yhtils (5.9) pitee myds
jokaisella kompaktikantajaisella 7 € W%51 (D, A"~*~1(R")).

Lemma 5.20. Olkoot D C R" alue, 1 < p < o0, ja w € WEP(D, A“(R™)). Tdllsin

/w/\dT:(—l)Hl/dw/\T
D D

jokaisella kompaktikantajaisella T € Wd’ij(D, APEH(RD)).

Olkoot D C R™ alue ja 1 < p < oco. Lemman 5.20 todistusta varten osoitetaan, etté
kompaktikantajaista Sobolev-differentiaalimuotoa w € W%P(D, A*(R")) voidaan approk-
simoida kompaktikantajaisilla sileilléi differentiaalimuodoilla w,, € Q4(D).
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Lemma 5.21. Olkoot D C R" alue, 1 < p < oo, ja w € WE(D, AY(R"™)) kompakti-
kantajainen differentiaalimuoto. Téllgin on olemassa sellainen jono (wpm)men C Q4(D),
etta

o = wnllyp =0 o [ldw = domll, p = O,

kun m — oo.

Todistus. Koskaw € W%P(D, A*(R™)), niin lauseen 5.14 nojalla on olemassa sellainen jono
(Tim)men C QD) NWEP(D, AYR™)), etti

o= Tnllyp =0 lldw = drall, ,, = 0.

kun m — oo. Olkoon ¢ € C°(D, R) sellainen funktio, ettd ¢ (z) = 1 jokaisella = € supp w.
Asetetaan w,, = 7, jokaisella m € N. Osoitetaan, etti jono (wm)men C Q4(D) on
halutunlainen.

Koska 1 € C°(D,R), niin |||| , < 0o ja on olemassa sellainen vakio L > 0, ettd

A ] (2) = [[(d)e| g1 @ny = [DP(2)] < L

jokaisella x € D.
Talloin

Hwﬂ%mD:\ww—mmw=(/wvw;%@p

snwu(éw—nﬁ>-ﬂwuu il 0.

kun m — oo. Lisdksi lemman 5.13 ja epayhtélon (5.5) nojalla pétee, etté

WW—mMmﬂ:=Haww—m»mD=(/wwAw—nw+waw—mw)p

< (/|d¢/\(w—7'm ) (/\wdw—Tm )
< (/MMWU7mQP+(/wwwW—mW)’
< (/Ww—whf) 1l (/|@*—ﬁh )
= W)L — Tl p 1l Nl — drnll, = 0.
kun m — oo. ]
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Lemman 5.20 todistus. Olkoon 7 € W*°1(D, A"~~1(R")) kompaktikantajainen. Tall5in

lemman 5.21 nojalla on olemassa sellainen jono (7, )men C QP ~1(D), etti
|7 = 7wll,p =0 ja  |[ldr —d7all, , =0,

kun m — oco. Yhtélon (5.11) perusteella jokaisella m € N saadaan yhtédsuuruus

/w/\dTm:(—l)“l/ dw A Tp,.
D D

Lisdaksi lemman 5.7 nojalla

lim w/\dTm:/w/\dT ja  lim dw/\Tm:/dw/\T.
D D

Taten vaite on todistettu.

]

5.6 Kuulan Poincaré-operaattori ja Sobolev-Poincaré

epayhtalo differentiaalimuodoille

Olkoon B C R"™ kuula. Téassé alaluvussa todistetaan Sobolev-Poincaré epayhtilo Sobolev-
avaruuden W1P(B, AY(R")) differentiaalimuodoille jokaisella ¢ € {1,...,n} ja jokaisella
1 < p < n. Epayhtélon todistuksessa kiytetdan Iwaniecin ja Lutoborskin maarittelemaé

kuulan B Poincaré-operaattoria; katso |9, luku 4].

Madritelldén jokaisella y € B ja jokaisella w € Qf(R") differentiaalimuoto T ,w: B —

ATH(R") kaavalla

1
(Tpyw)e(ve,. .., v-1) = / t Wiy ty (T — Y, 01, .. ve) dE
0

jokaisella x € B ja kaikilla vy, ..., v, € R".

Olkoon f,: B x [0,1] = B x [0, 1] x R™ siled kuvaus, joka on mééritelty kaavalla

(z,t) — (tr +y —ty, t,x — y),

jokaisella y € B. Olkoon g,,: Bx[0, 1] xR™ — A*(R") x R" sileéi kuvaus, joka on mééritelty

kaavalla

tffl

(x,t,2) — (t7 Wy, 2),

jokaisella w € Qf(B) . Olkoon siled kuvaus h: A“(R")xR™ — A~ 1(R") méiiritelty kaavalla

(1,2) — a, missi o € A*"1(R") on sellainen, etti
a(vy,...,v-1) =T7(2,01,...,0_1)
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kaikilla vy,...,v,-1 € R" Tilloin jokaisella y € B ja jokaisella w € Qf(B) voidaan
kirjoittaa

(Tpy0)s = / (hogu o f,)(a,t)dt

jokaisella x € B. Koska jokaisella y € B ja jokaisella w € Qf(B) kuvaus h o g, o f, on
siled, niin pitee Tp,w € QY(B). Niin ollen lineaarikuvaus Tg,: QY(B) — Q°1(B),
w — T yw, on hyvin maaritelty. Télloin voidaan muodostaa kaavio

.._>Qf—1(B)L>Q€(B)_d>QZ+1<B)_>...
Lid lid/ lid
T,y T,y
-1 1 241
=0 (B)d_>Q(B)_d>Q+<B)_>...

ja tutkia kuvausten id,d o Tg,, T, o d: QY(B) — QY(B) yhteytti toisiinsa. Seuraavassa
lauseessa osoitetaan, etta kuvaukset Tz, muodostavat identiteettikuvauksen ja nollaku-
vauksen vélisen ketjuhomotopian; katso [9, Lemma 4.1, s. 36].

Lause 5.22. Olkoot B C R" kuula ja y € B. Tdlloin
(5.23) w=d(Tgyw)+ Tp,(dw)
jokaisella w € QY(B).

Todistus. Olkoon w € Q°(B). Olkoot x € B javy,...,v, € R". Merkitiin V = (vy,...,v,)
ja Vi = (v1,...,0k,...,vp) jokaisella k = 1,...,¢. Halutaan osoittaaa, ettd pétee

wa (V) = (d(Thyw))e(V) + (T y(dw))=(V).

Tata varten lasketaan auki yhtélon oikeata puolta. Termi (T, (dw)), (V') on muotoa
1
(Toydo)alV) = [ #(d)iryon(o = 9, V) e
0
1
= [ty - - ) a
0
1 4
[ DR = ) o) v V)
0 k=1
1
= [ ey e - )W)
0

£ 1
+Z(_1)k/0 th (W (tr +y — ty) (vi)) (x — y, Vi) dt.
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Jokaisella ¢ = 1, ...,k patee yhtalo

(T yw) () () (Vi)
_ (ll—r)% /1 (hogyo f))(z+ 8vk,;f) — (hogyo f)(z, t)) V)
_ (/1 lg% (hogyo f))(z+ 8vk,;f) — (hogyo f,)(z,1) V)

= / i (o gw 0 fy) (@ + ev, ) (Vi) = (o g o fy)(w, ) (Vi)

dt

o ! tg_l lim wt(z-&-svk)—l-y—ty(x +evk — ¥, V;c) — Wizty—ty (37 - Y, Vk)
0 e—0 g

dt

_ ' =1 lim (wt(ff+ka)+y*ty — Wapy—ty) (@ — Yy, Vi) + wt(erEUk)er*ty(EUk? Vi)
0 e—0 £

1
Tt+y— (A r+y— - 7V
:/ H#=1 im ((Wt +y—tytevy wts +y ty)(SU Yy k) +th+yty+5vk(vk7vk)) dt
0

—0
& ¢

1
= [ty = ) (00— Vi) + iy (o, Vo) e
0
1 1
— / tg(w’(tm +y—ty)(vp))(x —y, Vi) dt + / tg_lwtﬁy_ty(vk, Vi) dt,
0 0
joten termi (d(1Tz,w)), (V) on muotoa

(d(Tpyw)a(V) = Y (=1 (To ) (2) (00)) (Vi)

t(w (te +y — ty) (o)) (@ — y, Vi) dt +

I
(]~
T
—
S~—
E
L
VR
O\)L
c\

t 1th+y—ty (Ve Vi) dt)

k=1
l 1 1
=) (= / t(w (te +y — ty)(ve)) (@ — y, Vi) dt + 5/ ™ Wrp ity (V)
k=1 0 0
l 1 1
= — Z(—l)k / (W (tr +y — ty) (vp)) (& — y, Vi) dt + ﬁ/ Wiy gy (V) dt.
k=1 0 0
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Téten termien (T, (dw)).(V) ja (d(Tpyw)). (V) summa on muotoa
(Thy(dw))a(V) + (d(Thyw))=(V)

= /0 t(w (te +y — ty)(z —y))(V) dt + f/o t gy (V) dt

1
d
/0 dt (tewtx+y—ty(v)) dt = / téwtw—i-y—ty(‘/) = w,(V)
0

ja vaite seuraa. 0

Olkoon B C R” kuula Olkoon ¢ € COO(B,R) sellainen ei-negatiivinen funktio, etté

Jpe)dy =1, [l¢|l, < rg'l) ja |Vl % Kuulan B (:s Poincaré-operaattori

on lineaarikuvaus 7': QY(B) — Q1(B), joka on miiritelty kaavalla

(5.24) Tw—/go(y)TB’ywdy.
B

Olkoon f: B x B x [0,1] = B x [0,1] x R™ siled kuvaus, joka on mééritelty kaavalla

(y,z,t) = (te +y —ty,t,x —y) = f,(z,1).

Koska jokaisella w € Qf(B) kuvaus h o g, o f on silei, niin kuvaus

(v,7) / (hoguo )y, 1) dt = (T ),

on sile# joukossa B x B. Niin ollen jokaisella w € Qf(B) kuvaus

xr—>/ V(T yw)s dy

on siled kuulassa B. Téten Poincaré-operaattori T: Qf(B) — Qf~1(B) on hyvin mééritelty.
Osoitetaan, ettd Poincaré-operaattori T siilyttad identiteettikuvauksen ja nollakuvauksen
valisen ketjuhomotopian.

Lause 5.25. Olkoon B C R" kuula ja olkoot T*: QY(B) — Q"1(B) kuulan B {:s Poincaré-
operaattori ja T : QY B) — QYB) kuulan B (¢ + 1):s Poincaré-operaattori. Télloin

(5.26) w = d(T'w) + T (dw)

jokaisella w € QY(B).
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Todistus. Olkoon w € Qf(B). Koska yhtilosti (5.23) seuraa yhtdsuuruus
w = / p(y)wdy = / p(y)d(Tpyw) dy + / ¢(y)Ts,y(dw)) dy
B B B
= / e(y)d(Tpyw) dy + T (dw),
B

niin riittdd osoittaa, etti d(T w) fB o(y)d(Tg yw) dy. Olkoot z € B ja vy,...,v, € R™.
Merkitaan V = (vl,..., ) ja Vk = (vl, oy Ugy ..., 0p) jokaisella k = 1,... ¢ Télléin
patee yhtasuuruus

(d(TW)a(V) = Y (D) H(T'w) (@) (w))(V)

k=1
_ £ k—1 fB (p(y>((TB,yw)x+hvk — (TB,yw):p)(Vk) dy
= k:l( D" lim .
L
= [ ot Yo gy (T~ T )0

ja vaite seuraa. O]

Olkoot B C R™ kuula, £ € {1,...,n} ja T: Q4B) — Q°"}(B) kuulan B {:s Poincaré-
operaattori. Osoitetaan, ettd Poincaré-operaattorin 7" rajoittuma

Tloys): Qe(B) = LF(B, A (R"))

on hyvin méaritelty ja jatkuva jokaisella 1 < p < oo. Myo6s Poincaré-operaattorin 7'
rajoittumaa T|Q£( p) kutsutaan kuulan B (:ksi Poincaré-operaattoriksi.

Lause 5.27. Olkoot B C R" kuula, £ € {1,...,n} ja T: QYB) — Q“Y(B) kuulan B (:s
Poincaré-operaattori. Tdilloin jokaisella w € Q%(B) pitee

| Twll, 5 < C(n)(diam B) [lwl], 5

jokaisella 1 < p < oo, missd C(n) > 0.

o1



Olkoon ®: B x R™ — R" kuvaus, joka on maéritelty kaavalla

(a,b) — b/ 14 )" p(a — th) dt.
0

Muotoillaan ja todistetaan kuvauksen @ avulla seuraava lemma lauseen 5.27 todistusta
varten.

Lemma 5.28. Olkoot B C R™ kuula, ¢ € {1,...,n} jaT: QY(B) — Q*"Y(B) kuulan B (:s
Poincaré-operaattori. Talloin jokaisella x € B ja kaikilla vy, ... ,ve_1 € R™ pdtee yhtalo

(5.29) (Tw),(v1, ..., v0-1) = /Bwy (D(y,x —y),v1,...,01) dy.

Todistus. Olkoot = € B ja vy,...,v_1 € R". Merkitddn V = (vy,...,v,_1). Kéyttamalla
muuttujanvaihtoa saadaan yhtasuuruus

(Tw)m=/ oY) (Tpyw)s dy—// J(hog,)(te +y—ty,t,.x —y)dtdy

/ / ( 1__t:) (hog.,) (y,t,x - yl__f) (1— )" dtdy

// y—tx—y))(hog,) (y,li ,(1=t)(z — )> (1+¢)"2dtdy.

Koska

ow) (i -0 )W) = (1) wroe-—nv)

niin saadaan yhtasuuruus

n=[ [Cew-it-u) (%H)e_lwyu—y,v><1+t>"-1dtdy

_/B(/ @(y—t(:v—y))t[l(l—i—t)"gdt) wy(z —y,V)dy
((x—y

:/Bw )(/Ooogo(y—t(x—y))te1(1+t)”4dt) ,V> dy
-,

)

0
Wy (q)(ya xr — y)a V) dy
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Seuraavassa lemmassa osoitetaan kaksi yhtdlod, joista ensimméinen on tarpeellinen
lauseen 5.27 todistuksessa ja toinen on tarpeellinen vasta myohemmin alaluvussa. Yhtalot
on kuitenkin luonnollista todistaa yhtaaikaa.

Lemma 5.30. Olkoot B C R™ kuula ja ¢ € {1,...,n}. Olkoot ) € C*(B,R), a € B ja
b€ B(0,diam B) \ {0}. Talldin yhtdlst

n

- . diam B
(531) /O t471(1 _i_t)nféw(a_tb) dt = Z (Z_ﬁ)#/o tkflw <a—t%> dt

k=t
ja

00 n n—/ 1 diam B b
5.32) / (1 + )" ap(a — th) dt = ( )—/ tkw(a—t—) dt
( e = 30 (G ) | 0
patevat.

Todistus. Kayttamalla binomikaavaa

- -0

k=t

ja muuttujanvaihtoa saadaan yhtdsuuruudet

/Oo ML+ pla — th) At = zn: (Z i ﬁ) /OOO tF 1) (a — tb) dt

0 k=¢

“XG0w L () elo)

ja
/ A+t Yla—th)dt = (” a 5) / t*h(a — tb) dt
0 = k=) Jo
" n—0\1 /°° ( t )’“ b
= — — | Y la—t— | dt.
— (k —ﬁ) 6] Jo  \ 0] |b]
Néin ollen viite seuraa siita, etta 1 (a — t%) = 0 jokaisella ¢t > diam B. O

Muotoillaan ja todistetaan vield kaksi lemmaa ennen lauseen 5.27 todistusta.

93



Lemma 5.33. Olkoot B C R" kuula ja w: B — AYR") differentiaalimuoto. Téllsin
jokaisella y € B, jokaisella x € R™ ja jokaisella o € S({ —1,n — £+ 1) pdtee

(534) |wy(x7 €o(1)y - - - 760(5—1)” <n |w(y>| |[E| :
Todistus. Olkoot y € B, x = (z1,...,2,) € R" jaoc € S({ —1,n — ¢+ 1). Merkitéén
E = (esq),---,€q0—1)). Tall6in voidaan tehdé arvio

|wy(z, B)| =

Wy (Z Tpek, E>
k=1

W) D lenl < nlw(y)l .

Z Trwy (e, E)
k=1

<D faw] |wy e, B)|
k=1

IN

Lemma 5.35. Olkoot B C R™ kuula, 1 < p < oo ja w € LP(B, A“(R™). Télléin pitee

(5.36) (/B (/B%dy)p dx)’l’ < n(diam B) |B"(0, 1) |[w]], 5 -

Todistus. Olkoon p: R™ — R maédaritelty kaavalla

lw(z)|, kunz € B,
x> .
0, muulloin.

Kuvaus p kuuluu avaruuteen LP(R"), silli w € LP(B, A“(R"). Olkoon ¥: R" — R miri-
telty kaavalla

|z
0, muulloin.

{ —1 . kun x € B"(0,diam B) \ {0},
T |

Kuvaus ¥ kuuluu avaruuteen L'(R™), silla

1 diam B 1
||\Ij||1]Rn = / de:/ / nflt”_ldtdS
’ B (0,diam B) || sn=1(0,1) Jo |t]

= (diam B) |S"7(0,1)| = n(diam B) |B"(0,1)|.

Néin ollen Youngin konvoluutioepéyhtélon nojalla saadaan arvio

1
w(y)] A
(/B (/B o —y["" ) = ol g < [lPllp g (1] £

= n(diam B) [B"(0, 1)] ||«]], 5 -
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Lauseen 5.27 todistus. Olkoot w € QY(B) ja 1 < p < oo. Téllsin differentiaalimuoto Tw
on muotoa

Tw = Z (Tw)gdl‘g(l) VANRERIVA dIU(g,l),
ceS({—1,n—L0+1)
missé jokainen komponenttifunktio (7w), kuuluu avaruuteen C°(B,R). Osoitetaan aluk-
si, ettd jokaisella x € B ja jokaisella 0 € S({ — 1,n — £ + 1) pétee epayhtilo

22n+1 n+1
5.37 Tw), ()| <
(5.37) L R il Rrsert =L

Olkoon x € B. Merkitéin E, = (es(1).--,€o-1)) jokaisella 0 € S(¢{ —1,n —{ +1).
Yhtéalon (5.29) ja epéayhtélon (5.34) nojalla jokaisella o € S(¢—1,n— ¢+ 1) saadaan arvio

|<TW>U(JZ)| = |(Tw)1’(EU)| = \/Bwy (Cb(y,:p—y),EU) dy’ S/B|wy (q)(yvx_y)an>| dy

< n / ()] 1B(y, 7 — y)| dy.

Jokaisella sellaisella y € B, ettd y # x, patee yhtdlon (5.31) nojalla epayhtélo

’ ( )‘ i n — dlamB r—y
Oy, x —y)| = ( ) / ( —t > dt
k=¢ k=t) |z~ ?J| |z =yl
n n / HSDH dlath
A=
; k—=t) |z —ylF 0/ k
2(n + 1) B\
< (diam B) 2021 (n+1) ( )( iam )
Bl = |z =yl
: 2(n +1) (dl&mB)n el RS V|
< (diam B) 2" = —
| B |z —y] 1B"(0,1)| [z —y|""

Taten epayhtalo (5.37) péatee jokaisella o € S(¢ — 1,n — ¢ 4+ 1). Néin ollen jokaisella
o€ SWU—1,n—{+1) epayhtalosta (5.36) seuraa arvio

@l < Zptn ([([ L) dx)l

< 22"Y(n + 1)n*(diam B) [|w]], 5 -
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Télléin differentiaalimuodon Tw normille ||Twl|, 5 saadaan arvio

P\ i
irele < ([{ X @] ) < % ( / |<Tw>g|p)
B\ ses(—1,n—t+1) ceStt—1,n—t+1) B
< Z 22"t (n 4 1)n?(diam B) |wll, 5

ceS({—1,n—L0+1)

14

ja vaite seuraa. 0

Korollaari 5.38. Olkoon B C R™ kuula. Tdlloin jokaisella ¢ € {1,...,n} ja jokaisella
1 < p < oo kuulan B (:s Poincaré-operaattori T: Q%(B) — LP(B, A" Y{(R")) voidaan
laajentaa sellaiseksi lineaarikuvaukseksi

T L(B, AY(R™) — LP(B, A (R")),
etti ||T,, < C(n)(diam B), missi C(n) > 0.
Huomautus 5.39. Myo6s laajennettua lineaarikuvausta kutsutaan kuulan B ¢:ksi Poincaré-

operaattoriksi.

Todistus. Olkoon 1 < p < co. Avaruudet LP(B, AY(R™)) ja LP(B, A*"*(R")) ovat Banachin
avaruuksia ja avaruus Q(B) on avaruuden LP(B, A*(R™)) tihed aliavaruus. Lauseen 5.27
nojalla lineaarikuvaus 7: Q4(B) — LP(B,A*"}(R")) on jatkuva, silli kuvaus toteuttaa
ehdon [|T[,, < C(n)(diam B). Néin ollen on olemassa sellainen yksikésitteinen laajennus

T: LP(B,A“(R™)) — LP(B, A" (R")),

- (n) 22"t (n 4 1)n*(diam B) wl], 5 < 231 (4 1)n?(diam B) lwll, 5

ettd laajennetun kuvauksen operaattorinormi on sama kuin alkuperéaisen kuvauksen. Té-
ten my0s laajennettu kuvaus toteuttaa ehdon |[T'[|,, < C(n)(diam B). O

Olkoot B C R™ kuula ja 1 < p < oo. Olkoot
T': LP(B,A“(R")) — LP(B, A" 1(R™))
kuulan B ¢:s Poincaré-operaattori ja
T LP(B, ATHR™) — LP(B, A“(R™))

kuulan B (¢ + 1):s Poincaré-operaattori. Halutaan osoittaa Poincaré-operaattoreille T* ja
T lausetta 5.26 vastaava tulos. Olkoon w € LP(B, A“(R")). Jos ei ole olemassa heikkoa
ulkoista derivaattaa dw € LP(B, A**1(R")), niin differentiaalimuotoa T+ (dw) ei ole méi-
ritelty. Osoitetaan, ettéi heikon ulkoisen derivaatan dw € LP(B, A“"1(R")) olemassaolo on
riittévi, ehto yhtélolle w = d(T w) + T (dw).
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Lemma 5.40. Olkoot B C R" kuula ja 1 < p < co. Olkoot
T': IP(B,A“(R")) — LP(B, A" (R™))
kuulan B (:s Poincaré-operaattori ja
T LP(B, ATH(R™)) — LP(B, A“(R™))
kuulan B (¢ + 1):s Poincaré-operaattori. Talloin
d(T'w) = w — T (dw)
heikossa mielessi jokaisella w € WP (B, A“(R")).

Todistus. Olkoon w € WP(B, A(R")). Koska T'w € LP(B, A*"}(R")) ja w — T (dw) €
LP(B, AY(R™)), niin riittéid osoittaa, ettd jokaisella 7 € Q"~(B) piitee

/B(w—T”l(dw))AT: (—1)Z/BT%AdT.

Olkoon 7 € Q"~Y(B). Lauseen 5.14 nojalla on olemassa sellainen jono (wy,)men C Q4(B)N
WP (B, AY(R™)), etti

|lw = wmll,p =0 Ja [ldw — dwn|l, , =0,

kun m — oo. Lisiksi, koska T* on jatkuva lineaarikuvaus, niin HT bw — Tewm| ‘p 5 0,
kun m — oo.
Nyt jokaisella m € N pitee

/B (=T (dw)) AT — /B (W= w) AT — /B (T (dw) — T (dwy)) A 7
+ /B(wm — T (dw,,)) AT

Lemman 5.7 nojalla [,(w —wy,) AT — 0, kun m — 0. Lauseen 5.27 perusteella pétee

|| T (dw) — T (dwr, = ||T" (dw — dwm)”p,B

< C(n)(diam B) [[dw — dwp|], 5 — 0,

)Hp,B

kun m — oo. Téten lemman 5.7 nojalla [, (T (dw) — T (dw,,)) AT — 0, kun m — oo.
Yhtélon (5.26) nojalla jokaisella m € N pétee

/B(Wm — T (dwy)) AT = / AT wp) AT = (—l)e/BTgwm Adr.

B
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Nain ollen lemman 5.7 nojalla pétee

/ (w—T M dw) AT = (=1)" lim [ Tw, Adr = (—1)€/ T w A dr.
B

[

Olkoot B C R" kuula, 1 <p < oo jal € {1,...,n}. Seuraava propositio osoittaa, etté
kuulan B ¢:s Poincaré-operaattori

T: LP(B,AY(R")) — LP(B, A" (R"))
madrittelee kuvauksen
T: LP(B, A(R")) — WhP(B, A H(R™)),

joka on jatkuva normissa | - ||w1.r(pac-1(mny); katso [9, Proposition 4.1, s. 39]. Proposi-
tion todistus perustuu siihen, etté vaite seuraa Calderénin-Zygmundin ydinta vastaavan
integraalioperaattorin jatkuvuudesta; [4, Theorem 2, s. 290]. Singulaaristen integraalien
teoriaan ei téssé tyosséd tutustuta tarkemmin.

Propositio 5.41. Olkoot B C R™ kuula, 1 <p < oo ja l € {1,...,n}. Olkoon
T: L*(B,AY(R")) — LP(B, A" (R"))
kuulan B (:s Poincaré-operaattori. Télloin Tw € WHP(B, A" 1(R")) ja

(5.42) N Twllwirac1@ny) < Cn,p) llwl], 5
jokaisella w € LP(B, A“(R™)), missi C(n,p) > 0.

Viitteen palauttaminen singulaaristen integraalien teoriaan. Olkoon w € LP(B, A*(R™)).
Télloin differentiaalimuoto 7w on muotoa

Tw = Z (Tu})gdl‘a(l) VANEERIVA d[EU(g_l),

oeS(—1,n—L+1)

missél jokainen komponenttifunktio (Tw), kuuluu avaruuteen LP(B). Koska [|T[,, <
C(n)(diam B) korollaarin 5.38 perusteella, niin

1 1

f Twllps = = 1Tellyp < === 1Tl ellpp < C) [l

Niin ollen riittii osoittaa, ettd Tw € WHP(B, A*"1(R")) ja IV(Tw)[|, 5 < Cn,p) [|w]], 5
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Olkoot 0 € S({ —1,n—{+1) ja E = (€51, - - -, €o(e—1))- Médritelldén jokaisella y € B
kuvaus ®¥: R” — R" kaavalla = — ®(y,z — y). Tavmtteena on osoittaa, ettd jokaisella
i =1,...,n komponenttifunktion (Tw), i:s heikko derivaatta

0Tw)s ooy
0, /B“y (a_E) dy

‘ '3(Tw)a
O,

Koska jokaisella y € B ja jokaisella i = 1,...,n patee yhtélo

oY o > 0

@) = [ ey ta—g) dt— (o) [ 0 Sy tay)de
i 0 0

i

toteuttaa epayhtalon

< C(n,p)[|wll, 5
»,B

jokaisella z € R", niin yhtéloiden (5.31) ja (5.32) nojalla jokaisella y € B ja jokaisella
1=1,...,n patee yhtalo

n

aq)y n—7( e; /diamB 1 ( )
_ t —t dt
5z, ) = E:QF%)W— " AUnlire
diam B
_ Y K 0%
Z <k’ €> |z — Ik“/ "o, (y t!ﬂi—zﬂ) «

jokaisella sellaisella x € B, ettd x # y. Maaritelldén jokaisella i = 1,...,n kuvaus L;: B X
(R™\ {0}) — R™ kaavalla

n—1 diam B
n—"2\ e b
b) — — / ¢! (a - t—) dt
) Z;(k—ﬁ)wﬁ 0 v b]
n—1 diam B
n—40\ b 0 b
g v () @
w \ S o zi 0]
Madéritelladn jokaisella i = 1,...,n kuvaus K;: B x (R™\ {0}) — R" kaavalla

e diam B b b diam B (9g0 b
b ! A —t— | dt - —— " —t— | dt.
@ g d ( |br) o Lo ( |b\)

Taten jokaisella y € B ja jokaisella i = 1,...,n pitee

oY
c%vi

(5.43)

(z) = Li(y, z —y) + Ki(y, v — y)
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jokaisella sellaisella x € B, ettd x # y. Maéritellddn jokaisellad = 1,...,n kuvaus A;: B —
R kaavalla

o> [y (Livo =), B) dy
B

Madritellaén jokaisella ¢ = 1,...,n kuvaus 5;: B — R kaavalla

o> [y (Kily.o~9). B) dy
B

Néin ollen jokaisella ¢ = 1,...,n patee yhtalo
0(Tw),
8@-
Jokaisella i = 1,..., n riittdd siis arvioida kuvausten A; ja S; normeja |[4;|[, 5 ja [|Si]l, 5-
Tassa tyossd ei todenneta sitd, mutta jokaisella ¢ = 1,...,n ydin K; on Calderénin-
Zyegmundin ydin. Néin ollen jokaisella ¢ = 1,...,n ydintd K; vastaava integraalioperaat-
tori on jatkuva, joten jokaisella ¢ = 1,...,n saadaan arvio

1Sill,.5 < C(n,p) l|wll, 5 -

Jokaisella i = 1,...,n voidaan tehd& arvio
n—1 diam B diam B
n—=0\ [ lell t Vel et
Lwa-nl < X (77) ( = £y el
. %n+U§f(n—®(ﬁMmB)k<l+ 2 >
| B| = \k—1 |z — y EkE+1

c 2Ant1),, <diamB>”_1 1 22 (ny1) 1
=B \lol) T @B B0 g

jokaisella sellaisella x € B ja jokaisella sellaisella y € B, ettd x # y. Talloin epayhtéloiden
(5.34) ja (5.36) nojalla jokaisella i = 1,...,n saadaan arvio

22+ (1 4 1)n?

Al <
s = =150 1)

1wl 5 = C() |l 5 -

Taten on osoitettu arvio

Ha(Tw)a
d;

< C(n,p)l|wll, 5
»,B
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missd permutaatio o € S({ —1,n— ¢+ 1) on mielivaltaisesti valittu. Téall6in saadaan arvio

o = (1[C521) (L (52

ANTw), |” > n
< S ([252]) < S et lells =n(} ) ol o
pr B L o
< C(n,p)l|wll, 5
ja vaite seuraa. -

Olkoot B C R™ kuula, 1 < p < n ja ¢ € {1,...,n}. Proposition 5.41 seurauksena
saadaan osoitettua Sobolev-Poincaré epiyhtils Sobolev-avaruuden W9 (B, A‘(R")) dif-
ferentiaalimuodoille.

Korollaari 5.44. Olkoot B C R™ kuula, 1 <p <n jal € {1,...,n}. Olkoon
T: L*(B, A" (R"™)) — W'P(B, A“(R™))
kuulan B (€ + 1):s Poincaré-operaattori. Téllin T(dw) € LP" (B, A*(R™)) ja

(5.45) |7 (dw)

o < ) o]l
jokaisella w € WP (B, AY(R™)), missi p* = 25 ja C(n,p) > 0.

Todistus. Olkoon w € WeP(B AY(R")). Koska dw € LP(B,A“*}(R")), niin proposition
5.41 nojalla pitee T(dw) € WLP(B, AY(R")) ja

W T(dW)HWLP(B,M(Rn)) < C(n,p) ||dWHp,B-
Koska differentiaalimuoto T'(dw) on muotoa

T(dw) = Y (T(dw))day A--- Ada,

11 <<ty

missi jokainen komponenttifunktio (7'(dw)); kuuluu avaruuteen W'?(B,R), niin korol-
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laarin 4.8 nojalla saadaan arvio

el = (L( Ejlwwm»>w>ﬁ< > (f1wnr)”

i1 <<y i1 <o <ig

< Y Cp) (diajnB (/B|(T(dw))l|p>3’+(/BIV(Tww))IyP);)

1< <ig

< ), Clnp) (diarlnB (/B |T(dw)‘p>; " </B NT(dw)’p);>

i1 <<y

n
= () Cn) U TNz, < Cl0p) H TN

Tama paattaa todistuksen. ]
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Luku 6

Sobolev-avaruudet monistolla

Téassé luvussa siirretadn lukujen 4 ja 5 kasitteitd euklidisesta avaruudesta monistolle.

6.1 Sobolev-avaruus W,""(D, M)

Olkoot D C R™ alue ja M siled n-monisto. Téassa alaluvussa madritellaan Sobolev-avaruus
WL™(D, M) ja sen alkioiden tangenttikuvaus.

loc

Maaritelma 6.1. Olkoot D C R” alue ja M siled n-monisto. Jatkuva kuvaus f: D — M
kuuluu avaruuteen VV;ZL(D,M ), jos jokaisella € D on olemassa sellainen ympéristd

U > x ja sellainen kartta (V, h) monistolla M, ettd f(U) C V ja ho fly € W™(U,R™).

ocC

Seuraavassa lemmassa osoitetaan, ettd moniston Sobolev-kuvauksen méaéritelméssé 6.1
valittavilla ympéristolla ja kartalla ei ole merkitysta.

Lemma 6.2. Olkoot D C R" alue, M siled n-monisto ja [ € VVkl)C"(D,M) Tdlloin

jokaisella © € D ja jokaisella sellaisella moniston M kartalla (V,h), etti f(z) € V, on
olemassa sellainen ympiristd U > x, ettd f(U) CV ja ho fly € W2 (U, R™).

C

Todistus. Olkoot = € D ja pari (V,h) sellainen kartta, ettd f(z) € V. Maéritelmén 6.1
nojalla on olemassa sellainen ympéristo Uy 3 x ja sellainen kartta (Vo, ho), etté f(Uy) C Vo
ja hooflu, € Wi (Uy, R™). Koska kuvaus f: D — M on jatkuva ja f(x) € V, niin on myos
olemassa sellainen ympéristd U; 3 z, etti f(U;) C V. Koska kuvaus hohg': ho(VoNnV) —
h(Vo V) on diffeomorfismi ja ho(f(x)) € ho(Vo N'V), niin on olemassa sellainen pisteen
ho(f(z)) ympéristdo W, ettd kuvaus h o hy' on Lipshitz-jatkuva joukossa W.

Osoitetaan, ettd voidaan valita pisteen x ympéristd U = (hg o f)~Y(W) N Uy N Uy.
Valinnan perusteella selvésti pétee, ettd f(U) C f(U;) C V. Voidaan kirjoittaa ho f|y =
(hohg)|w ohgo f|u, missd kuvaus (hohg')|w: W — (hohy')(W) on Lipschitz-jatkuva
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diffeomorfismi. Liséksi kuvaus hg o f|y: U — W kuuluu avaruuteen W™ (U, R"), joten

loc

lemman 4.3 perusteella ho f|y € WU, R™). O

ocC

Olkoot D C R™ alue, M sile& n-monisto ja f € Wl’”(D, M). Talloin kuvaus f ei vélt-

loc
taméatta ole riittavan siled, jotta tangenttikuvaus olisi mééaritelty perinteisessd mielessa.

Halutaan kuitenkin etsiz tangenttikuvauksen yleistus avaruuden W, (D, M) alkioille.
Olkoon pari (V, h) sellainen kartta monistolla M, ettd f~'(V) C D. Télléin melkein
jokaisella z € f~1(V) voidaan tarkastella lineaarikuvausta

(DR™H)(h(f(x))) o D(ho f)(x): R" = Ty M.

Jos kuvauksen f tangenttikuvaus on maééritelty, niin se vastaa tarkasteltavaa lineaariku-
vausta.

Lause 6.3. Olkoot D C R™ alue, M siled n-monisto ja f € I/Vll’"(D, M). Tdalloin kuvauk-

ocC

selle f voidaan mddritelli melkein jokaisella v € D tangenttikuvaus D f(x): R™ — Ty M
kaavalla Df(z) = (Dh=Y)(h(f(x))) o D(ho f)(x), missi pari (V,h) on mikdi tahansa sel-
lainen moniston M kartta, etti f(x) € V.

Todistus. Halutaan osoittaa, ettd tangenttikuvauksen maaritelma on riippumaton kartan
valinnasta. Oletetaan siis, ettd on olemassa sellaiset kartat (Vo, ho) ja (Vi, hy), ettd U =

fH Vo) N f7H (Vi) # 0.

T#llsin kirjoittamalla hy' = hi' o hy o hy' saadaan

(Dhg')(ho(f(x))) = D(hy" o hyohg')(ho(f(z)))
= (Dhy")(ha(f(x))) 0 D(ha o hg ) (ho(f ()

melkein jokaisella z € U. Vastaavasti kirjoittamalla hgo f = hgohy  ohjo f ja kiyttamélla
lemmaa 4.3 sopivassa pisteen z ymparistossa saadaan

D(hgo f)(@) = D(hgohy'ohio f)()
= D(ho o hy)(hn(f(2))) 0 D(hn o f)(3)

melkein jokaisella z € U. Koska
D(hy o hg')(ho(f())) o D(ho o hi*)(hu(f(w))) = D(hy 0 hg™ 0 ho o hy ') (ha(f(x))) = id

melkein jokaisella z € U, niin yhdistamalla vilivaiheet on saatu osoitettua, ettd maéritel-
ma on riippumaton kartan valinnasta, silla

(Dhy ) (ho(f(x))) © D(ho o f)(x) = D(hy )(h(f(2))) o D(ha © f)(x)

melkein jokaisella x € U. [
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Miiiritelméd 6.4. Olkoot D C R™ alue, M siled n-monisto ja f € W,-"(D, M). Méiri-

ocC

tellidn jokaisella w € QY(M) pullback-muoto f*w: R™ — A*(R") kaavalla

(6.5) (f'w)e = (Df(2))" (Wf())
melkein jokaisella z € R"™.

Maaritelma 6.6. Olkoot D C R™ alue, M n-ulotteinen suunnistettu Riemannin monisto
ja f € VV&:(D,M) Kuvauksen f Jacobiaani on funktio Jr: D — R, joka toteuttaa
yhtéalon

Jp(x) volgn = (f* voly),

melkein jokaisella x € D.

6.2 Sobolev-avaruus WP4(M, A(TM))

Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja w: M — AY(T'M) differenti-
aalimuoto. Koska monistolla M on méaritelty Riemannin mitta p ja ¢:s ulkoinen kimppu
AYTM) on silei monisto, niin voidaan puhua differentiaalimuodon w mitallisuudesta.
Sanotaan, ettd w on mitallinen differentiaalimuoto, jos kuvaus w: M — AY(T'M) on mi-
tallinen. Témin jilkeen avaruuksien LP(M, A*(TM)) miiritteleminen on tapahtuu luon-
nollisesti jokaisella 1 < p < oc.

Maaritelma 6.7. Olkoon M n-ulotteinen Riemannin monisto. Differentiaalimuodon w:
M — AYTM) pisteittiinen normi on funktio |w| : M — R, joka on mééritelty kaavalla
x = |[wall yer, - Merkitédn |w| () = |w(z)| jokaisella z € M.

Maaritelma 6.8. Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto, ¢ Riemannin
mitta monistolla M ja 1 < p < co. Mitallinen differentiaalimuoto w: M — AY(TM) kuuluu
avaruuteen LP(M, N*(T'M)), jos

1
fotl, = (] 1ol an)" < e
M

Maaritelma 6.9. Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Mitallinen
differentiaalimuoto w: M — AY(TM) kuuluu avaruuteen L (M, N*(TM)), jos

[lwlloe = esssupgens [w(z)] < oo,

missé oleellinen supremum otetaan Riemannin mitan suhteen.
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Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja 1 < p,q < oo. Heikko
ulkoinen derivaatta ja avaruus WeP4(M, A*(TM)) voidaan méiritelld vastaavasti kuin
euklidisessa tapauksessa.

Maaritelma 6.10. Olkoon M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot w €
LE (M,AY(TM)) jaT € LL (M, AN“(TM)). Jos jokaisella p € QP*~1(M) piitee

loc

(6.11) /Mw/\dcp—(—l)eﬂ/ TA @,

M

niin sanotaan, ettd dw = 7 heikossa mielessi.

Maaritelma 6.12. Olkoot M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja 1l < p,q <
0. Differentiaalimuoto w: M — AY(TM) kuuluu avaruuteen WP4(M, A (T M)), jos w €
LP(M,A(TM)) ja on olemassa sellainen differentiaalimuoto 7 € LI(M, A*™ (T M)), ettd
dw = 7 heikossa mielessii. Erikoistapauksessa p = ¢ merkitdin WPP(M, A4 (TM)) =
Wep(M, NY(TM)).
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Luku 7

Kvasisaannollinen analyysi

Luvussa esitelladn kvasisadnnollisen kuvauksen méaritelmé ja kvasisadnnollisiin kuvauk-
siin liittyvid tuloksia. Luvun lopuksi méaaritelladn kvasisdannollisen kuvauksen kohomolo-
ginen arvojenjakautumisraja ja lausutaan tulos sen olemassaolosta, jonka avulla esitetdan
todistus lauseelle 1.2.

7.1 Kvasisaannollinen kuvaus

Téasséd alaluvussa tutustutaan kvasisddnnollisiin kuvauksiin seké euklidiselta avaruudelta
euklidiselle avaruudelle etté euklidiselta avaruudelta suunnistetulle Riemannin monistolle.

Aloitetaan maéaarittelemalld kvasisddnnollinen kuvaus euklidisten avaruuksien valilla.
Formaalia méaaritelméaa seuraa havainnollistava kuva.

Maaritelma 7.1. Olkoot n > 2, D C R” alue ja K > 1. Kuvaus f: D — R" on K-
kvasisianndllinen, jos f € W™ (D, R™) ja || Df ()" < KJ;(2) melkein jokaisella 2 € D.

n
loc | ‘op

B"(0,1)

Q Df(x)

Kuva 7.1
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Maéritelméassa 7.1 ei vaadita, ettd kvasisdannollinen kuvaus on jatkuva. Voidaan kui-
tenkin osoittaa, etté jokaisen kvasisdannollisen kuvauksen ekvivalenssiluokalla on olemassa
jatkuva edustaja; katso [16, 3.9. Theorem, s. 177|.

Olkoot n > 2, D C R™ alue ja K > 1. Kuvassa 7.1 havainnollistetaan sitd, miten yk-
sikkokuula kuvautuu K-kvasisddnnollisen kuvauksen f: D — R"™ tangenttikuvauksessa.
Kuvassa 7.1 ellipsoidin pisimmén akselin pituus on |[Df(x)]|,,, ellipsoidin akselien pi-
tuuksien tulo on J¢(z) ja katkoviivalla piirretyn kuulan tilavuus ||Df(x)||, |B"(0,1)| on
korkeintaan K kertaa ellipsoidin tilavuus J;(z)|B™(0,1)|.

Seuraavaksi méaéaritelladn kvasisdannollinen kuvaus euklidiselta avaruudelta suunniste-
tulle Riemannin monistolle. Méaaritelméa voidaan antaa usein ekvivalentein tavoin. Téassa
tyossd kiytetddn Kangaslammen véitoskirjassaan [11] kiyttdmaa méadritelméas.

lop

Maaritelma 7.2. Olkoot n > 2, M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja
K > 1. Jatkuva kuvaus f: R" — M on K-kvasisidnnollinen, jos f € Wl’n(R",M) ja

loc
jokaisella € > 0 ja jokaisella z € R™ on olemassa sellainen pisteen x ympéristo U C R" ja

sellainen (1 + ¢)-bilipschitz-jatkuva kartta (V, h) monistolla M, ettd f(U) C V ja kuvaus
ho fly: U — R™ on ((1 + ¢)*K)-kvasisdannollinen.

M

flu hlsw)
]R”L Rn

ho flu

Kuva 7.2: Kvasisdaannollinen kuvaus f: R® — M.

Olkoon n > 2. Maéritelméaa 7.2 voidaan soveltaa myos sellaisiin kuvauksiin f: R® —

R™ ettd f € VV&’?(R”,R"). Néin ollen halutaan, ettd nédin saatava maéritelmé kvasi-
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sdannollisyydelle pysyy yhtasopivana méaritelmén 7.1 kanssa. Tama selittdd, miksi kar-
tan vaaditaan olevan (1 + ¢)-bilipschitz-jatkuva ja yhdistetyn kuvauksen ((1 4 €)*"K)-
kvasisdannollinen. Naytetdan tamé esimerkeilla.

Esimerkki 7.3. Olkoot n > 2, K > 1 jae > 0. Olkoot f: R" — R" K-kvasisddnnollinen
kuvaus ja h: R" — R"™ (1 + ¢)-bilipschitz-jatkuva diffeomorfismi. T&ll6in lemman 4.3
perusteella pitee h o f € W' (R* R") ja D(ho f)(z) = Dh(f(z)) o Df(z) melkein

jokaisella = € R™. Téaten epéyhtéloiden (2.19) ja (2.20) nojalla saadaan arvio

ID(ho f)(@)llgy = [IDh(f(x)) o Df(x)llg, < IDR(f (@), 1D f (@)llgy
< (T4e)"KJp(x) < (1+e)"KJp()Ju(f(2)(1 + )"
= (1 + €>2nKJhof(£L’)

melkein jokaisella x € R".

Esimerkki 7.4. Kuvaus f: R? — R? (x,y) — (2z,y), ei ole 1-kvasisddnnollinen. Selvisti
f e Wi (R% R?) ja

loc
s, =|(5 )

jokaisella (z,y) € R?.
Mééritellddn diffeomorfismi h: R? — R?, (x,y) — (z,2y). Téillsin ho f = 2id on
1-kvasisiénnollinen, koska ho f € W' (R%, R?) ja

loc

2
=22 > 2= Ji(z,9)

op

2

1000 NI, =||(§ 9)|| =2 = st

jokaisella (x,y) € R2. Téssd kuitenkin kuvaus h on 2-Lipschitz.

Maaritelma 7.5. Olkoot n > 2, M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja
K > 1. Sanotaan, ettd monisto M on K -kvasisdannollisesti elliptinen, jos on olemassa
K-kvasisdannollinen kuvaus f: R™ — M, joka ei ole vakiokuvaus.

Olkoot n > 2 ja M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja
f: R* = M K-kvasisdannollinen kuvaus. Katsomalla méaaritelméa 7.1 herdd kysymys,
toteuttaako kuvaus f epéyhtélon [|Df(2)||;, < KJy(z) melkein jokaisella z € R". Seu-
raavassa lemmassa osoitetaan, ettd vastaus on kylla.

Lemma 7.6. Olkoot n > 2 ja M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot
K >1ja f: R" - M K-kvasisainnollinen kuvaus. Talloin
(7.7) IDf(@)]l5, < KJp(x)

melkein jokaisella x € R™.
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Todistus. Olkoot ¢ > 0 ja y € R™. Télloin on olemassa sellainen pisteen y ympéristo
D C R” ja sellainen (1 + ¢)-bilipschitz-jatkuva kartta (V,h), ettd f(D) C V ja kuvaus
hof: D — R" on ((1+ ¢)*"K)-kvasisdéannollinen. Nyt epéyhtilsiden (2.19) ja (2.20)
nojalla melkein jokaisella z € D pétee

IDf@)l5, = [[(DR™)(A(f < >>oD<hof 7)|[g,
< (D@2 11D o f)()]2,
< (L+e)"(1+ > "K Jhos (1)
= (142" KJn(f(2))J()
< (1+e)"K(1+¢e)"Js(z)
(

1+ €>4nKJf( )

Koska pisteen y € R™ valinta oli mielivaltainen, niin arvio [[Df(z)|[5, < (1+¢)*" K Jg(x)

patee melkein jokaisella z € R™. My0s € > 0 oli mielivaltainen, joten viite seuraa. ]

Olkoot n > 2 ja M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K > 1
ja f: R" — M K-kvasisddnnollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Epdyhtéalon (7.7)
nojalla Jacobiaani J; on ei-negatiivinen melkein kaikkialla joukossa R". Epdyhtélostéa
(7.7) seuraa myoGs se, ettd Jacobiaani .J; ei voi olla vakiokuvaus nolla, koska kuvaus f ei
ole vakiokuvaus.

7.2 Pullback-operaatio

Olkoot n > 2 ja M yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Ol-
koot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisddnnollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Ol-
koon w: M — A*(TM) mitallinen differentiaalimuoto. Tilloin yht#ld (6.5) méirittelee
mitallisen pullback-muodon f*w: R™ — AY(R"); katso [12, Proposition 11.2, s. 50|. T#s-
sé alaluvussa arvioidaan pullback-muodon f*w pisteittdistd normia |f*w| ja perehdytéin
pullback-muodon f*w saénnollisyyteen.

Jos w € L®(M,A(TM)), niin tillin seuraava propositio antaa keskeisen arvion
pullback-muodon f*w pisteittéiselle normille | f*w|. Kyseinen arvio on térkea tyokalu tyos-
Sé.

Propositio 7.8. Olkoot n > 2, M yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rieman-
nin monisto ja p Riemannin mitta monistolla M. Olkoot K > 1 ja f: R® — M K-
kvasisddnnollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon w € L>®°(M, N (TM)). Télléin

(7.9) |(Frw)(@)] < Cn) ||wll o [1DF(@)]]5,

melkein jokaisella x € R™, missi C(n) > 0.
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Proposition 7.8 todistusta varten osoitetaan, etta kvasisddnnollinen kuvaus toteuttaa
Lusinin ominaisuuden (N—1).

Lause 7.10. [1, Theorem 8.1, s. 305] Olkoot n > 2 ja D C R"™ alue. Olkoot K > 1,
ja f: D — R"™ K-kvasisidnnéllinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon E C R”
sellainen joukko, etti |E| = 0. Tdlloin | f~1(E)| = 0.

Korollaari 7.11. Olkoot n > 2, M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto ja
i Riemannin mitta monistolla M. Olkoot K > 1 ja f: R* — M K-kvasisidnnollinen
kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon E C M sellainen joukko, etti u(E) = 0. Tdlloin
|f7E| =0.

Todistus. Jokaisella x € R™ on olemassa sellainen ymparisté D, C R" ja sellainen 2-
bilipschitz-jatkuva kartta (V,,h,), ettd f(D,) C V, ja kuvaus h, o f|p,: D, — R" on
(2?7 K)-kvasisaannollinen. Nyt kokoelma { D, },cgn on avaruuden R™ avoin peite, joten on

olemassa numeroituva osapeite {D,, };en. Téll6in

[e.9]

FUE) =1, HENT,).

=1

Tarkastellaan joukkoja F NV, C V,.. Joukot ovat nollamittaisia, silld 0 < u(ENV,,) <
u(E) = 0. Koska (V,,,h,,) on 2-bilipschitz-jatkuva kartta, niin lemman 2.24 nojalla
|he,(ENVy,)| = 0. Kuvaus hy, o f|p, : Dy, — R™ on (2°"K)-kvasisdanndllinen, joten
kiiyttamélld lausetta 7.10 saadaan yhtésuuruus |(f] p.,) "(ENV,,)| = 0. Titen

oo

0< B = |Jfp.) H(ENV)| <

=1 7

=0.

s

|(flp,)THENV)

1

Proposition 7.8 todistus. Osoitetaan ensin, etta

* V4
1 @ellp <7 [lr) ] Lasgry e y 1PF@IE

melkein jokaisella x € R™. Olkoot vy,...,v, € R™ yksikkovektoreita. Maéritelméan 6.4
nojalla saadaan melkein jokaisella x € R™ yhtasuuruus

(Fhelon, vl = [(DF@) @ren)ons w0
= |wse(Df@)r,. ... Df(x)ve)] .

Jos Df(x)v; = 0 jollakin i = 1,..., £, niin
|wr@)(Df(z)vr, ..., Df(x)ve)| = 0.
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Voidaan siis olettaa, ettd D f(z)v; # 0 jokaisella i = 1,...,¢. Talloin lemman 2.8 nojalla
saadaan arvio

‘wf W(Df(x vl,...,Df(:c)w)|

) Df(x)vl Df(I)W
[t ”Tme) o (HDf(x)vluWM D7 vdlay

4
(H IDf(x ) |ws@l o, = 1IDF@)lep [|wre] o,
n

IN

wa HAZTf( )M)HDf(x)Hﬁp

melkein jokaisella x € R”.
Lemman 2.9 nojalla saadaan arvio

) @)] = 1 @ellyen < CON @l < CO) sl | aagry ay 1PF G,

melkein jokaisella x € R™. Merkitaan
E={yeM: |w(y)>|lwl.}

Koska w € L®(M,A(TM)), niin u(E) = 0. Tillsin korollaarin 7.11 nojalla pitee, etti
|f~Y(E)| = 0. Néin ollen melkein jokaisella z € R" pitee

607 ey ) = 190 @D < Nl
ja vaite seuraa. O

Olkoot n > 2 ja M yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Ol-
koot K > 1 ja f: R®* - M K-kvasisdannollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon
w: M — AY(TM) mitallinen differentiaalimuoto. Seuraavat kaksi propositiota ovat oleel-
lisen tarkeitéd tuloksia pullback-muodon f*w sdédnnollisyydesta.

Propositio 7.12. [12, Proposition 11.5, s. 52| Olkoot n > 2 ja M yhtendinen ja suunnis-
tettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R™ — M K -kvasisadnnollinen

kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoot ¢ € {1,...,n} jaw € LIOC(M, AY(TM)). Téllsin
pitee f*w € LIOC(R”,AE(]R")).

Propositio 7.13. [12, Theorem 11.8, s. 54| Olkoot n > 2 ja M yhtendinen ja suunnistettu
n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R* — M K kvaszsaannollmen
kuvaus, joka ei ole vakwkuvaus Olkoot ¢t € {1,...,n— 1} jaw € VV1 G (M, AY(TM)).
Talloin patee f*w € W (R™, A“(R™)) ja d(f* ) = f*(dw) heikossa mielessd.

loc
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Seuraava propositio on kuulan Poincaré-operaattorin ja proposition 7.13 sovellus.

Propositio 7.14. Olkoot n > 2 ja M suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisddnnollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoot
1<l< 5 jaweE QY M) suljettu differentiaalimuoto. Olkoot B C R™ kuula, p = 7 Jja
q = §5- Tdllgin on olemassa sellainen T € LP(B, A1 (R™)), etti f*w = dr heikossa
mielessd ja

il s < OO0 (15l 5

Todistus. Propositiosta 7.13 seuraa, etti f*w € LP(B,AY(R")) ja d(f*w) = f*(dw) = 0
heikossa mielessé. Olkoot

T": L*(B,A*(R™)) — W'P(B, A" H(R™))
kuulan B ¢:s Poincaré-operaattori ja
T LP(B, A“THR™)) — WP(B, AY(R™))

kuulan B (£+1):s Poincaré-operaattori. Olkoon 7 = T*(f*w) € WP(B, A“"1(R")). Koska
ffw € W(B, AYR™)), niin lemman 5.40 nojalla

dr = f'w - TN d(f'w)) = fw

heikossa mielessa.

Koska ¢ < p ja 7€ WP(B, A*"Y(R")), niin 7 € W44(B, A*"}(R")). Lisiiksi 1 < g < n,
joten korollaarin 5.44 nojalla saadaan arvio

171] 2a g = [|T*(dr)]| < C(n,q)lldr|l, p = C(n, O) || f*wll, p < Cn) || f*wl], 5

ng —
n—q ’B

misséd C(n) = max{C(n,(): 1 <{ < §}. O

7.3 Kuvauksen kaytos keskimaarin

Olkoot n > 2 ja M on suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto. Olkoot K > 1
ja f: R" — M K-kvasisaannollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoot z € R" ja
r > 0. Kuvauksen f kiytostd kuulassa B"(x,r) voidaan tutkia palauttamalla tilanne
yksikkokuulaan affiinilla kuvauksella T, ,: B"(0,1) — B"(x,r), y — x + ry. Merkitdén
siirrettyd kuvausta f,, = fo T, ,.

Seuraavat kaksi lemmaa osoittavat, ettd kuvauksen f siirtdminen yksikkokuulaan ei
tee suuria muutoksia kuvauksen f luonteeseen. Néin ollen kuvauksen f siirtdminen yk-
sikkokuulaan antaa mielekkddn tavan verrata sen kiytosta eri kuulaympéaristoissa.
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Lemma 7.15. Olkoot n > 2 ja M on suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K > 1 ja f: R® — M K-kvasisaidnnollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoot
x € R" jar >0. Tdlloin kuvaus f,,: B"(0,1) = M on K-kvasisidnndllinen.

Todistus. Kaytetddn hyvaksi tietoa, ettd f,, on kvasisdénnollisen kuvauksen ja diffeo-
morfismin yhdistetty kuvaus. Osoitetaan ensin, etti f o T, € W,2"(B™(0,1), M). Koska
f on kvasisdadannollinen kuvaus, niin f on jatkuva kuvaus. Talloin f o T}, , on jatkuvien
kuvausten yhdisteena jatkuva.

Olkoon y € B™(0,1). Koska f € W_L"(R™, M), niin on olemassa sellainen pisteen
T, .(y) ympéristo W C B"(x,r) ja sellainen kartta (V,h) monistolla M, ettd ho fly €
VV&;(VV, R™). Kuvauksen 7}, , jatkuvuuden nojalla voidaan valita sellainen pisteen y ympé-
risto U, ettd T,.(U) C W. Téten lemman 4.3 nojalla pitee, etti ho foT,, € Wb (U, R™).
On siis osoitettu, ettd f o T, , € VVI})’C"(B”(O, 1), M).

Osoitetaan sitten, ettd kvasisddnnollisyyden maéritelméan 7.2 toinen ehto toteutuu.
Olkoon ¢ > 0 ja y € B™(0,1). Talloin kuvauksen f kvasisdannollisyyden nojalla on ole-
massa sellainen pisteen 7}, . (y) ympéristé W C R™ ja sellainen (1 4 ¢)-bilipschitz-jatkuva
kartta (V, h) monistolla M, ettd f(W) C V ja kuvaus ho fly: W — R™ on ((1+¢)*"K)-
kvasisaannollinen. Koska kuvaus 7}, on jatkuva, niin on olemassa sellainen pisteen y ym-
péristo U, ettd T, (U) C W. Osoitetaan vield, ettd ho foT,  |y: U — R™ on ((1+¢)*"K)-
kvasisadnnollinen.

Koska ho fly € I/Vll’"(ﬂf, R™), niin kdyttdmé&lld lemmaa 4.3 saadaan, ettd pétee h o

ocC

foTy,lv € W(UR") ja

D(ho foT,,)(z) = D(ho f)(T:r(2)) o DT;(2)

melkein jokaisella z € U. Téalloin melkein jokaisella z € U pétee arvio

ID(ho foTer)(2)lly, = [ID(ho f)(Ter(2)) o DTor(2)I,
< ID(ho ) (Tar ()l [1DTer(2)]]5,

< (148" K Jnop(Top(2))r" = (14 )" K Jpoor, . (2)-
Téten kuvaus ho fo T, |y: U— R" on ((1 + €)?"K)-kvasisidnnollinen. O

Lemma 7.16. Olkoot n > 2 ja M yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin
monisto. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisidnnollinen kuvaus, joka ei ole vakioku-
vaus. Olkoot x € R™ ja r > 0. Talloin

(7.17) [ yelt= [ e
Bn(0,1) B (z,r)
jokaisella w € Q(M).

n
¢
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Todistus. Olkoon w € QY(M). Koska f,, = f o Ty, missi T, ,.: B"(0,1) — B"(z,r) on
médritelty kaavalla y — x + ry, niin ((fo,)*w), = r'(f*w)7, @) jokaisella y € B"(0,1).
Néin ollen muuttujanvaihdosta seuraa yhtésuuruus

Loy (Gt = [ ele )
B"(0,1) B"(0,1)
= [ pele Tt = [ gt
B"(0,1) B (z,r)

n
14

Seuraava lemma on tekninen aputulos my6hempéa varten.

Lemma 7.18. Olkoot n > 2 ja M yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin
monisto. Olkoot K > 1 ja f: R* — M K-kvasisdinnollinen kuvaus, joka ei ole vakioku-
vaus. Olkoot x € R™ ja r > 0. Tdlldin

£
(7.19) sl oy < CO o (5 [ )
B (z,r)

jokaisella w € QF(M).
Todistus. Olkoon w € QY(M). Yhtildstid (7.17) ja epéyhtildistd (7.9) ja (7.7) saadaan

arvio

£
e elly oy = ([ 1rel?) < coliol ([ 105,
¢ Bn(z,r) B (z,r)

< Cm) |l ( / KJf) -
B (z,r)

]

7.4 Kohomologinen arvojenjakautumisraja ja lauseen
1.2 todistus

Téassa alaluvussa jatketaan alaluvun 7.3 hengessa ja kiaydaan lapi uusia merkintoja ja
madritelmié. Erityisesti esitellddn kvasisdannollisen kuvauksen kohomologisen arvojenja-
kautumisrajan méaaritelmé. Alaluvun lopussa lausutaan tulos kvasisaénnéllisen kuvauksen
tietynlaisen kohomologisen arvojenjakautumisrajan olemassaolosta ja esitetdén lauseen
1.2 todistus.
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Olkoot n > 2 ja M on kompakti, yhtenéinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin
monisto. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisdannollinen kuvaus, joka ei ole vakioku-
vaus. Koska voly, € Q*(M) ja monisto M on kompakti, niin f*voly, kuuluu avaruuteen
Li, . (R™, A"(R")) proposition 7.12 nojalla. Niin ollen funktion f Jacobiaani .J; kuuluu
avaruuteen L (R") ja Ay: E — [ J; on hyvin mééritelty avaruuden R” Borel-mitta.

Maéritelladn jokaisella x € R™ ja jokaisella » > 0 lineaarikuvaus
(Fer)'s HY (M) = L7 (B"(0,1), A'(R"))

kaavalla ,
c— Ay(B"(z, 7)) 7 (for) we,

missi w,. on ekvivalenssiluokan ¢ yksikisitteinen harmoninen edustaja. Kuvaus (f,,)' on
hyvin maéritelty proposition 7.12 nojalla jokaisella z € R" ja jokaisella r > 0.
Seuraavassa lemmassa osoitetaan, etta jokaisella x € R™ ja jokaisella > 0 lineaariku-
vaus (f,,)' kuvaa jokaisen ekvivalenssiluokan ¢ heikosti suljetuksi muodoksi (f.,)'c, jonka
normi | ‘ ( fx,r)!c‘ |%’ Bn(01) O rajoitettu pisteestd x ja siteestd r riippumattomalla vakiolla.

Lemma ja sen todistus saattavat vaikuttaa yksinkertaisilta, mutta lemmalla on kuitenkin
merkittava rooli tyossa.

Lemma 7.20. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R"™ — M K-kvasisdinnollinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Olkoot x € R™, r > 0 ja ¢ € HY(M). Talléin d((f.,)'c) = 0 heikossa
mielessd ja

1 (Far)'ella ooy < C) [well g K7

Todistus. Proposition 3.18 nojalla Af(B”(x,r))_%wc on suljettu muoto, joten lemman
7.15 ja proposition 7.13 nojalla pétee

A((for)') = (fur)® (@ (As(B"(@,7) 7)) = 0

heikossa mielessd. Néin ollen véitteen ensimmaéinen osa on todistettu. Lemman 7.18 nojalla
saadaan arvio

n e . ¢
H(fx,r)!CH%Bn(m) = Ap(B™(2,7) 7" [(far) Wel 2 paa,y < C(0) ||well o K

ja vaitteen toinenkin osa on todistettu. ]

Seuraavaksi madritellddn kvasisddnnollisen kuvauksen kohomologinen arvojenjakau-
tumisraja ja lausutaan tulos, jonka suorana seurauksena saadaan todistus lauseelle 1.2.
Tulos todistetaan seuraavan luvun lopussa.
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Maaritelma 7.21. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtenédinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R® — M K-kvasisddnnollinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Kuvaus

L: HY(M) — L% (B™(0,1), A“(R™))

on kuvauksen f (:s kohomologinen arvojenjakautumisraja, jos on olemassa sellainen jono
(B™(Xyy T'm) Jmen kuulia, ettd Ap(B™(@p,7m)) — o0 ja (fa,.rm) — L pisteittiin avaruu-
den L7 (B"(0,1),A'(R™)) heikossa topologiassa, kun m — oco.

Palautetaan mieleen, etté tyossa joukon F C R"™ mittaa Lebesguen mitassa merkitaan
|E].

Lause 7.22. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisdinnollinen kuvaus, joka ei ole
vakiokuvaus. Olkoon 1 < ¢ < 5 sellainen, ettd HZ(M) # 0. Talléin on olemassa sellainen
kuvauksen f £:s kohomologinen arvojenjakautumisraja

L: HY (M) — L¥(B™(0,1), AY(R™)),

etta
[{z € B"(0,1): jono (Lci(x),..., Leg(x)) € AY(R™) on vapaa}| > 0

jokaisella avaruuden H*(M) kannalla (1, ..., c).

Lauseen 1.2 todistus. Voidaan olettaa, ettd 1 < ¢ < 2 ja H*(M) # 0. Olkoon (cy, ..., cx)
avaruuden HY(M) kanta. Lauseen 7.22 nojalla on olemassa sellainen kuvauksen f f:s
kohomologinen arvojenjakautumisraja

L: HY(M) — L%(B™(0,1), A“(R™)),

etta

[{z € B"(0,1): jono (Lcy(x), ..., Leg(x)) C AY(R™) on vapaa}| > 0.
Niin ollen on olemassa sellainen x € B"(0,1), ettd jono (Lci(x),. .., Lep(z)) € AYR™)
on vapaa. Koska dim A*(R") = (7), niin dim H*(M) =k < (7). O
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Luku &

Kvasisaannollisesti elliptinen monisto

Téassé luvussa todistetaan joukko aputuloksia, joiden avulla luvun lopussa todistetaan
lause 7.22.

8.1 Jacobiaanin heikko kaanteinen Holderin epayhtalo

Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtenédinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monis-
to. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisdannollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Tésséd luvussa osoitetaan, ettd jos on olemassa sellainen 1 < £ < 7, ettd HYM) # 0,
niin kuvauksen f Jacobiaani J; toteuttaa heikon kédnteisen Holderin epayhtélon; kat-
so |14, Proposition 2.2, s. 869]. Luvun lopuksi parannetaan heikkoa kid#nteistd Holderin

epayhtaloa lauseella 4.5.

Propositio 8.1. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisidnnollinen kuvaus, joka ei

ole vakiokuvaus. Olkoon 1 < ¢ < 5 sellainen luku, ettd HE(M) % 0. Talloin kuvauksen f
Jacobiaani Jy toteuttaa heikon kddnteisen Holderin epdyhtdlon

n+1
1 / 1 o\
| J<Cn,M,K) (—/J"“) :
‘%B‘ 3B ! 1B| Jp !

missi B = B™(x,r) C R™ on mielivaltainen kuula ja %B =B (as, g)

Huomautus 8.2. Vakio C(n, M, K) on tassa itse asiassa vakio C'(n, M, K, «, [3), missi
a € QM) ja B € QY M) ovat differentiaalimuotoja kuten korollaarissa 3.22. Riittii

kuitenkin, ettd vakio ei riipu kuulasta B, joten vakion riippuvuudet monistolla M voidaan
sivuuttaa ja merkité yksinkertaisuuden vuoksi C'(n, M, K).
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Muotoillaan ja todistetaan seuraava lemma proposition 8.1 todistusta varten; katso
[14, Lemma 2.4, s. 871].

Lemma 8.3. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisddnnollinen kuvaus, joka ei ole

vakiokuvaus. Olkoon 1 < £ < % ja olkoot a € QM) ja B € QY M) suljettuja dif-
ferentiaalimuotoja. Olkoon B = B"(x,r) C R" sellainen kuula, ettd kuulassa B pdtee
[ (aNpB) = gvolgn, missi g: B — R on ei-negatiivinen funktio. Tdlloin pitee

n+1
n

1 * 1 o
m/f <om/3>sc<n>||a||oo||ﬁ||ooK(@/BJf )

Todistus. Olkoon ¢ € C°(R™ R) sellainen ei-negatiivinen funktio, etté ¢(x) = 1 jokai-
sella © € $B, 1(x) = 0 jokaisella x ¢ B ja |Di| < 2. Koska ¢g > 0 kuulassa B, niin

ﬁBf*(Oé/\ﬁ):ﬁBiﬂgS/ijg:/Bwf*(a/\ﬁ).

Olkoot p = 7 ja g = 7o Talloin kiyttamalld propositiota 7.13 saadaan, ettd patee
fra e LP(B,AYR™)), d(f*a) = f*(da) = 0 heikossa miclessé, f*3 € Li-1(B, A" (R"))
ja d(f*B) = f*(dB) = 0 heikossa mielessi. Liséksi proposition 7.14 nojalla on olemassa
sellainen w € LP(B, A*"}(R"), ettd f*a = dw heikossa mielessi ja

(8.4) Wl za g < Cn)[[fallyp-

Néin ollen pétee yhtalo

thFmAﬁ%ij%AwﬁﬁzéﬁwAwFﬂ

Kayttamalla lemma% 5.13 differentiaalimuotoon f*f ja testifunktioon 1) saadaan, etta
pétee f*3 € Wh-1(B, A" {(R")) ja d(vf*B) = diy A f*§ heikossa mielessi. Tallin
lemmasta 5.20 seuraa yhtasuuruus

‘LwAdewﬂz

‘deAwﬁﬁ

QAwAd¢Aﬁ6

Nyt epéyhtélosta (5.5) saadaan arvio

‘éwAdefﬁ

. /B WA A 8] < Cln) / wl [d] 181,
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missd |di| (x) = [[(dY)e [ p1@ny = [DY(2)] jokaisellax € B Kéiyttémélléi ylirajaa |dy| < 2

ja Hoélderin epéyhtélod Holder konjugaateilla S Ja +q = 5y saadaan arvio
C(n)

W) [ llasl 181 < S oll g 1781, o
B T n—q n+1ln—~

Téaten kdyttamalla epayhtialod (8.4) saadaan, ettd pétee

ctn Cty

oll e 1781 o5 < =2l 5 1Bl o 2

Siirrytdén arvioimaan termejé || f*al|,  ja [|f*3 H#1ﬁ 5 erikseen. Késitellddn ensin

termi || f*a||, p. Kéyttdmalld epdyhtilsitd (7.9) ja (7.7) saadaan arvio

ral = ([irar)" < cotal. ([ 1pE)’
< ctlille ([(<507) = Cllall KAWL, )

Vastaavasti termille |[f*S[| » _» p saadaan arvio
n+1ln—=~2’

ntln—~¢ n+ln—=~¢

178l gy = ([ 1707) T <cmal </||Df||o"“) "

< colll ([ wips )
= OO 1Bl K™% (14l )"

Téten yhdistdmélld kaikki aiemmat vélivaiheeet ja termien |[f*al|, p ja |[f*B|_ng
’ ng—n-+q

B
arviot on osoitettu epayhtalo

n .
n+1 ’B

C
| ranm < O o 811 5 1
iB

\ B

Jakamalla yhtalo puolittain termilla ‘%B ’ | saadaan epayhtalo

157 @8 < S el Ul K 15

1
"+ saadaan epayhtélon oikea puoli
haluttuun muotoon. O

Kirjoittamalla r |B| = |B"(0,1)|" |B|"* = C(n)|B|"
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Proposition 8.1 todistus. Olkoon B C R™ kuula ja olkoot v € QY(M) ja B € Q" Y(M)
kuten korollaarissa 3.22. T&lléin lemman 3.23 nojalla Riemannin tilavuusmuodolla voly,
on olemassa esitys

k
voly, = CZ AO(a A B),
v=1
missd {\,}*_, on siledi ykkosen ositus monistolla M, kuvaus ®,: M — M on suunnan-
sailyttava diffeomorfismi jokaisella v = 1,...,k ja ¢ € C°°(M,R) on positiivinen funktio.
Merkitédan o, = ¢}« ja B, = &5 5. Nyt jokaisella v = 1,..., k pétee

WE

Jrvolgn = f*volyy = (co f) Y (Ao f)f (aw ABL).

v=1

Taten

1 L
1| Jp = © Ay o (o v

ja voidaan tarkastella summan termeja erikseen.
Koska a A 5 = gvoly, missd g € C°(M,R) on ei-negatiivinen funktio, niin

frlay AN By) = (@, (gvolur)) = (g 0 @, 0 f)(Ja, o f)Jf volan

jokaisella v = 1,... &, missé (g o ®, o f)(Js, o f)J; on ei-negatiivinen funktio. Téll6in

e [ rens)

2

1
W[B(Cof)(A,,of)f*(a,,ABV) <
2 2

ja edelleen lemman 8.3 nojalla

n+1

C

%B}/ Plawn8) < Coliel ol & (1 [ 777)

jokaisella v =1,... k.
On siis osoitettu arvio

n+1
1 ! ’
< ' n+1 .
3| /éBJf_k Cn) llelloe max, llw]lc max {15l (|B|/‘]f )

Vaikka kerroin

Clell max ol mass 118,11,
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voi riippua kiinnitetyistd differentiaalimuodoista o ja 3, se ei riipu kuulasta B. Téssa
tapauksessa voidaan siis kirjoittaa

Cn, M, K) = k- C(n) [|ell, ma [[aw ., max [15,], &

lelloo 02 max
O

Propositio 8.5. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisiannollinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Oletetaan, ettd HY(M) # 0 jollakin 1 < ¢ < 5. Tdlloin on olemassa
sellainen b > 1, ettd jokaisella kuulalla B C R™ pdtee

1 / 2\ 1 /
8.6 — J <Cn,M,K,b)— [ J;,

missi C(n, M, K,b) > 0.

1
Todistus. Olkoot p = " ja g = J 7 € Ly, (R"). Télléin proposition 8.1 nojalla funktio g

toteuttaa epdyhtilon (4.4) jokaisella kuulalla B C R™ vakiolla C'(n, M, K). Koska vakio
C(n, M, K) ei riipu kuulasta B, niin lauseen 4.5 oletukset toteutuvat ja on olemassa

sellainen ¢ > p, etté
) 1
SCTL7M7K7 (_/gp>p
( '\iBi /s

VR
e .
Sy
D=
Sy
N
2
~_—
Q=
<

1
1 2\

Nyt valitsemalla b = % > 1 on osoitettu véite todeksi. ]

8.2 Kuvauksen nopea kasvu

Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K > 1 ja f: R®* — M K-kvasisdédnnollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Oletetaan, ettd H*(M) # 0 jollakin 1 < ¢ < Z. Osoitetaan, ettéd tallsin kuulat B™(0,r)
kasvavat rajatta mitassa Ay, kun sdde r kasvaa rajatta. Téssd tyossé tulos on todistettu
proposition 8.5 seurauksena, mutta tulokselle on olemassa myo6s vaihtoehtoinen todistus;
katso [2, Theorem 1.11, s. 224|.
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Lause 8.7. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R™ — M K-kvasisdinnéllinen kuvaus, joka ei ole
vakiokwvaus. Oletetaan, ettd H*(M) # 0 jollakin 1 < ¢ < %. Tallgin on olemassa sellainen
vakio € > 0, ettd
Ay(B™(0
liminf M

r—00 ré

> 0.
Erityisesti patee, ettd Ap(B"(0,7)) — oo, kun r — oo.

Todistus. Olkoon b > 1 kuten propositiossa 8.5. Télloin epéyhtélostéd (8.6) seuraa jokai-
sella » > 0 arvio

o=

A(B(0,r) = c<n,M,K,b>\B"<o,r>r<m o Jﬁ%)

= C(n, M, K,b)r" ((9 h /Bn(o,?") Jﬁ) |

— C(n, M, K, b)) 17711550 0.5

missa C'(n, M, K,b) > 0.
Olkoon £ = n (1 —§) > 0. Olkoon ry > 0 sellainen, etté ||Jf||an(0 ) > 0. Tallainen
) 2
sade ry on mahdollista 16ytad, silla Jacobiaani J; on ei-negatiivinen funktio, joka ei ole
vakiokuvaus nolla. T&lloin jokaisella r» > ry patee epayhtalo
Ay (B™(0,71))

= > C(n, M, K,b) ||‘]f||b,B"<0

) Z C(?’L,M, Ka b) ||Jf||b,B"(0,%0) ’

.,
'3
Néin ollen pétee arvio

lim inf —Af(B (0,7))

r—00 7“5

> C(n, M, K,b) ]]Jf\|b73n(07%0) > 0.
Tama paattasd todistuksen. O

8.3 Kohomologisen arvojenjakautumisrajan olemassao-
lo

Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K > 1ja f: R" — M K-kvasisdannollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus. Olkoon
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1< < g sellainen, ettd H* (M) # 0. Téassé alaluvussa osoitetaan, etté talloin on olemassa
kuvauksen f ¢:s kohomologinen arvojenjakautumisraja

L: HY (M) — L7 (B"(0,1), A“(R")).

Kohomologisen arvojenjakautumisrajan L ominaisuuksista ei kuitenkaan voida vield sanoa
mitdan. Lauseen 7.22 todistukseen tarvitaan enemmaén tydkaluja, jotka esitelldédn seuraa-
vassa alaluvussa.

Seuraava madaritelmé yksinkertaistaa merkintoja.

Maaritelma 8.8. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtenédinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1ja f: R® — M K-kvasisddnnollinen kuvaus, joka ei ole
vakiokuvaus. Olkoon (B, )men jono kuulia B, = B™(Zy, ). Jonon (By)men indusoima
kuvausjono (fm)men on jono kuvauksia f,,: B"(0,1) — M, jotka on mééritelty kaavalla

fn = fon - Télloin merkitdin (fo,)' = (for )

Taman alaluvun térkein sisialté on seuraavassa lemmassa. Kyseessé on uudelleen muo-
toilu lemmasta |14, Lemma 4.1, s. 875].

Lemma 8.9. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisdinnollinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Olkoot (By)men jono kuulia ja (fm)men kuulien indusoima kuvausjo-
no. Olkoon 1 < £ < % ja olkoot (ou, ..., o) avaruuden H'(M) jono ja (Bi,...,[Bk) sen
duaalijono. Talloin jokaisella m € N ja jokaisella i = 1,...,k on olemassa sellainen dif-
ferentiaalimuoto u® € L7t (B™(0,1), A" C"1(R™)), etti du™ = (fm)'B; heikossa mielessi.

Lisdksi jokaisella i = 1,. ..,k siirtymdlli jonojen ((fm)'@:)men ja ((fm)'Bi)men o0sajo-
nothin pdtee:

(i) On olemassa sellainen muoto i € L7(B™0,1), A“(R™)), etti (fm) i suppenee muo-
toon 1; heikosti avaruudessa Lt (B™(0,1), A*(R™)).

(ii) On olemassa sellainen muoto 0; € L7t (B™(0,1), A" Y(R™)), etti (f)'3: suppenee
muotoon 0; heikosti avaruudessa L7~ (B"(0,1), A"~*

( (R™)).
(

(iii) On olemassa sellainen muoto u; € La-t(B™(0,1), A" "1 (R™)), etti u™ suppenee
muotoon u; avaruudessa L= (B"™(0,1), A»~"1(R")).

(iv) Joukossa B"™(0,1) pdtee du; = 0; heikossa mielessd.

Huomautus 8.10. Merkitéén jonojen ((fm)'@:)men ja ((fin)'Bi)men 0sajonoja ((fim,) ) en
a (( fmj)'ﬁ,) jen samoin kuin alkuperéisiéd jonoja.
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Todistus. Olkoon i € {1,...,k}. Olkoot
T: L==(B™(0,1), A" “(R")) — Wha=(B"(0,1), A" “"1(R"))

kuulan B™(0,1) (n — £):s Poincaré-operaattori ja u® = T((fn)'5;) jokaisella m € N.
Koska lemman 7.20 perusteella pitee d((f,,)'3;) = 0 heikossa mielesss jokaisella m € N,
niin lemman 5.40 nojalla pétee du’™ = (f,,)'5; heikossa mielessil jokaisella m € N. Téten
on osoitettu lemman ensimmainen véite.

Siirrytéén sitten todistamaan lemman alakohtia. Késitelladn ensimmaéisené kohdat (i)
ja (ii). Lemman 7.20 nojalla jonot ((fmn)'@i)men C L7 (B™(0,1), A“R™)) ja ((fm)'Bi)men C
L»—7(B™0,1), A" *(R")) ovat rajoitettuja.

Banachin-Alaoglun lauseen nojalla on olemassa sellainen osajono ((fm,)';)en ja sel-
lainen differentiaalimuoto n; € L7 (B™(0,1), AY(R™)), ettd (fn,) oy suppenee muotoon 1;
heikosti avaruudessa L7 (B"(0,1), AY(R")).

Edelleen on olemassa osajonon ((fm,)'3i)een € Lo (B™(0,1), A" *(R")) sellainen osa-
jono ((fm,.)'Bi)sen ja sellainen differentiaalimuoto 6; € L#=2(B™(0,1), A" “(R")), etti
(fm.,)'B; suppenee muotoon 6; heikosti avaruudessa L#7(B™(0,1), A" {(R™)).

Kohtaa (iii) varten osoitetaan, etté jono (u/*)meny C Wha—2(B*(0,1), A" *~1(R™)) on
rajoitettu. Téalloin lauseen 4.9 ja korollaarin 4.10 nojalla on olemassa on sellainen osajono
(u]"*" )pen ja differentiaalimuoto u; € La—(B™(0,1), A" *"1(R")), etté u, ™" suppenee
muotoon u; avaruudessa L7 (B™(0,1), A" ~1(R")). Proposition 5.41 ja lemman 7.20
nojalla saadaan arvio

m
| |uz HWLﬁ (B"(o,l),A"—f—l(R”))

IA

2 H ui ||W1’ﬁ(B”(O,l),A”_Z_l(R”))

< C(n,ﬁ)H(fm)!ﬁiHﬁ,B"(OJ)

n—~

< Cn0)llall, K5
Voidaan siirtyd kohtaan (iv). Olkoon w € Q£(B™(0,1)). Télléin

)

/ u; Ndw = lim u, T A dw = lim du;" " A w
B"(0,1) =0 JBn(0,1) =0 JBn(0,1)

— I -1 n—~¢ o ! ’ —(—1 n—¢ 02 )
m 0 B he = [ e

r—>00
Tama paattaa todistuksen. O

Korollaari 8.11. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R® — M K-kvasisidnnollinen kuvaus, joka
ei ole vakiokuvaus. Olkoon 1 < { < % sellainen, ettd HZ(M) % 0. Tdlloin on olemassa
kuvauksen f £:s kohomologinen arvojenjokautumisraja

L: HY(M) — L7 (B"(0,1), A“(R")).
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Todistus. Lauseen 8.7 nojalla kuulien (B"(0,m))men jono on sellainen, ettd A(B™(0,m))
— 00, kun m — oo. Olkoon kuvausjono (f,)men kuulien (B™(0,m))nmen indusoima.
Olkoon (av,...,a;) avaruuden H*(M) kanta. Olkoon (B"(0,m;))jen sellainen kuulien
(B™(0,m))men 0sajono, ettd jokaisella i = 1,...,k on olemassa rajamuoto »; kuten lem-
massa 8.9. Télloin kuvaus

L: HY(M) — L%(B™(0,1), A“(R™)),

joka on madritelty kaavalla
k k
sz‘az‘ = sz‘%
i=1 i=1

on kuvauksen f /:s kohomologinen arvojenjakautumisraja. ]

8.4 Tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia

Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtenédinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K > 1 ja f: R® — M K-kvasisadnnollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Olkoon 1 < ¢ < % sellainen, ettéd H*(M) # 0. Télloin korollaarin 8.11 nojalla on olemassa
kuvauksen f ¢:s kohomologinen arvojenjakautumisraja

L: HY (M) — L7 (B"(0,1), A“(R")).

Kohomologinen arvojenjakautumisraja L ei valttamétta ole kuten lauseessa 7.22. Halu-
tunlaisen kohomologisen arvojenjakautumisrajan saamiseen tullaan kayttamadn lemmaa
8.9 tietynlaiseen jonoon kuulia.

Maaritelma 8.12. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtenéinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1ja f: R® — M K-kvasisddnnollinen kuvaus, joka ei ole
vakiokuvaus. Olkoon D > 1. Jono (B,,)men euklidisen avaruuden R" kuulia on (vakiolla
D) Ag-tuplaavasti rajatta kasvava, jos Ag(B,,) — oo, kun m — oo, ja jokaisella m € N
patee

(8.13) Af(Bn) < DA, (%Bm) .

Maéritelmé 8.12 on mielekis seuraavan lauseen seurauksena; katso [3, Lemma 2.1, s.
617].

Lause 8.14. Olkoon A sellainen avaruuden R™ Borel-mitta, ettd A({x}) = 0 jokaisella
x e R", A(B™(0,1)) — o0, kunr — o0, ja A(B) < oo jokaisella kuulalla B C R™. Tdalldin
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on olemassa sellainen vakio D(n) > 1, ettd jokaisella L > 0 on olemassa sellainen v € R™
ja sellainen r > 0, ettd pdtee

A(B"(z,r)) > L ja A(B"(x,8r)) < D(n)A(B"(x,r)).

Korollaari 8.15. Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisdinnollinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Oletetaan, ettd HY(M) # 0 jollakin 1 < ¢ < 5. Tdlloin on olemassa
vakiolla D(n) Ag-tuplaavasti rajatta kasvava jono (By,)men kuulia jollakin D(n) > 1.

Todistus. Lauseen 8.7 nojalla avaruuden R" Borel-mitta Af toteuttaa lauseen 8.14 ole-
tukset. Téten on olemassa sellainen vakio D(n) > 1, ettd voidaan valita sellainen jono
(Bm)oo_y kuulia, ettd

Af(f?m) >m ja Af(8Bm) < D(n)Af(Bm)
jokaisella m € N. Merkitidén B,, = 8B,, jokaisella m € N. Koska A¢(B,) > Af(Bm) >m
ja

2
jokaisella m € N, niin D(n) on haluttu vakio ja (By,)men on haluttu jono. O

Ay(Ba) < D) Ay(B) < DA, (4B,) = D) 4; (55 )

Lauseen 8.14 todistusta varten etsitdén sellainen D(n) € N, ettad jokainen r-sateinen
kuula B C R" voidaan peittad J5-siteisilla kuulilla B" (ml, 16) .., B" (ZL“D( ) 16) missé,
Xy, s D) € B.

Olkoon B™(x,r) kuula. Soveltamalla lausetta [8, Theorem 1.16, s. 8] kokoelmaan F =
{B" (y, 1) : y € B"(x,r)} saadaan sellainen osakokoelma G C F, etté

r CUB
Beg

ja kokoelman {IB B e g} kuulat ovat erillisia.
Koska L B C B™ (a: —T) jokaisella B € G, niin kokoelman G on oltava déarellinen, sillé

116
muuten patlsl
17
B < < o0.

BEQ
Néin ollen kokoelma G on muotoa {Bj, ..., By}. Lisiksi pétee epayhtalo

<%)nrn\3”(o,1)| ‘B” <x —r)’
_ i( )n< ) |B™(0,1)| = k(%)nr"!B”(OJ)\,

=1

87



joten k < 85™. Voidaan siis valita etsityksi vakioksi esimerkiksi D(n) = 85".

Lauseen 8.1} todistus. Olkoon D(n) = 85". Tehdéén vastaoletus, ettd on voidaan va-
lita sellainen L > 0, ettd yhdellakddn kuulalla B C R™ ei voi péted sekd A(B) > L
ettd A(8B) < D(n)A(B). Valitaan sellainen r > 0, ettd A(B™(0,7)) > L. Merkitaén
By = B™(0,r). Nyt vastaoletuksen nojalla A(8By) > D(n)A(By). Valitaan sellaiset pis-
teet T1,...,Tpm) € 8By, etta

D(n)
8By C | ) B"(x.7/2).

v=1

Valitaan sellainen y; € {z1,...,Zpe)}, etté

1§151gaDX(n)A(Bn(IV’T/2)) = A(B"(y1,7/2)).
Talloin .
A(8By) < Z A(B™(z,,7/2)) < D(n)A(B"(y1,7/2)).

v=1

Téten kuulalle By = B™(y,,7/2) patee

A(By) > ﬁA(SBO) > A(By) > L.

Vastaavaa padttelyd voidaan kiyttaa induktiivisesti, jolloin saadaan jono (¥, )men, missa
Ym € 8By, jokaisella m € N ja kuulalle B,,, = B"(y,,,/2™) pétee A(B,,) > L jokaisella
m € N. Nyt perédkkiisille termeille patee |ym,i1 — ym| < 8727™ jokaisella m € N. Téaten
saatu jono (Ym)men on Cauchy, silld geometrinen sarja > -, 27 suppenee. Néin ollen
on olemassa raja-arvo lim,, .o ¥m = 2o, misséa zg € R™.

Jokaisella 6 > 0 on olemassa sellainen ms € N, ettd B,,, C B™(z,0). Téten jokaisella
d > 0 pétee A(B"(20,9)) > L. Koska (B"(z0,0))s=0 on laskeva jono &érellismittaisia
joukkoja, niin talloin saadaan arvio

A{z}) = (ﬂ B" (2,0 ) = lim A(B"(20,0)) > L.

6>0

Néin ollen on saatu ristiriita, silla L > 0. Téma paattaa todistuksen. O]
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8.5 Kuvausjonon tasanjakautuminen

Olkoot n > 2 ja M yhtenéinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K > 1 ja f: R®™ — M K-kvasisadnnollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Olkoot (By,)men As-tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia ja ( f,,)men kuulien indusoima,
kuvausjono. Lemman 7.15 perusteella kuvausjono (f,)men on jono K-kvasisddnnollisia
kuvauksia f,,: B"(0,1) — M, jotka eiviit ole vakiokuvauksia.

Olkoon ¢ € C*(M, R) sellainen funktio, etté [,, cvoly = p(M), missé p on Riemannin
mitta monistolla M. Funktio ¢ on siis sellainen, etté silla kerrottaessa tilavuusmuoto voly,
muuttuu pisteittédin, mutta sen integraali yli moniston M séilyy. Syntyy siis luonnollinen
kysymys, miten funktiolla (co f,,) kertominen vaikuttaa differentiaalimuodon (f,,)* voly,
integraaliin kuulassa B"(0, 1). Seuraava propositio vastaa kysymykseen yleisemméssé ti-
lanteessa, missé jonon K-kvasisaénnollisid kuvauksia ei tarvitse olla A-tuplaavasti rajatta
kasvavien kuulien indusoima; katso [14, Proposition 3.3, s. 873].

Propositio 8.16. Olkoot n > 2 ja M yhtendinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja (fim)men sellainen jono K -kvasisddnnollisid kuvauk-
sia fm: B™(0,1) — M, etti kuvaukset eivit ole vakiokuvauksia ja an Jy,, — 00, kun
m — oo. Olkoon ¢ € C°(B"(0,1),R) sellainen, ettd

an(01 VI,
mGN ano1 Tt

(0,1)

(8.17) > 0.

Jos w € Q"(M) on sellainen, etti [,,w = u(M), missd p on Riemannin mitta monistolla

M, niin tdlloin
fB”(O,l) wn(fm>*w _1 o O
an(o,1) Yy,
Todistus. Koska [, (volyy —w) = 0, niin lauseen 3.2 nojalla 0 = [voly; —w] € H™(M). Siis

volyr —w = dr jollakin 7 € Q" 1(M). Merkitddn B = B"(0,1). Nyt lauseen 7.13 nojalla
(fm)*(dT) = d((f1)*T) heikossa mielessd jokaisella m € N, joten yhtdlosta (5.11) saadaan

lim
m—00

(fm)*(dT)

w AN d((fm)'T

w/\fm (dr)

dy™ A (fm)'T
B

jokaisella m € N. Koska di)™ = ny"Ldi) ja (f,,)*(volpr —w) = (fm)*(d7) jokaisella m € N,
niin saadaan

/ G A (f)' T

/T/J" fm)" (volys —W)'
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jokaisella m € N. Kayttaméalla nyt epayhtaloda (5.5) ja Holderin epayhtélod saadaan jo-
kaisella m € N arvio

n /B G A (f)'T

n n=lq m) T
< /Bw (dib A (f)*7]
scmwéw"menWﬂ

n—1

< Cn)[|dyl], 5 (/B(w”‘lwm)*ﬂ)&) n

n—1

= il ([ o 1arrl)

Lisdksi epayhtéloiden (7.9) ja (7.7) nojalla saadaan jokaisella m € N arvio

n—1

(/¢"ﬂ1 ) §</¢” )7l 1Dl 72 )%1
=<wmmu(LwWmeyv

7mmu(LWW#J”
_ mmwwwﬁﬁ(éwwn)".

Yhdistamaélla aiemmat vélivaiheet on saatu jokaisella m € N arvio

scmmwmﬂmuKT(wag -

Yhtélon (2.16) nojalla tutkittavalle erotukselle pétee

Jp " (fm)"w Jp " (fm)'w — [ 0" Ty,
fB ¢”me fB 7W/Jn‘]fm

— (/sznjfm)_l /Bw”(fm)*w—/B@b”me
::(L¢wﬁ)44ywnmw—éw%mewﬂ
_ <é¢mm)q‘éwﬂhfﬁdM—m
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(8.18)

Aw%mmmw—w

_1‘ _




jokaisella m € N jolloin epéyhtéldiden (8.18) ja (8.17) nojalla pétee

[0 (fin)*w ot < / )‘i
B T ) < Cn)||dl], g Tl K "Iy,
Ty, () [|dl],, 5 [I7]] Vs
< o) ldull, p li7ll., K5 ( / me) o,
kun m — oo. Vaite on todistettu. ]

8.6 Rajamuotojen degeneroituvuus

Olkoot n > 2 ja M yhtenéinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K > 1 ja f: R®* — M K-kvasisdédnnollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Olkoot (B,)men Aj-tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia ja ( fi,)men kuulien indusoima
kuvausjono. Olkoon 1 < ¢ < 2 ja olkoot (v, . . ., ay) avaruuden H*(M) jono ja (B, ..., Bk)
sen duaalijono. Olkoot 7; ja 6; rajamuodot kuten lemmassa 8.9 jokaisella i = 1,... k.

Olkoot 7 € {1,...,k} jaj € {l,..., k}. Tésséd alaluvussa esitetddn kaksi erittdin tér-
keétéd tulosta rajamuotojen 7; ja ¢; degeneroituvuudesta. Ensimméinen lemma on tulos
differentiaalimuotojen ¥ ((f,n)'c:) A ((fm)'53;) integraalien suppenemisesta differentiaali-
muodon ¥n; A ; integraaliin jokaisella ¢p € C>°(B™(0,1),R); katso [14, Lemma 4.2, s.
877]. Toinen lemma osoittaa, ettd rajamuotojen n; ja 6, pisteittdinen ulkoinen tulo on
nolla melkein kaikkialla, jos i # j; katso [14, Lemma 4.3, s. 878|.

Lemma 8.19. Olkoot n > 2 ja M yhtendinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R"™ — M K-kvasisdinnollinen kuvaus, joka et
ole vakiokuvaus. Olkoot (By,)men Af-tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia ja (fm)men
kuulien indusoima kuvausjono. Olkoon 1 < € < 2 ja olkoot (ou, . .., oy) avaruuden H*(M)
jono ja (B1, ..., Px) sen duaalijono. Tdlldin jokaisellai =1, ...k ja jokaisellaj =1,... k
patee

lim U((fm) i) A ((fm)'B;) = / Y N 0,

m=00 JBn(0,1) B7(0,1)

jokaisella ¢ € CX(B"™(0,1),R), missd n; ja 0; ovat rajamuodot kuten lemmassa 8.9.

Todistus. Olkoot i € {1,...,k}jaj € {l,...,k}. Olkoon ¢ € C*(B™(0,1),R). Merkitdan
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B = B"(0,1) ja arvioidaan

") —/¢ () e) A ((F)'55)

_/¢ (fim)'i) A 6; +/w (fm)'i) A (0 — (fm)'B;)

IN

/w (fm) i) A0

m az - (fm)'ﬂj)
/B (W (f)' ) A d(t; — u)

_ /B(m—(fm>!ai>/\<¢9j) +

jokaisella m € N, missé muodot u; ja u]* ovat kuten lemmassa 8.9.

Osoitetaan, ettd oikean puolen molemmat termit suppenevat nollaan Koska (fn)'a;
suppenee muotoon 7; heikosti avaruudessa L7 (B, A‘(R™)) ja ¢0; € Lw—t(B, A" (R")),
niin summan ensimmaéinen termi suppenee nollaan.

Lemman 7.20 nojalla differentiaalimuoto (f,,)'a; on heikosti suljettu jokaisella m €
N. Talloin kiyttdmalli lemmaa 5.13 differentiaalimuotoon (f,,)'e; ja testifunktioon 1)
saadaan, ettd pitee 1(f,)'c; € W7 (B, AY(R™)) ja d(¥(fm)' ) = dip A((fin)'a;) heikossa
mielessd jokaisella m € N. Nyt lemman 5.20, epdyhtélon (5.5) ja Holderin epéyhtalon
nojalla jokaisella m € N saadaan arvio

/B () 0i) A d(u; — )

[ () A s = )
[ A (Y (o =)
< [ Jawn (o) A tay =)
< C(n)/]3!d¢|’(fm)!ai||“j_ 7

< e ([ Qaatlima®) =l .,

Koska ¢ € C°(B,R), niin on olemassa sellainen vakio L > 0, ettd |dy|(z) =
[(d))u|| g2 gy = [Dp(z)| < L jokaisella z € B. Téten lemman 7.20 perusteella pétee

(/B (1] |(fn)'es]) * )Z s =] oy < CON ot o K5 oy = ||, =0,

kun m — oo. O
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Lemma 8.20. Olkoot n > 2 ja M yhtendinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisadnnollinen kuvaus, joka et
ole vakiokuvaus. Olkoot (B,)men Ag-tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia ja (fm)men
kuulien indusoima kuvausjono. Olkoon 1 < £ < % ja olkoot (a, ..., ay) avaruuden H*(M)
jono ja (B, ..., Bk) sen duaalijono. Tdlloin jokaisella sellaisella i =1, ...,k ja jokaisella
sellaisella j =1,...,k, ettd i # j, pdtee

i A Oj(x) =0
melkein jokaisella x € B™(0,1), missd n; ja 0; ovat rajamuodot kuten lemmassa 8.9.

Todistus. Olkoot i € {1,...,k} ja j € {1,...,k} sellaisia, ettd i # j. Olkoon ¢ €
C>*(B™(0,1),R). Osoitetaan, etté

/ 77D7]Z VAN Hj =0.
B"(0,1)

Lemman 8.19 perusteella riittda osoittaa, etta

lim U((fn)'ei) A ((fn)'B5) = 0.

Koska jono (f, ..., (k) on jonon (o, ..., ) duaalijono ja i # j, niin

/ Wa,; Nwg, = 0.
M

T&llsin proposition 3.2 nojalla on olemassa sellainen 7 € Q"1 (M), ettd dr = w,, A wg; -
Nain ollen jokaisella m € N saadaan yhtéasuuruus

(') AUn)B) = (Ap(Bu) ™% (), ) A (Ap(Bu) T (i) s,

m(fm) (Wa; Awg;) = A,(Bo) (fm)"(d7).

Koska proposition 7.13 nojalla pétee (f,)*(d7) = d((fn)*7) heikossa mielessi jokaisella
m € N niin

m) (dT) = d((fm)'T —(=1)" VT Ad
/B”(O,l)w(f)( ) /B"(O,l) (Fm)m) Aot = A )/ (fm )7 i)

Bn(0,1)

jokaisella m € N.
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Nyt jokaisella m € N epéyhtélostéa (5.5), Holderin epayhtalosta ja epayhtalosta (7.19)
seuraa arvio

/ (o) A dw‘
B (0,1)

IN

[ adel <0 [ ()Tl
Bn(0,1)

B"(0,1)
C) |(fm) Tl s nio,1) 141 5 0,1)

< OOl K Ap(Ba) ™ [l 0,1 -

IN

Néin ollen on osoitettu, ettéa

/Bn(o . Y((f) i) A ((fin) B))] < Ap(Bun) 7 C(n) |I7llog K5 [|d]],, gy — O

kun m — oo.

8.7 Rajamuotojen pisteittainen vapaus

Olkoot n > 2 ja M kompakti, yhtendinen ja suunnistettu n-ulotteinen Riemannin monisto.
Olkoot K > 1 ja f: R®* — M K-kvasisadnnollinen kuvaus, joka ei ole vakiokuvaus.
Olkoot (B,,)men Aj-tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia B,,, = B"(Zy,, m) ja (fm)men

kuulien indusoima kuvausjono. Olkoon 1 < ¢ < 2 ja olkoot («v, . . ., o) avaruuden H*(M)
jono ja (B1,...,Bk) sen duaalijono. Olkoon 7; rajamuoto kuten lemmassa 8.9 jokaisella
1=1,..., k. Téassé alaluvussa oletetaan, ettd pétee

!{x € B"(0,1): jono (mi(x),...,m(x)) € A“R™) on vapaa}| =0

ja todistetaan kaksi lemmaa; katso [14, Corollary 4.4, s. 879| ja [14, Lemma 5.1, s. 879|.
Lauseen 7.22 todistus on ristiriitatodistus, missé ristiriita saadaan naistd lemmoista.

Lemma 8.21. Olkoot n > 2 ja M yhtendinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen Rie-
mannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R® — M K-kvasisiannollinen kuvaus, joka ei ole va-
kiokuvaus. Olkoot (By,)men Af-tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia By, = B™(Zp, ')
ja (fm)men kuulien indusoima kuvausjono. Olkoon 1 < £ < % ja olkoot (au, ..., o) ava-
ruuden H (M) jono ja (Bi,...,Bk) sen duaalijono. Mddritelliin jokaisellai = 1,...,k ja
jokaisella m € N joukot

D; ={x € B*(0,1): n; AOi(x) =0} ja D" =z, + 1D,
missd n; ja 0; ovat rajamuodot kuten lemmassa 8.9. Olkoon

F={x€B"0,1): jono (m(x),...,m(z)) C A“(R") on vapaa} .
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Oletetaan, ettd |F| = 0. Tdlloin jokaisella m € N pdtee epdyhtald

62 3 (55) <2 fo”

Todistus. Méaaritellddn jokaisella ¢ = 1, ...,k ja jokaisella j = 1, ..., k joukko
E;; ={x € B"(0,1): n; N§;(z) = 0}.

E=()E;.

i#]

T&lloin lemman 8.20 nojalla patee epayhtalo

Merkitaan

|B"(0,1)\ E| =

<D B0, 1)\ Byl =0.

i#]

Uz 0,1\ Ey)

i#]

Olkoot * € E\ F ja V = span(n(x),...,n(x)) C A*(R"). Koska z ¢ F, niin on
olemassa sellainen vektoriavaruuden V' kanta (1, (z),...,n:., (z)), ettd s < k. Néin ollen
on olemassa sellainen n;, & {n;, (x),...,n.(z)}, etta

S

MNiy = Z Ct, Tty -

v=1

Koska = € E, niin saadaan yhtasuuruus

S

Mg A eio (I) = thﬂ?tu A eio (I) =0.

v=1

Téten on osoitettu, ettd £\ F' C Ule D,. Télloin saadaan arviot

B"(0,1) (UD)

< [B"0, D\ (E\ F)[ < [B"(0,1)\ E[+[F| =0

ja
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Néin ollen on osoitettu yhtéasuuruus

1 1 g 1 g fr1
‘53m = [5Bn N <1L2J1D;"> +|5Bm \ (Qw)‘ — szl (iBmﬂD;”) :
jolloin voidaan tehdéa arvio
1 k
& (iBm) - /éBm = /fl(éBmmD;ﬂ) s ; /éBmmD;ﬂ I

]

Lemma 8.23. Olkoot n > 2 ja M yhtendinen, suunnistettu ja kompakti n-ulotteinen
Riemannin monisto. Olkoot K > 1 ja f: R" — M K-kvasisdinnollinen kuvaus, joka ei
ole vakiokuvaus. Olkoot (By,)men vakiolla D Ag-tuplaavasti rajatta kasvava jono kuulia
By = B™(Tm,Tm) ja (fm)men kuulien indusoima kuvausjono. Olkoon 1 < £ < % ja ol-
koot (auy,...,a) avaruuden H*(M) jono ja (Bi,...,Bk) sen duaalijono. Olkoot n; ja 6;
rajamuodot kuten lemmassa 8.9 jokaisella i = 1, ..., k. Olkoon

F={xeB"0,1): jono (m(x),...,m(z)) C A“(R") on vapaa} .

Oletetaan, etti |F| = 0. Tdlloin on olemassa sellainen indeksiig € {1,...,k} ja sellainen
kuulien (By,)men 0sajono, ettd jokaisella € > 0 on olemassa sellainen kompakti joukko E
ja sellainen avoin joukko U, etti E C B™(0,5) N D;, C U C B"(0,1),

Ay (Bm)
8.24 Jp > ——"
(8.24) /xmme 7= "2%D
jokaisella m € N ja
(8.25) / iy A | < <.
U
Todistus. Méaaritellddn jokaisella ¢ = 1, ..., k ja jokaisella m € N joukot

D;={x € B"(0,1): n; AN0;(x) =0} ja DI =uz,+r,D;.

Kayttamalla epéayhtélod (8.22) saadaan jokaisella m € N arvio

k
1
Af(ﬁBm)S E ) Jfgklrgaé/ Jf:k’/ Jf
i—1 Y 5BmND™ sshJLB,nDr $BmND
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jollakin 1 < 4, < k. Talléin on olemassa sellainen kuulien (B,,)men 0sajono (Bp,;)jen
ja sellainen indeksi iy € {1,...,k}, ettd i, = i¢ jokaisella j € N. Merkitdén osajonoa
(Bm,)jen samoin kuin alkuperédistd jonoa (B,)men. Nyt epéyhtélon (8.13) nojalla jokai-
sella m € N pétee arvio

As(B Af (iB,,
k/'D k iB,.nD™

Olkoon & > 0. Koska |n;, A 6;,] € L'(B"(0,1)), niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd

/ |77i0 /\Qio| <é€
G

1
'3
mitallinen, niin on olemassa sellainen avoin joukko U C B"(0,1), ettd B" (0, %) NnD,, cU
ja |UN\ (B™(0,3) N Dy,)| < 6. Téllsin

/ |77i0 A 91’0‘ = / ’771'0 A eiol _'_/ |77i0 A 92’0‘ <E.
U U\(B™(0,3)NDsy) B*(0,4)nD

0

Etsitdan sitten sopiva joukko E. Mitallisuuden nojalla jokaisella & > 0 on olemassa
sellainen kompakti joukko E(£) € B™ (0,3) N Dy, ettéd [(B™ (0,3) N D) \ E(§)| < &
Merkitéén Ef" = @p, + 1 E(€) ja G = (3Bm N DY) \ Ef* jokaisella m € N. Tilloin
jokaisella m € N pétee epéayhtalo

(8.27) G| =, (B” (0, %) N Di0> \E(f)‘ <rte.

Olkoon b > 1 kuten propositiossa 8.5. Kayttamélla nyt Holderin epayhtélod, epayhta-
164 (8.27) ja epédyhtilod (8.6) saadaan arvio

: :
b—1 1 b
R m?w)</ ﬁ) smﬁfb€f</' ﬁ)
Gy am 1Bm

3
1 b1
~B,| —
2 |Bnl| JB,,

b—1

< Cn, M, K,b)(r7) 7 ¢

Jy

= Ol M D)) T T (F) ()45 (B)
= C(n,M,K,b)¢5 Ap(B,,)

jokaisella m € N.
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Olkoon & > 0 sellainen, ettd & < (2kDC(n, M, K, b)) v-1. Télléin on osoitettu, etté
patee epayhtalo

Af(Bm)
2 <
(8.28) Gme_ L

jokaisella m € N. Néin ollen epayhtéloistd (8.26) ja (8.28) seuraa arvio

A¢(B,, As(Bp
Jng/m ﬁ_/ h+/ fSJLJ+/ J;
kD L BpD} m LB, ADP ) NE" 2kD m

jokaisella m € N. Vahentamalla puolittain termi Agfl}) jokaisella m € N ja valitsemalla

E = E(&) saadaan osoitettua epayhtélo (8.24) jokaisella m € N. Koska joukko E toteuttaa
muutkin vaaditut ominaisuudet, niin todistus on valmis. H

8.8 Lauseen 7.22 todistus

Korollaarin 8.15 nojalla on olemassa vakiolla D(n) Aj-tuplaavasti rajatta kasvava jono
(Bim)men kuulia B, = B"(x,, ) jollakin D(n) > 1. Olkoon kuvausjono (f;)men kuu-
lien (B, )men indusoima. Olkoot (s, ..., ay) avaruuden HY(M) kanta ja (B, ..., Bk) sen
duaalijono. Lauseen 3.7 perusteella kannan duaalijono on olemassa. Olkoon (B, ):en sel-
lainen kuulien (B,,)men 0sajono, ettd jokaisella i = 1,..., k on olemassa rajamuodot 7; ja
0; kuten lemmassa 8.9. Talloin kuvaus

L: HY(M) — L#(B"(0,1), A(R")),

joka on maéritelty kaavalla

k k
Zpiai — Zpﬂ?i,
i=1 i=1

on kuvauksen f ¢:s kohomologinen arvojenjakautumisraja. Riittda osoittaa, etta |F'| > 0,
missa

F={x € B"0,1): jono (Lay(z),...,Lay(z)) C A(R") on vapaa} .

Mielivaltainen avaruuden H‘(M) kanta voidaan palauttaa kantaan (o, ...
vaihdolla. Tehddén vastaoletus, ettd patee |F| = 0.

Lemman 8.23 nojalla on olemassa sellainen indeksi iy € {1,...,k}, sellainen kuulien
(B, )ten 0sajono (B, )sen, sellainen kompakti joukko E ja sellainen avoin joukko U, etté
E cUc B™0,1),

52 Lo 00
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jokaisella m € N ja

1
(5.30) [ 1o n0l < gpmr

missé ;o on Riemannin mitta monistolla M. Merkitdin osajonoa (B, )sen jatkossa samoin
kuin alkuperéista jonoa.

Olkoon ¢ € C(B™(0,1),R) sellainen funktio, ettd 0 < 9 (z) < 1 jokaisella z €
B™(0,1), ¥(z) = 1 jokaisella x € F ja ¢(x) = 0 jokaisella x € B™(0,1) \ U. Koska
epdyhtalon (8.29) nojalla saadaan arvio

fB”(O,l) Vs, _ me(w OTa:_Tnl,rm>an > fmerrmE Jy > 1

8.31 . .
. Jon 0.1y Tt I, s Af(Bn) = 2kD(n)

jokaisella m € N niin funktio ¢ toteuttaa epayhtalon (8.17). Merkitddn v = u(M) ja so-
velletaan propositiota 8.16 differentiaalimuotoon vwe, Awg, . Titen on olemassa sellainen
my € N, etta

fB"(O,l) Q/Jn(fm)*(waio A Wﬂi())

(8.32) -
an(o,l) Yy,

1
.
vl T 2o

jokaisella m > my.
Koska jokaisella m € N pétee yhtélo

1

T B ) g Nsy) = () i) A () B,

niin lemman 8.19 ja epéyhtélon (8.30) nojalla saadaan arvio

1
lim —/ wn fm*wai /\CL)Z. = / wnnl /\(91 S/ ;i /\9Z
m_wo'Af<Bm> Br(0.1) ( ) ( 0 ,30) Bn(0.1) 0 0 U| 0 0’
1
= 8vkD(n)

T&ll6in on olemassa sellainen ms € N, etté

1 1

(8.33) B /Bn(o,n V™ (fn)" (Wazy Awpy,) < TokD ()

jokaisella m > ms..
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Olkoon mg € N sellainen, ettd mg > max{mj, my}. Téll6in epayhtalosta (8.32) saa-

daan arvio
an(0,1) ¢n(fmo)*(wai0 A Wﬂio) S i
fB"(O,I) ¢anm0 - v
Epéyhtaloiden (8.33) ja (8.31) nojalla saadaan arvio
I "o o 00) B L[ )
n - n m (e 77 [B,L
fB"(OJ)d} ‘]fmo an(o,1)¢ meo Af(Bumy) B"(0,1) ’ 0 0
1 1
< 2kD(n)————= —.
(n)4ka(n) 2v

T&amé on ristiriita, joka johdettiin vastaoletuksesta |F'| = 0.
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