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Esittely

Kurss S-114.250 L askennallisen tieteen erikoiskurss kuuluu laskennal -
lisen tekniikan pd&/sivuaineen vaihtoehtoisiin opintoihin.

Kurssin lagjuus on 4opintoviikkoa ja suoritus koostuu harjoituksista
(osuus loppuarvosanassa 40%) ja lopputydsta (60%).

Kevétlukukaudella 1999 luennoitsijana toimii
tutkija Antti Kuronen
Laskennallisen tekniikan laboratorio
puh. 451 4846
e-mail Antti.Kuronen@hut.fi .

L ukujérjestys on seuraavanlainen:
luennot: maklo 12-14 sali H402
to klo 9-10 sali F301
harjoitukset: maklo 12-14 sali H402
Paamaarana on perehdyttaa opiskelija stokastisiin ja jonkin verran myos

deterministisiin simulointimenetel miin ja niiden soveltamiseen fysikaalis-
ten ilmio6iden tutkimisessa.

Materiaalia
Tarkein materiaali on kurssin luentomoniste, jotka on késissési. Muuta
materiaaliajaviitteita |6ydat kurssin kotisivulta
http://www.lce.hut.fi/teaching/S-114.250
Kotisivullaon mm. kurssin ilmoitustaul u.
Kirjoistavoisi mainita seuraavat:

1. M. P. Allen, D. J. Tildesley: Computer Smulation of Liquids.
Varsin kattava ja usein viitattu teos, joka kéasittel ee molekyylisysteemien



iv

siumlointia Monte Carlo - ja molekyylidynamiikkamenetelmilla. (Viitta-
uksissa nimella Allen-Tildesley.)

2. D.W.Heermann: Computer Smulation Methods in Theoretical Physics.
Kirja kasittel ee seka deterministisia (molekyylidynamiikka) etta stokasti-
sia(Monte Carlo, Langevin) simulointimenetelmia. (Viittauksissa nimella
Heermann.)

3. K.Binder, D.W.Heermann: Monte Carlo Smulation in Statistical Phy-
sics: An Introduction. Kirjassa kdydaan |8pi Monte Carlo -menetel man
teoreettisia perusteita statistisen fysiikan sovellutusten kannalta. (Viittauk-
sissa nimella Binder-Heermann).

4. D.Frenkel, B.Smit: Understanding Molecular Smulation: From
Algorithmsto Applications. Kirjargoittuu -kuten nimikin kertoo- mole-
kyylisysteemien simulointiin. Sek& molekyylidynamiikka ettéd Monte
Carlo -menetelmét kaydaan 1&pi. Kirjaan liittyy essmerkkiohjelmia, jotka
voi hakea kirjan kotisivulta osoitteesta http://ct-cr6.chem.uva.nl/
frenkel_smit . (Viittauksissa nimella Frenkel-Smit.)

5. A.Kersch, W.J. Mokoroff: Transport Simulation in Microelectronics.
Kirja kasittelee Monte Carlo -menetelman kéyttda mikroelektroniikan

materiaalien prosessoi nnin ja komponenttien varauksenkuljetuksen mal-
lintamisessa. (Viittauksissa nimella Kersch-Mokoroff.)

Esitiedot ja edellytykset

o Statistisen fysiikan perusteet.
 Jonkin ohjelmointikielen hallinta (C tai Fortran).

- Kurssin laskuharjoituksissa ja varsinkin lopputy6ssa laaditaan ohjelmia,
joten ohjelmointitaito on valttamaton.

 Tietokoneen kayttomahdollisuus.



1 Yleista
1.1 Fysiikan tietokonesimulaatioista

Simulaatioiden (tai laskennallisten menetelmien) asemaa fysiikassavoi parhaiten havainnollis-
taa seuraavalla kuvalla.

LUONTO P ( MALLI
MITTAUKSET SIMULAATIOT TEORIA

EKSAKTEJA
TULOKSIA
MALLISTA

TEOREETTISIA

KOETULOKSET ENNUSTUKSIA

VERTAILU

TEORIAN
TESTAUS

Kuva 1.1: Tietokonesimulaatioiden asema fysiikassa.

VERTAILU

Simulaatioilla voidaan testata seka teorioita ettd mallgja. Ne kaventavat kuilua teorian ja mitta-
usten valilla Toisaalta tma menetelma on algoritminen l&hestymistapa: lopputlokseen e ole

‘oikotietd .

Adgrellisen laskentakapasiteetin vuoksi tutkittavan systeemin koko ja myés ilmién mallintami-
sen aikaskaala ovat rgjoitettuja. Taman vuoks ns. arelliseen koon vaikutusten (finite size
effects) osuutta simulaatiotuloksiin tulisi aina tutkia.

Liséks simulaatioiden stati stisesta luonteesta johtuen tul oksissa on statistista epamaarai syytta.

Simulaation suoritus voidaan jakaa eri vaiheisiin kuvan 1.2 mukaan.



Ali voi olla hwinkin ilmei im. Kiinted ai it . :
el S ik e (S e ne-sonl. Fysikaalen
Otetaan esimerkiksi ns. Isingin malli. Siind systeemi koostuu
‘spineistd’ S, joillavoi ollaarvot +1. Systeemin energiaon *
- _3; SS; | (1.2) Malli
missa summa kay yli 1&hinaapuriparien. +
Numeerinen
‘ ‘ ‘ ? ‘ ‘ algoritmi
? ‘ 1,‘ ? ? ‘ Sim_ul+ointi-
v 4 4 +| 4 3 ohjelma
R I N S +
Tietok -
S T T A ittaus.
Kuva 1.3: Isingin malli

Kuva 1.2: Simulaation suori-
tuksen vai hest.

Isingin mallilla voidaan jossain méarin kuvata ferro-
magneettisia aineita, mihin malli alunperin kehitet- /]\ /]\
tiinkin. Mutta se soveltuu moneen muuhunkin A) ®» (B)
iIImi6on. Esimerkiksi kaksikomponenttista metallise-

osta voidaan kuvata télla mallilla

Numeerisen algoritmin avulla pystytdén laskemaan CA\ (B) ()
mallin antamia tuloksia. Se voi olla esim. algoritmi, v A\ j 8%
jollakuljetetaan systeemia gjassa eteenpain (‘ liikeyh-
talot’) tai jollakéydadn 18pi systeemin faasiavaruutta.

Simulagtioissa ja kokeellisissa mittauksissa on \l/ \[/

samankaltaisia piirteita (raakadatan késittely, statisti- _ ) _
set virheet tuloksissa,...), joten usein simulaatioita ~ KUva 1.4: Kaksikomponenttisen
kutsutaan tietokonemittauksiksi (computer experi- metalliseoksen Isingin malli.,
ments).

1.2 Deterministiset ja stokastiset ssimulaatiomenetelmaét

Simulaatiomenetelmét voidaan tietylla tasolla jakaa deterministisiin ja stokastisiin. Esimer-
Kiksi |askettaessa monen vapausasteen systeemin tasapaino-ominaisuuksia jako on selkeé.

Olkoon systeemin Hamiltonin funktio (eli kokonaisenergia) H , jatilan méarda vektori x



X = (Xp Xy ooy X)) (1.2

missa n on vapausasteiden lukumaéra. Monesti systeemi koostuu N :stéd atomistatai molekyy-
listq jolloin n = 6N ja

X = (r11r21 "'1rN1p11p2’---1pN) . (13)

Usein haluamme laskea tietyn suureen A odotusarvon

A = Z—lz[A(x)f(H(x))dx : (1.4)

Z = z[f(H(x))dx (15)

missa Q on systeemin faasiavaruusja f (H(x)) on todennakdisyystiheysfunktio.

Tama on ns. ensemblekeskiarvo, jota ei suoraan voi laskea simuloimalla, koska koko faasiava
ruutta el voida kaydaldpi. On tyydyttavd enemman tai véhemman edustavaan otokseen.

Deterministinen tapa antaa systeemin oman dynamiikan (liikeyhtal&t) kuljettaa tilavektoria x
halki faasiavaruuden. Ensemblekeskiarvo korvataan aikakeskiarvolla Ay

t
A = tHAXD)r . (1.6)
0

Ergodisuus takaa, etta [AD = A, . Kéytdnnossa on tyydyttava siihen, etta CAO= A, . Tata
menetel méa kutsutaan molekyylidynamiikaks (M D).

Stokastisessa menetel méssi systeemin tiloja x(M generoidaan satunnaisesti Markovin proses-
silla. Useimmiten ollaan kiinnostuneita vain X :n konfiguraatio-osasta eli koordinaateista r; .
Liikemaara voidaan integroida erikseen. Suureen A odotusarvo on nyt

M
A= MLy AXM) . (1.7)
k=1

Tama menetelma on Monte Carlo -smulaatio (M C). Ongelmana on kehittda tehokas algo-
ritmi, jolla kdydaén 18pi faasiavaruuden niita osia, jotka ovat merkittéavia suureen A laske-
misen kannalta. Yksi algoritmi on kanonisen ensemblen yhteydessa kéaytettava Metropolis-
algoritmi:

1. generoi uusi tila: x(M _, x(m+1)

2. laske energiaero AE = H(x(M+1)) —H(x(m)

3.jos AE <0, hyvaksy uus tilatodenndkéisyydelld 1, muuten hyvaksy se todenné-

koisyydella exp(-AE/KT) .



Voidaan osoittaa (ja myéhemmin kurssilla osoitetaan), etta algoritmi generoi tiloja, jotka nou-
dattavat kanonista jakaumaa exp(—H(x)/kT) .

MD-menetelman etuna on, etta silla voidaan tutkia gjasta riippuvia ilmi6itd;, Metropolis-
MC:lla taas ei. Sen avulla toisaalta voidaan tutkia systeemeitd, joilla el varsinaista sisdista
dynamiikkaa ole ollenkaan. Esimerkkiné olkoon Ising-malli:

Higng = —Jgjmgsj—slza 'S = 1 (18)

Lisékss MC-menetelman avulla voidaan systeemiin tuoda esimerkiks kemiallisia vapausas-
teita: algoritmi voi muuttaa atomin tai molekyylin lgjia.

Huomaa, ettayllaolevassa esimerkissi e itse systeemissa (tai sen mallissa) ol lut mitéén stokas-
tista, satunnaista. Integroitaessa faasiavaruuden yli MC-menetelméassa vain kaytettiin satun-
nai sotantaa.

Itse systeemissa voi olla satunnai selementtej &

Esimerkiksi gammaséteilyn etenemisessa valiaineessa vuorovaikutusten valimatka on satun-

Satunnaisuus voi johtua my6s ‘ puutteel lisesta’ mallista: jotkut vapausasteet otetaan huomioon
stokastisina elementteina. Esimerkkin& Brownin liike, jossa valiaineen vaikutus otetaan huo-
mioon Langevinin liikeyht&l 6l1&

av _
me = —WHR() (1.9)

missd y on kitkavakio ja R(t) gasta riippuva satunnaisvoima, jonka statistisista ominaisuuk-
sista tieddmme jotain. Langevinin liikeyhtd 6ita voidaan kéyttéa kuvaamaan systeemia ympé-
réivaa lampokylpya (kanoninen ensemble).

Termi& Monte Carlo kaytetéan varsin erilaisisten stokastisten simulaatiomenetelmien yhtey-
dessa. Karkeasti ottaen voisi sanoa, ettd Monte Carlo -menetelmid ovat simulaatiot, joissa kéay-
tetddn paljon satunnaislukuja.



1.3 Monte Carlo -menetelmén historiasta

Italialainen matemaatikko Lazzerini arvioi piin likiar-

voa heittamalla 3407 kertaa neulan tasavdlisten suorien d Ph = 2
padlle (Buffonin neula). Likiarvoks tuli 3.1415929 ’ md
eli 7 numeron tarkkuudella oikea (sattumalta?). ’

W. S. Gossett (“ Student’) arvioi -jakaumansa korrel aa- / | \
tiokertoimia otantakokeella. \

. . : , ) . Kuva 1.5: Buffonin neula
Lordi Kelvinin assistentti generoi 5000 satunnaista

rataa tutkiessaan hiukkasen ja kaarevan valisia tormé-
yksia

Varsinainen Metropolis-MC kehitettiin Los Alamosissa 50-luvulla. Ensimméinen julkaisu lie-
nee

N. Metropolis, A. W. Rosenbluth, M. N. Rosenbluth, A. H. Teller, E. Teller, Equation of
State Calculations by Fast Computing Machines, J. Chem. Phys., 21 (1953) 1087.

Julkaisussa tutkittiin kaksiulottei sten kovien kiekkojen tilanyhtal 6&.
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Kuva 1.6: Ensimmaéinen M C-julkaisu.



1.4 Esimerkkeja sovellutuksista

Tasapainoilmididen simulaatioista otetaan esimerkiksi
L ennard-Jones-systeemin (L J-systeemin) tilanyhtalo .
L J-systeemi koostuu atomeista, jotka vuorovaikuttavat
LJ-potentiaalin vélityksella

Voory) = 48[59”51 E}p”D . (1.10)

Oheisessa kuvassa on esitetty eri simulaatiomenetel -
milla lasketut tilanyhtalét p(P) [F. F. Abraham Adv.
Phys. 35 (1986) 1.]. Paineen jatiheyden yksikkdinaon
kaytetty LJ-systeemin redusoituja yksikditad. Kuvasta
nakyvat selvasti eri olomuodot sek& kiteen ylkuume-
neminen ja nesteen alijdahtyminen.

Faasitransitiosta olkoon esimerkkina kaasun konden-
soituminen jasen klusterimalli. [F. F. Abraham, J. Vac.
ci. Technol. B 2 (1984)

534.]
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Kuva 1.7: Lennard-Jones -sys-

teemin tilanyhtdl6. MC=Monte
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menetelmia.
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onset of argon vapor condensation. Broken curves: classical theory; full
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20 40 60 80 100 120 full circle are for pure argon, and open circles are for argon in a helium
Temperature (K) . carrier gas [from Garcia and Torrojia (Ref. 16)].

Kuva 1.8: Argonkaasun kondensoituminen.



Esimerkkind kuljetusiimiostd on gamma ja
elektronisdteilyn eteneminen véliaineessa.
Anayyttisten ratkaisutapojen ongelmana on
mm. sekundarihiukkasten synty: elektroni-
gammakaskadi.

absorptio

[1midn M C-simuloinnin periaate on seuraava: heijastuminen apaisy
Seurataan _hlukkasta véaliaineessa vuorovaiku- Kuva 1.9: Sételilyn eteneminen véliaineessa
tuksesta toiseen.

Vuorovaikutusten véali n;n/a}t\kan todenndkdisyys-
jakaumaon P(s) = e ~"/A , missa hiukkasen keskimaarédinen vapaa matka A 0 1/0 jao
on vuorovaikutuksen vaikutusala eli todennakdisyys.

Simuloinnissa generoidaan vélimatkoja s ja

jokaisen vuorovaikutuksen kohdalla arvotaan Vo =
vuorovaikutusmekanismi  (ks. oheinen kuva). /
Hiukkasen uusi suunta ja energia saadaan ko. Y e
vuorovaikutuksen  differentiaalivaikutusal asta \?
Myds mahdollisen sekundaérihiukkasen tiedot Vi /,2/"

otetaan muistiin.

(]
e ot
Kuvassa 1.11 on esitetty muutamia M C-menetel - Y / €
malla simuloituja elektronien ja niiden synnytts: A

mien fotonien ratojar.

Ze. —De-/+
Y1 \ e
_e”‘}, e

Kuva 1.10: Gamma- ja elektronisateilyn
vuorovai kutusmekanismit.

1. Elektronin energialienee muutama sata keV.



Kuva 1.11: Energeettisten (muutama sata keV) elektronien eteneminen vedessa Monte Carlo -
simulaatiolla laskettuna.

Erilaisiakuljetus- ja kasvuilmioita voidaan mallintaa kineettisella Monte Carlolla (KMC). Tér-
keita sovellutuksia ovat mm. diffuusio kiinteassa aineessa, kiteen kasvu, séteilyvaurioiden kul-
keutuminen.

KMC perustuu siihen, ettd kuvaamme systeemia sellaisella tasolla, ettéa voimme erottaa tietyn
joukon diskreetteja tapahtumia E = {e}, e,,...,€\} , joissa systeemi diirtyy tilasta toiseen.
Liséks aikaskaala on sellainen, etta mitk&an tapahtumat eivét tapahdu samanaikai sesti.

Otetaan esimerkiksi kiteen kasvu kaasufaasista. Tapahtumia ovat: adsorptio, desorptio ja ato-
min hypyt pinnalla erilaisissa geometrioissa.

adsorptio desorptio

diffuusio diffuusio

diffuusio

D

SIS A S S S S A RS
SRS A S A S S S S A S

+ 4+
+ 4+



Kuva 1.12: Kiteen kasvatuksessa havaittavat tapahtumat.

Algoritmi tdman toteuttamiseksi vois olla seuraavanlainen:

I. Generoi tasaisesti jakautunut satunnaisluku & 0 [0, Q(C,)) .

ii. Valitse téta vastaava tapahtuma: valitse enssimméinen indeks s, jolle patee
S
z R(CY =€ .
a=1

iii. Etene uuteen konfiguraatioon C, , ; toteuttamallatapahtuma s.

sena. Paivitd Q jamuut tarvittavat tietorakenteet.

Tassa C, on systeemin tilasimulointiaskeleella k, Q(C,) on kokonaistodennékaisyys aikayk-
sikkoakohti, etta systeemi siirtyy johonkin toiseen tilaan ja R,(C,) tapahtuman a todennakai-
syys aikayksikkoéa kohti systeemin tilassa C, .

Liséksi Monte Carlo -menetelmi& voidaan kayttéa kvanttimekaanisten systeemien tutkimiseen
(kvantti-Monte Carlo, quantum Monte Carlo QMC).
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2 Statistista fysiikkaa
2.1 Faasiavaruus

Kertaamme seuraavassa lyhyesti kurssillatarvittavia statistisen fysiikan kasitteita. Pitdydymme
Kl assi sessa stati stisessa fysiikassa.

Statistisessa fysiikassa on viimekadessa kyse siitd, miten aineen mikroskooppisesta kuvauk-
sesta saadaan makroskooppisia (termodynaamisia, mitattavia suureita):

{q,p} (tai{r,p} ) — makroskooppiset suureet
missd g = {qg} ovat systeemin koordinaatitjap = {p;} liikemaarét.

Systeemia kuvaa Hamiltonin funktio (eli kokonaisenergia) H(q, p) . Atomisysteemeille
Hamiltonin funktio on uselmmiten muotoa

N p2
H(a.p) = H(r.p) = Y 5= +V(q) (22)

i=1

Systeemin dynamiikkaa (aikakehitystd) kuvaavat Hamiltonin liikeyht&l ot

. _ 0
U = a—pkH(q, P) (2.2)
P = —5gH(@p) (23)

Y ksinkertai sissa tapauksissa Hamiltonin yhtal 6i sta saadaan Newtonin liikeyhtal 6t

i _ d(myv;) _ 5
S =V —g = YR (2.4)

1%

Jos meilldon N hiukkasta, koko systeemin tilaa voidaan kuvata pisteellal™ 6N-ulottei sessa faa-
Siavaruudessa. Pisteen kulun méardavét liikeyhtal ot.

Olemme luonnollisesti kiinnostuneita jonkin suureen A = A(I") arvosta. Kokeellisesti paa
semme kasiks keskiarvoon:

tape
Aws = A = DA(T(D)] = lim iIA(r(t))dt (2.5)
0

obs = ® tObS

1. Kuten olemme jo todenneet, aina el mallissaole liikeyhta 6ita.
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Simulaatioissatulisi pystya laskemaan A, mikroskooppisesta mallistalahtien.

olla tietyssa faasiavaruuden pisteessa. Talla tavalla pystytéan helpommin laskemaan erilaisia
asioita verrattuna siihen, etta integroismme liikeyhtd6itd. Olkoon meilla suuri médra
(ensemble) samanlaisia systeemeja (mutta eril ai sissa mikroskooppissa tiloissa).
Todennakaisyystiheys p,(I")dlr on verrannollinen faasiavaruuden alkiossa dI" olevien sys-
teemien lukumé&araan. Tiheys p,,, on erilainen erilaisille ulkoisille olosuhteille. Koska piste I
on yhta kuin systeemi, p,..(I") riippuu ajasta.
Tiheydelle p, pétevét séilymislait

i. p kayttaytyy kuten kokoonpuristumaton neste.

d
ii. Systeemeja e havia eika synny: d—f[)ens =0.

0
iii.Taeapaino&saa—fens =0.

Néista voidaan johtaa tiheydelle liikeyht&l 6

d .
apens(r,'[) = —iLlpg(l 1) (2.6)

missa Liouvillen operaattori L on
L=y + e, (2.7)
| |
Statistisessa fysiikassa aikakeskiarvo siis korvataan ensemblekeskiarvolla
Agps = Apns = ZA(F)pens(l') (2.8)

Erés tarkea ja kiistanalainenkin asia on ergodisuus. Jos systeemi on ergodinen, tietysta alkuti-
lasta |8hdettaessa kaydaan 18pi (liikeyhtd 6iden mukaan) kaikki faasiavaruuden pisteet, joissa
Pens ON NOllasta poikkeava.

Todennakdisyystiheydesta kdytetédan myos normittamatonta muotoa

Wens(I)
Qens ’

pens(r) = Qens = Zwens(r) (29)
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Zwens(l')A(I')

Zwens(r)

Tuo normitustekija eli partitiofunktio Q¢ riippuu systeemin makroskooppisista ominai suuk-
sista. Y hteys termodynamiikkaan saadaan méaérittelemalla

(A (2.10)

Wos = —INQq = termodynaaminen potentiaali. (2.11)

Simuloinnin® tarkoitus on yleensa kayda 18pi faasiavaruutta mahdollisimman tehokkaasti kes-
kiarvojen A, laskemista varten

Kuten aikaisemmin mainittiin téhan tehtdvaan on kaks |dhestymistapaa

i. molekyylidynamiikka: [AL

ii. Monte Carlo: [A,, (importance sampling)

Tarkeimmat ensemblet eli ulkoiset ol osuhteen statistisessa fysiikassa ovat
I. mikrokanoninen: hiukkaslukum&arg, tilavuus ja sisdinen energia vakioita (NVE)
ii. kanoninen (NVT): kuten edell&, mutta energian sijastalampdtila vakio
iii. isoterminen-isobaarinen (NPT): kuten edelld, mutta tilavuuden sijasta paine vakio

Iv. suurkanoninen (LV T): kuten kanoninen ensemble, mutta hiukkaslukuméaéran sijasta
kemiallinen potentiaali vakio

(Huom: Seuraavassa symbolilla V merkit&ddn systeemin tilavuutta ja symbolilla U systeemin
hiukkasten vélista vuorovaikutuspotentiaalia.)

2.2 Ensemblet

Miten saadaan nuo tiheysfunktiot p erilaisille ulkoisille olosuhteille?

Gibbsin entropia maéritel|&an

S = —Kg[Pans(M)IN(CNpeng(M))dr (2.12)
missa kg on Boltzmannin vakio.

Mikrokanonisessa ensembl essa systeemin hiukkasl ukumaar, tilavuus ja kokonai senergia ovat

1. Tarkemmin: tasapainosimulaation
2. Katso esimerkiksi L. E. Reichl, A Modern Course in Satistical Physics.
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vakioita (NVE-ensemble) . Tasapainotilassa entropia on maksimissaan ja tiheysfunktion on
oltava normitettu:

r‘[ Prye(F)dr = 1 . (2.13)
H(M) =E

Kaytetdan Lagrangen kerrointa o, etsittdessa tiheysfunktiota:

5 { (0P (1) ~ kP (D) IN(Cpye(M))e | = 0. (214)
H() =E
Tasta edelleen
r{ (0 — kg IN[CNpyye(T)] —kg)dppye(M)dr = 0, (2.15)
H(™) =E

jakoskavariaatio dpy,(I) on mielivaltainen, on integrandin havittava

Saamme siis
KH() =E
M = ) 2.17
Prve(l) Eo,muulloin ( )

Normitusehdon huomioonottaen saadaan lopulta

0 1 B
prnve(l) = IR(E VY, N)’H(r) -E (2.18)

|:| .
0 O0,muulloin

Kanonisen ensemblen tapauksessa energian sijastalampétila on vakio. Mukaan tulee siten lisé
ehto, ettd sisdisen energian keskiarvo pysyy vakiona:

(D= [H(T)pyyr(T)dr (2.19)

Variaatioyhtél 0 tulee nyt muotoon (uusi Lagrangen kerroin o ):

6[I(a0pNVE(r) + GEH(r)pNVT(r) ’ (220)
—kKgPpye(M)IN[CNpyye(M)])dr] = 0
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josta edelleen

ja

oo (M) = iexp[%—1+OEH(r)} 2.22)
NVT CN kB kB . .

Normalisaati osta seuraa

QNVTEexp[l—E—j = %Iexp[i—EH(r)}dr . 2.23)

Seuraavaks méaaritdmme kertoimen o . Kertomalla yhtdo (2.21) py,:l1ajaintegroimalla
saadaan

(GO_kB)IpNVT(r)dr+GEIH(r)pNVT(r)dr , (2.24)
—kBIpNVT(I')In[CNpNVT(I')]d' =0

jonka voimme Kirjoittaa muotoon

—kgINQyyr + 0 (E0+S = 0. (2.25)
Helmholtzin vapaa energia mééaritel 1&an

A-U+ST =0, (2.26)

joten voimme tehda seuraavat identifikaatiot

g = — % . A= K TINQuyr 2.27)
miss partitiofunktio on nyt
Quur = é [etHOdr (B = (kgT)™) (2.28)
jatiheysfunktio
Pavr(M) = cNé eBH(M) (2.29)
NVT

Samaan tapaan saadaan muiden ensembleiden tiheydet. Metropoliksen MC-algoritmi kehitet-
tiin alunperin kanonista ensembl ed varten, mutta on hel posti ylei stettévissa muihinkin ensemb-
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leihin.
Listataan lopuksi viela eri ensembleiden tiheysfunktiot ja termodynaamiset potentiaalit®.

» Mikrokanoninen ensemble: NV E vakioita (eristetty)

Prnve(l) O3(H(M) —E) (2.30)

1
Qnve = Zé(H(F)—E) = oN Idrdpé(H(r,p)—E) (2.31)
Termodynaaminen potentiaali on nyt entropia:

S
B

» Kanoninen ensemble : NVT vakioita (suljettu)

Pnvr(M) O exp(=H(I")/kgT) (2.33)

Quir = 3 EP(H(/ kaT) = C—lN [erdpexp(-H(r,p)/ kgT) (2:34)

Termodynaaminen potentiaali on Helmholtzin vapaa energia:

A

o - —INQyyr (2.35)

* |soterminen-isobaarinen ensemble: NPT vakioita

Pnpr(M) O exp((—H(T) + PV)/kgT) (2.36)
Qupr = Zexp((—H(I’) +PV)/kgT) (2.37)
11

= ENVE) J'drdpexp((—H(r,p) +PV)/kgT)

Termodynaaminen potentiaali on Gibbsin vapaa energia:

G

1. Vakio CN = h3N grilaisille hiukkasilleja N!h3N identtisille.
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» Suurkanoninen ensemble: uVT vakioita

pr(T) D exp((—H(T) + uN)/ kg T) (2:39)

Quvt = rZw exp((—H(I") + UN)/kgT) (2.40)

"
= %aexp(—uN/kBT) Idrdpexp(—H(r,p)/kBT)

Termodynaaminen potentiaali on suuri potentiaali:

-Q _

Jos systeemin Hamiltonin funk tio voidaan jakaa koordinaateista ja litkemaarista riippuviin
osiin
H(r,p) = K(p) +U(r) , (2.42)

voimme integroida pois litkemaéraosuuden:

Quyt = C_lN [dpexp(—K(p)/kgT) [drexp(-U(r)/ksT) (243)
Qmvr = QilileTQEXVT , (2.44)

Téassé ideaalikaasuosuus on

id \Y} U h ny
= ——> N = rﬂ 2.45
QNVT N!/\‘?’N T[kaTD ( )

ja hiukkasten vuorovai kutuksesta ai heutuva osuus on
Qo = VT [ar exp(-U(r)/kgT) - (2.46)

Metropolis-MC:l1&a lasketaan vain koordinaateista rii ppuva osa (konfiguraatio-0sa) QEXVT .
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2.3 M akroskooppisten suureiden laskeminen

Simulaatiossa on tarkoituksena siis laskea makroskooppisia (termodynaamisia) suureita sys-
teemin mikroskooppisten ominaisuuksien avulla. Seuraavassa on lyhyesti esitetty téarkeimpien
suureiden laskeminen lahinna atomei sta koostuville systeemeille.

Systeemin siséinen energia on sen kokonai senergian keskiarvo

Py

E = (HO= KO+ U0= Oy & D+ [U(q)0. (2.47)
|

L ampdtila taas on kineettisen energian keskiarvo

20KO . 1 ||0|

T= 3Nkg  3Nkg DZ (2.48)
Systeemin paine P taas saadaan ns. viriaain avulla
PV = NkgT + WL, (2.49)
missaviriaali W on
N
-1 (2.50)
W=33n -
jaf; onhiukkaseen i kohdistuvavoima.
Yllgolevat yhtél 6t voidaan johtaa ns. yleistetysta ekvipartitioteoreemastal
o= k,T, mo= kT, (2.50)
0 py 00

Kuten mydhemmin tulemme huomaamaan, ei tasapainoilmididen Monte Carlo -simulaatioissa
ole ollenkaan mukana hiukkasten liikemaéri4, joten |lampdtilaa el voi laskea. Toisaalta, jos tut-
kimme ensembled, jossa lampdtila on vakio, on se ennalta annettu parametri; siis simulaation
syOttétieto.

Erilaiset vastefunktiot kertovat, miten systeemi reagoi tietyn tilamuuttujan muutokseen. Tar-
kein naista lienee vakiotilavuusi@ampokapasiteetti C,,. Sehan méaaritelldan sisdisen energian
lampatiladerivaattana

1. Ks. Allen-Tildesley kappale 2.4
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Cy(T) = % . (2.52)

Simulaatioilla C,, :n laskemisen voisi toteuttaa tekemalla useita gjoja eri Iampdtiloillajainteg-
roimalla yhtal 6 (2.52). Toisaalta kanonisessa ensemblessa fluktuaatioilla ja vastefunktioilla on
yhteys!, josta voimme |ampokapasiteetin |askea

BHT = kgT°C,, | (2.53)
missa
[BHA = H2J- (HI? . (2.54)

Taman fluktuaatio-vastefunktio -yhteyden avulla voidaan monia muitakin vastefunktioita las-
kea; esimerkiks [8mp0lag enemiskerroin, isoterminen puristuvuus jne.

Termodynaamisten potentiaalien (eli vapai den energioiden) |askemista tarvitaan monessa yhte-
ydessd. Esimerkiks kiintean aineen sulamispisteen saa selville, jos pystyy laskemaan kiteisen
ja nesteméi sen rakenteen Helmholtzin vapaat energiat. Potentiaalien laskeminen ei ole kuiten-
kaan kovin helppoa. Esimerkiksi Helmholtzin vapaan energian potentiaalienergiasta riippuva
osa’ voidaan |ausua muodossa

Ao 1 _
expu( ishalioes = [Cexp(U/kgT)O. (2.55)

Toisaalta kanoni sessa ensembl essa todennakdisimmat tilat ovat sellaisia, joille exp(-U/kgT)
on suuri, joten suora keskiarvon lakeminen on tehotonta.

Kéayttokel poinen tapa | askea energiaeroja on integrointi reversiibelia reittia pitkin. Esimerkiksi

(2.56)

25 -6 - I T

tai

DrDZ DrEll f Derv (2.57)

Toinen tapa on l&hted idealisoidusta mallista, jonka vapaa energia pystytaan laskemaan eksak-
tisti. Olkoon systeemin potentiaalienergia riippuvainen parametrista A : U = U(r, A). Taldin
Ssaamme seuraavan yhteyden

1. AT, kappale2.5
2. A = Ald+ A® ks kaavat (2.35) ja(2.45).
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9A — L T2 [Infdr exp(=U(r,\)/kaT)] (2.58)
A e Taatnf B ' '

ouU
) Idra—)\ exp(-U/kgT) )

£
= = O
J’ dr exp(-U/kgT) A

Vapaan energian absoluuttiarvo on laskettavissa, jos A :n avulla voimme kuvata systeemi,
jonka A on laskettavissa (ideaalikaasu, harmoninen kide):

A
AN —AQy) = J'%Jm\ (2.59)
o

Otetaan esimerkiksi harmoninen kide (Einsteinin malli)

N

U(r,A) = Up(r)+A 2 (ri=rip)
i=1

2 (2.60)

Kun A = 0, systeemi on alkuperdinen, jakun A kasvaaldhestyy systeemi harmonista kidetta.
Vapaa energia saadaan integraalina

A
A\ = 0) = A(A)—J’%Eﬂ\' . (2.61)
0

Helmholtzin vapaa energia suurella A :n arvolla voidaan |askea tarkasti

A\ =0) = SNNQ_gnp Tin(L—e ™"

5 )+ O(1/\) (2.62)
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3 Todennakoisyydlaskentaa
3.1Yleista

Seuraavassa kaydaan 1&pi kurssiin liittyvaa todenndk6isyysl askentaa.

Todennakdisyyden avulla voimme kuvata enemman tai vdhemman kvantitatiivisesti jonkin
tapahtuman tai ‘ kokeen’ odotettavissa olevaa tul osta.

Jos tapahtuman A todenndkdisyys on P(A) , voimme odottaa, etta N :n identtisen kokeen
tuloksenasaamme NP(A) kappalettatapahtumia A. Rajalla N — o , tapahtumien A osuus
|ahestyy arvoa P(A) .
Kokeen otosavaruus (sample space) S on kokeen mahdollisten tulosten joukko. Siis jokainen
kokeen tulos vastaa yhta tai useampaa joukon alkiota (otosavaruuden pistettd). Koe tai tapah-
tuma on S:n osgoukko.
Todennakdisyys, etté saadaan joko tulos A tai B on
P(AOB) = P(A)+P(B)-P(An B), (3.2)
missa P(A n B) on todenndkoisyys, etté saadaan seka A etta B .
Jos tapahtumat A;, A,, ..., A, ovat toisensa poissulkeviajalisdks A; :t jakavat S:nosiin:
AJOAD O A,=S, (3.2)

niin pétee
P(A)) +P(A)+...+P(A,) =1

Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos
P(An B) = P(A)P(B) . (3.3)

Ehdollinen todenn&kdisyys on todenndkoisyys, ettd tapahtuma A toteutuu ehdolla, ettd myos
tapahtuma B toteutuu. Se méaritel1&an

P(AnB)

P(BJ|A) = P(B) (3.9
Koska P(An B) = P(Bn A) patee myos
P(A)P(A|B) = P(B)P(B|A) . (3.5)

Jos A ja B ovat riippumattomia
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P(B|A) = P(A) . (3.6)
Suure, jonka arvon maarda edellaesitellyn kokeen tulos on satunnaismuuttuja tai stokastinen
muuttuja. Otosavaruuden S satunnaismuuttuja X on funktio, joka kuvaa S:n alkiot reaali-
lukujoukalle.

Jokai sessa kokeessa muuttuja X voi saada jonkin arvon joukosta { x;} . Pari esimerkkia X :st&:

a) kruunujen lukumaara kolmen kolikon heiton jélkeen
b) noppien silmélukujen maksimi, neljan nopan heiton jakeen.

Olkoon X stokastinen muuttuja avaruudessa S. Olkoot sallitut arvot X(S) = { Xy, X5, ...} .
Voimme tehda X(S) :sté otosavaruuden antamalla jokaiselle x; :lle todennakdisyyden. Nama
todennakaisyydet f(x;) maérittelevét S:n todennakdisyysjakauman janiille patee

f(x)=0 (3.7)
Y f(x)=1. (3.8)

Usein meilld on tietoa vain jakauman f momenteista:

Xnd = in”f(xi) : (3.9)

Ensimmainen momentti [X[J on keskiarvo jajakauman standardipoikkema on
Oy = (XZO- IXR)V2 . (3.20)

Stokastinen muuttuja X voi tietysti saada myos jatkuvia arvoja. Esimerkiksi reaalilukuakselin
vdi a< X<b voi vastata yhta tapahtumaa. Todennakoisyysjakauma on sellainen paloittain
jatkuvafunktio, ettd tapahtuman a< X <b todenndkdisyyson

b
P(asXsb) = [fy(x)dx. (3.12)

f(x
Lisaks jakaumafunktio toteuttaa ehdot )

f ()20 (3.12)

a b
Kuva 3.1: Todenndkoisyys akauma

ja

[fx(dx = 1. (3.13)
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Vastaavasti momentit maaritelldan
X" = J’x”fx(x)dx . (3.19)

Jos tunnemme f :n kaikki momentit, tunnemme jakauman taysin. Tama voidaan osoittaa ns.
karakteristisen funktion @y (k) avulla

[e¢]

i i k)" X
oK) = 0= [ (dx = % . (3.15)
n=0
Todennakdisyystiheys on karakteristisen funktion Fourier-muunnos:
1. .

fy(x) = Z—TJe—'kX(px(k)dk : (3.16)
Vastaavasti jakauman momentit saadaan karakteristisen funktion derivaattoina:

X = l[in(px(k)} . (3.17)

inLdkn k=0

Stokastisia muuttujia voi olla useampiakin. Olkoon meilla muuttujat X(S) = { X3, Xy, ...} ja
Y(S) ={yp VYo -} - Néiden tulojoukko
X(S) xY(S) = { (X Y1)r (X35 Y2)s -y (X, yj), ...} muodostaa nyt otosavaruuden, kun maé-
rittelemme parin { x;, y J-} todennak6isyydeksi

P(X=x,Y= yj) = f(x; yj) . (3.18)

Muuttujien kovarianss méaritel|aén

cov(X,Y) = J’(x— XO(y—- YD f(x, y)dxdy . (3.29)
= J’ xyf (%, y)dxdy — OXODYT
= XYO- IXOvO
jakorrelaatio
cor(x,Y) = SV (3.20)
Ox0y

Korrelaatiolla on seuraavat ominai suudet

() cor(X,Y) = cor(Y, X) ,
(i) -1<cor(X,Y)<1 ,
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(iii)cor(X, X) = 1, cor(X,—X) = -1 ,
(iv)cor(aX + b, cY +d) = cor(X,Y),josa c#0 . (3.22)

Jos muuttujat X ja Y ovat riippumattomia pétevét seuraavat rel aatiot

(i) f(xy) = fx(x)fy(y) ,

(i) IXYO= OXOOYO

(i) X +Y)ZO- X+ Y[R = (Xq- IXP+ LY4O—- VLR

(iv') cov(X,Y) = 0 . (3.22)

3.2 Tarkeimmaét todennak 6isyys akaumat

Usein meilld on kyseessa tilanne, jossa on suuri mdara N kokeita, joilla jokaisella on kaksi
mahdollistatulosta (+1 ja —1). Esimerkiks hiukkanen joko siroaa tietylla matkalla tai sitten
el.

Olkoot todennakoisyydet tuloksille p ja q. Selvastikin p+ g = 1. Todennakdisyys, ettd N :n
kokeen tuloksenaon n; kertaa +1 ja n, kertaa —1 on

Pn(ng) = pha™ . (3.23)

n,!no!
Taméa on ns. binomijakauma. Sen keskiarvo ja standardipoikkeama ovat
[h,0= pN , 08 = Npq . (3.24)

Binomijakaumasta saadaan rgjalla N — o ja pN - o (siis p e ole kovin pieni) Gaussin
jakauma

1 1(ny— 0?2
Py(n,) = ONﬁexp[—é——B—ﬁ———} : (3.25)
missa
oy = ~Npqg . (3.26)

Gaussin jakauman maaraavat keksi ensimmaista momenttia [h;[ljac .

Taasenrgala N — o« ja p - 0 siten, ettd Np = a« N (missa a on &rellinen vakio) bino-
mijakaumaa voidaan approksimoida Poissonin jakaumalla



24

anle—a
Py(ny) = — (3.27)
l.
Poissonin jakauman maéraa ensimmainen momentti
h,d=a. (3.28)

Esimerkkina binomijakauman kadyttsta olkoon yksiulotteinen satunnaiskévelija. Todennakai-
syys, etta kavelija ottaa askeleen vasemmalle on p = 1/2 ja oikealle g = 1/2. Askelten
lukumaara on N ja vasemmalle suuntautuneiden askelten lukumaara on n; ja oikealle n, .
Poikkeama origosta on siis m = n; —n,. Koska N = n; +n, on m = 2n, —N. Suurilla
N :n arvoilla poikkeaman tn.jakauma saadaan sijoittamalla n; = (m+ N)/2 Gaussin jakau-
maan (3.25):

2 /2 5
pu(m) = B2 e mran. (3.29)

Gaussin jakauman tarkeys perustuu ns. keskeisraja-arvoteoreemaan (central limit theorem).

Haluamme tietdd, satunnaismuuttujan Y jakaumasta. Y :n arvot vastaavat N :&a muuttujan X
mittausta:

Xyt X+ ... X
gy, = et (3.30)

Tutkitaan todennékaisyysjakaumaa f (y,— XD . Sen karakteristinen funktio voidaan Kirjoit-
taa muodossa

®(k) = [ UnmDDf (yy - DXDdyy : (331)

= Ie“k/N)((Xl-EXDH---+<XN-D®)fX(x1)... f o (Xp)AXg ... O
_ [ ko™
kel

Jos 02 = [XZ- [X[%, niin

| . 1K2
(pg\lig = J’el(k/N)(X1 DCDfX(Xl)dXJ_ = 1—§N—20'2 + ... (3.32)

Tama funktio pienenee nopeasti k:n kasvaessa, johtuen oskillaatiotermista €' (N ja
[o(k/N)]N pienenee tatékin nopeammin. Olettaen, ettéd jakauman f,(x,) momentit ovat

aarellisia, saadaan

2 34N
CD(k) = [1_1;_0-24.0':!(_3%} R e—k202/2N ’kun N - oo . (333)
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Téasta saamme lopulta todenndkdisyystiheydeksi

fylyn =040 = %[j e = PO (k) dk . (3.34)
00 — 5
= L oKy - XD ko2 2NgK = P} [_ N(yy — XD }
2T[I © © dk 2T[0eXp 202

Tama on tarkea tulos, silla sen mukaan jakaumasta f(x) riippumatta tulos on gaussinen.
Ehtonaon f 4 (x) :n momenttien olemassaolo.

Toinen térkea teoreema on suurten lukujen laki (law of large numbers)t. Sen mukaan tapahtu-

mien A (todenndkdisyys p) osuus N :sta riippumattomasta kokeesta l1dhestyy arvoa p, kun
N - .

3.3 Ajastariippuvat ilmiot

Tarkastellaan nyt, miten todenndk6isyysjakaumat kehittyvéat gjan mukana eli tarkastellaan sto-
kastista prosessia. ‘Ajan’ e vattdmétta tarvitse vastata reaalimaailman aikaa.

Olkoon meilla systeemi, jota kuvataan yhdella stokastisella muuttujalla Y. Maaritelléan seu-
raavat todenndkoisyydet

P,(y;, ty) =tn. ettd Y:llaonarvo y,; aanhetkellat; .

Po(yy, t3Yo, th) =tn. ettéd Y:llaon arvo y; aganhetkella

t; jay, aganhetkellat, .

Vastaavasti voidaan maaritella P (Y, t1;Yo to, .o Yoo t)) -

Luonnollisesti néillekin jakaumille pétevét ehdot P,=0 ja
IPn(yl, tYo o, o Y ty)dy,dy,...dy, = 1.

Voimme méaritell& g asta riippuvia momentteja
[y, (1)) ...y, (t,)0 = J’yl...ynPn(yl, ty, o Yy ty)dy; ... dy, (3.35)

jotka kertovat muuttujan Y korrelaatioista eri ajanhetkilla.

Prosessi on stationaarinen, jos patee

Pu(Ypty ooV t) = Pyt + 1, o Yty + 1) (3.36)

1. L.E. Reichl, AMaodern Coursein Statistical Physics, kappale 5H.



kaikille n:nja t:narvoille. Talldin

P1(y1 t1) = Pai(ys)
ja By1(ty)y,(ty)0 riippuu vain aikaerosta [t; —t,| .
M&éaritellaén myo6s ehdollinen todenndkdisyys

P1a(Yp t1|Y2 1p) =tn, etta Y:llaonarvo y,
ganhetkella t,, olettaen etta
sillaoli arvoy; hetkellat,.

Py, saadaan maritelmasta
P1(Yy t)P11(Y1 ] Y2 t2) = Pa(yy 1o to) -
Tasta voimme johtaa yhteyden todennakdisyystiheyksille eri aikoina
P1(¥2:12) = [P1(y1 11)P1)a (Y1 ty]Ya: tp)dyy -
Ehdollinen todenndkoisyys voidaan tietysti yleistaa:

Pt (Yo i Yio T Yier 1 ke 10 -0 Yoo Tn)

_ PtV b ¥ trn)
Pk(yl, t Y tk)

Jos stokastisen prosess muistaa vain l&himenneisyytensd, silloin
Poo11(Yo tieiYn_ 1 thoa [V tp) (Missaty <t, <... <t,) redusoituu muotoon

Pooya(Yo tie Yo thoa Y th) = Pra(Ynoo tho ¥ ty) -
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(3.37)

(3.39)

(3.39)

(3.40)

todennakoisyys

(3.41)

Eli systeemin tilan gjanhetkella t, maéraa vain aikaisempi tila hetkella t, _, . Todennakdisyys

P1j1(Y1 t1;Y2, tp) on siirtymétodennakdisyys.

Téallaista prosessia kutsutaan Markovin prosessiksi. Sen voisi gjatella olevan liikeyhtéd 6iden

stokastinen vastine.

Kaikkia prosessgja el kuitenkaan voi kuvata Markovin prosessina. Otetaan kaksi esimerkkié.
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Normaali (hila)satunnaiskavely (random
walk) on Markovin prosess: Seuraava
paikka pisteen A jadkeen madrdytyy vain
A:sta. Mika tahansa paikoista B, C, D tai E | |
on salittu. A

Itsedén valttava satunnaiskavely (self avoi-
ding random walk) taas €l ole. Kavelija e B
saa menna paikkaan, jossa se on jo ollut.
Kuvan tapauksessa on sallittu vain paikka B.
Liséks siirtymd F—G—F on kielletty. Tal- E C
laisella mallilla on tutkittu esimerkiksi pit-
Kien taipuisien molekyylien ominaisuuksia. D Al

Markovin prosessin madraavat sis kaksi
funktiota Py(y;, ty) ja Pq3(y1 ty]Yar to)
Né&istd voimme muodostaa koko hierarkian Kuva 3.2 Satunnaiskavelija
tiheysfunktioita, esim.

= Po(Y1 132 1) Poa (Ve 11Ya to] Vs ta)
P1(Y1, t)P11(Y1 1] Y2 12) P11 (Y2 to] Y3 ta)

Otetaan toinen yksinkertainen esimerkki. Todenndkoisyys, etta tietokone on kunnossa riippuu
della Jos se oli eilen alhaalla on se tandankin 70% todennakoisyydella
On siis kaksi mahdollista tilaa (tila-avaruus)

1 = kone kayttssa
2=koneahaala.

Siirtymétodennadkisyydet voidaan esittéd matriisina

- EQll Q12
0Qs Qy

[ U

Q :
003070

(.

ei Qij kertoo siirtyméatodennakoisyyden (aikayksikkdd kohti) tilasta i tilaan j . Matriisille Q
pétee tietenkin

YQ=1. (3.44)
J

Tasta syysta sitd kutsutaan stokastiseksi matriisiksi.

Oletetaan, ettd alussa kone voi olla molemmissa til oissa samalla todennakdisyydella eli toden-



nakoisyystiheys vektorina on

PO = (0505) -

p(2)

PUQ = ( 045 055)
jaseuraavan

p(3)

P@Q = PMQ2? = ( 0435 0.565 ) -

P = lim P)QT .

T 5
Taman tasapainojakauman P tulee toteuttaa ominai sarvoyhta 6
PQ =P

eli
szan = Pn '
m

Saavutamme sii s tasapai nojakauman riippumatta, mika oli jakauma alussa.

Rajoittavampi ehto kuin (3.50) on tasapainoehto eli detaljibalanss (detailed balance)

PQ; = P;Qj; -

Se, etta tasta seuraa (3.50), ndhdaan hel posti:
D PiQj = >PQ;i =P >Q; =P
| I |

Mité hydtya tasta kaikesta sitten on MC:n kannalta?
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(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

MC:ssd kdaymme |gpi faasiavaruutta satunnaiskavelylla ja jos meilla on oikein valitut
siirtymatodennakoisyydet Q; J- |&hestymme tasapainojakaumaa riippumatta siitd mika oli sys-

teemin akutila.

Siirtyméatodenndkoisyyksien tulee siis toteuttaa ehdot
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(i) Q=20 (3.53)

(i) ZQij =1 (3.54)
J

(iii) PQ; = P;Qji - (3.55)

vanhatuttu Metropolis

E[_ie—AE(I'i, M)/%T jos AE >0
Qj =0 (3.56)

%%\,josAEs 0

Tutkitaan todennakdisyystiheyden P, (y, t) aikariippuvuutta.
Kirjoitetaan (3.39) muotoon

Pi(ynty+1) = IPl(yl, )Py 1(Ye ty| Yo ty + T)dyy (3.57)
P, (y, t) :n aikaderivaatta on

dP,(y, 1) - lim Py, t+1)=Py(y, 1)
dt 1-0 T '

(3.58)

joten saadaksemme yhtél 6n (3.57) aikaderivaatan, on meidan |askettava suure

lim Py1(Yp tYo, £+ 1) =Py (yy, 1y, 1)
1-0 T .

(3.59)

Kehitetéén ehdollinen todennakdisyys P1\1(Y1' t1|y2, t; + 1) sajaks 1:n suhteen siten, etta
normalisaatio

J—Pl\l(yl’ tYo t)dy, = 1 (3.60)
sdilyy jokaisella T :n potenssilla. Lisdks pétee
Pl\l(Yr tyaty) = 0(y1—Vs) - (3.61)

Saamme lopulta
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Ppa(Yp ta|Yor 11+ 1) : (3.62)
= 0(y1 —Y2) ~TfWy (2, ¥)O(y1 —¥2)ady + TW, (3, ¥))

Suure W, (yl, y,) on ehdollinen todennakdisyystiheys (siirtymétodennakdisyys) aikayksikkoa
kohti surtymalle y, - Y, akavdilla[ty, t; +1].

Suure T[W, (yl, y)dy on siis kokonaistodennakdisyys siirtymélle tilasta y; mihin tahansa
muuhu |Iaan akavdilla[ty, t; +1].

Eli [1-T1 I th(Yr y)dy] on todennakdisyys, etta siirtymia ei tapahdu gjassat ,
[1-T[W, (yl, y)dy]d (y; —Y,) ontodennakoisyystiheys, sille ettel gjassa 1 tapahdu siirtymia
jat (yl, y,) ontodenndkdisyystiheys siirtymalle y, — vy, aikavdilla[t,, t; + 1] .

Y hdistamalla (3.57), (3.58) ja (3.62) saadaan lopulta

OP (Y
12/2 = [{W(YL ¥2)P1(y2, 1) =W(Ya Y1)P1(yp D)} s - (3.63)

Tama on ns. masteryhtalo. Se kertoo todenndkoisyystineyden P,(y,, t) muutoksen, joka
aiheutuu siirtymista tilaan y, kaikista muistatiloista (1. termi) ja siirtymista tilasta y, kaik-
kiin muihin tiloihin. Talla tietylla tavalla itsestéénselvalla yhtalolla on paljon sovellutuksia.
M C-menetelmén voi myds hahmottaa masteryhtél on ratkai semiseksi.

Jos systeemin tilat ovat diskreetteja masteryhtél 6ssd integraali korvaantuu summalla

P (Y t
159y2 - Z{W(yuyz)Pl(y.,t) W(Y, ¥i)P1(¥ )} (3.64)

Silla rgjalla, etta muutokset y:ssa tapahtuvat pienina hyppayksing, saadaan masteryhtaldlle
eras approksimaatio.

Taldin W(y',y) pienenee nopeasti |y — Y| :n kasvaessa. Voimme kirjoittaa siirtyméatodenna-

koisyyden muotoon W(Y', y) =W(Y;y—VY) =W(Y';¢), missa { = y—Vy'. Masteryhtal 6 tulee
nyt muotoon

aPl(y,

= Wy —&&)Py(y—&:1)dE — Py (y, )[W(y; =€)t . (3.65)

Kehitetdan tulo W(y —&;§ )P, (y —&;t) sarjaksi ¢ :n suhteen, jolloin saadaan
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0P, (y, 1)
ot

= JW(y:8)Py(y, 1)k —IE%W(V;E)Pl(y, fde . (3.66)

2
* 3[E25a WGPy, DUE + .. ~P(y, DIWI(y£)0é

Oikean puolen ensimmadinen ja viimeinen termi kumoavat toisensa, joten saamme

P, (y, t 2
1;ty - —(%,[Gl(wpl(y, 0)] +%607[Gz(y)P1(y, 0], (3.67)
missa o ,(y) on n:n kertaluvun momentti
an(y) = J’ EMW(y;€)dE . (3.68)

Y htald (3.67) on ns. Fokker-Planck-yhtal o.

Otetaan taas esimerkiksi yksiulotteinen satunnaiskavelija. Yhtdlo (3.39) voidaan kirjoittaa
muotoon

P,(n,l, st) = ZPl(nll, (s—l)T)Pm(nll,(s—l)T|n2I,ST) : (3.69)

missd n = 0,1, +2, ... ilmoittaa kavelijan paikan. Suure Pl‘l(nll,(s—l)ﬂnzl,sr) on
ehdollinen todenndkdisyys sille, etta yksi askel vie n; :sta n, :een. Jos on yhté todennakdista
menna seka oikeal le ettd vasemmalle pétee

1 1
Pl‘l(nll, (S_l)r|n2|, ST) = §6n2, n1+1 + §6n2! nl—l (3.70)
jayhtao (3.69) tulee muotoon
_1 1
P,(nl, st) = éPl((n—l)I,(s—l)t)+§Pl((n+1)I, (s—=D1) . (3.71)
Differentiaaliyhtal 0 tasté saadaan, kun kirjoitetaan se muotoon
P,(nl, st)—P,(nl, (s=1)1
1(nl, sT) T1( (s-1)1) (3.72)
_12pPy((n+ 1)1, (s=1)1) + Py ((n=1)I, (s—1)1) — 2P (nl, (s—1)1)
- E[ 12 }

Merkitéén x = nl jat = st jamenndanragadlel - 0, T —» O Siten, etta
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D=12/21 (3.73)

pysyy aarellisena. Nain saadaan diffuusioyhtdl 6
9p (x 1) = 5.9 p (x1) . (3.74)
ot 1™ ax2 17
Tamayhtal6 on yks esimerkki Fokker-Planck-yhtél 6sta.
Ratkaistaan diffuusioyhtél 6 alkuehdolla P,(x, 0) = &(0) . Fourier-muunnetaan P, :

Pi(k t) = [ Pa(x tyex . (3.75)

Y htél 6 tulee nyt muotoon

0

5Pk, 1) = -Dk2Py(k,1) (3.76)

jaratkaisu on muotoa
Pi(k t) = AeDkt (3.77)

Alkuehto tulee k-avaruudessa muotoon I51(k, 0) =1 €ei A=1. Jakaanteisella Fourier-
muunnoksella saadaan lopullinen tulos

(o]

= i —ikxa—DK2tdlc = L — x2/4Dt
Pi(x t) 2n_J;e e Pxdk me . (3.78)

Tama antaa siis todennakdisyyden, etté kavelija on paikassa x gjanhetkella t olettaen, etta se
aoitti paikasta x = 0 ganhetkellat = 0.

Tarkastellaan  viela  x(t) :n momenttien liikeyhtdl6ita. ~Ensmmanen momentin
(XU = [, x(1)Py(x t)dx) liikeyhtal0 saadaan esimerkiksi kertomalla diffuusioyhtald
(3.74) x:lldjaintegroimalla x :n yli:

dx(®0 _

- 0 (3.79)

eli keskimaarin kavelijae kulje mihinkaan.

Toiselle momentille (x2(t)0 = I‘fw X2(t)P,(x, t)dx) saadaan vastaavasti



33

2
o= 2p (3.80)
josta edelleen
X3(t)0 = 2Dt . (3.81)

Téallainen kayttdytyminen on diffuusioprosessille tyypillista.

MetropolisMC:ssa ratkaisemme masteryhtd 64 generoimalla oikealla tavalla jakautuneita
tiloja systeemin faasiavaruudessa. Kuten yhtalét (3.53), (3.54) ja (3.55) osoittivat, on meilla
melko paljon liikkumavaraa valitessamme algoritmia, jonka mukaan liikumme faasiavaruu-
dessa.

Jos kuitenkin haluamme tutkia systeemin aikakehitysta (eli aika masteryhtaldssi on todellinen
aika) on siirtymien eri tilojen valilla vastattava todellisia systeemin muutoksia. Puhumme ns.
kineettisestd Monte Carlosta.

Olkoon meill&a systeemin konfiguraatio C, jossaon N eri mahdollista taphtumaatai siirtymaa.
Esimerkiksi kiteen kasvatuksessa ne voivat olla adatomin hyppays pinnalla uuteen paikkaan,

uuden atomin adsorptio jne. Olkoot tapahtuman a nopeudet R, . Seka N etta { R} riippuvat
systeemin konfiguraatiosta. Eri tapahtumien kokonaisnopeus on

N
Q=0Q(«C) = > Ry. (3.82)
a=1

N
W(C - C) = ¥ RVAC - C), (3.83)

a=1

missa V&(C - C') on stokastinen matriisi, joka kertoo siirtyman C — C' todenndkoisyy-
desta. Jokaisen siirtymamekanismin a tulis tapahtua todenngkéisyydella R,/ Q(C).

Eli suoraviivainen algoritmi olisi seuraava:

1. Laske maksiminopeus R, jasuhteelliset todenndkdisyydet eri mekanismeille
P, = R/ Ry jateendistalistaalkukonfiguraatiossa.

2. Joka simul aatioaskel ecl|a tee seuraavat asiat:

a) Poimi yksi konfiguraatiossa C mahdollinen tapahtuma. Olkoon sen todennakai-
syys Pe

b) Generoi satunnaisluku vailta [0, 1] .



c) Vertaa satunnaislukua jatodennakoisyytta P,. Jos r < P,

paivitatila C uudeks ja péivita mahdollisten tapahtu-
mien lista. Muuten pidatila samana.
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4 Metropoliksen Monte Carlo

4.1 Monte Carlo -integrointi

Monissa tapauksissa Monte Carlo -simulaatiossa on kyse integraalin laskemisesta. Yksi tapa

M C-integroinnissa on ottaa pai nottamaton otos.

Esimerkiks piin likiarvo saadaan arpomalla N,
satunnaislukuparia vdilla [0, 1) ja laskemalla har-
maalle alueelle osuneiden pisteiden lukumaéra Ny, :

o = 4xkéyrénACadlaolevaaa _ 4N}y (4.1)
nelion OABC ala Nt

Tuloksen tarkkuus luonnollisesti riippuu Ny :n
arvostaja se kayttaytyy kuten O(Ng/?) .

Seuraavassa kuvassa esimerkkind MC-integroinnin
tulosjasen virhe N, :n funktiona.

Yksiulotteisessa tapauksessa MC-integrointi haviga
selvasti muille (deterministisille) menetelmille; esimer-
kiksi Simpsonin menetelmélle (104 funktion arvon las-
kulla Tt= 3.141593).

Mutta otetaan esimerkki statistisesta fysiikasta. On las-
kettava  konfiguraatiointegraali ~ Z,y = [e*Vdr,
missa 3 = 1/kgT, ja U on systeemin potentlaaliener-
gia Olkoon meilla 100 atomia kuutiossa
X, y,zO[-L/2,L/2]. Karkea Simpsonin menetelma
(10 funktion evaluointia’lkoordinaatti) vaatisi 1039
funktion evaluointia.

Konfiguraatiointegraali voidaan tietysti laskea MC-
integroinnilla ka@yttéen pai nottamatonta otosta:

i. Arvo satunnaisesti kaikkien 100 atomin pai-
kat (konfiguraatio i).

ii. Laske potentiaalienergia U (i) , ja Boltzman-
nin tekija.

Integraali on nyt

wN 2 -
Zr = o 5 e PV
i=1

Ay
C B

Ol—1—]A

Kuva 4.1: Piin likiarvon laskemi-
nen M C-integroinnilla.

Iﬂ" 4Nhit/N|
=

il il T il T il ™

ul ul 'l ul 'l ul l

il il T il T il ™
10" F E
0%k E
10°F E
10* F E

0

ul ul 'l ul 'l ul l
100 10 10° 10* 10° 10° 10" 10°
N

Kuva 4.2: Piin likiarvon MC-las-
kun tulokset. Ylemmassakuvassa
on esitetty itse likiarvo jaaem-
massa sen absol uuttinen virhe.

(4.2
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Tama on tehoton menetelma, koska suurin osa otoksista on sellaisia, joille Boltzmannin tekija
eBY on hyvin pieni. Oheisen kuvan esittaméassa tapauksessa on laskettu 13 LJ-potentiaalillat
vuorovaikuttavan atomin potentiaalienergia. Painottamattoman otoksen tapauksessa atomit on
Sijoitettu satunnaisesti 10 x 10 x 10 A suuruiseen kuutioon. Metropolis-MC:n tapauksessa
taas alkutila arvottiin satunnaisesti, mutta seuraavat tilat generoitiin Metropolis-algoritmilla,
jossaT = 5K.

0.04 B ™
10°F 1
r 1
0.03 + b r 1
r 1
0.02 | 1 10° i
F 1
. 00Lf { = i i
S ool I= 1
! r 1
-0.01 - 4 0 :: :
—— painottamaton P UIEIxke)) 10 ": H m LMLt A i, Ul :
- [ - [ wal I MK AR AT AR RN R TR I L k|
0021 . MetropolissMC .': %‘ ‘I :
-0.03 W 1 1 10-5 £, 1 L

0 5000 10000 0 5000 10000

[ [
Kuva 4.3: LJ-systeemin potentiaalienergia painottamattomalla ja Metropolis-otannalla.

Néahdaan selkedsti, ettd satunnaisotanta on t&ysin hyddyton yhtalon (4.2) tapaisten suureiden
| askemi sessa.

Samat vaikeudet koskevat ensemblekeskiarvojen

n
S Ai)ePu)
~i=1

_ o AeBU 43)
= = = h _
Jore 3 eu
i=1
laskemista. Parempi tul os saadaan painotetulla otoksella.
Olkoon meill&laskettavana integraali
Xz
F = J’dxf(x) : (4.9
X1

Kirjoitetaan se muotoon

2
1. Lennard-Jones: U(r) = 48[?%%1 —E'%Ej :
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F= Idx[%}p(x) , (45)
missa p(x) on mielivaltainen todenndkoisyystiheyseli [p(X) =20 ja ﬂ jdxp(x) = 1].

Otetaan N :n suuruinen otos siten, ettd valitaan satunnaislukuja ¢ , joka noudattavat jakaumaa
p(x) valillalxy, X,] .

Taloin

- £@
F = E&Z—)D, (4.6)

missa keskiarvo otetaan otoksen yli.

Y ksinkertaisin valintaolisi

p(x) = v y XP SXS Xy, 4.7
2%
jolloin arvio integraalille on
X, = X; o
F= N z (¢ - (4.8)

i=1

Edellamainittuun esimerkkiin (1t:n arvon laskeminen) sovellettuna f(x) = (1—x2)712 ja
O<x<1.

Mika olisi optimaalinen tiheysfunktio p(x) ? Integraalin (4.6) virheeks voidaan arvioida seu-
raava

(f2/p20- [Of / p[P

2 =
(AF) N (4.9
Tama voidaan lausuaintegraalina
Xz X2 2 X2 X, 2
(AF)ZDIf—Zpdx— J’ipdx = J’f—zpdx— Ifdx . (4.10)
p? P p?
X1 X1 X1 X1

Nyt etsimme variaatiolaskennan avulla funktion p, joka minimoi suureen (4.10) liséehdolla,
etta funktio on normitettu ykkoseen:
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[L(Z Xo 2 X 0

o f2 O
— [ —=pdx— J’fdx +)\J'pd>qj =0. (4.11)

dpH p O

1 X1 X1 0

Jattamalla keskimmainen termi pois (se el riipu p :sta) jasiirtdmalla variaatio integraalin sisaan
saadaan

2
_f_+)\:0 O p:—“l (4.12)

p? Jjj|f|dx’

missd on otettu huomioon p :n normitus. Tulos on muuten hyva, mutta tiheysfunktion normi-
tustekijassa on funktion itseisarvon integraali!

Téasta ongelmasta voimme paasta eroon useammallakin tavalla. Vattamétta el tarvitse pyrkia
tasmalleen (4.12):n mukaiseen optimiin, vaan riittda, ettd tiheysfunktio on |8hell& optimia. Tal-
|6in sen normituksen laskeminen voi olla mahdollista.

Tietyn jakauman mukaisen otoksen voi myos ottaa tuntematta jakauman normitusta. Téasta
puhuttiin kappaleessa 3.3.

4.2 Metropolis-algoritmi
Statistisen fysiikan ensemblekeskiarvo (4.3) voidaan kirjoittaa muotoon
(A0 = [d7p AT (4.13)

Missa pg,s 0N Kyseessdolevan ensemblen tiheysfunktio. Painotetulla otoksella (painofunktio
p) integraalin M C-arvio tulee muotoon

A
CAD = D%SD . (4.14)

L @hes aina M C-simuloinneissa valitaan otoksen painofunktioksi tuo p,s. Se & vélttamatta ole
téysin optimaalinen tietyn suureen kannalta, mutta useinhan simuloinneissa halutaan tietoa
useasta systeemin ominaisuudesta. Tall6in ensemblekeskiarvo tulee yksinkertai seen muotoon

N
A= (A, = £ 5 A - (4.15)
i=1

Zlr-

Otoksen generointi tehda@én siis Markovin prosessin avulla. Prosessin méarittelevét
siirtyméitodennéik('jiwydet1 T, tilojen valilla ja todenngkdisyysiakauma p,, . Eli kdytanntssa
otetaan systeemille jokin alkutila ja arvotaan seuraava tila siirtyméatodennakdisyyksien 1,

mukaan. Kaymalla |&pi tilojatarpeeks kauan, |ahestymme prosessin tasapai nojakaumaa.
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Jotta | dhestyisimme tasapai nojakaumaa, tulee siirtymatodenndkéisyyksien toteuttaa endot

(i) m. >0 (4.16)
(i) YT =1 (4.17)
(i)  PoT. = P - (4.18)

(Tassa p on siis tasapainojakauma.)

Lisdks prosessin tulis olla ergodinen eli mista tahansa tilasta tulee olla mahdollista siirtya
mihin tahansa toiseen tilaan. Voidaan osoittaa, etté tdma ehto toteutuu, jos

I. Prosessi on aperiodinen (eli kaikki tilat ovat aperiodisia).

li. Prosessin tilat ovat toistuvia (persistent) ja toistumisaika (recurrence time) on &arelli-
nen.

Periodisdlletilale i patee: Ti("™) >0 vain, jos kokonaisluku n = zt on t:n monikerta(t>1),

tapahtuu n:llaaskeleella. Jostilae ole periodinen, se on aperiodinen.

Tilan i toistumisaika méiritelldan seuraavasti. Olkoon f{M todenndkdisyys, etté prosess,
jokaakaatilasta i kdy enssimmaisen kerran tilassa j tasmélleen n:ll& askeleella. Edelleen,

fO =0, (4.19)

fi= T (4.20)
n=1

o=y nf. (4.21)
n=1

Tassa fij on todennakdisyys, ettatilasta i aloitettaessa kaydaan tilassa | .

Kanonisen ensembl en tapauksessa sii s tasapai nojakauma on

1
Prvr = P = 7€ Vet (4.22)

missd normitustekija on

1. Merkintétapaon nyt hieman toinen kuin kappaleessa3.3: Q. = T P = Py -
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Zyyr = [dre” U/ keT (4.23)
Ehdot (4.16)-(4.18) ovat varsin vdja, joten voimme meko vapaasti vadita

sirtymétodenndkdisyydet 1t,,. Koska yhtdl0ssa (4.18) esiintyy vain todennakoisyystiheyk-
sien suhde, yksi ehdotus siirtyméatodennakdisyyksiksi on

%amn: AnZ Py M#N
P
m, éb‘mn[bmm’ Pn<Pm M#N (4.24)
%1 ZT[mn, m=n
[ m#n

Tassa o on symmetrinen stokastinen matriisi o, = o ,,,. Se Sisdltéa tavallaan yritesiirtyma-
todenndkisyydet. Symmetrisyyteen perustuen voidaan osoittaa, ettd yhtal on (4.24) siirtyméto-
denndkoisyydet toteuttavat ehdot (4.16)-(4.18).

Yhtalo (4.24) e tietenk&én ole ainoa vaihtoehto. Barkerin menetelmassal matriisi Tt saa muo-
don

0
[b(mnD P 0 m#zn
_ Om™p, + o
T, = O (4.25)
%l— M, M=n
0 m#n

Jos MC-gjo koostuu n :sté simul aatioaskel eesta (otoksesta) saadaan arvio jonkin suureen kano-
nisen ensemblen keskiarvolle [AL},/t:

Ay = CAG,+O(n2/2) . (4.26)

Koska on monia eri mahdollisuuksia konstruoida siirtymétodennakoisyydet 1., parasta olisi
valitasellainen, jokaminimoi keskiarvon [AL] , varianssin. Eras mittaon ns. statistinen tehot-

tomuus s
no?2
s = lim [ﬂ} , 4.27)
joka mittaa sité, miten hitaasti o suppenee kohti rgja-arvoa. Merkitéan
M < T, (4.28)

jos jokainen T, :n ei-diagonaalinen elementti on pienempi kuin 11, :n. Tall6in voidaan osoit-

1. P A.Flinn, G. M. McManus, Phys. Rev. 124 (1961) 54. jaA. A. Barker, Aust. J. Phys. 18 (1965) 119.
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taal, ettd
(LA T,) = s(CAOT) . (4.29)

Jos ei-diagonaalielementit ovat suuria, on todenndkdisyys pysya samassa tilassa pieni, ja otos
faasiavaruuden on siten parempi. Y htélGiden (4.24) ja (4.25) perusteella (p,,, p,,>0) Metro-
polis-algoritmilla saavutetaan pienempi statistinen tehottomuus.

Toinen tarked asia on se, etta algoritmi kdy jarkevassa g assa (simul aatioaskelissa) [8pi edusta-
van otoksen faasiavaruudesta. Eli kyse on ergodisuudesta.

Joissain tilanteissa faasiavaruudessa on erillisid alueita, joiden valiset siirtymét ovat hyvin epé-
todenndkoisi&: faasiavaruudessa on pullonkaul oja.

Kuva 4.4: Ergodisuus.

Esimerkkeja tallaisista tapauksista ovat mm. kahden faasin koeksistenssi, faasitransitiot
yleensd ja nesteet hyvin suurissatiheyksissa.

Erés tarkea siirtymatodennakoisyyksien Tt piirre on, etta siind esiintyy vain tilojen todenné-
koisyyksien suhde p,/ p,,,. Tasta syystd emme tarvitse normitettuja tiheyksia

UM/ kT

Pm = T E T (4:30)

Tuon normitustekijan laskeminenhan on yhté vaikeaa kuin ensemblekeskiarvojen. Toisaalta
emme suoraan pysty laskemaan esimerkiks vapaata energiaa, joka on oledllisesti normituste-
kijan logaritmi, tai entropiaa.

Miten kaytannossa toteutetaan nuo yritesiirrot? Se tietysti riippuu téysin tutkittavasta mallista.
Ainakuitenkin pyritdan uusi tilavalitsemaan siten, etté se el poikkea paljon edellisesta. Tall6in

1. P H. Peskun, Biometrika 60 (1973) 607.
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on suurempi todenndkoisyys hyvaksya se. Esimerkiksi Isingin mallissa siirto voitaisiin toteut-
taa oheisen kuvan mukaisillatavoilla.

a) e
S --S
i i
b) - >
S-S
j i S-S j i

Kuva 4.5: Yritesiirrot Isingin mallissa. &) Y hden spinin kééntéminen. b) Naapurispinien vaih-
taminen. Tassa tapauksessa magnetoituma séilyy vakiona.

Tarkastellaan yksityiskohtaisemmin systeemid, jossa on N kappaletta atomia tai molekyylig,
jotka vuorovaikuttavat (pari)potentiaalin U (r) véalityksella. Systeemin tilan m maarédvét ato-
mien paikat {r™ (i = 1...N).

Liikemaarét unohdamme, koska pystymme niista ensemblekeskiarvoihin aiheutuvan osan las-
kemaan eksaktisti (tietysti olettaen jotain suureesta A ). Eli systeemin potentiaalienergia

N-1 N
U(m) = z Z uem ;o= rm—rm (4.31)
i=1 j=i+1
maaraa siirtymatodennakoisyydet ..

Stokastisen matriisin a avulla pdasemme tilasta m mihin tahansa sen naapuritilaan n yhté
suurillatodennakdisyyksilla Ainoarajoitus oli symmetrisyys o, = 0, -



Naapuritila voidaan méaritella kuvan
mukaan.

Kuusi atomia ovat tilassa m. Uusi tila n
muodostetaan valitsemalla satunnaisesti
jokin atomeista (i) ja siirtamala sita pai-
kasta r/™ satunnaisesti yhtasuurella toden-
nakdisyydella mihin tahansa paikkaan r
nelion R sisdla

Tietokoneessa on aarellinen maara Ng
paikkoja nelion aueella, joten muodolli-
Sesti matriisi a on

[/Ng, rPOR

a (4.32) Kuva 4.6: Naapuritilat atomisysteemin Monte

mn D n ) . .

0, r"OR Carlo -simul aatiossa.
Maksimisiirtyma or ., kontrolloi Markovin ketjun suppenemista. C-koodina asia ndyttaa seu-
raavanlaiselta

rxinew = rx[i] + (2.0*ran(&seed)-1.0)*drmax
ryinew = ry[i] + (2.0*ran(&seed)-1.0)*dr max
rzinew = rz[i] + (2.0*ran(&seed)-1.0)*dr max

Siirtymatodennakdisyys T, riippuu tilojen m ja n todennakéisyystineyksien p,, ja p,,, suh-
teesta

©

- e‘éUnm/kBT , (4.33)
Pm

missa eri tilojen potentiaalienergioiden erotus on
U, ., = U(n)-U(m) . (4.34)

Taman laskemiseen el tarvitse kayda kaikkia atomipareja kuten (4.31):ss4 vaan riittéa laskea
atomin i vuorovaikutus muiden atomien kanssa:

N N
OUp, = > U - 5 U (4.35)
i=1 =1



Kuva 4.7: Yritesiirto atomisysteemin M C-simul aatiossa.

Jos ehdotettu siirtyma on alamakeen energiassa (0U,,< 0), uus tila hyvaksytéan. Tama vas-

taa ensmmaéista tapausta kaavassa (4.24), eli tila hyvaksytddn todennakdisyydella
T[mn = Gmn'

Jos taas 0U,,>0, uus tila hyvaksytéan todennékoisyydella p,/p,, kaavan (4.24) toisen
rivin mukaan. Tekija o, on tassakin tapauksessa mukana. Tiheyksien suhde on tietysti

1 UM)/kgT _
Pn ZN{'/Te (n)/ kg _ e U(N)/kgT

Pn _ _ _ U/ kT
P 2k e UM KT~ UMK U/ KaT € : (4.36)

Hyvaksyminen todennakdisyydella exp(—-dU ./ kg T) toteutetaan seuraavasti:

i. Generoidaan tasaisesti vdlille [0, 1) jakautunut satunnaisiuku &
ii. Jos € < exp(-0U,,/KgT), uus tilahyvaksytaan.

Seuraava kuva selvittéa asiaa. exp(— f6%)
Jos tdma ylamékeen tehtava siirto hylatdan, sys-
teemi pysyy vanhassatilassaan, jatdmatilalaske- \
taan uudestaan mukaan. T TTTT N

L . Rejeet L,
Siis: jokainen ehdotettu tila hyvaksytdan todenné-
koisyydella -

Accept \
min(1, e Y/ keT) | (4.37) | T
0 8 um 5

Kuva 4.8: Yritesiirron hyvaksyminen

Alla on esitetty tyypillisen Metropolis-M C-koo- M C-simul aatiossa

dinydin.



deltv = vnewvold
deltvb = beta*deltv

if (deltvb < 75.0) {
if (deltvb <= 0.0) {
v = v+del tv;

rx[i] = rxinew,
ry[i] = ryinew,
rzfi] = rzinew
naccpt ++;

} else if (exp(-deltvb) > ran(seed)) {
v = v+del tv;
rx[i] = rxinew,
ry[i] ryi new,
rzfi] rzi new,
naccpt ++;

+ 01

}
}

ntrial ++;
/*... laske keskiarvoja ... */

Tassadel tv=0U_,, jabeta=p=1/kgT.

Ehdolladel t vb<75. O varmistetaan se, ettei eksponenttifunktion laskussa tule ongelmia.
Siis konfiguraatiot, joissa atomit menevét liikaa paéllekkain hyldtdan suoraan.

Miten sitten valitaan parametri or . ?

Jos se on liian pieni, suurin osa yritetiloista hyvaksytdan, mutta faasiavaruutta kaydaan 18pi
hyvin hitaasti: perakkéiset tilat ovat hyvin korreloituneita.

Jos taas se on liian suuri, huomattava osa yritetil oista hyldtdan seurauksenataas liian hidas ete-
neminen faasiavaruudessa. Parametrin arvo voidaan simulaation kuluessa helposti asettaa
hal uttuun arvoon:

if (ntrial %adj st==0) {
ratio = (float)naccpt/(fl oat)nadjst;
if (ratio > 0.5) {
dr max*=1. 05;
} else {
dr max*=0. 95;
}

naccpt =0;

}

Tassa asetetaan hyvaksymisosuus arvoon 0.5 . Tdma on yleinen arvo, mutta e ole taysin sel-
vag, etta se on optimaalinen. Kvantitatiivinen peruste or .. :n valinnalle vois olla atomien
paikkojen poikkeamien nelididen summa simulaatioaskeleen n funktiona



46

(Ar)? =

2l

N
Z [r(®—rm2 (4.38)
i=1

Mita suurempi tama poikkeama, sitd parempi otos saadaan faasiavaruudesta tietylla simulaa-
tioaskeleiden maarédl|a.

Alunperin Metropolis-M C:ssé yhdella simul aatioaskel eella siirrettiin vain yhta atomia. Toinen
vaihtoehto on siirtééa systeemin kaikkia atomeja kerralla. Y hden atomin siirrossa systeemin
atomeja voidaan kayda l&pi tietyssa jarjestyksessa tai satunnaisesti. Yleensd, kun puhutaan
simul aatioaskel eesta, tarkoitetaan N yhden atomin siirtoa.

Jos systeemin partikkeleiden potentiaali on ns. kovan

L V(r) o
pallon (hard sphere), potentiaali A A
[P, Ii<rg
ur) =g, (4.39)
00, rij>ro
redusoituu MetropolissMC-simulaatio yksinkertai- -
seen muotoon. Jos atomin siirrossa kahden atomin o r

valimatka rj;<r,, on tekija exp(-dU . /kgT)
nolla, eiké uutta tilaa hyvaksyta. Eli siirtoyrityksessd  yya 4.9: Kovan pallon potenti-
tarkistetaan, ettei sirrettéva atomi mene paallekkain adi.

muiden kanssa. Huomaa myds, etta lampdétila el vai-

kuta simulaation kulkuun millaan tavalla.

Jos simuloitava systeemi koostuu molekyyleista, joiden atomien vélilla on kiintedt sidokset, on
my®s niiden orientaatio otettava huomioon. Molekyylin translaatio toteutetaan edelldesitettyyn
tapaan siirtdamalla sen massakeskipistettd. Orientaatio esitetddn usein Eulerin kulmien @, 6, @
avulla

Kuva 4.10: Eulerin kulmat.
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Molekyylin satunnainen kierto toteutetaan muuttamalla Eulerin kulmia satunnai sesti:

@ = O+ (281~ 1)0 g
B = BM+ (28, 1)56,, (4.40)

lIJin L|J|m+(223_1)6'*|Jmax

misyéLEj ovat vélille [0, 1] tasaisesti jakautuneita satunnaislukujajad @, 06, ja OW, o
ovat Eulerin kulmien maksi mimuutokset.

MC-algoritmissatilojen m ja n todennakdisyyksien suhde on nyt

P exp[-B(U,+dU,,)]dr"dQn

= , (4.41)
Pm exp[—BU ] drmdQm
mi ssi avaruuskul mael ementit ovat
N
don = |‘| dQn , dQM = (singdédyden)/Q . (4.42)

i=1

Tassa Q = 82 ei-lineaarisille ja Q = 41 lineaarisille molekyyleille. Yhden molekyylin
pyOraytyksessa suhde voidaan kirjoittaa muodossa

Pn _p3U sin6p
— = eXp|— .

(4.43)

Tuon sinien suhteen, joka ottaa huomioon avaruuskulmaelementin koon, on esiinnyttavé joko
sirron hyvéksymisosassa tai jo yritesiirtotodennakoisyydessa o, ,,. Jalkimmaisessa tapauk-
sessa kierto kulman 6 verran valitaan siten, ettéd cos6 on tasaisesti jakautunut:

cosO" = cosBM+ (2, —1)d(cos0) 14 > (4.44)

jaagoritmin hyvaksymistodennakdisyys on normaali min(1, exp(-BoU ) -

Toinen tapa tehda py6raytys on valita satunnai sesti jokin kolmesta koordinaattiakselista ja py6-
rayttdd molekyylia sen ympari.

Jos molekyylid el voi mallintaa téysin jaykkana kappaleena eli joitain sisdisia vapausasteita on
otettava huomioon, vai tilanne tulla hyvinkin monimutkaiseksi. Asiasta kiinnostuneet voivat
tutustua Allen-Tildesleyn kappal eeseen 4.7.2.

Lopuks voisimme hahmotella tyypillisen simulointigjon eri vaiheet oheisessa kuvassa.



generoi alkutila
n=1

'

——— generoi siirto

v

kylla aseta
' uusi tila

ei

-

jos n>Nep,
paivita laskureita

kylla

n++

ei

analysoi tulokset

Kuva 4.11: Tyypillisen Monte Carlo -simulaation kulku.

Alkutilan generointi riippuu tietysti kaytettavasta systeemista. Sen valinta e ole kuitenkaan
kovin kriittinen, silla MC-agoritmi vie systeemin tasapainotilaan riippumatta alkutilasta (aina-
kin periaatteessa). Kuvassa 4.12 on esitetty, miten Ising-systeemin energia kehittyy simuloin-
nin kuluessa, kun alkutilana on joko kaikilla hilapisteilla sama tai satunnaisesti arvottu spinin
arvo. Energia saavuttaa nopeasti tasapainoarvonsa.
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-500

-1000

E(nyc)

-1500

-2000 : '

20 30 40

Kuva 4.12: Ising mallin MC-simuloinnin alkutilan valinta. T = 4.0, J = 1.0, 30 x 30-hila.

4.3 Metropolis-algoritmin parannuksia

Joskus joudumme tutkimaan systeemej &, joissa
normaali MC-algoritmi e tunnu kayvan |&pi
faasiavaruutta tarpeeks tehokkaasti, jotta pys-
tyisimme laskemaan jérkevia keskiarvoja.

Esimerkiks Isingin mallin Curie-pisteen |ahei-
syydessd magnetoituman fluktuaatiot kasvavat
hyvin suuriksi (ks. oheinen kuva). Normaalilla
MC-algoritmilla pystytéan yhdella askeleella
(spinia kohti) muuttamaan magnetoitumaa
enintédn kahdella. Jos magnetoituman
jakauma levenee, joudutaan laskemaan enem-
man MC-siirtoja, jotta saadaan riittavan hyva
otos k eskiarvojen laskemiseen.

Kun Ising-systeemin lampdtila on korkea, spi-
nit ovat varsin sekaisin, ja yhden sipinin kéan-
toyrityksella on suurehko todenndkoisyys
onnistua. Lampdtilan laskiessa léhelle Curie-

-400 -200 200 400

0
M/AM
Kuva 4.13: Magnetoituman M jakauma
20 x 20 :n suuruisessa Isingin mallissa.
10% (levea jakauma) ja 45% (kapea
jakauma) Curie-pisteen yldpuolella
AM = 2 on magnetoituman maks mimuu-
tos yhdessa MC-siirrossa .
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pistettd, systeemiin syntyy alueita, joilla spinit ovat samansuuntaisia. Téllaisella alueella ole-
van spinin k&nnon hyvaksyminen ei olekaan kovin todennakoista.

Kuva 4.14: Kaksiulotteisen Isingin mallin M C-simuloinnilla generoituja konfiguraatioita. @)
T =16T,,b) T = T, .LaskettuohjelmalaXpot t s, jokakuuluu Xt Oy S-pakettiin

(http://penguin.phy.bnl.goviwww/xtoys/xtoys.html).

Taloin perakkaiset tilat ovat vahvasti korreloituneita, koska uusia tiloja hyvaksytaan vahan.
Kvantitatiivisesti tdma saadaan nakyviin laskemalla esimerkiksi systeemin energian normitettu

autokorrel aatiofunktio

[E(0)E(i)0— [ELP

ee(i) =

missa indeks i viittaa simulointiaske-
leeseen. Jos perdkkéiset tilat olisivat
tdysin satunnaisia, olis autokorrelaa-
tiofunktio deltapiikki: @c(i) = 9,
Kuvaan 4.15 on piirretty Isingin mallin
@ seka korkeassa etté |ahelle Curie-
pistetta sijoittuvassa lampotil assa.

Otetaan yksinkertainen esimerkki tapa-
uksesta, jossa normaali Metropolis-
algoritmi  toimii huonosti*. Olkoon
meilla N kappaletta, jotka on kytketty
toisiinsa jousilla.Kappaleet voivat liik-
kua z-suunnassa.

(EL]- [E[?

, (4.45)

e AL b nedy o S s

0 200 400 600 800
Nvc

Kuva 4.15: Isingin mallin energian autokorrel aatio-
funktio lampdtiloissa T = 2.27= T (yhtendinen

viiva) jaT = 4.0 (katkoviiva).
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Kuva 4.16: Kytketyt harmoniset véarahtelijét.

Systeemin potentiaalienergiaon

U =

NI

N
z (Zi _Zi—1)2 , (4.46)
i=1

Missa z, ja zy on Kiinnitetty nollaan.

Taman systeemin MC-simulointi Metropolis-algoritmilla on yksinkertainen ohjelmointiteh-
téva Ohjelman tarkeimmét rivit voisivat nayttda seuraavalta:

for (inc=1;inc<=nnt;inc++) {
for (i=2,i<nchain;i++) {
znew=z[i] +eps*2. 0*(ranf (&seed) - 0. 5);
Eol d=0. 5*(pow(z[i]-z[i-1],2)+powW z[i +1]-2[i],2));
Enew=0. 5* (powm znew z[i -1], 2) **2+pow z[ i +1] - zhew, 2) ) ;
dE=Enew Eol d;
if (dE<0.0) {
z[ 1] =znew,
E+=dE;
} else {
if (ranf(seed)<exp(-beta*dE)) {
z[i]=znew, E+=dE;
}
}
}
}

Mutta ohjelma on varsin hidas faasiavaruuden | 8pi k&ymiseen kuten oheinen kuva havainnollis-
taa. Vaikka simulaatio on hyvinkin pitka el faasiavaruudesta eli t&ssa tapauksessa keskimmai-
sen véarahtelijan paikasta saada kovin hyvaa otosta. Tama johtuu varahtelijan paikan jakauman
leveydesta.

1. Esimerkki lainattu W. Krauthin julkaisusta Introduction to Monte Carlo Algorithms, Advancesin Com-
puter Simulation, toim. Janos Kertész, Imre Kondor, Lecture Notesin Physics 501 (Springer Verlag,
Berlin, 1998), saatavissa my6s preprint-pal velimesta http: //babbage.sissa.it/, julkaisu cond-mat/
9612186



os haluamme uusien tilojen hyvéksymisto-
girron pituus (EPS edelisen sivun
listauksessa) pieni verrattuna vérdhtelijan
zy,» Paikkajakaumaan. Tama jakauma taas
on leved, koska koko ketjun poikkeama on
luokkaa /N . Ongelma johtuu téssa tapauk-
sessa Siitd, etta vardhtelijét on vahvasti kyt-
ketty toisinsa. Useamman vardhtelijan
poikkeutus samalla kertaa e auta tilannetta,
silla uuden tilan energia on hyvin todenna
koisesti niin suuri, ettéa se hyl&téan.

Ratkaisuna on pyrkia valitsemaan yritesiirrot
siten, etta sen lisdks, etté ne usein hyvaksy-
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D

20 ZNp2
Kuva 4.17: Kytkettyjen varahtelijoiden kes-
kimmaéisen kappal een paikan jakauma (tasai-
nen kdyrd), kun N = 40. Lisaks kuvaan on
piirretty varahtelijan polku 400 000 simu-
lointiaskeleen aikana.

téan, ne kayvét |api faasiavaruutta tarpeeksi tehokkaasti.

Kuvan mukaan, jos yritamme kasvattaa yrite-
siirron pituutta, tulee normaalin Metropolis-
agoritmin yritesiirron jakauma a,,,, on hyvin
erilaiseks verrattuna lopulliseen hyvaksymis-
todennakdisyyteen.

Yhtaon (4.24) mukaisesti siirtyméatodenné-
koisyys tilasta m tilaan n voidaan kirjoittaa
muodossa

T[mn = amn pmn ! (447)

missi p,,, on yritesiirron hyvaksymistoden-

nakoisyys. Tassa tapauksessa (ja edellisen
luvun atomisysteemin tapauksessa) yriteto-

_ O, o9z<e

a )
,02>¢

mn

Téasta johtuu hylkdyksien suuri maéra.

Kuva 4.18: Vardhtelijat z,_,, z ja
z , . Adrimmaiset véréhtelijét on nyt
kiinnitetty. Tumma alue kuvaa z; :n

jakaumaa, vaalea alue normaalin Met-
ropolis-algoritmin yritesiirron jakau-

(4.48)

Kirjoitetaan detaljibalanssi (4.18) siten, etta siirtyméatodennakdisyys on muotoa (4.47):

pmamnpmn = pnanmpnm )

(4.49)

On helppo nahdé, etta oikea jakauma saavutetaan, kun hyvaksymistodenndkoisyydeksi otetaan
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. pn an
= min(l, ——) . 4.50
Prn = min(, o= 2 (450)

Meilla on siis vapaat kadet valita sopiva yritesiirtotodennakdisyys a ,,. Sen painotus otetaan
huomioon yhté 6n (4.50) mukaisella hyvaksymistodenndkoisyydel &

Lisdhankaluuksia voi kuitenkin tuoda se, etta algoritmissa on pystyttéava laskemaan yritetoden-
nakoisyydet seka siirtymélle m - n ettasirtyméle n - m.

Entéa jos asetamme yritetodenndkoisyyksiks o, = p,jad,, = Py, ? Taloin hyvaksymisto-

kayttdon juuri sen vuoksi, etté otoksen laskeminen jakaumasta p,, on mahdotonta.

Joskus tama on kuitenkin mahdollista. Otetaan taas esimerkiksi nuo varahtelijét. Jos z,_; ja
z, , 1 onKkiinnitetty, on z :n jakauma

Piji—1i+1 0 exp[-B(z-2)7 (4.51)
mi ssg,
zi_zi1;4+1

gaussisesti jakautuneita satunnaislukuja. N&iden generoinnissa kdytetéén usein hylkaystekniik-
kaa.

Voimme kuitenkin lagjentaa yhtdl 6 (4.51) integroimalla useamman varéhtelijan yli:

Piji—2,i+2 0 exp[-2B(z-2)7 , (4.52)
missa
2 = Z 2"2'Z|+2

Kaavalla (4.52) voimme arpoa z :n uuden paikan ja kaavalla (4.51) z,_;:nja z , ,:n pakat.
Algoritmia voidaan jatkaa siten, etta koko ketjun varahtelijoiden paikkoja paivitetéan kerrala,
eiké hylkéyksiatarvita (paitsi generoitaessa gaussisia satunnaisiukuja).

Kayténnossa asiat eivét ole ndin hyvin. Mutta usein agoritmi (4.50) toimii hyvin, vaikka a ja
p eroavat toisistaan. Kdaytetaén taas esimerkkind varahtelijoita. Lisatéan energiaan (4.46) pieni
héirio



N
U, =y Z f(z) . (4.53)
i=1

Jokaisen konfiguraatio energia on nyt

Uzy, ... Z) = Ug+ Uy, (4.54)

(joka on ideaalinen héiriintyméattomalle systeemille) saadaan hyvaksymistodenndkoisyydeksi

_ .. exp[-BU]]
Py = Min(l, —exp[—BUE“]) : (4.55)

Tamahan on tuttu Metropolis, mutta mukana on vain energian hairiotermi.

Y ritetodenndk6isyyden muokkaamista simuloinnin nopeuttamiseksi on sovellettu luonnolli-
sesti hyvin monenlaisissa systeemeissa. Esimerkiksi atomisysteemien simuloinneissa yritesiir-
rot voidaan painottaa atomiin kohdistuvan voiman mukaan. Puhutaan voimia suosivasta
MC:sta.

Spinsysteemien simuloinnissa ns. klusterialgoritmi nopeuttaa simulointia huomattavasti. Tut-
kitaan Isingin mallia. Systeemin energia on muotoa

E=-JYSS:S=2l. 4.56
%DSJ S (4.56)

Systeemilla (kun J > 0) on olomuodon muutos pisteessd B = In(1 + ./2)/2. Tal6in esimer-
kiksi magnetoituman fluktuaatiot kasvavat suuriksi (ks. kuva 4.13). Jos algoritmi kééntda vain
yhden spinin kerrallaan, on otoksen keré@minen hidasta. Kuten kytkettyjen véradhtelijoiden
tapauksessa, e yksinkertainen usean spinin kadantaminen toimi.

Klusterialgoritmissa muodostetaan samansuuntaisista spi-
neista klusteri lahtemalla jostain spinistd ja lissamdla si-  — 4+ ——+ 44—
hen todennakdisyydella P samansuuntaisia naapureita. + —_— + + —_— _|_ +

Oletetaan, etta |ahdemme rakentamaan klusteria oheisen ~ ~ +4+4+—+
kuvan harmaalta osalta. Yritetodenndkdisyys o, koos- — + + + + + +
tuu termistd, joka kertoo klusterin sisdisten ‘++'-linkkien _|. _|. —_ + _|_ _|_ —_
osuuden, a/nt . ja klusterin reunaa kuvaavasta termista. +——F++—
Tama reuna koostuu kahden tyyppisista linkeista: + + + +

sisa ulko lukumaéra Kuva 4.19: Klusterin muodosta-
+ - Cq minen.
+ + c,

Reunan osuus systeemin energiassa on
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Uje = —C+tc; (I =1). (4.57)
Kuvan 4.19 esmerkissdc; = 10 jac, = 14. Yritetodenndkdisyys on nyt

= qint (1-P)% (4.58)

Gmn

Todennakdisyystiehyksia p,, |askettaessa emme tarvitse termeja, jotka eivat muutu klusterin
k&annon seurauksena. Eli vain reunan energia otetaan huomioon:

Pm = exp[-B(c;—c,)] . (4.59)

Péinvastaisessa siirtyméssa (n — m, ks kuva 4.20) reuna koostuu seuraavanlaisista linkeistéa:

Sisa ulko lukumaara _+_+++_
L@ +—E=—++
Reunan osuus energiastaon —_ _|_ —_— _|_ —_— _|_
Upe = —C,+Cy . (4.60) t+—===-

Y ritetodenndk6isyys on nyt - + - + + + -

Kuva 4.20: Toteutettu klusterisiirto.
n(1-p)a . (4.61)

Termi aift on sama kuin painvastai sessa siirtyméassa. Kuten edella todennakaisyystiheys on
Pn = exp[-B(c,—cy)] (4.62)
Detaljibalanss tulee muotoon
e Pl (1_pP)op = ePl&-C)(1_P)ap_ . (4.63)

Tastd ssamme lopulta hyvaksymistodenndk6isyyden

e_B(CZ_Cl)(l — P)Cl
e_B(Cl_CZ)(l _ P) ¢/

= min(1, (4.64)

pmn

Algoritmi on seuraavanlainen:

I. Otasysteemista yks spin satunnaisesti.

li. Lisda siihen viereisia samansuuntai sia spinejé todennakdisyydella P .

Iii. Lopeta klusterin kasvattaminen, kun yhtak&an sen reunaylittavaa linkkia e ole
valittu.

iv. Kéénna klusterin spinit todennékoisyydella (4.64).
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Huomaa, etté jos asetamme 1—-P = exp(—2p), ssaamme algoritmin, jossa e ole ollenkaan
hylkayksia
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5 Monte Carlo -simulaatiot eri ensembleissa
5.1Yleista

Eri ensemblet vastaavat erilaisia ulkoisia olosuhteita. Edella kévimme 1&pi kanonisen ensemb-
len (eli N, V jaT vakioita) MC-algoritmin. Usein koeol osuhteissa on tilavuuden sijasta paine
vakio. Taloin on kyseessd NPT-ensemble. Suurkanonista ensembled tarvitaan, kun hiukkasten
lukumé&ra voi vaihdella. Esimerkiks adsorptiossa kaasufaasiaei kannata simuloida, vaan kay-
tetddn suurkanonista ensembled ja etukateen maaréttya lampatilaa ja kemiallista potentiaalia.

Eri ensembleiden antamat keskiarvot periaattessa |dhestyvéat samaa arvoa termodynaamisella
rajalaeli, kun systeemin koko kasvaa rajatta. Fluktuaatioille el kuitenkaan kay nain. Tasté seu-
raa, etté useat vastefunktiot ovat eri ensembleille erilaiset.

Seuraavassa esitelléan eri ensembleiden MC-simulointi [8hinnd atomisysteemien kannalta.

5.2 Mikrokanoninen ensemble

Mikrokanonisessa ensemblessa (NVE) systeemin kokonaisenergia sdilyy vakiona. Suoraviiva-
isin tapa simuloida tét& ensembled olist NV E-molekyylidynamiikka, jossa liikeyhtédl 6t pitévat
huolen energian sailymisestal.

Mikrokanonisen ensemblen M C-simuloinnissa mei-
dan on saatava aikaiseks satunnaiskavely faasiava-
ruuden vakioenergiapinnoilla.

NV E-ensemblen todennakdisyystiheys voidaan kir-
joittaa muodossa

Pnve = ZryedH(M) —E) (5.1)

Kuva 5.1: Vakioenergiapinta faa-
missa partitiofunktio on Siavaruudessa.

Z\ve = 2[olreS(H(r)-E) . (52

Ja Hamiltonin funktio
H(M) = K(p) +U(r) . (5.3)

MC-simuloinnissa ei ole mukana kineettisté energiaa, joten otetaan sitd kuvaamaan ylimaaréi-
nen vapausaste, demoni?, jollaon energia E . Todennakdisyystiheys on nyt

1. Jostutkimme systeemi, jolla on liikeyhtal 6t.
2. M. Creutz, Phys. Rev. Lett. 50 (1983) 1411.
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Pnve 0 0(U(r) + Ep—E) . (5.9
Demonin energia on ragjoitettu positiivisiin arvoihin.

Simulaatioal goritmi on seuraavanlainen:

I. Konstruoidaan alkutila, jonka (potentiaali)energia E .

ii. Asetetaan demonille energia (esim. E = 0).

iii. Muutetaan systeemin tilaa (atomin paikan muutos) m — n.

iv. Lasketaan energiaero uuden javanhan tilan vailla duU ,,, = U(n) —U(m).

v. Jos energia pienenee eli dU ., <0, hyvaksy uusi tilaja kasvata demonin energiaa:
Ep —» Ep +[0U -

vi. Jos taas energia kasvaa (tai pysyy samana) eli dU ., = 0, hyvéksy uusi tila ainoas-
taan, jos demonillaon tarpeeks energiaaeli E; —0U > 0. Tall6in véhenna demonin
energiaa Ey - Ep—0U ..

vii. Palaa askeleeseeniii.

Voidaan osoittaa, ettd demonin energigjakauma ldhestyy Boltzmannin jakaumaa

pg, D& Forkel (5.5)

Tasta voimme periaatteessa laskea systeemin lampdtilan. (Vrt. 1ampdtilan laskeminen mole-
kyylidynamiikkasimul aatioissa.)

TaaNVE-MC-menetelméaei ole juurikaan kaytetty atomi- tai molekyylisysteemien simuloin-
tiin.

sess, e satunnaislukuja tarvita ollenkaan. Hilasimulaatioissa (esim. Ising-malli) menetelméa
voi nopeuttaa | askentaa huomattavastikin®.

5.3 Vakiopaine-ensemble

Vakio-NPT-ensemble on kokeelliseltakannaltatéarked. NPT -ensemblessdhan paineen odotus-
arvo on vakio ja tilavuus fluktuoi. Tarkastellaan tilannetta atomi- tai molekyylisysteemissa.
Todennakdi syystiheyden konfiguraatio-osa on

jaensemblekeskiarvo (tai sen konfiguraatio-osa) on nyt muotoa

1. M. Creutz Phys. Rev. Lett. 69 (1992) 1002.]
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[ee]

J'dVe—BPV{dr NA(rN, V)eBUr™
0

Ap7 = — : (5.7)
J’dVe—BPVJ:dr Ne-BU(rY)
0

Oletetaan, ettd simulaatiokoppi on kuutio, jonka sivut ovat L = V1/3 ja tehddsn muuttujan-
vaihdos:

sV = (Sy,Spr -..ySy) = LN (5.8

r=(ryro...,ry) - (5.9

Talldin odotusarvo (5.7) tulee muotoon

[AVe PPV [LINGSNA(SN, V)ePUE"
0

w

Apr = &— (5.10)
J'd\/ e—B PVJ' L3NgsN e—BU (sV)
0 W

i dvePBPVYN i dsNA(sN, V)eBUEY
0 )

I dveBPVyYN I dsNeBU"Y)
0 w

IdVe—BPV eB(NInv/ B)J’dSN A(SN, V) eBU(Y)
0 w

[ee]

J'dv @ BPVeB(NInV/ B)IdSN eBU(sY)
0 )

Tassa w tarkoittaa integrointia yksikkdkuution yli.
Jarjestelemélla termej & saadaan lopulta muoto

[oe]

IIdVdsN A V) e—B[Pv - % IV +U(e")]

= 0° . 5.11
HHer ® —B[PV “Ninv + U(sN)} -
J’ J’ dvdsNe B

ow
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Eli meillaon nyt systeemi, jossaon 3N + 1 vapausastetta {V, s;, S,, ..., S\} , jajonkafaasia-
varuuden todennakoisyystiheysfunktio on

—B[PV Niqv+ U(sN)J

pOe d (5.12)

MC-algoritmissa uusi yritetila generoidaan siirtamalla atomin paikka ja/tai muuttamalla tila-
vuutta

s = g+ 0s,,(28 - 1) (5.13)

V, =V, +8V,,(26-1), (5.14)
missa & on vektori, jonka komponentit ovat védlille [0, 1) tasaisesti jakautuneita satunnaislu-
kuja.

Parametrit ds,,, ja OV, maaraavat maksimimuutokset paikoissa ja tilavuudessa. Kuten
kanoni sessakin ensemblessi nama parametrit valitaan siten, etté saadaan uusien tilojen hyvak-
symissuhteeksi n. 0.5.

Toisadlta meilld on nyt kaksi parametria, joten haluttu hyvaksymissuhde voidaan saada aikai-

reja halutun suhteen aikaansaamiseksi.

Kun uusi tila on generoitu, lasketaan energianmuutos oH

Vg
M = U+ PV = V) ~NkgTInR- . (5.15)
m

Tilavuuden muutoksesta seuraavan energianmuutoksen laskeminen on yleisesti ottaen lasken-
nallisesti kallista. Molekyylin paikan muutoksesta aiheutuvan energianmuutoksen dU ., las-
kemiseen riittéd enintddn 2(N —1) potentiaalin laskua. Tilavuuden muutos taas vaatii
(paripotentiaaeilla) (1/2)N(N —1) vuorovaikutuksen laskemisen.

Y ksinkertaissmmille potentiaaleille voidaan kuitenkin energianmuutos laskea skaalaamalla.
Otetaan esimerkiksi Lennard-Jones?, jolle systeemin potentiaalienergiatilassa m on

1. U(r) = 48[%%12—?%56}
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N

6
z z snﬂ ? _4¢ Z ZEL:S{;S . (5.16)

- 1] >0

=U(12) + U (®)

(
m

Jostilastatoiseen (m - n) muuttuu vain tilavuus eli L, - L,,, saadaan uuden tilan n energia
skaalaamal la:

2 6
U. = U(lZ)d__m:|1 .|.U(6)d—_rrD (517)
n m [LnD m ELnD
jaenergiaero
2 6
53U, = dUyd = UQZ)E:—”EI —1}+Ur(n6)[%:—”% —1} : (5.18)
n n

Jos yhtdaikaa siirretdan atomia ja muutetaan tilavuutta on potentiaalienergian muutos

3U,,, = duds+gyvol. (5.19)
missa
6Urqir% = Un(Ln)_Um(Ln) : (5-20)

Eli tassa tapauksessa ensin muutetaan tilavuutta ja sen jalkeen hiukkasen paikkaa.

Jos potentiaali on monimutkaisempi, on tilavuudenmuutosten energiaeron laskeminen kallista
janiita on tehtéava harvemmin.

NPT-ohjelmassa voidaan luonnollisesti laskea paine viriaalista. Taman paineen keskiarvon
tulisi luonnollisesti olla sama kuin asetetun ulkoisen paineen, joka esiintyy yhtal6ssa (5.15).

L ennard-Jones systeemin NPT-M C-ohjelman tilavuudenmuutososa voisi néyttda seuraavalta:



[** attempt a box move **/

boxnew=box+(2.0* ranf(dummy)-1.0)* dboxmx;
ratbox=box/boxnew; rrbox= 1.0/ratbox;
reutn=rcut* rrbox;

[** calculate scaling parameters **/
rat3=rarbox* ratbox* ratbox;
rat6=rat3*rat3; rat12=rat6* rat6;

** scale energy, and virial including Irc **/
v12new=v12*rat12; vénew=v6* rat6;
wl2new=w12*rat12; wénew=w6* rat6;

[** calculate change in energy and volume **/
deltv=v12new+v6new-v12-v6;

dpv=presur* (boxnew* boxnew* boxnew-val);
dvol=3.0* temp* (float)n* log(ratbox);
delthb=beta* (deltv+dpv+dvol);

[** check for acceptance **/
if (delthb<75.0) {
if (delthb<=0.0) {
v12=v12new; v6=venew;
wl12=w12new; w6=w6énew;
for (i=1;i<=n;i++) {
rx[i]=rx[i]* rrbox;
ry[i]=ry[i]* rrbox;
rz[i]=rz[i]*rrbox;
}
box=boxnew; rcut=rcutn; acboxa=achoxa+1.0;
} dseif (exp(-delthb)>ranf(dummy)) {
v12=v12new; v6=venew;
wl12=w12new; w6=w6énew;
for (i=Lli<=n,i++) {
rx[i]=rx[i]* rrbox;
ry[i]=ry[i]* rrbox;
rz[i]=rz[i]* rrbox;
}
box=boxnew; rcutn=rcut; acboxa=achoxa+1.0;
}
}

boxinv=1.0/box; vol=box*box* box;
dens=(float)n/val;

[** calculate energy and pressure **/
vn=(v12+v6)/(float)n:
pres=dens*temp+(w12+w6)/vol;

[** increment accumulators **/
acm=acm+1.0; acv=acv+vn;
acp=acp+pres; acd=acd+dens;
acvsg=acvsg+vn*vn,
acpsg=acpso+pres*pres;
acdsg=acdsg+dens* dens;

62
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5.4 Suurkanoninen ensemble

Suurkanonisessa enesemblessé on systeemin kemiallinen potentiaali on vakio ja hiukkasten
lukuma&éara fluktuoi. Vakioitaovat siisp, VjaT.

Todennakdi syystiheyden konfiguraatio-osa ont

1
Py O We—B[U(rN)—uN] , (5.21)

missa /A on terminen de Broglien aallonpituus

_ 0 h2 EI1/2
orimkgTH (5.22)

Kuten muistamme, suureen A ensemblekeskiarvon kofiguraatio-osa on

[oe]

Z IdrA(r)(N!/\3N)—1e—B[U(rN)—uN]
A,y = =2 . (5.23)

QpVT

Z (N!/\3N)—1eBuNJ’drA(r)e-BU(f”)
N=0

QpVT
Konfiguraatio-osaan voidaan taas lisdta liikemadrista aiheutuva osuus. On kuitenkin huomat-
tava, ettéd tdma osuus riippuu atomien lukumaarastd, joten [NLI on laskettava simul aatiosta.

My0s suurkanonisessa ensemblessa on kéytanndllista tehda yhtélon (5.8) mukainen muuttu-
janvaihdos. Tastd ssamme tulokseksi tekijan VN :

1. Nyt emme voi unohtaa N :sté riippuvaa vakiokerrointa.



(o]

> (N!/\3N)—1VNeBuNIdsA(S)e—Bu(s)
N=0 w

Ay = . (5.24)
VT QpVT
_ N=0 ©

QuVT

[oe]

Z J’dsA(s)exp{—B[U(s) —Np] —InN! =3NInA + NInV}
N = 0w

QpVT

Eli suurkanonisessa Monte Carlo -simulaatiossa tulisi saada ailkaan Markov-ketju, jonka tasa-
painojakauma on

p O exp{—B[U(s) —Np] —INnN! =3NInA + NInV} . (5.25)

Koska myos hiukkasten lukumaara voi fluktuoida, on algoritmin avulla pystyttdva myos pois-
tamaan tai lisédmaén atomeja.
K&yténndssa Markov-ketju toteutetaan seuraavalla tavalla
Kéaytetdan kolmenlaisia siirtymia tilasta toiseen:

i. Atominsiirto.

Ii. Atomin tuhoaminen.

Iii. Atomin luominen satunnaiseen paikkaan systeemissa.
Atomin siirto toteutetaan kanonisesta ensemblesté tuttuun tapaan.

Jos atomi tuhotaan, on tilojen todennakdisyyksien suhde (tilassa m alunperin N atomia)

P, e BlUE)—(N=1)u] =In(N-1)! =3(N-1)InA + (N -1)InV

_m ) g B[U(s™ —Np] - InNI =3NInA + NInV ’ (5.26)
= —B5Unm e—BIJ N/\3
missd 8U,,,, = U(s") —U(s™) on potentiaalienergiaero. Maaritellaén aktiivisuus
Bu
£° %\—3 ’ (5.27)

jolloin (5.26) tulee muotoon
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& = DN = _BaDnm
v expg—BéU + ln[izv = , (5.28)

m

missa dD,,,, on tuhoamisfunktio:

8D = 8Up— BN (5.29)

Yhtal6 (5.28) on samanmuotoinen kuin (4.33), joten yritetty tuhoamissiirto hyvaksytaan
(kanonisen ensemblen tapaan) todenndkdisyydella

min(1, e #%Pnn) | (5.30)

Samalla lailla yritettéessa luoda atomia on todennakoisyystiheyksien suhde

Pn e BIU(SY) = (N + 1)p] —=In(N +1)! =3(N + 1)InA + (N + 1)InV

_m = e B[U(s™ —Np] — InN! —=3NInA + NInV ' (5:31)
= e_Béunm eBLl L
(N +1)A3
Aktiivisuuden avulla lausuttuna suhde on
pn —_ —BaUnm ZV — D ZV _Bacnm
o = N expg—BéUannEN il : (5.32)
missa on maaritelty luomisfunktio 8C,,,
zv
8Cqm = 8Upm—BHNEE7 (5.33)
Jatavalliseen tapaan yritetty luomisoperaatio hyvaksytaan todenndkdisyydella
min(1, e P%Cnm) . (5.34)

Toteutettaessa atomin tuhoamisiajaluomisia on muistettava pitééa huoli siitd, etté yritetodenné-
kéisyysmatriisit ad - ja aS,, ovat symmetrisia (o, = O,,). Tastéhan seuraa mikroskoop-
pinen reversiibeliys (4.18). Tama saavutetaan asettamalla luomisen ja tuhoamisen
todenndk6isyydet samoiksi.

Kolmen eri operaation yritetodennakéisyyksien (o, ad_, af,,) asettaminen samaksi on

todettu tehokkaimmaksi Markovin ketjun konvergenssin kannalta, eli
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am =ad =al, =1/3. (5.35)
Algoritmi on siis lopulta muotoa:

I. Mene satunnaisesti johonkin askeleistaii. - iv.

ii. Siirra satunnaisesti atomia i . Hyvaksy uusi tilatodennakdisyydella (4.37). Mene
askeleeseen v.

iii. Lisda atomi satunnaiseen paikkaan systeemissa. Hyvaksy uusi tilatodennakdisyy-
della (5.34). Mene askeleeseen v.

Iv. Poista satunnaisesti valittu atomi systeemista. Hyvaksy uusi tila todenndkoisyydella
(5.30).

v. Paivita keskiarvomuuttujia.
vi. Mene askeleeseenii.

Tyypillisesti ssimulaation kuluessa lasketaan potentiaalienergian, paineen ja tiheyden ensemb-
lekeskiarvoja. Eras suurkanonisen ensemblen eduista on se, etta Helmholtzin vapaa energia A
pystyt&dn laskemaan suoraan. Kuten termodynamiikasta muistamme suurkanonisen ensemblen
termodynaaminen potentiaali on ns. suuri potentiaali Q

Q = E-TS—-puN = A—pN . (5.36)
Toisaalta
Q = -PV. (5.37)
Néista saamme yhteyden
A=Q+uN = UN-PV, (5.38)

eli merkitsemalla eksplisiittisesti ensemblekeskiarvot

A
N INHyvr

- U (5.39)

Kuten vakiopai nesimul oinnei ssa, my6s suurkanoni sessa tapauksessa tiheys vaihtel ee simul oin-
nin kuluessa. Tasta syystd myo6s potentiaalienergian pitkan kantaman korjaukset tulee laskea
OU ,,:n laskun yhteydessa uudestaant. Sama patee muidenkin suureiden pitkan kantaman kor-
jauksiin.

Ohjelmointiteknisesti suurkanoninen MC-simulointi teettdd hieman enemman ty6ta johtuen
atomien lisd8misesta ja poistamisesta. Atomien kirjanpito voidaan toteuttaa esimerkiks seu-
raavaan tapaan?.

1. Pitkan kantaman korjauksista puhutaan lisd8 mydhemmin.
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Oletetaan, ettd meilld on alussa 6 atomia ja suurin mahdollinen méara on 10. Taulukossa
| ocat e on tieto siita, mitk& atomit ovat ‘elossa’ kullakin simulaatioaskeleella. Ensimméi-
sell& askel eella taulukko nayttda seuraavalta

| ocate[i]: 1/2|3|4|5|6|0|0|0]|O0

T

N=6
Kuva 5.2: Suurkanonisen simuloinnin atomien kirjanpito.

Jos atomi numero 3 tuhotaan, taulukko péivitetdan ja atomi numero 3 siirretéén taulukon pda-
han (‘kuolleeseen’ osaan):

| ocate[i]: 1/2|4|5|/6|3(0|0|0]|O0

T

n=>5
Kuva 5.3: Suurkanonisen simuloinnin atomien kirjanpito (jatkoa).

Jos nyt uusi atomi luodaan, se viedaén paikkaan | ocat e[ n+1] :

i: |1]2(3|4|5|6|7|8]|9]10

| ocate[i]: 1(2(4|5|63[0|0|0]|O0

T

n=6
Kuva 5.4: Suurkanonisen simuloinnin atomien kirjanpito (jatkoa).

Jos tdman ja keen taas edelleen luodaan uusi atomi, se vied&dn paikkaan | ocat e[ n+1] ,ja
uuden atomin indeksiksi asetetaan N+1:

2. D. Nicholson, CCP5 Quarterly 11 (1984) 19. CCP5-projektin kotisivun URL on
http://ftp.dl.ac.uk/CCP/CCP5/main.html
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| ocate[i]: 1/2|4|5|6|3|7|0|0]|O0

|

n=5
Kuva 5.5: Suurkanonisen simuloinnin atomien kirjanpito (jatkoa).

Ohjelman silmukat, jotka kayvét atomit |&pi ovat nyt seuraavannakoisia:

for (i=1;i<=n;i++) {

ia = locate[i];

rxi = rx[ial;

ryi = ry[ia];

rzi = rzf[ial;
/* | aske haluttuja asioita ... */
}

Allen-Tildesleyn esimerkkiohjelmat! F.13 ja F.14 sisdltavét suurkanonisessa simulointiohjel-
massa tarvittavia rutiinegja.

Katso myos D. Frenkelin ja B. Smitin kirjan WWW-sivun Case Studies -ohjelmia?.

Y |l esitellyssia menetel méssi joudutaan taulukko | ocat e jarjestelemasn jokaisen tuhoami-
sen jalkeen uudestaan. Toinen tapa on kayttaé loogista taulukko al i ve, joka kertoo, onko
kyseinen atomi systeemissé. Oletetaan samanlainen tilanne kuin aikaisemmin (6 atomia, mak-
similukumaéra 10)

alive[i]: |1|1|1|1]|1]1]0]0]0]O

n=6
Kuva 5.6: Suurkanonisen simuloinnin atomien kirjanpito kéyttaen loogista taulukkoa.

Jos atomi numero 3 tuhotaan, asetetaan taulukon al | ve, alkioarvoonf al se (dli 0).

1. http://www.lce.hut.fi/~akuronen/M Dkurssi/allen-tildesley . Ohjelmat on kirjoitettu Fortran77:11a (vali-
tettavasti).
2. http://cpcoup5.tn.tudelft.nl/people/smitl/README.html
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alive[i]: |1|1]|0l1|212(1|0|0]|0O]|O

n=5
Kuva 5.7: Suurkanonisen simuloinnin atomien kirjanpito kayttéen loogista taulukkoa (jatkoa).

Jos nyt uusi atomi luodaan, se viedddn ensimmaiseen vapaaseen paikkaan taullukossa
al i ve:

alive[i]: |1|1|1|1|1]1]0]0]0]O

n=6
Kuva 5.8: Suurkanonisen simuloinnin atomien kirjanpito kayttéen loogista taulukkoa (jatkoa).

Jos tamén jalkeen taas edelleen luodaan uusi atomi, se vieddsn paikkaan al i ve[ 7], ja
uuden atomin indeksiksi asetetaan:

alive[i]: |1|1|1|1]1]1]1]0]0]0O

n=7
Kuva 5.9: Suurkanonisen simuloinnin atomien kirjanpito kaytt&en loogista taulukkoa (jatkoa).

Ohjelman silmukat, jotka k&yvét atomit 18pi ovat nyt seuraavannakdisi&

for (i=1;i<=nmax;i++) {

if (alive[i]) {

rxi =rx[ial;

ryi = ry[ia];

rzi = rzf[ial;
/* | aske haluttuja asioita ... */
}

}

Etuna edelliseen menetelmaan on se, ettd muistia tarvitaan vain yks looginen taulukko. Jos
muisti on rajoittava tekija voidaan tdma taul ukko toteuttaa bittitaul ukkona.

Haittana on ylim&érainen ehtolause ohjelman sisimmissa silmukoissa.

Esitet&an lopuksi yksi esimerkki suurkanonisen M C-simuloinnin sovelluskohteestal.
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Adsorptiotutkimuksissa haluamme tietéa aineen huokosiin
Kiinnittyneiden atomien tai molekyylien lukumaaran ulkoi-
sen paineen ja lampétilan funktiona.

Yks menetelma on tietysti molekyylidynamiikka, mutta
usein systeemin aikaskaala on makroskooppinen: tasapaino-
tilan saavuttaminen voi vaatia minuutteja tai jopa tunteja.
Liséks kaasufaasin simulaatioon kuluu laskentatehoa,
vaikka emme ole siitéa kiinnostuneita.

Kuva 5.10: Adsorbentti kaa-
Systeemissa vallitsee tasapaino ympardivon kaasun ja suatmosf&éri ssa.
aineen huokosissa olevien kaasumolekyylien valill&, jolloin
niiden kemialliset potentiaalit ja |ampdtilat ovat samat. Suurkanonisessa M C-simul aatiossa
mallinnamme ympar6ivaa kaasua asettamalla kaasumol ekyylien kemiallisen potentiaalin p ja
lampdtilan T haluttuihin arvoihin. Kemiallisen potentiaalin arvo saadaan periaatteessa ulkoi-

sen kaasun paineesta sen tilanyhtél 6n avulla.

Otetaan esimerkiksi zeoliitit. Ne ovat hyvin
huokoisia aineita, joilla on sovelluksia esimer-
Kiksi petrokemian teollisuudessa katalyyttisina
materiaaleina. Ne ovat kiteisia SiO4- ja AlO,
tetrahedreista rakentuvia materiaalga, joita
nykyaan tunnetaan n. 600 erilaista. Sovellusten
kannalta on térkeda tietdd, miten ympériston
atomit tai molekyylit kiinittyvét zeoliitin huo-
kosiin.

Kuva 5.11: Adsor-
bentti kykettyna
[ampo- jakemiallisen
potentiaalin varas-
toon.

Kuvassa esimerkkind metaanin adsorptio erdan
zeoliitin (silikaliitti) pinnalle ulkoisen paineen funktiona.l Simulaatiotulokset vastaavat varsin
hyvin koetuloksia.

sof
Kuva 5.12: Metaanin i . °
adsorptlo qhkaluttun o‘._.i'
metaanin paineen funk- 320 O mm -
tiona. Mustat symbolit 2 o
ovat E "
mitattujaarvoja, avoimet  Z 4 | H4:8 1
suurkanonisen MC- q;A
simulaation tuloksia. I ]
0.0 T'_nmfg‘"'lzl '”|3 4
10 10 10 10 10
P [kPa]

1. Ks. http://www.hpen.tudelft.nl/frenkel _smit.html
1. Frenkel-Smit kappale 5.6.4
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6 Simulaatio-ohjelma kaytannossa

Tassa luvussa kdymme [8pi tiettyja simulaatioteknisia asioita kuten reunaehdot, vuorovaiku-
tusten laskeminen tehokkaasti ja niin edelleen. Tarkastellaan edelleen |ahinna atomisystee-
meja.

6.1 Reunaehdot

Simuloitava systeemi koostuu luonnollisesti dérellisestéa maarasta partikkeleita (ssimulointi-
koppi), joten systeemissa on reunat. Mitatulisi tehda reunoilla? Se riippuu tietysti tutkittavasta
ilmidsta.

Box of Atoms Bulk Solid/Liquid
- Wall @) \
02906 OO0 W M
¢ \b(b SOCE NS ONO \\Wall
(A C' / f\‘: \
<) | e / O I\
(o)® oee) ORI
S 5
(What Next?)} [ Periodic/All Faces) (Periodic/4 Faces)
Liquid/Vapour Adsorbed Layer
5 = - ) Walil -
i QLK \\\ A\ W\ A\
o\ Wall |
Wan\\ q \\ \
e | \\\ o R
3 _ T N T | .
' Substrate
{Periodic/4 Faces) {Periodic/4 Faces)

Kuva 6.1: Atomisysteemin reunaehdot.

Jos tutkitaan &aretonta ainetta (bulk) kaytetddn ns. periodisia reunaehtoja. Eli kopin reunan yli
meneva atomi tulee toiselta puolelta takaisin. Avaruus on siis taytetty simulointikopin kopi-
oilla.

Kuva 6.2: Periodiset reunachdot.
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K&yténndssa tdma voidaan toteuttaa esimerkiks seuraavanlaisella C-rutiinilla:

void bcond(float *x, int *ibc, float * box)

[* boundary conditions: */

I* X(3) : particle coordinate */
I* ibc :=1-periodic, >1-free */
I* box(3) : simulationcell edge */
{

int j;

for (j=1,j<=3;j++) {
if (ibc[j]==1) {
if (x[j]<0.0) x[j] = x[j]+box[j;
if (x[j]>box[j1) x[ij] = x[j]-box[j];

Potentiaalienergian laskussa periodiset reunaehdot tulee myds ottaa huomioon (tarvitaan ato-
mien valisia etdisyyksig ns. minimum image convention).

<+ L —p»

Kuva 6.3: Periodiset reunaehdot potentiaalienergian |askemisessa.

Esimerkiksi kuvan 6.3 tapauksessa, koska r; > r
tena vektoria r,

kaytetdan atomien i ja | vélisend etéisyy-

i
j-.
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C-kielelld asia voidaan hoitaa seuraavasti:

if (rijx > box[1]/2.0) rijx=rijx-box[1]
if (rijy > box[2]/2.0) rijy=rijy-box[2]

if (rijz>box[3]/2.0) rijz=rijz-box[3]

if (rijx <-box[1]/2.0) rijx=rijx+box[1]

if (rijy <-box[2]/2.0) rijy=rijy+box[2]

if (rijz < -box[3]/2.0) rijz=rijz+box[3]

Edell&olevasta seuraa, etta suurin pituus systeemissdon L/ 2. Tama on otettava huomioon las-
kettaessa suureita, jotka ovat atomien vaimatkojen funktioita [esim. parikorrelaatiofunktio
g(r) tai rakennetekija p(k)].

Liséks on yleensdkin oltavatarkkana, ettei reunaehtojen aiheuttama periodisuus vaikuta tul ok-
siin. Esimerkiksi simuloitaessa kidevaurioita on kopin oltava niin suuri, etteivat vaurioiden
kuvat paése vuorovaikuttamaan toistensa kanssa. Tutkittaessa materiaalien pintoja periodisia
reunaehtoja kaytetédan vain x - ja y -suunnissa.

N

Kuva 6.4: Reunaehdot pintasimulaatiossa.
Systeemin ‘pohja voi ollajoko vapaa (kalvo) tai kiinnitetty (mallintaa bulkkia).

Y leensa simul aatiokoppi on kuutio tai suorakulmainen. On kuitenkin mahdollista kayttaa ei-
suorakulmaisia koppgja: esim. monokliininen kiderakenne vaatii tdman. Voidaan kayttéa myos
muita s88nndllisié (avaruuden téyttavid) monitahokkaita.

z

@) (b)
Kuva 6.5: Ei-suorakulmaisia simul ointikoppeja.
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Esimerkiks nesteiden simuloinneissa pallomaisempi symmetria voi olla parempi. Periodisten
reunaehtojen soveltaminen on tietysti hankalampaa.

Olivatpa reunaehdot mitka hyvansa, on aina tutkittava niiden mahdollista vaikutusta tuloksiin.
Eli suoritetaan simulaatioita erikokoisilla systeemeilla ja toivon mukaan tulokset saturoituvat
tiettyyn arvoon, kun koko kasvaa.

6.2 Potentiaalienergian laskeminen

Useimmiten suurin osa tietokonesjasta menee systeemin potentiaalienergian javoimien? laske-
miseen. Tasta syysta yleensi kannattaa keskittya ohjelman tdman osan optimoitiin.

Olkoon mellla paripotentiaali v(r) . Systeemin potentiaalienergia on

N-1 N
U= Z Z v(ry) (6.1)
i=1 j=i+1
Fij = Ti= T (6.2)
Atomiin i atomin j kohdistamavoimaon?
fij = _Driv(rij) = —DrijV(rij) ) (6.3)

eli
fo= _[Q’} « i (6.4)

Kéaytanndssa potentiaalilla on aina katkai susade
r.. Atomit joiden vélinen etaisyys > r. eivét
vuorovaikuta.

Yleensa r . = muutama A . Katkaisuséteen valin-
nan vaikutusta tuloksiin pitaisi ainatutkia.

Kuva 6.6: Paripotentiaalin valityksella
vuorovaikuttavat atomit.

Energiaan (ja muihin laskettaviin suureisiin)
voidaan ottaa mukaan pitkén kantaman korjaus (lasketaan ol ettaen aine jatkuvaksi), jokatarvi-

1. Allen-Tildesleyn esimerkkiohjelmasta F.1 16ytyy periodisten reunaehtojen soveltaminen muutamalla ei-
suorakulmaiselle kopille. Linkki ohjelmiin 16ytyy kurssin kotisivulta.
2. Voimia MC-ohjelmassa tarvitaan viriaalin laskemiseen.

_.0 .0 0 o .
3. DIJ_IGT”JrJWUJrsz”’ M = Xl + vl +z;k

r
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taan vuorovaikutuksen katkaisun takia. ESim. Lennard-Jonesille

E=E.+E e = EC+2anr2V(r)dr (6.5)

le

Katkaisuséteesta johtuen potentiadilla V(r) '
on epgjatkuvuus r . :n kohdalla. A ‘

Potentiaali voidaan vieda nollaan alu-
eellafr.—or,r], siten, ettda esim. poten-
tiaali ja voima ovat jatkuvia. (3. asteen
polynomi)

Ta potentiaalia voidaan siirtég; energian NP
nollakohtahan on mielivaltainen.

Potentiaalienergia (ja viriaali €li voimat) Kuva 6.7: Potentiaalin katkaisu
lasketaan siis kaksinkertaisessa silmu-
kassa:

for (i=1;i<Ni++) {
for (j=i+1;j<=N;j++) {

rijx = rx[i]-rx[j];
rijy =ry[i]-ry[j];
rijz =rz[i]l-rz[j];

rijsq = rijx*rijx+rijy*rijy+rijz*rijz;
rij = sqrt(rijsq)
if (rijsg<rcut) {

vij = ...potentiaalienergia...
Wij =...viriaali...;

V+=vij ;

WH=W | ;

Potentiaalienergian lasku vie koneaikaa O(N?2) €eli ennen pitkaa laskenta-aika kasvaa liian
suureksi. Avuksi otamme kayttoon Verlet’ n naapurilistan ja solumenetel man.



Verlet'n naapurilista on tietora
kenne, jossa sdilytetddn jokaista
atomia varten niiden naapurien
indeksit, jotka ovat |8hempana
kuin tietty etéisyys r,. Lista
paivitetdan vain joka N, :s simu-
laatioaskel. Parametrit r . ja N,
valitaan siten, etta

rm_rc>Nm6r’ (6-6)

missd or on tyypillinen atomin
poikkeama simul aati oaskel eella.

K&yténndssa naapurilistavois olla
kuvan 6.9 mukainen yksiulottei-
nen taulukko.

Naapurilistaakin kayttamalla
simulaatio  kayttaytyy  kuten
O(N2): Kun N kasvaa, jossain
vaiheessa naapurilistan
rakentaminen vien huomattavan

D)

ol 1élélé] ~ To

atomin 1 naapurit atomin 2 naapurit

Kuva 6.9: Verlet’ n naapurilistan toteutus yksiul ottei sena taulukkona

O

O O

-1

Kuva 6.8: Verlet'n naapurilista.

n

atomin N naapurit
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Solumenetel méassa simul aatiokoppi jaetaan osiin. Olkoon meilla M x M x M solua.

Etsittédessa atomin i kanssa vuorovaikuttavia naapureita
kéydaan Iapi vain naapurisolut. Kaksiulotteisena esi-
merkkind otamme kuvan 6.10 mukaisen systeemin.
Solussa 13 olevan atomin Verlet'n lista rakennetaan
ottaen huomioon vain soluissa 7, 8, 9, 12, 14, 17, 18, ja
19 sijaitsevat atomit.

Solun koko on valittava siten, etta

I:L>r

e (6.7)

missa L = simulointikopin sivun pituus.

21 |22 |23 |24 |25

16 | 17|18 |19 | 20

11|12 . 14 | 15
6 |78 |9 |10
112 |3|4)|5

Kuva 6.10: Solumenetelma
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Keskimaaréinen atomien lukuméara solussa on N, = N/M?3, misté seuraa, etta on kaytava
lapi 27NN, atomiparia N(N —1):nsijaan.

Otetaan esimerkki kaytannon toteutuksesta Allen-Tildesleyn henkeen®:

taulukko HEAD:
- koko = M3
- akio i = osoitin taulukkoon L1 ST
- kertoo solun i atomilistan alun

taulukko LI ST:
-koko=N
- alkio j kertoo solun seuraavan atomin indeksin.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

HEAD: 8 10

LI ST: 0 1 0 3 2 4 5 7 6 9
Kuva 6.11: Solumenetelmén toteutus kayttéen HEAD- ja Ll ST-taulukoita.

Listan rakentaminen koodina néyttaa seuraavalta?:

MD-kopin sivun pituus = 1.0
solun sivun pituus=1/M

celli = (float)M
head = O;
for (i=1;i<=n;i++) {
icell =1 + (int)((rx[i]+0.5)*celli)

(int)((ry[i]+0.5)*celli) * M
(int)((rz[i]+0.5)*celli) * M* M
list[i] = head[icell];
head[icell] =1i;

1. Allen-Tildesleyn esimerkkiohjelmassa F.20 on Fortran77:11a tehty toteutus.
2. Simulointikopin sivun pituus on 1.0 ja solun sivun pituuson 1/ M .
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6.3 Pitk&n kantaman potentiaalit

Yleisesti pitkan kantaman voima on voima, joka pienenee hitaammin kuin r—9, jossa d on sys-
teemin dimensioiden lukumaara.

Téarkein tapaus on ionien varausten valinen Coulombin vuorovai kutus!

22,6
V() = e (6.8)
ij

loniyhdisteiden® ionien valista vuorovaikutusta mallinnetaan usein kayttamalla Coulombin
vuorovaikutusta, lyhyen kantaman repulsiota (SR) seké van der Waalsin attraktiota (vdwW):

V(ri) = VA1) + VR(r) + VVaW(r) (6.9)
VSR(r) = Ae/P | VVOW(r) = — r—CG (6.10)

Koska Coulombin potentiaalin kantama on pitké, emme voi kayttd4 normaalia katkai susddetta
r.=muutamaA , eik& systeemin kokoa voi kasvattaa niin suureksi, etta voisimme turvallisesti
katkaista potentiaalin. Liséks potentiaalin katkaisu voisi tehda systeemisté varatun.

Y leisin ratkaisu téhdn ongelmaan on kayttda ns. Ewaldin summaa.
Otetaan huomioon kaikkien periodisten kuva-atomien vuorovaikutukset (unohdetaan 4tg,,

jotta olis véhemman kirjoitettavaa). Coulombin vuorovaikutuksesta johtuva systeemin poten-
tiaalienergiaon siten

N N

vz = & A% (6.11)

22 2 Z rij=n| '
n i=1lj=1 1]

Tassa vektori n kay 18pi kaikki ssimulaatiokopin kuvat jaindeksit i jaj atomit kopin sisdlla.
Huomaa, ettd n -summassa e oteta mukaan termiéi = j,kunn = 0.

Tama summa on vain ehdollisesti suppeneva: tulos riippuu Siitd, missa jarjestyksessa termeja
summaamme.

Luonnollinen valinta on lisita séteittéisesti koppea origon ympérille (ks. kuva 6.12).

1. Ké&ytamme potentiaalienergian symbolinanyt kirjainta V', koska téssi kappal eessa siti ei voi sotkea
tilavuuteen.
2. Suolat jamonet oksidit.
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o (o |Jo|jo|o [o|]o (o

|oooooooooo|

Kuva 6.12: Systeemin rakentaminen simulointikopeista.

Y mpér6iva aine vaikuttaa energiaan. Metallille (¢ = o) jatyhjidlle (¢ = 1) tulokset ovat eri-
laiset; tyhjidssa pallon pinnalaon dipolikerros:

VZ(g = ) = VZ(g = 1) —%‘Zziri‘z . (6.12)

I
Ewaldin summalla voimme laskea V#(€ = ) :n.
Jos haluamme systeemimme ol evan tyhjiossd, voimme lisdta tuon dipolitermin energiaan.

Ewaldin summamenetel massa ilmaistaan varaukset z; varaustiheyden p? muodossa.
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Pi1(r)

Pio(r)

:
vV
JAN

Ll §

Kuva 6.13: lonien varauksen ilmaiseminen varausjakauman avulla Ewaldin summassa.

Jokaisen ionin varaus lausutaan summana gaussi sesta ja del tapiikkitiheydesta:

pA(r) = pa(r) +pfy(r) (6.13)
pZ(r) = Z[8(r —r;) —Kk3r3/2e* (=17 (6.14)
P(r) = ZK3m3/2g™ =T (6.15)

Koska nyt p# :lla on aarellinen kantama voimme laskea siita aiheutuvan energian ja voiman
soveltaen katkai susadetta.

Johtuen p# :n ‘tasaisuudesta’ se kannattaa laskea kaantei savaruudessa: atomien p :n Fourier-
muunnokset summataan ja tasta otetaan kaanteinen Fourier-muunnos.

Eli lopputulokseksi (after a few steps of algebra) saadaan lauseke, jossaon r -avaruuden termi,
k -avaruuden termi seké itseisenergian vastaluku ja pintatermi:
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VZZ(S = ]_) = rzezal + Vrzezcip —V%f + Véfrf , (616)
N N o
1 erfc(K|rij+n|)
PP
i=1j=1Ln/=0 !
1 412 2/ gy
+ nLSkZOZiZj 2 e cos(k LFj)
N
__K_ 2
/2 I
i=1
N 2
21
T Z Zr;
i=1
missa
erfe(x) = n%m [ete (6.17)
X

on komplementéaérinen virhefunktio ja L on simulointikopin sivun pituus. Oletamme t&ssa,
ettd koppi on kuutiollinen. Taaskaan n-summassa el oteta mukaan termiai = j,kunn = 0.

Toinen termi on summayli kdanteisavaruuden vektoreiden k = (21/L)n Toiseks viimeinen
termi on pf, :nitseisenergia, joka on vahennettava, koska se lasketaan mukaan V7%, -0sassa.
Asettamalla k tarpeeks suureksi voimme rgjoittuavain termiin n = 0, joka vastaa normaalia
‘minimum image’ -konventiota.

Reaaliavaruuden termi voidaan |askea samassa silmukassa kuin lyhyen kantaman voimat. Téal-
|6in on VZZ, muotoa

vz, = erfc(kry;) 6.18

feal = _Z_[Zizj—r__ } (6.18)
i<j 1

Kompleksilukuja kayttden kéantei savaruuden termi tulee yksinkertai sempaan muotoon

VE,, = ZA(k)‘IZzie”‘ 7|2 (6.19)

2mexp(—k?/4k?)

A(k) = 3 2

(6.20)
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Vastaavasti tasta aiheutuvavoimaon ioniini on

i
frecip

=-2zy kA(k)lmEp—ikDizzjeikDE (6.21)
k#Z0 0 ] ]

Huomaa, etta potentiaalienergian (ja voimien) lasku vie nyt aikaa kuten O(N?2) . Lausekkeet
on helppo yleistda ei-kuutiollisiin koppeihin.
Valittavana on nyt kolme potentiaalienergian (ja voimien) laskuun liittyvaa parametria:

i. katkai susade r
Ii. varausgjakauman terévyys K
iii. k -summauksen ylargja [k|2,,

c

Parametrien valinnassa lienee hyva aloittaa asettamalla r . suurehkoksi: esm. L/ 2. Tasta saa-
daan sopiva K :n arvo, jonka perusteella lasketaan sopiva k -summauksen raja. Tyypillisesti
K 05/L, jolloin laskenta painottuu k -avaruuteen. k -summaukseen otetaan mukaan 100-200
vektoria.

Otetaan esimerkiksi ioniyhdiste EuF,.

A = A -2 =L
.}ts‘;“g‘.!:“““"‘%gg‘" N T T T T T
3 Q .“

[OA3) Cb 2,
(ON(O(0/(05e0see

(@110 CC9LE 918 ()

L X
(OO O SN OISOl

b
(
()

O
(e g aa\
r,‘!cgg!.«..«.ca«.}g»

I WY WO TN TN TN TR TR T TN S T S 1

Kuva 6.15: EuF,:n kiderakenne.

Suuret pallot ovat fluoriatomeja. 0 2 4 6
Asiaan liittyva simulointiparamet- I (A-2)
rit olivat:

o]
[N
o
[
N

Kuva 6.14: Europiumdifluoridisysteemin potentiaali-
energia. Piirrettyna on energian k&antei savaruusosuus

N =324, L =174A neljalle eri parametrin k arvolle.

KL =52, r,=L/2,
k|2, = 5A-2
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Jos Ewaldin summan aiheuttama periodisuus tuottaa ongelmia, voidaan kayttda hiukkas-hila-
menetelmaa’. K &4ntei savaruuden osuus |asketaan tasoittamallaionien varaukset saannolliseen
hilaan ja ratkaisemalla potentiaali Poissonin yhtélosta 0%¢ = —p/ g, Fourier-menetelmilla.
Etuna on myos laskennan kayttaytyminen kuten O(N) . Haittana ohjelman monimutkai stumi-
nen.

Reaktiokenttamenetelmassa® atomista etéi syytta r . kauempana olevat naapurit approksimoi-
daan jatkuvaksi aineeksi (€,). Onkalon sisdlla potentiaalienergia (ja voimat) |asketaan normaa-
liin tapaan. Ongelmanaon tuo €, jokatulee tietéa etukéteen.

6.4 Alkuehdot

Vaikka ssmulointialgoritmi periaatteessa vie systeemin tasapainotilaan riippumatta alkutil asta,
kannattaa alkutilan valinta tehda jarkevasti.

Jos tutkimme kiinteda kitei sté ainetta, on luonnollisin valinta kiderakenteen maardamét paikat.
Termisen tasapainon saavuttamista voi hieman nopeuttaa poikkeuttamalla atomeja satunnai-
sesti kidepaikoiltaan. Poikkeama on yleensa gaussisesti jakautunut ja jakauman leveys voidaan
arvioida materiaalin Debyen |ampdtilan avulla.

Esimerkiksi atomien asettaminen sivukeskisen kuutiorakenteen maarddmiin paikkoihin voi-
daan tehda seuraavalla C-rutiinilla:

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include “mcnvt.h”

[* Lattice constant of Ne*/
#define A 4.43

void createlattice(int ix, int iy, int iz, int *npart,
double **x, double **y, double **z, double * box)
{
intijk,iat;
double x0,y0,20,01;

*npart=ix*iy*iz*4; /* 4 atomsin a unit cell in FCC */

*x= (double *) malloc((size_t) ((* npart) *sizeof(double)));
*y= (double*) malloc((size_t) ((* npart) *sizeof(double)));
*z= (double *) malloc((size t) ((* npart) *sizeof(double)));
box[0]=ix*A;

box[1]=iy*A;

box[2]=iz*A;

01=0.50*A;

iat=-1;

for (i=0;i<ix;i++) {
XO=A*i;
for (j=0jj<iy;j++) {

1. R.W.Hockney, JW.Eastwood, Computer Smulation Using Particles, Adam Hilger, 1988, kappale 8.
2. Allen-Tldesley, kappale 5.5.3.



yo=A*];

for (k=0;k<iz;k++) {
Z0=A*k;
iat++; (*x)[iat]=xo; (*y)liat]=yo; (*2)[iat]=z0;
iat++; (*x)[iat]=xo+0l ; (*y)[iat]=yo+0ol ; (*Z)[iat]=zo;
iat++; (*x)[iat]=xo+0l ; (*y)[iat]=yo; (*2z)[iat]=zo+01,;
iat++; (*x)[iat]=xo0; (*y)[iat]=yo+ol; (*z)[iat]=zo+01,;

}

}

}
*npart=iat+1;
}

Rutiinin kutsu on seuraavanlainen:
#define double double

int npart,ix,iy,iz;
double *x,*y,*z,T,box[3];

createl attice(ix,y,iz,& npart,& X,& y,& z,box);

Nestemaisen aineen atomien akupaikoiksi voidaan myos asettaa kyseessa olevan aineen kitei-
sen muodon kidepaikat. Simulaation alkuvaiheessa korkea [ampdtila pitéd huolen kideraken-
teen rikkoontumisesta. Periaatteessa mik& muu kiderakenne kéy myds, kunhan aineen tiheys
asetetaan oikeaksi.

Amorfinen materiaali saadaan aikaan simuloimalla jonkin aikaa nestetta ja taman jalkeen las-
kemallalampotilaaljolloin saavutetaan amorfinen tila.

Huomaa, ettd nesteen ja amorfisen aineen tapauksessa ei atomien paikkojen satunnainen arpo-
minen simulointikopin sisdlla ole kovin hyva ratkaisu. Talla tavalla syntyvélla tilala voi hel-
posti olla suuri potentiadlienergia ja tasapainon saavuttamiseen kuluu paljon
simulointiaskeleita.

Koska tasapaino on sitten saavutettu? Kriteerind voi kayttda tiettyjen suureiden asettumista
alkutransientin jalkeen. Esimerkiks simuloitaessa kiintegdé ainetta voimme tarkastella atomien
keskiméaérai st& poikkeamaa alkuperéisilta (kide)paikoiltaan ,/[{r; —r ).

1. Riittéavan nopeasti, sill& amorfinen tila on yleensi metastabiili.



Kuvassa 6.16 on esitetty, miten 256 ato-
min Lennard-Jones-systeemin® atomien
keskimaarainen poikkeama ja potentiaa-
lienergia kayttaytyvét simulaation alussa
eri lampotiloissa. Lampdtilassa 50 K
systeemi voi olla jo nesteméinen, joten
atomien keskiméddrainen poikkeama ei
asetu tiettyyn arvoon, vaan jatkaa diffuu-
sionomai sta kayttaytymista.

Nesteen tapauksessa tasapainon saavut-
taminen vie kauemmin kuin kiintedn
on k&anteishilavektorille K lasketun
rakennetekijan

N
p(K) = Y ek (6.22)
ji=1

asettuminen arvoon, joka on paljon
ykkosta pienempi?.
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Kuva 6.16: Lennard-Jones-systeemin MC-simu-
loinnin alku.

6.5 Tulosten analysoinnista

Simulaation kuluessa laskemme erindisista suureista keskiarvoja. Néille keskiarvaille tulisi
pystya arvioimaan jonkinlaisia epatarkkuuksia.

Tuloksissavoi olla systemaattisia virheita: aérellisen koon vaikutus (finite size effects), huonon
satunnai slukugeneraattorin vaikutus, vaarat simulaatioparametrit jne. Naiden vaikutuksen arvi-

oiminen on tietysti térkedé.

Liséksi, koska simul aatiossa otetaan a@érellinen otos, on tul oksissa statistista epatarkkuutta.

Useimmiten voimme ol ettaa laskiessamme ensemblekeskiarvon [CA tai sen fluktuaatioiden
[{0A)4] epétarkkuutta, ettd prosess A(t) on gaussinen. Taméhan tarkoittaa sitd, etta A:n
jakauman maérda taysin sen kaksi ensimmaista momenttia: keskiarvo javarianssi.

Eli yleisesti

1. Systeemin kuvaa neonia

2. Kaanteishilavektorille exp(iK [F;) = 1 el taydellisellekiteslle p(K) = N .
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[BA(t,)SA(L,) .. SA(t, )] , (6.23)

(b,  n pariton
0
=0

0 [BA(t;) OA(t LB At ) OA(t)LL.. , n parillinen

|:Pal’lt

missa summa kay |4pi kaikki mahdolliset parit ajanhetkista® t;, ty, ..., 1, . Ylléolevassa yhté
|6ss& on argumenttina aika, mutta se pétee myds MC-simulaatioihin, jolloin gan tilalla on
simul aatioaskel .

Oletus gaussisuudesta perustuu keskei sraja-arvoteoreemaan, josta puhuttiin aikaisemmin luen-
nolla (kappale 3.2). Sen mukaan satunnal smuuttujan, joka on summa monesta satunnai smuut-
tujasta, jakauma on ldhella gaussista, kun summan termien lukumaard on suuri. Tama pétee
riippumatta summan termien jakaumista. Ehtona on vain yksittéisen jakaumien momenttien
olemassaolo.

Tasta syysta simulaatiotul osten, jotka ovat systeemin ‘kolllektiivisia ominaisuuksia (eli ovat
summiayli atomien), voidaan ol ettaa noudattavan gaussistajakaumaa. Tietysti on suureita, joi-
den jakauma on tasméalleen gaussinen: esimerkiksi yksittéisten atomien nopeus, joka noudattaa
Boltzmannin jakaumaa.

Eli ongelmaksi j&a pitkasta, mutta aérellisesté simulaatioajosta lasketun keskiarvon varianssin
arvioiminen.

Huomaa, etta suureen A ensemblekeskiarvo [AL], ; on tarkasti maaritelty huolimatta siita, etta
suureella on fluktuaatioita c2(A) :

0%(A) = DA} = AL — AR, , (6.24)

0A = A-[A . - (6.25)
Se mita tassa gjamme takaa on keskiarvo [AL], . approksimaation [AL,, varianssi. Voimme
gatella yhta laskettua keskiarvoa A}, otoksena adrellisista simulaatiodatoista laskettujen
keskiarvojen joukoista.

Oletetaan, etta gjon pituus on n, simulaatioaskelta. Suureen A keskiarvo [AL],, (ajokeski-
arvo) saadaan tietysti seuraavasti

1. Monte Carlo -simulaatioiden yhteydessa aika tarkoittaa simul aatioaskelta, Markovin prosessin indek-
sié Tietyllatavalla voimme gjatella ajan olevan mukana myds M C-simulaatiossa. Generoimalla Mark-
ovin ketjua ratkai semme masteryhtél 6a

@%ﬁz—zwaﬁrwmo+zwwﬂomuo.

Tamaaikaei kuitenkaan ole samakuin systeemin liikeyhtal 6iden (jos sellaiset ovat olemassa) kuvaama
aika.
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z A (6.26)

i=1
missa A; on suureen A arvo simulaatioaskeleella i .

Enta tdman varianssi ? Se voidaan kirjoittaa seuraavaan muotoon

2
E(6A)2D=E{ S (A- DAD)} . (6.27)
|—1
1l 2 _
_n?i;m Y T A - D - 0
n-1 n
ZZE(A EAD)2D+ 5y S (INAD-[A)
t|_1 |—1J—|+1

Tassa kulmasulut tarkoittavat ensemblekeskiarvoa. Y [1&oleva yhtél 6 voidaan summausindeksia
muuttamalla kirjoittaa muotoon

(5A)2] = = {DAZD AR + 2 z %— —%( A AD- DNZ?)} (6.28)

i=1

Taman voimme muuntaa integraaliksi merkitsemalla muuttamalla summausindeksin jatku-
vaks ailkamuuttujaksi t = i [Ddt, missd ot on perdkkaisten konfiguraatioiden valinen aika:

5A)] = tl{EAzD P2 I%l [EA(O)A(t)D TAY] dt} . (6.29)

_1 tOOA0) A(hO—- DN:?
‘Q[DAZD_W][“&J;% A A }

Tassa mtegromnln ylarga t, = n[dt . Mééaritellaan suureen A normitettu autokorrelaatio-
funktio®

0 = CA(0) A(t)O— CAC?
AT A TR

(6.30)

jolloin yhtal 6 (6.29) tulee muotoon

1. Joissain teoksissa kaytetdan termid rel aksaatiofunktio.
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tn
(3A)Z] = %[ TAZ0— AR |1+ 5% {Eﬁr— tln%pA(t)dt . (6.31)

Autokorrelaatiofunktiolle péteel:

9u0) = 1, lim@u(t) = 0. (6.32)

Suureen A korrelaatioaika T, méaaritell&an seuraavasti

00

TpS I Qb dt . (6.33)
0

Korrelaatioaika kertoo aikaskaalan, jossa korrel aatiof unktion arvo on hyvin léhella nollaa.

Jos oletamme, etta otoksemme on niin suuri, etta t, » T, , voimme unohtaa termin t/t,, inte-
graalissa (6.31) ja ulottaa integraalin &&rettomyyteen:

[{5A)2] = %[ CAZ]— CAC?] [1 4 5% J’(pA(t)dt} | (6.34)
0

Eli saamme lopulta

(5A)X] = %[ CAZ- [AY] [1 ¥ Zéiﬂ . (6.35)

Jos perékkéisten konfiguraatioiden valinen aika ot on paljon suurempi kuin korrelaatioaika
ot » T 5, saadaan tuttu korrel oimattomalle datalle péteva tulos

(5A) 2= %[ CAZ- [AF] . (6.36)
Péinvastai sessa tapauksessa t « T, , saadaan virhe muotoon

2 2
[(dA)= l\[ [AO- AP = LA[ [AZO- CACR] (6.37)
not Tops

missa T, On keskiarvon laskemiseen kéaytetty aikajakso. Eli virhe on riippumaton
perdkkaisten konfiguraatioiden vélisestd gasta Jos pidamme aan T, Samana, mutta
lisé&mme otoksen suuruutta pienentdmalla valia &t, emme silti saavuta mitdan: statistinen
virhe pysyy samana. Vain suhde T,/ T, merkitsee.

1. Esimerkkina autokorrelaatiofunktioista ks. kuva 4.15.
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Eli periaatteessa simuloinneista laskettujen ensemblekeskiarvojen virheen laskemiseks olisi
laskettava kyseisen suureen korrelaatioaika ja siten autokorrelaatiofunktio. Tassa on yliméaé
réista tyéta melko paljon, joten tehtdvaan on kehitetty muita menetelmia.

Ns. blokkimenetel méssa lasketaan simulointidatasta T :n pituisia keskiarvoja

T

A, = TiB J; A(t)dt . (6.38)

Blokkikeskiarvot eripituisilla blokeilla voidaan helposti laskea simuloinnin kuluessa tai jél-
keenpéin raakadatasta. Blokkikeskiarvo varianssi on

gj(A) = = 5 (A} -[AD)?, (6.39)

missa ng on blokkien lukuméara. Jos 1z on paljon suurempi kuin korrelaatioaika T, jalisaksi
naytteita blokkikeskiarvoon on otettu niin tihedan, etta ot « T, patee talldin

02(A) = ZTLBA[ (A2 CACP] . (6.40)

Emme kuitenkaan tieda korrel aatioaikaa T 5 . Siksi laskemme suureen

g 03(A)

Pl = E—22 (6.41)

Rajalla 13 » T, suure P(tg) lahestyy korrelaatioaikaa T, . Eli piirrdmme P(tg) :n 15 :n funk-
tionaljaarvioimme rgjacarvon lim P(Tg) = T, .

Tg - ®©

Blokkimenetelmaa voi kayttéd myos tutkittaessa, onko simulaation pituus riittdva. Jos huo-
maamme, etta rgala 15 - T, suure P(tg) viela riippuu voimakkaasti blokin 15 :std, on
gomme liian lyhyt.

Kuvassa 6.17 on esitetty 256 neonatomin systeemin potentiaalienergian blokkikeskiarvojen
kayttaytyminen blokin koon funktiona.

1. Tai mieluummin 1/P(Tg) :n 1/ T n funktiona
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Kuva 6.17: Neonatomisysteemin potentiaalienergian blokkikeskiarvosuureen (6.41) kayttayty-
minen blokin koon funktiona.

Suure P(tg) saturoituu suunnilleen arvoon P(tg — «) =10 . Korrelaatioaika on siis 10 €li
simulaatiodatasta vain joka kymmenennen konfiguraation voidaan katsoa olevan riippumatto-
mia.
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6.6 Satunnaisluvuista

Simuloinneissa tarvitaan suuria méaéria eri tavoin jakautuneita satunnaislukuja. Eri tavalla
jakautuneet luvut saadaan tekemalla esimerkiksi jokin muunnos tasaisesti vélille [0, 1] jakau-
tuneille luvuille. Kéasittelemmekin ensin niita.

6.6.1 Tasaisesti jakautuneiden satunnaislukujen generointit

Satunnaisluvut voidaan periaatteessa jakaa kolmeen |uokkaan

I. Aidot satunnaisluvut tuotetaan jonkin fysikaalisen prosessin pohjalta (esim. radioaktii-
vinen hajoaminen tai séhkdinen kohina). Tama on kuitenkin melko epakaytanndllinen

tapa.

Ii. Pseudosatunnaisluvut tuotetaan deterministisen algoritmin avulla tietokoneella eli ne
eivét ole aidosti satunnaisia, mutta voivat approksimoida aitoja satunnaisiukuja hyvin.

iii. Valesatunnaisluvut tuotetaan myds algoritmin avulla. Niilla el kuitenkaan pyrita
aitoon satunnaisuuteen vaan ne on yleensa raata ity tiettyyn sovellutukseen. Esimer-
kiks Monte Carlo -integroinnissa voidaan kayttaa val esatunnaislukuja peittamaan
tietty avaruuden osa yha tihedmmallaja tihedammall& pistejoukolla. Nain voidaan saada
tuloksen statistinen virhe pienemmaksi.

Julkaistuja satunnaislukutaulukoita kaytettiin aikaisemmin satunnaislukujen lahteend. Niihin
luvut oli saatu esim. fysikaalisista prosesseista, puhelin- ja vaestol uettel oista jne.

Kéaytannodssa kaikki simulaatioissa kdytettévat satunnaisluvut ovat pseudosatunnaisiukuja eli
ne tuotetaan satunnaislukugeneraattorilla simul ointiohjelmassa.

Hyvalta satunnai slukugeneraattorilta vaaditaan mm. seuraavia ominaisuuksia

I. Luvuillatulee olla hyva jakauma eli niiden tulee ollaldhell& satunnaista. Simulaati-
oi ssa térked ominai suus on etteivéat satunnaisl ukujonon luvut eivét saa ollamilldan

tavalla korrel oituneita. Saman tulee patea my6s n :n perékkaisen luvun jonoille.
Numeerisessa integroinnissa taas tarkein ominaisuus on jakauman tasai suus.

ii. Lukujonollatulee olla pitké periodi. Generaattoreiden toteutustavasta johtuen ne alka-
vat tietyn jakson jalkeen toistamaan itsedan.

iii. Lukujonojen tulisi ollatoistettavia. Usein halutaan tutkia tulosten riippuvuutta tie-

1. 1. Vattulainen ym. (HIP) ovat tutkineet (pseudo)satunnaislukugeneraattoreiden ominaisuuksia. Hyvié
referenssejd |6ytyy heidan WWW-sivulta http://www.physics.helsinki.fi/~vattulai/publications.html
. Téman luvun materiaali perustuu padosin yllamainitun ryhman julkaisuihin. Liséksi voisi mainita seu-
raavat julkaisut: |.Vattulainen, ym. CSC Research Reports, R05/92. T. E. Hull, A. R. Dobell, SAM
Review 4 (1962) 230. S. L. Anderson, SAM Review 32 (1990) 221. P. L’ Ecuyer, Ann. Oper. Res. 53
(1994) 77. A. Compagner, Am. J. Phys. 59 (1991) 700. F. James, Comput. Phys. Commun. 60 (1990)
329.
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tyista parametreista, jolloin halutaan gjaa useita gjoja tasmaleen samalla lukujonolla
Joissain tapauksissa halutaan aoittaa simulaatiogjo tietysta kohdasta, jolloin generaat-
torin tilaon tallennettava. Tilavoi koostua yhdesta tai useammasta kokonaisluvusta.

iv. Generaattorin tulisi ollahelposti siirrettavissa koneympéristosta toiseen. Algoritmi
tulee siten laatia jollain korkean tason kielella

v. Generaattorin tulee ollaluonnollisesti riittavan nopea. Tdman ominaisuuden merkitys
on ehké tietokoneiden ja simulointialgoritmien kehittyessa hieman vahentynyt. (Y hta
satunnaislukua kohti tehdéén yhéa enemman asioita.)

vi. Algoritmin tulisi olla rinnakkai stettavissa.

Satunnaislukugeneraattorit toteutetaan useimmiten kokonaislukuaritmetiikalla, ja haluttu
vdlille [0,1) goittuva reaaliluku saadaan skaalaamalla. Seuraavassa esitellaén lyhyesti ylei-
simmét algoritmit.

Lineaarinen kongruentiaaligeneraattori on vanhin tyyppi. Se on muotoa

X

+1 = (ax;+c) mod m, (6.42)
missa luvut x; muodostavat halutun satunnaislukujonon. Oleelliset parametrit ovat a, ¢ jam
jasitakaytetdan merkintéa LCG(a, ¢, m) .

Parametri m on yleensa tietokoneen suurin mahdollinen kokonaisluku tai sitd hiukan pie-
nempi ja se méaaraa generaattorin jakson pituuden P . Sille patee P < m. Esimerkiks 32-bitti-
sella koneella yleinen valintaon 231 —1 tai 232, Tulos saadaan vélille [0, 1) skaalaamalla
X/ m.

Vakio ¢ voidaan myos asettaa nollaks, jolloin kdytetdan merkintdd MLCG(a, m) .

Lukujonon aloittamiseen tarvitaan siemenluku X, . Se voidaan antaa ohjelmalle sy6ttotietona
tai sen voi laskea essmerkiks kellonajan perusteella. Alla C-kielinen esimerkki.

#i ncl ude <sys/tine. h>
int getseed()
{ . .
int i;
struct tinmeval tp;
if (gettineofday(& p, (struct tinmezone *)NULL)==0) {
i =tp.tv_sec+tp.tv_usec;
i =(i 94000000) | 1;
return i;
} else {
return -1,

}

}
Jaitse generaattori [esimerkkina LCG(69069, 1, 232)]:
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float Icg(long int *seed)

{
static long int a=69069, c=1, nF4294967296; /* 2732 */
static float rnr4294967296. O;

*seed=(*seed*a+c) %m

return (float)*seed/rm

}
Jalyhyt paéohjelma, joka kayttéa edellamainittuja rutiingja:

#i ncl ude <stdi o. h>
#i ncl ude <stdlib. h>

I ong int getseed();
float Icg(long int *iseed);

main (int argc, char **argv)

{
| ong int seed;
int i;
float r;

seed=get seed();
fprintf(stderr,”Seed %d\n”, seed);

for (i=1;i<10001;i++) fprintf(stdout,
"0g %9\n”, | cg(&seed), | cg(&seed));

return(0);

L CG-generaattoreiden ominai suudet tunnetaan kohtalaisen hyvin.

Niiden ehka suurin heikkous on se, etta satunnaislukujen d-kertojen { X , 1, X 1 o, ..., Xi 4 ¢
muodostamat pisteet asettuvat d -ulottei sessa avaruudessa lukuisiin samansuuntaisiin hyperta-
soihin, joiden keskiméaréinen etdisyys toisistaan on vakio. Tasojen lukumaaran teoreettinen
maksimi d -ulotteisessa hyperkuutiossa [0, 1)9 on [d!m]1/d., Jos lukumé&ra on téta oleelli-
sesti pienempi, on pisteiden jakauman tasaisuus heikko. Tavoitteena on etsia parametrit
(a, m), joiden avulla maksimoidaan hypertasojen lukumaéra.

Allaesimerkkindtapaus d = 2 kahdellaeri parametrijoukolla.
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Kuva 6.18: Huonolaatuinen L CG-generaattori.

kuvassa 6.19 oleva

on

Esimerkki  kaytannén  satunnaislukugeneraattorista
LCG(69069, 1,232) .

Tasot |6ytyvat hyvanlaatuisestakin generaattorista,
kunhan zoomataan tarpeeksi (kuva 6.20).
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I,""lll.'. Kuva 6.19: Hyvanlaatuinen LCG-
oLiliiieiitifilivi generaattori
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Kuva 6.20: Hyvanlaatuisen L CG-generaatto-
rin korrelaatiot. Generaattori on sama, jota
kaytettiin laskuharjoitusten Ising-malliohjel -
massa.

Generaattorin lukujonon laatu riippuu siis parametreista. Niiden valinta on melko hankalaa,
joten parasta lienee tukeutua generaatoreihin, joitaloytyy kirjallisuudesta.

Viiveistettyjen Fibonacci-generaattoreiden (LF) toiminta perustuu Fibonacci-lukujonon

X; = X _1+X_, Yleistykseen
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X = (Xi_qUX_;) mod m, (6.43)

missa parametrit q jar ovat viiveita (q>r) jad on jokin bindérioperaatio seuraavista vaihto-
ehdoista

+  yhteenlasku
- erotus
X tulo

XOR (exclusive OR), jos m on kahden potenssi.

Generaattorista kaytetdan merkintda LF(q, r, ) . Sen alustaminen vaatii g kappaletta siemen-
lukuja, jotka voidaan esimerkiksi tuottaa jollain toisella generaattorilla.

L F-generaattoreiden kaytté on melko uutta, joten niiden teoreettisista ominaisuuksistaei kovin
paljon tiedetd. Niiden jakso pystytddn laskemaan ja niiden etuna onkin pitka jakso. Tietyilla
ehdoillat jakson pituudeksi tulee perdti (2P —1)(2M—1).

Kirjalisuudessa esiintyy suosituksia, etta operaa-
tiota 0 e kannata kayttda, koska siind ei tapahdu
tarpeeksi lukujen bittien sekoittumista.

Esimerkki LF-generaattorista on kirjan Numerical
Recipes generaattori RAN3, joka on muotoa
LF(55, 24, -) .

Samantyyppisia korrelaatioita kuin L CG-generaat-
toreilla ei esimerkikss RAN3:lla esiinny (kuva
6.21).

0 0.5 1.0
Kolmas yleinen tapa on sirtorekisterit. Ne voi X,/1000

hahmottaa LF-generaattorin  erikoistapauksena
m = 2. Ne perustuvat bittijonoon b = {b} ,
jonkatermin méaaritelléan rekursiivisesti:

Kuva 6.21: Generaattori RANS.

b = (c;b,_;+cb_,+...+c,b,_,) mod 2. (6.44)

Kertoimet Cj (j=1,...,w—1) ovat joko nolliatai ykkosiaja c, = 1, jolloin bindarijonon
w-kertojen { b, _;, b, _,, ..., b; _,} periodi on maksimissaan 2 — 1. Satunnaiset kokonaislu-
vut saadaan néisté w -kerroista.

Kéytanndssa jonon { b} kertoimet Cj valitaan yhta6n (6.43) mukaisesti. Kertoimet Cq jac,
ovat siten ykkosia ja muut nollia. Valitsemalla bindérioperaatioks [J ja asettamalla m = 2,
jonon muodostuminen on kuvan (6.22) mukainen.

1. D. E. Knuth, Semi-Numerical Algorithms, vol. 2: The Art of Computer Programming, 3rded. (Addison-
Wesley, Redding, MA, 1998).
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w bitin satunnaisluku

i | o[- | o i | [ iew [ Jica+2]i—q1] i-q |

[] -

Kuva 6.22: Siirtorekisterigeneraattori.
Tama generaattorin ongelmaon periodin lyhyys, joten siitd on kehitetty yleistetty versio: yleis-
tetty takaisinkytketty siirtorekisteri (GFSR). Idean on késitella kokonaislukuja vastaavia bitti-

jonoja B; = {bj+1, bj+2, ...,bjw} ja suorittaa bindérioperaatio [1 néiden jonojen vélilla
yhtél 64 (6.44) vastaavallatavalla:

B, = (C;Bj_y+CoBj_p+ ... +¢,By_;) mod 2. (6.45)

Kertoimet valitaan yleensd yhta 6n (6.43) mukaan. Eli kuvana

ﬁ1|z|---|w|
0<*—— 1 | 2 | | w | B,
1 | 2 | ] ow ] B

Kuva 6.23: Y leistetty takaisinkytketty siirtorekisteri.

GFSR-generaattorin etuna on periodin pituus, jonka maarda takaisinkytkennan pituus q.
Generaattoreista on kuitenkin 16ytynyt korrel aatioita, jotka hyvin vaativissa simul aatioissa voi-
vat vaikuttaa tuloksiin. Esimerkkina GFSR-generaattorista olkoon R250:

/*
r250 random number generator
A past shift-register sequence random number generator with
maximum cycle lenght 2**250. The algoritrmis based on the
formula represented by S. Kirkpatrick and E. Soll (see
Journal of Computational Physics 40, 527 (1981), pages 517-526).

parameters:

X integer input-output array of dimension n + 250. before

1. 1. Vattulainen ym., Phys. Rev. Lett. 73 (1994) 2513.
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first call to the subroutine the elements 1-250 of the
array must be filled with seeds.
r - floating point output array of dimension n. r contains
uniformy distributed random numbers between [0,1].
n- integer input scalar, the dimension of r.

Example call (function ran returns a random number in [0,1]):
#define N250 10251
#define N 10000
#define N1 10001

inti;
int X N250];
float r[N1];

for (i=1;i<=250;i++) x[i]=2147483647.0* ran(& seed);
r250(x,r,N);

*/

void r250(int *x,float *r,int n)

{
static int g=103,p=250;
static double rmaxin=2147483648.0; /* rmaxin = 2**31 to avoid */
/* the return of one (32-bit machine) */
intik;

for (k=1;k<=n;k++) {
X[k+p]=x[k+p-0] "x[K];
r[k]=(float)x[k+p]/rmaxin;
}

for (i=1;i<=p;i++) x[i]=X[n+i];

}

R250:ss4 e ole yhta pahoja 2-kertakorrel aati-
oita kuin LCG-generaattoreissa (ks. kuva
(6.24)).

Eri generacttoreita ja menetelmi& voidaan tie-
tysti myos yhdistella satunnaisuuden paranta-
miseksi.

Y ksinkertai sessa sekoitusmenetelmassa kayte-
tédn kahta satunnaislukugeneraattoria, jotka
tuottavat tasaisesti véille [0, 1) jakautuneet
lukujonot { X'} ja{y'} . Menetelmassa poimi-
taan |ukujonon {y'} avulla néytteita jonosta Xn/1000

{x . Kuva 6.24: Generaattorin R250 korre-
|aatiot.

Kokeellisesti on havaittu, etté yhdistdmalla kah-
den tai useamman satunnaislukugeneraattorin
tulokset voidaan saada |ukujono, jonka satunnaisuus voi olla sen osia parempi.

Olkoot kombinaation osina lukujonot { x} ja {y} ,. Naiden maksimiarvot ovat X ja Y ja



98

m = max(X, Y). Naden kombinaatio on
z = (x;0y;) mod m, (6.46)

jossa[] on jokin operaatioista ( +, -, x, 0). Luvut z normalisoidaan vélille [0, 1) : z/m.

Jos lukujonot {x} ja{yj} on jo normitettu véille [0, 1), voidaan kombinaatio muodostaa
esimerkiksi seuraavasti

X tYi— |Xi + yi|, JOs operaatio on +

z, = [J% —Vi|, Jos operaatio on - . (6.47)

% X Vi, jos operaatio on x

Kombinaatiogeneraattorien maksimiperiodi on varsin pitka.

Esimerkkind kombinaatiogeneraattorista on RANMAR. Ensimméinen komponentti on
LF(97, 33, ¢), missi operaatio » kahden reaalisen satunnaisluvun valilla on

X —Xi, JOS X; = X;
xex; =g o (6.48)

J .
X — X +1,]0S X <X;

Toisena generaattorina on yksinkertainen aritmeettinen jono moduluksen ollessa akuluku
m = 2243 = 16777213 .24-bittiselle realiluvuille tdma voidaan toteuttaa bin&arioperaa-

tiollay, [y:

¥, —9,josy; =g
yilg = [ . : (6.49)
0y — 9+ 16777213/ 16777216, jos y; < g
missa g = 7654321/ 16777216. (6.50)
Kombinaation tulos saadaan ndiden kahden operaation avulla:
Xi = Xi_g7° Xi_33
Yy, =vy,_,.0 _ (6.51)
5 = XY,

RANMARIn jakso on pitka P = 2144 = 2x10%, jasilla voidaan toteuttaa |ukuisa maara erilli-
sid osgonoja. Viimeks mainittu piirre on tarked simulointiohjelmia rinnakkaistettaessa.
Liséks generaattori on téysin siirrettévissa koneesta toiseen. Toisaalta generaattorin tilan tal-
lettami seen tarvitaan 103 luvun talletus.
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Generaattoreiden testaukseen ei ole olemassa kovin hyvia teoreettisia keinoja, joten testaus on
tehtava ‘empiirisesti’ kayttéen erilaisiamm. statistisia menetelmié.

I. Tilastollisia testejd ovat mm.

a) 2 -testi, Kolmogorov-Smirnov-testi

b)  run-testi, jossa tutkitaan monotonisesti kasvavien
lukujonojen pituuksia;

Cc)  spektraalitesti, jossatutkitaan d kertojen goittuminen

d -ul ottei seen avaruuteen
jne.

li. Lisdks voidaan tutkia lukujonojen satunnaisuutta bittitasolla, jos generaattori on
toteutettu kokonaislukuaritmetiikalla.

lii. Lopulta voidaan tehda visuaalisia testgjd. Eras yksinkertaisimmistajailmeisimmista
on jo aikaisemmin mainittu satunnaislukuparien sijoituminen yksikkonelioon. Nain
voidaan |0ytéd seka globaal g a etta | okaal gja epésatunnai suuksia. Myos bittitasolla voi-
daan tehdéa visuaalisia testeja.

iv. Viime aikoina on testaukseen kaytetty myds tiettyja fysikaalisia suureital. Esimerk-
kina autokorrel aatiogjat 1sing-mallin MC-simulaatiossa. Néin on |16ydetty mm. lyhyen
kantaman korrel aatioita siirtorekisterigeneraattorei sta.

Edellamainitussa julkaisussa? testattiin kahdeksaa satunnaislukugeneraattoria tilastollisilla,
bittitason ja visuadlisilla testeilla

Y hteenvetona tassa tutkimuksessa todetaan, ettd generaattoriluokan valinta el ole olennaisen
tarkeda etsittéessa hyvaa generaattoria.

Parhaiten testeissa menestyivat R250 jaRANMAR. R250 on kuitenkin alustettava kunnolli-
sesti (ei bittitason korrelaatioita).

Lisdks on huomattava, ettd tdman tutkimuksen jalkeen on GFSR-generaattoreista |16ydetty
korrelaatioita, jotka voivat joissain tapauksissa vai kuttaa simul aatiotul oksiin.

Mikaan yksittdinen testi ei voi kertoa, miké generaattori on paras. Eri sovellutuksissaon erilai-
set vaatimukset. Viime aikoina on kuitenkin pyritty kehittdmaéan testejd, jotka testaavat juuri
tietyissa sovellutuksi ssa vaadittavia ominaisuuksia. Jos epéilet satunnaislukugeneraattorisi laa-
tua, on yks hyva tapa kokeilla jotain toista (eri generaattoriluokkaan) kuuluvaa generaattoria,
jakatsoa muuttuvatko tul okset.

1. 1. Vattulainen ym., PRL 73 (1994) 2513.
2. 1. Vattulainen ym., CSC Research Reports R05/92
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6.6.2 Erilaiset sartunnaislukujakaumat

Miten saamme aikaan halutulla tavalla jakautuneita satunnaislukuja ol ettaen, ettd kaytdssa on
satunnai slukugeneraattori, joka antaa tasaisesti vailla 0 - 1 jakautuneita lukuja?

Olkoon haluttu todennadkoisyysakauma

f(x) véilla[a, b] . Silletietysti patee A f(x)
f(x) =0, 0x0[a, b] (6.52)
b
J’f(x)dx =1. (6.53)
a L
a
Olkoon F(x) kumulatiivinen jakauma Kuva 6.25: Todennakdisyys akauma.
X
F(X) = If(x‘)dx‘Er . (6.54)
a

Maéritelman mukaan voimme siis kuvata F (x) :n satunnaismuuttujalle r [0 [0, 1] . Tarkastel-
laan kuvan mukaisia yhtésuuria alueita dx; ja dx, paikoissa x; jaX,.

A F(x)

dr,

dry

1 -

a dx, dx, b

Kuva 6.26: Kumulatiivinen todenndkoisyys akauma.

Helposti néemme, etta

dry (dF(x)/dx)|X:X1 _f(xp)

dry ~ (dF()/dX)[, o, TOQ) (65)

Eli valitsemalla tasai sesti jakautuneita satunnaislukuja, niiden lukujen lukumaér, jotka osuvat
vélille dr, suhteessa vélille dr, osuneisiin on néiden pisteiden todennakoisyystiheyksien
suhde.
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Halutulla tavalla jakautuneita satunnaislukuja x saadaan tasaisesti jakautuneista luvuista r
kumulatiivisen jakauman k&antei sfunktion avulla

x = F(r) . (6.56)
Jakaikillalaillisilla todennékdisyystiheysfunktioilla on kdantei sfunktio.

Ensimmaisena esimerkkina olkoon fotonin kulkema matka z véliaineessa (yksikoissa keski-

f(z) = e2, (6.57)
josta saadaan kumulatiivinen jakauma

z
F(z) = J’e—zdz' =1-e2, (6.58)
0
Tasta edelleen
z=-In(1-r). (6.59)
Koskal—r jar ovat samallatavallajakautuneet voidaan kdytté&a muotoa
z = —Inr . (6.60)
Toisena esimerkkind arvotaan R-séteisen pallon sisdan tasaisesti jakautuneita pisteita. Pallo-

koordinaatistossa ¢ ja cosO ovat tasaisesti jakautuneita. Tiheysfunktion saderiippuvuus f (r)
on

f(r) = Adrr? . (6.61)

Normituksesta saadaan vakio A:

R
3 3
2dr = - 2R3 )

J’A4nr dad=10 A 4T[R- 0 f(r) RSr (6.62)

0
Kumuloitunut jakaumaon siten

r
F(r) = [f(rdr = 333 = D=s = saluku | (6.63)
_!; R33 R3

Eli muunnoskaava tasaisesti jakautuneelle satunnaisluvulle s on
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r = F1(s) = Rsl/3 . (6.64)

Aina e ole mahdollista muodostaa funktiota F~1. Tall6in voidaan kayttda hylkaysmenetel-
maa

i. Muodostetaan todennakdisyys akaumasta uusi funktio

F1(x) = {Q‘-) . (6.65)

ii. Generoidaan tasaisesti jakautunut satunnaisluku r, I [0, 1] . Normitetaan tama
vélille[a,b] : x = a+(b—a)r,.Josvdli [a, b] ei oleaarellinen on tehtéava

muunnos, jolla se palautetaan arelliseksi. Esm. x [0 [a, ] voidaan palauttaa
muunnoksellax = a[1-In(1-y)] vadilley O[O0, 1] .

iii. Generoidaan satunnaisluku r, LI [0, 1] . Jos r, < f'(X), hyvaksytaéan x, muuten

pal ataan askeleeseenii.
A r0
1 4 .
0 ——— ¥ X
a X b

Kuva 6.27: Hylkdysmenetelma

Tamahan on jo meille tuttu menetelmé. Sita kaytetéén Monte Carlo -simulaation uuden tilan
hyvaksymisessa.

Menetelmassa tietysti tuhlataan satunnaislukuja; etenkin, jos f(x) on kovin piikittynyt. Né&i-
den kahden menetelmén yhdistelméa voidaan myos kayttéa. Olkoon f(x) piikittynyt ja vai-
keasti kdannettavissa jaintegroitavissa. Voimme kuitenkin jakaa sen osiin

F(x) = g()h(x) , (6.66)

missd g(x) on helposti k&8nnettavissa ja sisaltéd enimman piikittyneisyyden ja h(x) on melko
tasainen, mutta matemaattisesti monimutkainen. Satunnaisluvut voidaan generoida seuraavan
reseptin mukaan.
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i. Skaalataan g(x) — §(x) siten, ettéJ’ZQ(x)dx = 1.

ii. Skaalataan h(x) — h(x) siten, ettah(x)<1 OxO[a,b] .

iii. Kayttéen edellamainittua suoraa menetel méaa generoidaan satunnaisluku x, joka
noudattaa jakaumaa g(X) .

Iv. Kéyttéden satunnaislukua x sovelletaan hylk&ysmenetel maa jakaumafunktiona nyt

h(x) : Generoidaan satunnaisiuku r 00, 1] ; jos h(x) <1, hyvaksy x, muuten
mene askeleeseeniii.

Otetaan esimerkkina viela ympyréakollimoidun hiukkassuihkun generointi. Tassa tapauksessa
normitettu todennakdi syystiheysfunktio on [sylinterikoordinaatistossa (p, @) |

&t (p, @) = %pdpd(p, 0<p<py,0@s2m. (6.67)

Tassa p, on suihkun [gpimittaja @ atsimuuttikulma. Tama jakauma separoituu

d2f(p, @) = df(p)df (@), (6.68)
missa
_ 2
df,(p) = p—zpdp (6.69)
0
ja
1
df,(g) = -2—1—Td(p. (6.70)

Suoraa menetel méa kayttden ssamme satunnaisluvut seuraavasti. Kumuloituvat jakaumat ovat

7 2
Fi(p) = S[p'dp’ = 9_2 (6.71)
poo Po
¢

Fo(¢) = 'z‘l'rJ dg = -2 . 6.72)
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Kun ndmé k&annetdan, saadaan

P = PofEs . (6.73)
¢ = 2mE, , (6.74)

missa &; ovat tasaisesit valilla [0, 1] jakautuneita satunnaislukuja.
Eli C-koodinpétka, joka tekee taman voisi ndyttéd seuraavalta

rho = rho0 * sqrt(rand(&seed));
phi = 2.0*pi * rand(&seed);

x = rho*cos(phi);

y rho*si n(phi);

Funktio r and( &seed) antaatasaisesti vélille [0, 1] jakautuneen satunnaisluvun. Hylkays-
menetelmaa kayttden arvomme tasaisesti pisteen nelion —-1<x<1, -1<y<1 gssdla ja
hyvéaksymme sen, jos se osuu yksikkosédteisen ympyran sisdlle. Koodina se voisi ndyttéa seu-
raavalta:

= 2.0*rand( &seed)- 1. 0;
= 2.0*rand( &seed)- 1. 0;
} while (x*x+y*y>1.0);

= rhoO*x;
y = rhoO*y;
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6.7 Atomien valisista vuorovaikutuspotentiaaleista

6.7.1Yleista

‘Teoreettisissa simulaatioissa vuorovaikutuspotentiaali valitaan laskennallisesti helpoksi;
yleensa paripotentiaaliksi.

Esimerkkina L ennard-Jones (L J)
2
V(r) = 4e D’Dl _ Dj (6.75)

Jos on tarkoitus saada koetuloksiin verrattavia tuloksia on kaytettava realistista potentiaalia.
Simulaatioihinkin pétee tokaisu garbage in—garbage out.

Yleisesti N :natomin tai molekyylin systeemin potentiaalienergia voidaan esittda sarjana:

N
V = Z v,(ry) (6.76)

i=1
N

HPIDRL M)

i=1)>1
N

+ Z Z V(i 1) + .
i=1]>1k>T, ]

v, on ulkoinen potentiaali, esimerkiksi sahkokentta.

Paripotentiaaliapproksimaatiossa otetaan vain v, ja
v, mukaan. Tal6in v, e véttamatta ole samakuin ~ &*
dimeerin potentiaali:

i A V()

Yleisesti kahden atomin vélinen potentiaali nayttéa
kuvan 6.28 mukaiselta. Pienilla etéisyyksilla vallit-
seen elektronikuorien padllekkdnmenosta johtuva
repulsio. Suuremmilla etéisyyksilla eri syistajohtuva r 9 @
attraktio: van der Waals, Coulombin vuorovaikutus, 0 > T

metallisidos, kovalenttinen sidos. Potentiaalilla on \'/

minimi etéisyydellar,.

. . . . Kuva 6.28: Kahden atomin véinen
Atomien véalisten sidosten luonteen maaraa se, mista vuorovaikutuspotentiaali.

jaksollisen jarjestelman ryhmasté aineet ovat.
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Kuva 6.29: Kemiallisen sidoksen luonne.

Se, ettd atomisysteemia voidaan kuvata vuorovaikutuspotentiaalin avulla perustuu Born-
Oppenheimer-approksimaatioon. Sen mukaan atomien elektronikuoret reagoivat valittomasti
ytimien paikkojen muutokseen.

6.7.2 Idealisoidut potentiaalit

Monesti emme ole kiinnostuneita tésmallisistéa luvuista, joita saadaan ulos simulaatioista, vaan
ennemminkin systeemin kvalitatiivisesta kayttaytymisesta. Talloin voimme kayttaa idealisoi-
tuja potentiaaleja, joiden muodossa on realististen potentiaalien padpiirteet, mutta jotka ovat
laskennallisesti yksinkertaisia.

Kuvassa 6.30 on esitetty muutama yleisesti kaytetty potentiaali.
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v(r) v(r)

|
Q
N
|

v(r) v(r)

-
-

Kuva 6.30: Idealisoituja potentiaaleja: @) kovan pallon potentiaali, b) |aatikkopotentiaali, €)
pehmedan pallon potentiaali (v = 1), d) pehmean pallon potentiaali (v = 12).

Kova pallo -potentiaalissa (hard sphere) on vain repulsiivinen osa:

[bo,r <o
VHS(r) =0 (6.77)
0,r=zo

Ensimmaiset MC-simulaatiot! tehtiin talla potentiadilla. Kuten aikaisemmin mainittiin,
kovien pallojen MC-simulaatio redusoituu melko yksinkertai seen muotoon.

Jos kovaan palloon lisétéan vakioattraktio saadaan laatikkopotentiaali (square well):

O ®r<0;
U
VSW(r) = 1€ 0,sr<o, (6.78)
U
o O0rzo,

1. Jamyds ensimmaiset MD-simulaatiot.
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Jos epdjatkuvuus kovan pallon potentiaalissa tuottaa vaikeuksia voidaan jyrkkyytta loiventaa:
saadaan pehmeé pallo -potentiaali (soft sphere):

\Y
vy = a[‘ﬂ (6.79)
Kova pallohan saadaan pehmeé&stargja-arvona

VHS(r) = lim VSS(r) . (6.80)

V - ©

Joskus on kaytanndllista jakaa potentiaali attraktiiviseen ja repulsiiviseen osaan. Esimerkiksi
L ennard-Jonesin tapauksessa

2
vi(r) = 45[%51 ~HE = VR + VAL (6.81)
missa
LIr) + <r._.
VRU(r) = BV (e r<Tmin (6.82)
0 0 r=rn
ja
—€ r<r.
AL _ min
vAur) = g Vi) rer (6.83)
A V()
VRLJ(r)
T '

VALJ(r)
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Kuva 6.31: Lennard-Jones-potentiaalin jako repulsiiviseen ja attraktiiviseen osaan.

6.7.3 Redusoidut yksik6t

Jos potentiaalilla on sopivia skaal autumisominai suuksia, voidaan laskuissa kayttéa redusoituja
yksikoita. Taloin eri systeemien tulokset saadaan skaalaamallatoisistaan. Liséks redusoitujen
yksikkojen kéayttd hel pottaa hieman laskentataakkaa: ylimaaréaisia vakioita jaa pois.

Esimerkiksi otamme tutun Lennard-Jones-potentiaalin:

V(r) = 48[%—3%'12—?%D =ef(r/0) , (6.84)
missa
f(x) = 4(x12-x9) . (6.85)

Tastd voimme helposti paétell§, etta

I. pituuden luonnollinen yksikkd = o
ii. energian luonnollinen yksikk6 = €

Eli

r=r/c, E" =E/¢ (6.86)

Muut yksikét ssamme ylldolevista hel posti:

aika t = t/[(mad)/e]” (6.87)
tiheys: p* = po3 (6.88)
|ampotila T = kgT/¢ (6.89)
paine: P = Po’/e (6.90)
voima: f = fo/e (6.91)
Nnopeus: YRRV [e/m] 12 (6.92)
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6.7.4 Realistiset potentiaalit

Jos haluamme mallintaa tarkemmin jotain tiettyd materiaalia, eivat edelldesitellyt idealisoidut
potentiaalit riitd, vaan on kaytettéva realistisempiamallga. Readlistiset potentiaalimallit kehite-
téan yleensa ol ettamallajokin tietty funktionaalinen muoto systeemin potentiaalienergialle ato-
mien paikkojen funktionaja maarittamalla malliparametrit sovittamalla kokeelliseen dataan tai
ns. ab initio -menetelmill& laskettuihin tuloksiin.

Hyvin yleinen yksinkertaistus on paripotentiaaliapproksimaatio. Se kuvaa melko hyvin jalo-
kaasuja, on melko hyva akalihalideille ja tietyille ionisille oksideille, kohtalainen metalleille
(riippuu metallista ja hal utui sta ominai suuksista), mutta huono kovalenttisille yhdisteille.

Ab initio -menetelmista vois mainitia esimerkiksi Hartree-Fock-menetelmén |ahinné ioniyh-
distei den potentiaalien laskemisessa ja tiheysfunktionaaliteorian (density functional theory,
2 paikalisen tiheyden approksimaatiolla (local density approximation, LDA) maustet-
tuna.
Kokeellisesti potentiaaleja madritettdessa funktionaalinen muoto on usein saatu jostain teori-
asta. Potentiaalin parametrit saadaan sovittamalla potentiaalin ennustamat aineen ominaisuu-
det mittaustuloksiin tai jollain ab initio -menetelmall&laskettuihin tuloksii n.

Y leensa ké&ytetdan seuraavia suureita
kideparametri a (ta kiderakenne yleensd)
koheesioenergia E
elastiset vakiot ¢
kidevaurioiden energiat
pintojen stabiilisuus

hilavéarahtelyjen dispersiorelaatiot w(k)

Jal okaasujen potentiaalienergia koostuu van der Waals -attraktiosta ja repulsiosta. Funktionaa
lisena muotona on esimerkiks Lennard-Jones

V(r) = 4¢ B’Dlz— Dj (6.93)

tai Morse

1. R.O. Jones, O. Gunnarsson, Rev. Mod. Phys. 61 (1989) 689.
2. C.R.A Catlow, W.C. Mackrodt eds., Computer Smulation of Solids, Springer, 1982, luku 1
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V(r) = De (=) _2pe (r=To) (6.94)

loniyhdisteilla erityispiirteena on pitkén kantaman Coulombin vuorovaikutus. Eli potentiaali
koostuu periaatteessa kolmesta termista’:

i. Coulombin vuorovaikutus:

z;z
41Tsorij

VZZ(I' ij) - , (6.95)

missa z; ja Z ovat ionien i jaj ionivaraukset.

Ii. Lyhyen kantaman repulsio, joka syntyy elektronikuorten paallekké nmenosta (esimer-
kiks eksponenttimuoto):

VSR(r) = Ae/P (6.96)

lii. van der Waals -attraktio, joka syntyy ionien dipoli-dipolivuorovaikutuksesta (ns. dis-
persiovuorovaikutus):

veaw(ry = - & (6.97)

Adéritapaus on alkalihalidit: Monihiukkasvuorovaikutus ei ole kovin suuri, mutta ionien pola-
risaatio vaikuttaa: optiset fononit. Oksideilla on jo koval enttisuutta sidoksi ssa.

Y ksinkertaiset metallit (sp-metallit, esimerkiksi Na, Mg, Al) ovat kuvattavissa jossain méaarin
paripotentiaaleilla. Useimmiten kéytetéén Morsen potentiaalia:

V(r) = De29(r=ro) _ppga(r—ro (6.98)
Transitiometalleilla (d-kuori vajaa) monihiukkasvuorovaikutus tulee kuvaan mukaan.

Paripotentiaalimallista seuraa ns. Cauchyn relaatio:

Cip = Cyy- (6.99)

1. C.R.A Catlow, W.C. Mackrodt eds., Computer Smulation of Solids, Springer, 1982, luku 10



Tama pétee kuitenkin vain harvoille metalleille
(ks kuva 6.32). Paripotentiaalimallin ennustamat
vakanssien muodostumisenergiat ovat liian suu-
ret. Lisdks paripotentiaalimalli kuvaa huonosti
metalli pintojen rel aksaatiota ja rekonstruktiota.

Viimeisen vuosikymmenen aikana on ns. tiheys-
funktionaali- ja tight binding -teorioden perus-
talta kehitetty monihiukkaspotentiaalgja, jotka
kuvaavat metallgavarsin realistisesti.

Esimerkkind olkoon Finnisin ja Sinclairin
semiempiirinen N-hiukkaspotentiaali® , joka saa
perustelunsa tight binding -approksimaatiosta.
Sen mukaan koheesioenergia atomia kohti on
verrannollinen  koordinaatioluvun?  neli Ojuu-
reen’:

Vo 04z (6.100)

Atomin i energialausutaan muodossa

SUBSTANCE Ciy Cis Cia
Li (78 K) 0.148 0.125 0.108
Na 0.070 0.061 0.045
Cu 1.68 1.21 0.75
Ag 1.24 0.93 0.46
Au 1.86 1.57 0.42
Al 1.07 0.61 0.28
Pb 0.46 0.39 0.144
Ge 1.29 0.48 0.67
Si 1.66 0.64 0.80
v 2.29 1.19 0.43
Ta 2.67 1.61 0.82
Nb 2.47 1.35 0.287
Fe 2.34 1.36 1.18
Ni 245 1.40 1.25
LiCl 0.494 0.228 0.246
NacCl 0.487 0.124 0.126
KF 0.656 0.146 0.125
RbCl 0.361 0.062 0.047

¢ Elastic constants in 1012 dynes-cm~2 at 300 K.

Kuva 6.32: Erdiden kuutiollisten kiteiden
elastisia vakioita. [N.W.Ashcroft,
N.D.Mermin: Solid State Physics]

_ 1_ N _ B 1/2
V=53 o) L; e |

missa @ on paripotentiaali ja n on ns. koheesiopotentiaali, joka oli aunperin parabolista

muotoa.

Kovalenttisissa aineissa paripotentiaaliapproksimaatio e pade

ollenkaan. Otetaan esimerkiksi pii.

Timanttikide on avoin kiderakenne. Se on kaukana tiivis-
pakkauksesta: jokaisellaatomillaon vain 4 [8hinaapuria. (Vertaa

fce- jahcp-rakenteisiin: 12 18hinaapuria.)

Piitd voidaan yrittéa mallintaa paripotentiaalilla, mutta siina on
otettava huomioon my6s toiseksi lahimmét naapurit®. Tama

malli el ole kovin kayttokel poinen.

AN .

(1991) 395.

M.W. Finnis, J.E. Sinclair, Phil. Mag. A 50 (1984) 45.
Atomin koordinaatioluku on sen |8hinaapureiden lukumaéra.
Huomaa, etté paripotentiaalimalli ennustaa lineaarisen riippuvuuden.

Yu. Knyhznikov, Rad. Eff. 26 (1975), A. Mazzone Phil. Mag. Lett. 60 (1989) 131., Phys. Sat. Sol. 165

(6.101)

Kuva 6.33: Timanttira-
kenne
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A V(r)

Morse harmoninen
\ i /’—M—>
o ry r

Kuva 6.34: Paripotentiaali piille.

Kovalenttisia aineita mallinnetaan nykyaan yleensa kolmi- tai monihiukkaspotentiaalilla.

Kolmihiukkaspotentiaalin tapauksessa energia riippuu atomien etaisyyksien liséksi kahden
sidoksen valisesta kulmasta:

V(r) = efy(r;) +efs(rryr) (6.102)

fa(ri rird = h(rij i 85ik) (6.103)
(i, Tk Biji)
+h(ry, rg: By)

Kuva 6.35: Kolmihiukkaspotentiaali.

Monihiukkaspotentiaalimallissa atomin vuorovaikutus naapuredeinsa kanssa riippuu sen
ymparistosta eli ns. koordinaatioluvusta. Koordinaatioluku on karkeasti ottaen atomin |&hinaa-
pureiden lukumaéra.

Esimerkkin& monihiukkaspotentiaalista olkoon Tersoffin® kehittama malli, jota on menestyk-
sekkaasti kaytetty esimerkiks useiden timanttirakenteisten aineiden mallintamiseen. Potenti-
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aali on seuraavanlainen. Systeemin kokonaisenergia lausutaan tutussa muodossa

1
E=55Vy . (6.104)
i Zj
missa
Vi = fe(riplay; fr(ry) +o; fA(ri)l (6.105)
repulsiivinen osa fo(r) = Ae™" | (6.106)
attraktiivinen osa f 5 (r) = —Be™" | (6.107)

potentiaalin katkai sufunktio

%1, r<R-D
_O 1. m(r-Rg L
fe(r) = % zsmEjz D O R-D<r<R+D , (6.108)
%), r=R+D
seké
by = (L+png)H—= (6.109)
G = Z fe(ria(8ji) exp[A3(r; -1l (6.110)
kKZ1, j
c2 c2
) =1+—- 6.111
9(0) d? d?+ (h-cosB)? ( )
8 = (L+amp==" ja (6.112)
Np = Y felriexplA3(r—ri)® - (6.113)
kKZ1, j

Tassd, kuten edellékin, atomien i ja j valinen etéisyys on ij jasidosten ij ja ik vélinen
kulmaon 8;;,

1. J. Tersoff, Phys. Rev. B 38 (1988) 9902.
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7 Tasapainosimulaatioiden sovellutuksia
7.1 Tilanyhtal§ ja faasitasapaino

Termodynaamisen systeemin tilanyht&l6han kertoo systeemin tilamuuttujien keskindisen riip-
puvuussuhteen tasapainossa. Yleensa tilanyhtdlossd on mukana muuttujia, joita on helppo
mitata eli paine, lampotila, tilavuus, tiheystai [ kuten magneettisten systeemien tapauksessa
[] kenttasuureita.

Kaasujen, nesteiden ja kiinteiden aineiden tapauksessa tilanyhta 6 un useimmiten muotoa

P

PV, T) (7.2)
tai

P

P, T) , (7.2)
missa p on aineen (atomi)tiheys.

Esimerkkind kuvassa 7.1 on 500 atomin Lennard-Jones-systeemin tilanyhtdld vakiopaine-
MC:llalaskettuna.

a) b)

40} :
20

30 4
15F

*Q_ .,:}_

20 1
10

10 B T 05 L

0'0 1 1 1 0.0 1 1 1 1 1 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 06 07 08 09 10 11
p p

Kuva 7.1: Lennard-Jones-systeemin tilanyhtdl6 @) P* = P*(p", T"),kun T* = 2.0.jab)
T = T(",P"),kunP" = 30.

Huomaa, etta vakiopai nesimul aatiossa pai ne annetaan sy6ttétietona. Sen liséksi se voidaan las-
kea simulaation kuluessa viriaalista (ks. kappale 2.3). On hyva tarkistaa, ettda ndma kaksi ovat
Sopusoi nnussa keskenaan.
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2
P input
Kuva 7.2: Viriaalistalaskettu paine simulaation sy6ttétietona annetun paineen funktiona vakio-
painesimul aatiossa. Systeemi koostui 500 L ennard-Jones-atomista.

Tasapainotilassa voi systeemistd |0ytya eri olomuodoissatai faaseissa oleviaosia, jos paineella
jalampoatilalla on sopivat arvot. Eri faasit eroavat jarjestyksen ja [] téssa tapauksessa O tila-
vuuden suhteen toisistaan.

Tarkastell aan seuraavassa yhdelaisista atomei sta koostuvan NPT-systeemin faasitasapainoa.

Jos atomien siirtyminen eri faasien valilla on N, P, T
mahdollista, tulee seuraavien ehtojen péatea eri
faasallle

T = T?) (7.3)

p(1)

P(2) (7.4)

Kuva 7.3: Faasitasapaino
u(l)

u . (7.5)

Jos kirjoitamme kemiallisen potentiaalin lampo-
tilan ja paineen funktiona, sasamme faasitasapainoehdoksi paineessa P jalémpdtilassa T

AP, T) = u@P,T) . (7.6)

Tasta ndemme, etta faasitasapainossa (eli koeksistenssissd) paine on lampétilan funktio

Pooex = Peoex(Tcoed - TAMamaaraans. koeksistenssikayran PT -tasossa.
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Jos faasgja on kolme, on yhtdl6a (7.6) vastaava ehto
WP, T) = AP, T) = u®P,T) . (7.7)

Nyt meilléa on kolme yhtél6a ja kolme tuntematonta, €li ratkaisuna voi olla vain piste PT -
tasossa. Tama on ns. kolmoispiste (piste K kuvassa 7.4).

PA

kiintea C

> T

Kuva 7.4: NPT-systeemin faasidiagrammi PT -tasossa.

Nesteen ja kaasun valinen koeksistenssikayra pagttyy ns. kriittiseen pisteeseen C (T, P.).
Taman yldpuolella voimme muuttaa nesteen kaasuksi (tai pdinvastoin) jatkuvallatavalla.

Vastaavanlaista pistettd e ole havaittu kiintedn ja nesteen valilla. Tama kertoo sen, ettéa kiin-
tedn aineen ja nesteen ero on perustavanlaatuisempi kuin nesteen ja kaasun. Kiintedssa

aineessa on jarjestysta, jota el nesteestatai kaasusta |Oydy.

PV -tasossa faasien koeksistenssi nékyy kdyrien sijasta alueina.
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PA neste kaasu
| |+ 4 | /
\ . | /
- T | ,
/
., C e =T
Ve
o
T =T,
kaasu
A
neste-kKiintea T<T

kiintea neste-kaasu

K

K kaasu-kiintea K

Kuva 7.5: NPT-systeemin faasidiagrammi PV -tasossa.

Katkoviivat ovat isotermea eri lampotiloissa. Kuvassa 7.6 on faasidiagrammi hahmoteltuna
kolmiul ottei sena kuvag ana.

> V

Kuva 7.6: NPT-systeemin faasidiagrammi.

Faasitransitiossa kemiallinen potentiaali eli 0G/0dN on jatkuva. Muut Gibbsin energian osit-
taisderivaata voivat olla joko jatkuviata epgjatkuvia.

Yllakasitellyt trangsitiot ovat ns. ensmmaisen kertaluvun transitioita. Naissd G:n derivaatat
T:nja P :n suhteen ovat epgjatkuvia:
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- _961?, oed”
AS = -G, * T (7.8)
(2) (1)
av =BT T (7.9)

GA

Kuva 7.7: Gibbsin vapaa energia 1. kertaluvun faasitransitiossa.

Ensimmaéisen kertaluvun faasimuutokseen liitty faasimuutoslampo tai latentti 1&mpd, joka on
ental pian muutos mentéessa faasi sta toiseen

AQ = TAS = AE+PAV = A(E+PV) = AH (7.10)

Helposti voidaan osoittaa, ettd mentdessd matalamman lampdtilan faasista korkeamman [am-
potilan faasiin on latentti 18mpd positiivinen eli [ampoda absorboituu.

Normaali faasitransitio el ole termodynaamisten suureiden kannalta mikéan patol oginen kohta.
Transitiopisteessi faasien kemialliset potentiaalit ovat samat: u(U(P, T) = p@(P, T), mutta
piste & ole potentiaalien u(1) ja u(2 kannalta mill&an tavalla erikoinen.

Tietyssa pisteessa (¢ kuvassa 7.8) p
systeemissa olevien faasien osuuk-
sien suhde saadaan yksinkertai sesti
janojen ac ja cb suhteesta.

Kuvassa 7.9 on esimerkkina muu-
taman kaasun neste-kaasukoeksis- b

tenssikayrat. neste . kaasu

Kuva 7.8: Faasiosuudet koeksistenssialued!la.
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1.00 —
95 -
90 -
85 + +
¥ A
80 +
T + Ne
-
© 75 | ® A
8 Kr
20k § X Xe
A N,
o
65 g A O, ~ *
o CO
60 b~ o CH, +g
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55 L1 | 1 1 | 1 ] | I | 1 { +I
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plpc

Kuva 7.9: Joidenkin kaasujen kokeeliset koeksistenssikayrét. Redusoitujen yksikdiden ‘¢’ viit-
taa kriittiseen pisteeseen.

Huomaa, etta kaikki pisteet osuvat kauniisti samalle kéayrélle.

Kuten jo mainittiin, Kriittisessa pisteessa C héviéa nesteen ja kaasun ero. Lahestyttéessa kriit-
tista pistetta latentti |ampo menee jatkuvalla tavalla nollaan.

» »
» »

T T P P

c C

Kuva 7.10: Latentti |ampd ja Gibbsin vapaa energia kriittisen pisteen |&heisyydessi.
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7.2 Faasitasapainon simulointi

Faasitaspaino on sovellutusten kannalta varsin térked ilmi6. Sen simuloiminen normaalilla
M C-menetelméalla on kuitenkin hankal aa.

Jos simulointisysteemiin konstruoidaan eksplisiittinen faasien rajapinta, voivat tulokset olla

vaaristyneitd, koska tama rgjapinta vie huomattavan osan kopin tilavuudesta. Todellisessa
tilanteessa (termodynaamisella ragjalla) rajapinnan osuus on paljon pienempi.

B <>

Kuva 7.11: Rajapinnat faasitasapainosimul aatioi ssa.
Esimerkiksi aineen tiheys rajapinnan |8heisyydessa voi poiketa todellisesta bulkin tiheydesta.

Eras tapa on laskea MC:lla aineen tilanyhtdl 6 ja sovittaa se esimerkiks van der Waalsin (vdW)
yhté 66n

%”\%%(V—b) = kgT , (7.11)

missav = V/N ja a, b vakioita

vdW-yhtél 6n avulla voimme laskea esimerkiksi kriittisen pisteen

v,=3b; T, = 22 . p =2 (7.12)

janeste-kaasukoeksi stenssi kayran.
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Kuva 7.12: van der Waalsin tilanyhtal 6.

Tama e kuitenkaan ainatoimi. Aine e valttdmatta noudata vdW-yhté 6a kovin hyvin. Jakiin-
tedlle olomuodolle yhtal6 el tietenkaan kay.

Jonkinlainen arvio nesteen tiheydelle neste-kaasukoeksi stenssissa voidaan saada vakiopaine-
MC:lla nollapaineessa.

Simulointi aoitetaan hieman nesteen tiheytta suuremmallatiheydella Jos gjo el ole liian pitk4,
saamme jonkinlaisen arvion tiheydelle.

1.2 o -

= 1.0 .

0.8 .

06 1 | 1 | 1 | 1 | 1
00 02 04 06 08 10

P
Kuva 7.13: Nestekaasukoeksistenss vakiopainesimulaatiolla. [ Frenkel-Smit]

Tama on kuitenkin melko karkea menetelmg, silla tiheydessa voi tapahtua suuriakin fluktuaati-
oita, jajos fluktuaatio on pienen tiheyden suuntaan voi systeemin koko kasvaa rajatta.
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Varsin yksinkertainen simulointimenetelma faasitasapainon laskemiseen esitettiin 80-luvun
lopulla: Gibbsin ensemble}(GE). Se on varsin yksinkertainen ja siind valtetaan taysin rajapin-
tojen tuottamat ongelmat: lasketaan vain bulkkiominaisuuksia.

Oletetaan, ettd tutkimme kahden faasin, | ja Il tasapainoa. GE-simuloinnissa kaksi simuloin-
tikoppia, yksi molemmista faaseista.

Kuva 7.14: Gibbsin ensemble -simulaatio.
Simuloinnissa on kolmenlaisia tilanmuutoksi a:

I. Normaali atomin siirto jommassa kummassa faasi ssa.
ii. Tilavuuden muutos jommassa kummassa faasissa. Tutkimme nyt kanonista ensemb-

led, eli systeemin kokonaistilavuus on vakio. Tastd seuraa, ettafaasin | tilavuuden

muuttuessa médarélla AV, on faasin 1l tilavuuden muutos —AV .
iii. Atomin (tai molekyylin) siirto faasista toiseen.

Kuva 7.15: Tilanmuutoksen Gibbsin ensemble -simul aatiossa.

1. A.Z.Panagiotopoulosym., Mol. Phys. 63 (1988) 527.
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Hiukkasen siirto faasin sisélla hyvaksytaén normaalilla todennékdisyydella
Pmov = €XP[-0OV,,/KgT]. (7.13)
Tilavuuden muutoksen todennakdisyys faasissa | on
plo = exp[—BPAV —B3V' + N'In(V! + AV) —N'InV'], (7.14)

missa AV on tilavuuden muutos, dv! on potentiaalienergian muutos faasissa |, V! ja N! ovat
faasin | tilavuus ja hiukkasl ukuméara.

Faasissa Il tapahtuu tilavuuden muutos —AV , jonka todennakoisyys on
pll, = exp[BPAV —B&V!! + NlIn(V!' —AV) —N!'InV"] , (7.15)

Todennakdisyys, ettd ndma tapahtuvat yhtéaikaa on (ol ettaen, etté ne ovat toisistaan riippumat-
tomia)

pvol = p\I/oI X p\lllol . (7-16)

| | ] I _
= expE—B[év' +6v”—%|nv \J;IAV—% n\%/}g

Todennakdisyys atomin vaihdolle faasista 11 faasiin | koostuu atomin luomisesta | :ss&

vAYAN

pl, = exp%— BoV! + InNI ek (7.27)
missa aktiivisuuson z = ePH/A3 .
Vastaavasti atomin tuhoaminen faasissa Il :

Il = expd ROV + |nN_”D (7.18)

plnt p|:| ZV“D . .

Atomin vaihdon kokonai stodennakdisyys on naiden tulo
1 VI(NT+1
P = XpB[Bv1 + ov1+ B 1|nWE . (7.19)

Huomaa, ettd yhtal6issa (7.16) ja (7.19) ei esiinny ollenkaan painetta tai kemiallista potentiaa-
lia. Vain systeemin kokonaistilavuus ja lampétila ovat méarétyt. Paine ja kemiallinen potenti-
aali asettuvat faasikoeksistentin vaatimiin arvoihin.
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Ne voidaan tietysti laskea simulaation kuluessa. Se onkin hyva tarkistuskeino, sill ndiden suu-
reiden tulisi olla samat molemmissa faasei ssa.

Eri siirtotapojen suhteel lisen osuuden sanel ee pyrkimys nopeaan konvergenssiin Markovin ket-
jussa. Kéytannossa joka askeleella kdydaan |8pi molempien faasien kaikki atomit ja yritetdan
normaalia MC-girtoa. Taman jalkeen voidaan tehda tilavuuden muutos. Mikroskooppisen
reversiibeliyden séilyttédmiseks valitaan tilavuuden muutoksen merkki (kutistuuko faasi | vai
faas 1l) satunnaisesti. Lopulta yritetédn atomin vaihtoa faasien vélilla Mikroskooppinen

daan tehdd useampia. Tdma on tarpeellista varsinkin suurillatiheyksilla

Otetaan esimerkkina puhtaan LJ-systeemin neste-kaasukoeksistenssil. Alkutilana oli kaksi
koppia, joihin oli generoitu fcc-hila. Koppeihin laitettiin atomeja halutun tiheyden osoittama
méard. Tiheydet olivat luonnollisesti erilaiset, vaikkakaan eivét tésméalleen nesteen ja kaasun
tiheydet ko. lampdtiloissa.

Kuvassa 7.16 on esitetty systeemin tiheyksien kadyttéytyminen simulaation kuluessa lampati-
loillaT* = 1.00 jaT" = 1.15.

B g
T*=1-00,N=500
0‘90 T T T T T T L I B | T T T T T T T LI
0-80r 4
. o-vowwmwww
a
X" 0‘60: -
a 1 )
0-06r .
0-04y .
Kuva 7.16: Lennard- VWWW
Jones-systeemin tihe- 0-02p -
ydet Glbbsn OOO N Y NS N IOUSUF N S TN O T N WY Y T O S G | ]
ensemble -simul aati- 0 04 08 12 16
o0ssa kahdessa eri Configurations generated/10
lampotil assa. T*=115,N=300

02 B

0 0z Ok 06 08 10 12
Configurations generated/10°

1. A.Z.Panagiotopoulos, Mal. Phys. 61 (1987) 813.
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Vaikka alkutilan tiheydet eivét tdysin vastaa tasapainotilan tiheyksig, tasapaino saavuteetaan

Kuvassa on esitetty tyon lopullinen tulos, LJ-systeemin neste-kaasukoeksi stenssikayréa.

15 T T T T T T T T
w x This work, N=500
—_ - + This work, N=300 .
=, ‘ o Adams [8,9]
x 13 . \

\
W
x
'
(=]
3
+

O Hansen and Verlet [3] S

(72 TN

T
“
g
//é

09“/’! “{" \0\ 7
o ; “
07 02 0l 06 08
p*=pd’

Kuva 7.17: Lennard-Jones-systeemin neste-kaasu-koeksistenssikdyra Gibbsin ensemble -
menetel méall&a laskettuna

NV T-ensemblen lisdksi Gibbsin ensemble -menetelma voidaan yleistéa myds NPT-ensemb-
leen. Puhtaan aineen tapauksessa NPT-ensemblen kaytto el ole kuitenkaan kovin jarkeva, silla
faasitasapainon ehtojen mukaan vain yhden intensiivisen termodynaamisen muuttujan arvo

voidaan vapaasti valita. Tassa tapauksessa se on lampétila. Paineen arvo méaraytyy tasapaino-
ehdoista.

Jos puhtaan aineen GE/NPT-simul aatiossa asetetaan paine siten, etté se ei vastaa faasikoeksis-
tenssin vaatimaa arvoa, on tuloksena homogeeninen systeemi.

K asiteltaessa monikomponenttisia seoksia asia on toisin. Taléin Termodynaamisia vapausas-

teita on enemman (eri komponenttien suhteelliset osuudet), jolloin faasikoeksistenss voi 10y-
tyakakille PT -pareille.

taan ehto tilavuuden muutosten taydellisesta korrelaatiosta eri faaseissa poistuu. Tilavuuden
muutoksen todennakoisyys, yhtal 6 (7.16) tulee nyt muotoon

Pual = Piol X Pl (7.20)
= expdalsy oyl - NV AV N v+ AV

= exppg B[év + oV 5 In Vi 3 In i

+P(AV! +AVH)E

Eli kummallakin faasilla on omat tilavuudenmuutoksensa AV! ja AV .
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My0s yleistys useampikomponenttisiin aineisiin on suoraviivainen. Jokaisen komponentin
kemiallinen potentiaali on sama molemmissa faaseissa. Y htélossa (7.19) tulee hiukkasluku-
maariin mukaan indeksi, joka kertoo atomi- tai molekyylilagjin i :

N' - N/, NI S NI (7.21)
Detaljibabanssin séilyttamiseks hiukkasten vaihto suoritetaan seuraavasti:
I. Valitaan joko faasi | tai Il hiukkasen luomiseen yhta suurella todenndkoisyydel la

ollasamakaikillelgjeilletai sitten el. Kriteerina tuttuun tapaan konvergenssi tasapaino-
tilaa kohti.

Baranello tutki yllamainituilla menetelmill& typen ja hapen seoksen faasikoeksistenssia. Lam-
potilaoli 100 K. Tulokset on esitetty kuvassa 7.18.

S.ﬂ T T T T T T T T
—— Experimant
ANPT mixture
E 60 .
= kaasu
o
- |
a
a
o
[al 4.ﬂ .
neste
E.G 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Mitregen Maole Fraction

Kuva 7.18: Typen ja hapen faasikoeksistenssi GE-menetelmalla laskettuna.

Nahdaan, ettd kaasukayran simulaatiot ennustavat melko hyvin, nestekéyréssa taas on hieman
heittoa.
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8 Ajastariippuvien ilmididen ssmulointi
8.1Yleista

Tahan asti olemme puhuneet tasapainoilmididen eli gjasta riippumattomien ilmididen MC-
simuloinnista.

Voimme sanoa, etta tasapaino-ominaisuuksien MC-simuloinnissa ratkaisemme numeerisesti
masteryhtal oat

"_Pgt" D - ;[W(m ~ nP(m, t) =W(n - mP(n, 1)] , (8.1)

missa P(n, t) on todenndkoisyys, etta systeemi on tilassa n ganhetkella t. On kuitenkin huo-
mattava, etta tuo aika (jonka voi gjatella vastaavan MC-askelta) e ole fysikaalinen aika. Sys-
teemin dynamiikan méaaraavéat siirtyméutodennéiko'isyydet2 W(m - n), jotka voidaan valita
melko vapaasti. Ainoa vaatimus on, etta simuloidussa Markov-ketjussa paadymme lopulta
hal uttuun tasapai nojakaumaan. Eli detaljibalanssin

W(m - n)P(m, eq) = W(n - m)P(n, eq) (8.2

tulee olla voimassa. Tassa P(n, eq) on tasapai notodennakaisyystiheys, joka onl] kuten muis-
tammel] esimerkiksi kanonisen ensemblen tapauksessa

P(n, eq) = %e‘H(”)/kBT . (8.3)

Fysikaalisen systeemin todellisen aikakehityksen maaréavét liikeyhté6t, joita e staattisessa
MC:ssatarvita.

Jos haluamme simulaatiomme mallintavan my6s systeemin todellista aikakehitystg, e pelkka
detaljibalanssin toteuttaminen riitd. Tahan palaamme my6hemmin. Ensin kuitenkin kédymme
|8pi yksinkertaisempia tapauksia el -tasapainoilmididen mallintamisesta.

Joissain tapauksissa yhtélon (8.1) antama todennakdisyysakauma P(n, t) on turhan yksityis-
kohtaista tietoa systeemistd. Esimerkiksi atomisysteemin tapauksessa tuo jakauma on vois

nopeusovat r,, jaVv, jne. ganhetkellat:

P(r{, Vi, Mo, Vo, ooy s Vyot)

missa on atomi, jollaon paikassa r nopeus v ganhetkellat:

1. Téassa esitettyna diskreetissa muodossa.
2. Aikayksikkoa kohti.
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P,(r,v,t) .

Masteryhtal 6stéa voidaan johtaa yhtdl 6 télle yksihiukkasjakaumalle, mutta sité ei voida ilman
approksimaatioita ratkaista, silla se sisaltéé kaksi-, kolmi- ja useampihiukkasjakaumia’. Eras
paljon kaytetty approksimaatio on Boltzmannin kuljetusyhté 6, joka perustuu ns. molekulaari-
sen kaaoksen oletukseen. Taman ol etuksen mukaan hiukkasten valiset korrel aatiot unohdetaan
ja todennakoisyys, ettd |6yddamme tietyista tilavuusalkioista hiukkaset 1 ja 2 on ndiden hiuk-
kasten todennakoisyysakaumien tulo

Po(ry, Vi, M5, Vo, 1) = Py(ry, vy, P4(ry, vy, 1) . (8.9

Y ksinkertaisemmassa muodossa (atomaarinen kaasu) Boltzmannin yhtadld voidaan kirjoittaa
Seuraavassa muodossa

1 1 ﬁ:) ]
ol - 5
_t +V ED'.P]_ +=F [Dvpl = m El:oll ) (8 )

missd vasemman puolen toinen termi kuvaa atomien nopeuksista ai heutuvaa todenndk 6isyyden
muutosta muutosta, ((0P)/dt),,, on atomien valisista tormayksista aiheutuva muutos.
Lisdksi mukana on ulkoisen voiman F aiheuttama muutos. Molekulaarisen kaaoksen ol etuk-

den tilavuusalkiossa. Tall6in voidaan tormaystermille johtaa muoto

,V, t
%Fl(ratv )Ecoll - I Av,dQ'; Vg O(6, Vi) [Py(r, vy, OP4(r, vo, 1) (86)
—Py(r, vy, )Py(r, v,, t)]

Missa v,y on tormaavien atomien suhteellinen nopeus, o(6, v,y) on vaikutusala sironnalle, 6
on MKP-sirontakulma.

8.2 Sateilyn kulkeutumisen simulointi

Satei Iyn2 kulkeutuminen valiaineessa on erés lagja M C-simul aatioiden sovelluskohde.

Kulkeutuminen on luonnollisesti erittéin epétasapainoilmid, vaikka useimmiten emme ole
kiinnostuneita systeemin aikakehityksestd, ainoastaan lopputuloksesta, jona on esimerkiks
séteilyn véliaineeseen lopulta jattama energia tai vauriot ta sateilyhiukkasten lopullinen
paikka véliaineessa.

1. L.E.Reichl, AModern Coursein Satistical Physics, luvut 7 ja 13.
2. Hiukkasista koostuva séteily. Mm. ioni-, elektroni-, fotoni-, neutroni- ...
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Kuva 8.1: Séteilyn kulkeutuminen véliaineessa.

Energeettisen séteilyhiukkasen saapuessa valiaineeseen se alkaa vuorovaikuttaa aineen elekt-
ronien ja atomien kanssa menettéen energiaansa, kunnes se pysahtyy tai annihiloituu.

Vuorovaikutustapahtumat oletetaan diskreeteiksi @érettoman lyhyen aikaa kestaviksi proses-
seiksi. Useimmiten tdma pétee, mutta on tapauksia, joita mallinnettaessa on otettava huomioon

prosessien aarellinen kesto.

Séteilyn kulkeutumista voidaan kuvata Boltzmannin yht&-
|6n avulla. Sateilya karakterisoidaan vuolla @, :

@(r, E,u,t)drdEdQ dt (8.7)

kertoo niiden tyypin i séteillyhiukkasten lukumaaran
aikavdilla [t,t +dt], joiden paikka on r:n dr -ympé&
ristd, energia on vdilla [E, E + dE] ja joiden nopeuden
suunta on avaruuskulmaralkiossa dQ,, .

Tarkoituksena on pystya alkuehdoista lahtien laskemaan
séteilyn vuo eri aikoina ja eri paikoissa. Tasta pystymme
edel een laskemaan haluamiamme asioita.

Integroimalla poisyksi tai useampi muuttuja (8.7):sta saa-
daan eri suureita, esimerkiksi:

vuontiheys @(r,t) = IdQuJ’dEcp,(r, E,u,t),

Tt

Kuva 8.2: Séteilyvuon méari-
telma

(8.8)

virrantineys JAr,t) = 2T[J'desin GJ'dEcosecq(r, E,u,t) . (8.9
0
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Boltzmannin yhta 6 kertoo, miten vuo @ muuttuu eri prosessien vaikutuksesta. Séteilyn etene-
misen ollessa kyseessa ovat yhtal 6n termit seuraavan nékoisia.

Hiukkasten &arellisestéd nopeudesta ai heutuu muutos

i[a(p,(r, E,u,t)
V7 ot

L = O, Eut) = —uld (r, Eut) . (8.10)

Hiukkasten sironnasta valiai neen hiukkasten kanssa tul ee termi

\%i[a(p,(r,alf, u,t)}2

: (8.11)
= Z[I(dQ'u)dE'oij(r, E' E,u', u)(pj(r, E,u,t)

]
—I(dQ'u)dE'oij(r, E, E, u,u')(pj(r, E, u,t)]

—oi(r, BE)g(r, E, u,t)

missa oij(r, E', E,u’,u) on vakutusala sironnalle tyypin hiukkasesta, jolla on koordinaatit
(r, E',u',t), jajossasyntyy i -tyyppinen hiukkanen, jolla on koordinagatit (r, E, u,t). Vastaa-
vasti j(r, E, E', u, u’) kertoo sironnan kauitta faasiavaruuden pisteesta (r, E, u, t) poistuvien
hiukkasten lukumaéran. Viimeinen termi kuvaa hiukkasen absorptiota véliaineeseen.

Néiden termien lisdksi voidaan osaa vuorovaikutuksista mallintaa jatkuvana kitkanomaisena
prosessina. Téasta tulee termi

179097 _ (099
\Z[ﬁ}z == (8.12)

missd S on ns. jarrutuskyky (stopping power).

Néiden lisaks (riippuen séteilyn luonteesta) voidaan yhtél 6ssa olla mukana termi, joka kuvaa
séteilyhiukkasten hgjoamista:

1997 _p1

missa A; on hajoamistodennakaisyys pituusyksikkoa kohti.
Jos systeemissé on séteilylahde tarvitaan termi kuvaamaan uusien hiukkasten syntymisté:

1[‘34’.

; EL = Y(r,E, u,1) . (8.14)
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Y hdistamall& (8.10)-(8.14) saadaan Boltzmannin yht&l6 muotoon

199
iz . (8.15)

= —up (1, E,u.
+ 3 [[(dQ)dE 0 (r, B, E, U, u)gy(r, B, U\ Y
- Jl(dedE'oij(r, E,EL U, W)oy(r, E. U, 0]
-0 B)@(r, Eu,Y)

. a[(ﬁ(r,aEE,u,t)S] —)%(P.(r' E,u,t)+Y(r,E, u,t)

synnyttaa energeettisia elektroneja valiaineeseen ja painvastoin.

Boltzmannin yhtél 6n ratkaisua vaikeuttaa lisdks se, etté realistisissa systeemeissdon ainarga-
pintoja, joiden kasittely on hankalaa. Lisoksi tarvittavat vaikutusalat usein melko hankalia lau-
sekkeita.

Toisaalta — kuten analyyttiset menetelmét yleensdkin — Boltzmannin yhtal6a voi joissain tapa-
uksissa kdyttada karkeiden arvioiden laskemiseen ja yleisten trendien tutkimiseen.

Jos tarvitsemme tuloksia redlistiseille systeemeille ja tuloksia, joita voidaan verrata koetul ok-
siin on useimmiten turvauduttava simulointiin.

Tarkastellaan 1ahemmin M C-menetelman sovellutusta ionisuihkujen ja aineen vuorovaikutuk-
seen. Tama on ehka hieman spesifinen esimerkki, mutta valaissee MC-menetelman kayttoa
kuljetusilmididen tutkimisessa.

lonisuihkufysiikassa tutkitaan energeettisten ionien (tai atomien) ja aineen vuorovaikutusta.
Alkuperdinen ioni saadaan aikaan ampumalla kiihdyttimesta saatu ioni aineeseen. Energeetti-
sella ymmarretéén termisia energioita huomattavasti suurempia energioita (enemman tai
vahemman mielivaltaisesti E > 1eV ; 1eV [J11600K ). (loni voi tietysti olla my6s neutraali,
mutta kaytanto on, etta alkuperaista energeettista hiukkasta kutsutaan ioniksi. )

Alue on yleisen mielenkiinnon liséksi tarked myos sovellutusten kannalta. 1onisuihkujen avulla
voimme muuttaa aineiden ominaisuuksia tuomalla vierasaineita (ioni-implantointi, kantamaja-
kaumat), sekoittamalla rajapintoja (ionisuihkusekoitus), rikkomalla kidetta (séteilyvauriot),
poistamalla atomeja pinnalta (sputteroituminen) jne.
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sputteroituminen

Kuva 8.3: lonisuihkun ja aineen valinen vuorovaiikutus.
Seuraavassa kaydaan 18pi ionin ja aineen vuorovai kutusmekanismit. Aineeseen tunkeutuessaan
ioni alkaa jarruuntua. loni menettéa energiaa tormayksissé aineen elektronien kanssa: elektro-
ninen jarruuntuminen. loni siroaa elastisesti aineen atomeista: nukleaarinen jarruuntuminen.

Jarruuntumista voidaan kuvata jarrutuskyvylla S, joka

on ionin menettama kineettinen energia sen kulkemaa E-dE
matkaa koht .j/’
- dx—
s=_0E (8.16)
dx Kuva 8.4: Jarrutuskyvyn
méaéaritel ma.

Jarrutuskyky voidaan jakaa elektroniseen ja nukleaari-

seen osaan: S = S, + S, . Jarrutuskyky riippuu ionin ja

aineen ominaisuuksista ja ionin nopeudesta. Sen yksikkona on yleensa eV/A, keV/inm,eV/
(10% at./cm?) tai keV/ (pg/cm?).

Nukleaarinen jarruuntuminen on vallitseva pienilla energioilla, elektroninen taas suurilla
Kuvassa 8.5 on muutama S, :8é4ja S, :ta vertaileva esimerkki.
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=
E (eV) E(eV)

Kuva 8.5: Esimerkkeja jarrutuskyvyistad. Vasemmalla puolella on piirretty myds ionien keski-
kantamat.

Koska ionin tormayksissa elektronien kanssa e massaerosta johtuen ionin suunta muutu, voi-
daan S, olettaa kitkanomaiseksi voimaksi. Elektroninen jarruuntuminen riippuu periaatteessa
ionin kokemasta (paikallisesta) elektronitineydesta, mutta yleensa approksimoidaan, etta S,
riippuu ainoastaan ionin energiasta.

Elektronisen jarruuntumisen laskeminen on varsin vaikea teoreettinen ongelma, kun ottaa huo-
mioon, ne mekanismit, joillla energiaa voi siirtydionin jaaineen valill&

I. kohtioatomien ionisaatio ja vahvasti sidottujen elektronien viritys

ii. kohtion johde-elektronien viritys (ei-lokalisoituneet elektronit), kollektiiviset eksitaa-
tiot (plasmonit)

ilii. ionin ionisaatio ja elektronien viritys seka ionin elektronikaappaus

Téasta syysta elektroninen jarrutuskyky kdytanndssa lasketaan semiempiirisien mallien avulla
tal kaytetaén kokeellisia tuloksia. Kaikkein eniten ionisuihkufysiikassa kaytetty semiempiiri-
nen malli on Zieglerin. Biersackin ja Littmarkin (ns. ZBL) mallit.

Nukleaarisessa jarruuntumisessa siis ioni Siroaa elastisesti atomin varjostetusta Coulombin
potentiaalista. 1onisuihkufysiikassa ollaan tekemisissa atomien valisen potentiaalin repulsiivi-
sellaosalla

1. Ziegler, Biersack, Littmark, The Siopping and Range of lonsin Solids, vol. 1 (Pergamon, New York,
1985)
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Koska ionin ja atomin massat ovat samaa suuruusiuokkaa, ionin suunta voi muuttua paljonkin

sironnassa, ja adritapauksessa ioni menettda kaiken kineettisen energiansa yhdessa torméayk-
sessa. Nukleaarista jarruuntumista el siis voi realistisesti kuvata pelkkana kitkavoimana.

Ml Ell

My By

Kuva 8.6: Sironta potentiaalista.

Bin&ritormays pystytddn helposti kasittelemédan klassisena sirontana potentiaalista V(r).
Sirontakulma massakeski pi stekoordinaatistossa (MKP) 8 saadaan sirontaintegraalista

[0e]

8 = IT—ZbI[rzg(r)]—1 , (8.17)
R
1/2
o(r) = [1—\%—%?82} , (8.18)

missd R on ionin ja kohtioatomin minimietéisyys torméayksen aikana. Se saadaan yht&lon
g(R) = 0 ratkaisuna. loni jaatomi vuorovaikuttavat paripotentiaalin V(r) valityksella.

Tormaysparametri b on ionin tulevan nopeuden suunnan ja kohtioatomin kohtisuora etéaisyys.
Mitapienempi b sitéa rgjumpi tormays.

E, onionin ja atomin suhteellinen kineettinen energia (eli kineettinen energia MKP-koordi-
naatistossa), ja saadaan kaavasta

e = 25 8.19
1A (819)
missa A on kohtioatomin jaionin massasuhde
M,
A= —= (8.20)
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Sirontakulmat laboratoriokoordinaati stossa saadaan MK P-kulmasta 6 :

Af sinB fsinB

tand = 1+ Afcos '’ ane = 1— fcosO

: (8.21)

missa on otettu huomioon my6s tormayksessa mahdollinen epael astinen energianmenetys Q

f=0_ EQEUZ _ (8.22)

Hiukkasten asymptoottisten ratojen maarittamiseksi on myds laskettava suureet x; ja X, :

(1+ f)r+(fA—1)btang
X, = T A , (8.23)
- btan® —x (8.24)
2 - 2 1 . .
Tassa 1 on ns. aikaintegraali
°° -1/
1= (Rz—bz)l/z—IE[g(r)]—l—[l—E%z} Har . (8.25)
=L O
Kohtioatomille siirtynyt energia T MKP-sirontakulman funktiona on
_ 2080 (1—f)2} _ A&
T = [fsn + To o T = % - (8.26)
Jos epéel astinen energianmenetys jdtetéan huomiotta, saadaan
T =@ (8.27)

[0 m

Kun tieddmme sirontakulman energian E; ja tormaysparametrin b funktiona [6(E4, b) ]
voimme periaattessa laskea nukleaarisen jarrutuskyvyn S, :

[ee]

S(E) = ITndc = nITandb = 8nn(ll\—ﬂ——)—2Isn2@%)db : (8.28)
M5

mMissa N on aineen atomitiheys.

Repulsiivinen potentiaali V(r) voidaan laskea approksimatiivisilla ns. vapaael ektronikaasu-
malleilla (free electron gas, FEG) tai kayttden ab initio menetelmia (tiheysfunktionaaliteoria).
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Nukleaarista jarruuntumista on jonkin verran pyritty mallintamaan analyyttisesti perustuen
lahinna Boltzmannin yhtél66n. Naissd malleissa joudutaan kuitenkin tekemadan melko paljon
yksinkertaistuksia ja esimerkiks rajapintojen kuvaaminen on hankalaa. Tasta on ajauduttu
mallintamaan ilmi6ta tietokonesimul aatioilla.

Y leensd simul aatiokoodit perustuvat bindéritormaysapproksimaatioon (BCA, binary collision

approximation). Siind ionin radan oletetaan koostuvan suoraviivaisista patkistg, joiden vadilla
se siroaa atomista. loni vuorovaikuttaa vain yhden atomin kanssa kerrallaan.

Kuva 8.7: Binaéritormaysapproksimaatio.

Tarpeeksi pienilla energioilla BCA e enda pade, vaan ioni vuorovaikuttaa yhtéa aikaa monen
atomin kanssa.

lonin etenemisen simulointi koostuu siis ionin ja véliaineen vuorovaikutustapahtumien gene-
roinnista jaionin kuljettamisesta ndiden valilla

Vuorovaikutustapahtumat ovat tassa tapauksessa elastisia sirontoja véliaineen atomeista. Vuo-
rovaikutus elektronisysteemin kanssa otetaan huomioon kitkanomaisena jatkuvana energian-
menetyksena elastisten sirontojen vailla

Kuva 8.8: Binaaritormayssimulaation periaaté.

Tietylla energiala E, aineeseen ammutun ionin kulkua simuloidaan kuvan 8.9 mukaisella
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arvo etaisyys seuraavaan sirontaan A |«

v

etene A:nverran

v

vahenna elektroninen energianmenetys S\

v

sironta:

laske sirontakulma 6
arvo atsimuuttikuima @
paivité ionin energia

arvo térmaysparametri b

¥

simulaatiohistorian loppu: kylla
paivita laskettavia suureita

ei

paivité& ionin etenemissuunta ja energia

v

paivita laskettavia suureita

Kuva 8.9: Bin&aritormaysssimulaation algoritmi.

lonin sirontakulman 6 pystymme laskemaan, kun tieddmme térmaysparametrin b [yhtdlo
(8.17)], ja tasta edelleen térmayksessa véliaineen atomille jéévan energian [yhtél6 (8.27)].

Lisoks elektroninen jarrutuskyky on tiedossa.

Jdljelle jda sirontojen valimatka A , tormaysparametri b seka sironnan atsimuuttikulma @.

Usein véliaine oletetaan amorfiseksi, jolloin tormaykset ovat
korreloimattomia. Lisdks otetaan huomioon vain tormaykset,
jotka sirottavat ionia enemman kuin tietyn minimikulman 6,
(tyypillinen arvo 6,;,, = 0.5°). Eli sirontoja, joiden torméaypa-
rametri b>Db, . [b = b6 ], € oteta huomioon. Para-
metri b, riippuu ionin energiasta.

Tormaysparametri arvotaan satunnaisesti vélilta [0, b(6,;,)] -
syys, etta térmaysparametri on valilla [b, b + db] on
P Obdb . (8.29)

Taloin (muistele kappaletta 6.6.2) tormaysparametri saadaan
Seuraavasti:

Kuva 8.10: Tormayspara-
metrin b arvonta.
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b = b(8;)E, (8.30)
missa § on tasaisesti vdlille [0, 1] jakautunut satunnais uku.

Tarpeeksi pienilla energioilla maksimitérmaysparametri kasvaa suuremmaksi kuin aineen ato-
mien keskimaarainen |ahinaapurien etéisyyden puolikas d /2 .

Tamaei olerealistinen tilanne, silla simulaatiossa tulee d,, = pt/3

ottaa huomioon aina mahdollisista torméyksista «—>

rajuimmat. o © © @

Tama korjataan siten, etta maksimitormaysparametria

el aseteta suuremmaks kuin arvo by, joka vastaa o 00 o 000 @ ...

RN : . - @) (©) @ @)

yhden atomin poikkipinta-alaa aineessa, jonka atomiti- I by

heysonp:
T[bg = (p~1/3)2 . (8.31) (@) 0] (@) (@)
0 by 71 “L/2p-1/3 Kuva 8.11: Atomin poikki-

pinta-ala.

Eli tormaysparametrin arvonta on lopulta seuraava:

b = Min(bg, b6 i) i b = by . (8.32)

max

Tormaysten valimatka arvonta perustuu siihen, etta todennakoisyys sille, etta tilavuudessa V
on k atomia on Poisson-jakautunut:

P(K) = (F’kL')ke—pv | (8.33)

P(Q) = ePV . (8.34)
Todennakdisyys ettei atomi lainkaan siroa kulkiessaan matkan T2
A on todennakdisyys, ettei tilavuudessa bz A ole yht&n
atomia:

P(0) = e P™hat (8.35)

L R >
Tama on siisionin vapaan matkan A todennakoisyys akauma. A
Sen arpominen tapahtuu seuraavasti: Kuva 8.12: K eskimaarsi-
B nen vapaa matka.
A= -AIng (8.36)

missa & on kuten edellaja A on ionin keskimé&arainen vapaa matka
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A= —— (8.37)
TU Do
Kuvassa 8.13 esimerkkina kultaionin kes- PR —
Kimagrainen vapaa matka piissa.
Sirontaintegraali (8.17) lasketaan numeer- 200 |
isesti joko simulaation alussa kaksiulottei- -
seen taulukkoon [B(E, b) ] tai ssmulaation 150 |
aikana kayttéen approksimatiivisa kaa  <C
voja. Minimisirontakulmaa vastaavat tor- |~ 100 |
maysparametrit lasketaan yleensa
simulaation alussa taulukkoon. 50 |
Simulaation raakatuloksena saadaan siis
Ionler] ratoja' Al |a a-merkkl né 100 kev:m 0 _....l PEEETTITY BRI BEPETETTITT BEErE T R TTIT BErErE T Mt
kultaionien ratoja piissd [pituusyksikkod 10° 10° 10° 10"
A] E (keV)
Kuva 8.13: Kultaionin keskimaaréinen vapaa
matka piiissa.
Y x 10%

0.900 — |

0.800 — ]

0.700 — ]

0.600 — ]

0.500 —

0.400 ]

0.300 |

0.200 |

0.100 —

0.000 —

-0.100 ]

-0.200 ]

\ \ \ \ \ X x 103

0.200 0.400 0.600 0.800 1.000 1.200

Kuva 8.14: 100 keV:n kultaionien ratoja piissa.

loni-istutuksessa ensisijainen mielenkiinnon kohde on se, miten syvélle aineeseen ammuttavat
ionit pysahtyvét eli kantamajakauma.
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konsentraatio

SYVYYysS
Kuva 8.15: Kantamajakauma ja keskikantamat.
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Elektroni- ja gammaséteilyn kulkeutumisen
simuloinnissa tilanne on edellista monimut-

kaisempi, koska vuorovaikutusmekanismeja e/'
(ks. kuva 8.16) on useampia ja hiukkasia voi y A
syntya ja havita vuorovaikutusprosessei ssa.

Eri mekanismien todennakoisyydet eli vaiku- Y1

tusdlat tunnetaan kuitenkin kohtalaisen
hyvin, joten MC-menetelmall& saadaan var-

sin hyviatuloksia Y2
V1 C///

o
Ze
e+
y ad
D\ .
] Y F
e W

Y1
Kuva 8.17: 5 MeV:n e ektronien ratoja grafii- € ee
tissa. Simulointi on tehty EGS4-ohjelmis- \
tolla. Y2

Kuva 8.16: Gamma- ja elektronisateilyn vuo-
rovaikutusmekanismit valiaineen kanssa. A:

10 T
Ts 5MeVe —C|  vaosidhkdinenilmio, B: Compton-sironta, C:
= Rayleigh-sironta, D: parinmuodostus, E:
>° ] elastinen sironta (ytimestd), F: jarrutussé-
24 1 teily, G: epéelastinen sironta (elektronista),
g | H: positronin annihilaatio.

w 2

0 1 1 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

z (cm)

Kuva 8.18: 5 MeV:n elektronisuihkun grafiit-
tiin jattama energia suihkun tunkeutumi ssy-
vyyden funktiona.
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8.3 Varaustenkuljettajien kulkeutuminen puolijohdemateriaaleissa

Elektronien ja aukkojen kulkeutuminen ulkoisen sdhkokentan gjamana erilaisissa puolijohde-
materiaaleissa on komponenttien nopeuden kannalta térkea tutkimuskohde. Téassakin tapauk-
sessa Monte Carlo -menetelméa on yksi kayttokel poisimmista menetel mista.

Simuloinnin periaatteet ovat samat kuin edellisessa kappaleessa: elektroni (tai aukko) vuoro-

vaikuttaa valiaineen kanssa diskreeteissa sironnoissa, joiden valisen gan se kulkee vapaasti
ulkoisten voimien vaikutuksen alaisena.

sironta

Kuva 8.19: Varauksenkuljettajan kulkeutumisen MC-simulointi.

VELOCITY (10 ' cmfsec)

0 5 10 15 20 25

ELECTRIC FIELD (kV/cm}
Kuva 8.20: Elektronien nopeus galliumarsenidissa ulkoisen séhkokentan funktiona M C-mene-
telmall4 laskettunal. Eri kayrien epapuhtauksien konsentraatiot ovat (a) Np = 0, (b)

Np = 1.0x10"em3 |, (¢) Np = 2.0x10"'cm=3 , (d) Ny = 4.0x10"'cm=3 , (¢)
Np = 8.0x10"'cm=3 .

1. J. Singh: Physics of semiconductors and their heterostructures, McGraw-Hill, 1993, kappale 13.3.
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q

DRIFT VELOCITY (10 cmfsec)

ELECTRIC FIELD (kV/fem)

Kuva 8.21: Elektronien nopeus galliumarsenidissa ulkoisen sahkokentan funktiona eri 18p6ti-
| oissa M C-menetel mall 4 | askettuna’.

8.4 Kineettinen Monte Carlo

84.1Yleista

Erilaisia kuljetus- ja kasvuilmi6ité voidaan mallintaa kineettisella Monte Carlolla (KMC). Tar-
keité sovellutuksia ovat mm. diffuusio kiintedssi aineessa, kiteen kasvu, séteilyvaurioiden kul-
keutuminen.

Systeemia kuvataan masteryhtél olla

9P(C,t) _

= Z[W(C‘ . C)P(C', t)—=W(C - C)P(C,1)] , (8.38)

missa C indeksoi systeemin tilaa.

Kuten staattisessa MC:ssd (SMC), KMC:ssdkin masteryhtal¢ ratkaistaan generoimalla jono
systeemin tiloja. SMC:ssa ainoakriteeri generoiduille jonoille oli, etté& mikroskooppinen rever-
siibeliys patee. Tama takasi konvergenssin tasapainojakaumaa kohti. KM C:ssa tdman lisaksi
siirtymien tilasta toiseen tulee vastata todellisia systeemin siirtymia.

KMC perustuu siihen, ettd kuvaamme systeemia sellaisella tasolla, ettéa voimme erottaa tietyn
joukon diskreetteja tapahtumia E = { e, e,, ..., €.} , joissa systeemi siirtyy tilasta toiseen.
Liséks aikaskaala on sellainen, etta mitk&an tapahtumat eivét tapahdu samanaikaisesti. ESi-
merkiksi kiteen kasvussa kaasufaasi sta tapahtumia ovat: adsorptio, desorptio ja atomin hypyt
pinnalla erilaisissa geometrioissa.

Olkoon tapahtuman a todenndkdisyys aikayksikkéa kohti (rate) R,. Yleensa
todennakdisyydet { R} 2': 1 Ja N riippuvat konfiguraatiosta C .
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M&aritellaén kokonai stodenndkoisyys siirtymaélle (total rate) tietyssa konfiguraatiossa

N
Q=QC) = Y Ry (8.39)
a=1

Muodollisesti siirtymétodennakdisyys W voidaan Kirjoittaa muodossa

N
W(C - C) = § RVAC - C), (8.40)
a=1

missa V@ on tavallaan stokastinen yritematriisi. Se kertoo, onko siirtyma C — C' mahdollinen
tapahtuman a kautta.

Simulaatiossa tapahtuma a pitéis valita todennakdisyydella R,/ Q(C) eli verrannollisesti
todennakisyyteen aikayksikko kohti.

Suoraviivainen algoritmi tdman toteuttamiseksi olis seuraava. Simulaation alussa etsimme
tapahtuman, jolla on suurin mahdollinen todennakdisyys aikayksikkoa kohti R, . Laskemme

p = 2 (8.41)

jaluomme listan akukonfiguraatiossa mahdollisi sta tapahtumista.

Algoritmin sisin silmukka askeleella k vois olla seuraavanlainen:

I. Valitse satunnaisesti yksi konfiguraatiossa C, mahdollinen tapahtuma. olkoon sen suh-
teellinen todennakaisyys P,,.

Ii. Generoi tasaisesti jakautunut satunnaisiuku ¢ 1[0, 1) .

iii. Jos & < P, péivitasysteemintilaC, , ; = C' jamahdollisten tapahtumien lista.
Muuten pysy entisessa tilassa.

Tama algoritmi e ole kovin kayttokelpoinen, koska kaikkia tapahtumia yritetéan samalla
todenndkoisyydella Usein systeemissa on tapahtumia, joiden todennakdisyydet aikayksikkoa
kohti eroavat jopa kertaluvuilla. Tall6in epdtodennakdisia tapahtumia yritetéén ja hylatdan
usein. Esimerkiksi diffuusiosimulaatiossa atomeja, joillaon suuri tai pieni koordi naatio® yrite-
t&an siirtdd yhta usein, mutta atomi, jolla on pieni koordinaatio liikkuu paljon enemman.

Usein mallista voidaan unohtaa tapahtumat, joiden todennakdisyys on kovin pieni. Aina tama
el kuitenkaan ole mahdollista. Esimerkkiné voisi mainita nukleaation kiteen kasvun simul aati-
ossa. Usein adatomin? desorption todenndkdisyys on paljon suurempi kuin useamman adato-

1. Todennaksisyyksien suhde on € PAE  missi AE on atomien sidosenergioiden ero.
2. Materiaalin pintaan tarttunut (vieras)atomi.
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min liityminen Kklusteriksi. Kuitenkin, kun Klusteri on saavuttanut tietyn kriittisen koon, se
alkaa kasvaa.

Nopeampi algoritmi, jossa véaltetéén tuloksettomat yiritykset on ns. BKL-aIgoritmil. Siina
tapahtuma alunperin valitaan oikealla todenndkoisyydella ja toteutetaan.
I. Generoi tasaisesti jakautunut satunnaisiuku & O [0, Q(C,)) .

ii. Valitse tétéa vastaava tapahtuma: valitse ensimmainen indeksi s, jolle patee
S
Z R(C)=2¢ .
a=1

iii. Etene uuteen konfiguraatioon C, , ; toteuttamallatapahtuma s.
iv. Paivitaniitatodennakoisyyksia R, , jotka ovat muuttuneet tapahtuman s seurauksena.
Paivita Q jamuut tarvittavat tietorakenteet.

Tarkastellaan algoritmin CPU-gjankdyton riippuvuutta systeemin koosta N. Askeleiden i. ja
lii. ajankaytto ei riipu N :st&. Askel ii. vaatii ggan O(N) . Useimmiten askeleen iv. suoritus-
aikaei riipu systeemin koosta, vaikkakin se vaatii huolellista ohjelmointia.

Vielda nopeammaksi algoritmin saadaan, jos tapahtumat ryhmitelléénz. Niputetaan tapahtumat
n:aén ryhmaan ja indeksoidaan ryhmia o :lla a = 1...n. Ryhmittely voidaan tehda otta-
malla jokaiseen ryhméan sama maara tapahtumia (tehokkainta) tai luokittelemalla fysikaali-
sesti samantyyppiset prosessit samoihin ryhmiin (adatomin diffuusio tietyn energiavallin yli,
tietyn sidosenergiai sen adatomin desoprtio, jne.).

Oletetaan, ettd ryhmittely on tehty jalkimmaisella tavalla siten, ettéa kaikilla ryhmén tapahtu-
milla on sama todennakdisyys p, -

Nyt jokaisessa konfiguraatiossa C on mahdollisia prosessea, jotka voidaan realisoida monella
eri tavalla Prosess o voidaan realisoida n,(C) eri tavalla. Suuretta n,(C) kutsutaan multipli-

siteetiksi. Esimerkiks systeemissa voi olla n,;,(C) diffundoituvaa adatomia, joilla on
samanlainen ympéristo.

04(C) = ny(C)pq (8.42)
jasuhteelliset osittai stodennakoisyydet

44(C)
Q) -

Pa(C) = (843)

Konfiguraation C kokonaissiirtymatodennakdisyys aikayksikkda kohti on nyt

1. A.B.Bortz, M. H. Kdos, J. L. Lebowitz, J. Comput. Phys. 17 (1975) 10.
2. P.A. Maksym, Semicond. <ci. Tech. 3 (1988) 594.
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n

QO = ¥ n(C)py - (8.44)

a=1
Algoritmi nayttda seuraavalta:

i. Generoi tasaisesti jakautunut satunnaisluku &, L1 [0, Q(C,)) .

Ii. Valitse toteutettava prosessi: valitse ensmmainen indeks o, jolle patee

> du(C) 28, -

a=1
iii. Valitse prosessin o toteutustapa. Esimerkiksi kaytdssa voi ollalista atomeista
(1...n4(C)) , joille prosess voidaan toteuttaa. Generoidaan tasaisesti jakautunut satun-

naisluku (kokonaisluku) valilta [1, n;(C)) javalitaan luvun osoittama atomi.
iv. Toteutetaan prosess (Siirretdan atomia).

Arvioidaan algoritmin gjankayttoa. Jos oletamme, ettd multiplisiteetit ovat samansuuruisia
ng = N/n. Tapahtuman etsintd on kaksivaiheinen. Ryhman etsinta vie aikaa O(N/n) ja

laskenta-gjan riippuvuus systeemin koosta on O(N/2) . Askel v. voi edelleenkin vied4 aikaa
enimmillégn O(N) .

Algoritmin tehokkuutta voidaan parantaa edelleen tekemalla ryhmittely useammalla tasollal.
Periaatteessa optimaalinen tilanne saavutetaan, kun alimman tason ryhmissa on jokaisessavain
kaksi alkiota. Talloin aikaakuluu O(In,N) .

Yll&olevissa algoritmeissa ei ollut aikaa eksplisiittisesti mukana. Joskus kuitenkin haluamme
Kiinnitta systeemin kehityksen aikaskaalan.

Emme voi suoraan olettaa, ettd MC-askel (MCS) kertoo gjan: t 0 MCS. Jos voimme ol ettaa,
ettd vain yks tapahtuma voi tapahtua kerrallaan (eli aikaskaala, jolla systeemié tutkitaan on
tarpeeks pieni) ja etta tapahtumat ovat Poisson-jakautuneita ssamme laskuihimme aikaskaa-
lan.

Todennakdisyys, ettd aikavélilla [0, t] on p kappaletta tapahtumiaon
P(p) = (?%)e-@t , (8.45)

missd edelleen Q = Q(C) = Z':: 1Ra .Todenn&kdisyys, ettd ko. vdlilla el ole yht&an tapah-
tumaa on siten

P(0) = et . (8.46)

1. J L.Blue I. Beichl, F. Sullivan, Phys. Rev. E 51 (1995) R867.
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Tapahtumien valisen gjan T (odotusaika, waiting time) (oikein normitettu) todennakoisyysa
kauma on siten

P(t) = Qe 0T, (8.47)

jasen odotusarvo on

GO0 = (8.48)

1
o
Simulaatioissa aika saadaan siis generoimalla ylimaéréinen satunnaisluku &5 ja laskemalla
sitdaikavéali seuraavaan tapahtumaan:

At, = e (8.49)
“T Q) |
Erilaiset aikakeskiarvot lasketaan simul aatioi ssa seuraavasti:
L M
CAC = 1 Z At ACY) (8.50)
k=1

missi kokonaisaika on

M
t= 3 A (8.51)
k=1
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8.4.2 Pinnan kasvu ja pintadiffuusio®

Pinnan kasvun simuloinnissa kéytetéan usein ns. solid-on-solid-mallia (SOS-malli). Siina pin-
taa voidaan kuvata funktiolla h(x, y) , joka kertoo pinnan korkeuden.

kielletty /—\

T —

Kuva 8.22: Pinnan kasvun sollid-on-solid -malli.

Vakanssgja ja ns. overhang-atomeja el mallissa sallita. Hyvin usein mallitetaan kidetta yksin-
kertaisella kuutiollisella hilalla.

Y ksinkertaismmillaan mallissa kaasufaasin atomi yrittd8 saanndllisin véligoin kiinnittya
satunnaiseen hilapaikkaan pinnalla. Tarttumistodennakdisyys riippuu hilapaikan naapureista;
esimerkiksi syntyvien sidosten lukuméérasta. Mallin toteuttaminen M C-simulointina on varsin
yksinkertainen tehtdva. Koska mallista puuttuu adatomien diffuusio pinnalla, se e ole kovin
realistinen.

Tartuttuaan pintaan atomi® voi desorptoitua eli palata kaasufaasiin. Taman tapahtuman toden-
nakoisyys on yleensd pieni kemisorption tapauksessa, koska atomin sidosenergia pinnalla on
kemiallisen sidosenergian suuruusluokkaa eli muutama eV. Atomi voi kuitenkin kulkeutua pin-
nalla termisen virityksen seurauksena: on kyse pintadiffuusiosta.

v A

«—m—>»

Kuva 8.23: Adatomin mahdollisia paikkoja tilakeskisen kuution (100)-pinnalla. Potentiaali-
energiavalli E on adatomin A kuvaan piirretyn hyppayksen aktivaatioenergia.

1. Lisétietoa pintafysiikasta saat esimekiksi kirjoista: M.Manninen, R.Nieminen, Pintafysiikka, A.Zang-
will, Physics at Surfaces.
2. Adsorboitunut atomi eli adatomi.
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Y ksinkertaisin pintadiffuusion malli lienee hilakaasu, jossa pinta koostuu hilapaikoista, jotka
ovat tal elvét ole diffundoituvan atomin miehittamia.

t t,>1

OO0 OO0
O dl @
OO O] 4
OO OO

Kuva 8.24: Pintadifuusion hilakaasumalli.

)
@

Diffuusio koostuu adatomien hypayksi st& naapuripai kkoihinsa. Hyppyjarajoittavana ehtonaon
se, ettd yhdessa hilapaikassa voi olla vain yksi atomi kerrallaan. Puhutaan korreloituneesta
satunnaiskavelysta. Jos adatomien konsentraatio pinnalla on hyvin pieni, on todennakdisyys,

patee’
Trt)—r(0)] 200t . (8.52)

Difuusioprosessia voidaan kuvata yhtal olla
9 _ b2
57 = DUP(r, 1) (8.53)

missd P(r, t) on todenndkdisyys, etta adatomi on paikassar ganhetkella t. Diffuusiovakio D
kuvaa adatomien liikkuvuutta. Se voidaan méérittda esimerkiksi Einsteinin relaation avulla

D = lim Zim[[r(t)—r(O)]zm. (8.54)

t -

Hilakaasumallissa difuusiovakio riippuu adatomien konsentraatiosta. On odotettavissa, etta
mit& suurempi tama konsentraatio on, sité vaikeampi atomien on tehda hyppyjaja difuusiova-
kio on pieni.

Taman systeemin simulointi MC-menetelmall& on suoraviivainen tehtdva. Koska systeemissa
on vain yhdenlaisiasiirtymia, voimme tehdarinnastuksen t [ ny,~ . Systeemi koostuu L x L :n
suuruisesta neliohilasta, johon asetetaan haluttu maéré adatomeja, jotka yrittavat hyppyja naa-
puripaikkoihinsa. Algoritmi on seuraavanlainen:

I. Arvo satunnaisesti adatomien paikat pinnalla.

li. Arvo siirrettévan adatomin indeksi.

iii. Arvo uus hilapaikka adatomin naapuripaikoista (yl0s, alas, vasemmalle, oikeadlle).
Iv. Jos uusi hilapaikka on tyhj4, siirra adatomi sinne. Jos se on miehitetty, aa tee mitaan.

1. Ks. kappale3.3.
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v. Paivita haluttuja laskureita.
vi. Mene askeleeseeniii.
C-ohjelmana algoritmi ndyttéa seuraavalta:
/*
K&aannos ja linkkaus: cc -o diffusion diffusion.c getseed.c Icg.c
*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#define REAL double
#define INT long int
#define INFOOUT 20
#define [(x,y) (X + L*y)

long INT getseed();
REAL Icg(long int * seed);
REAL badlcg(long int * seed);

main (int arge, char **argv)
{
long int seed;
INT Natom,Ntime,Nsample,L itime,i,j,k,n,step,next,Nodump,Nodist;
INT Isize*lattice,x,y,xp,yp,dx,dy;
INT *atomx,* atomy,* atomx0,* atomy0,* atomx1,* atomy1;
INT sample,infoint;
INT left,right,up,down;
REAL *norm,;
REAL *R2,r,d;
REAL trials,accepts;
FILE *fd;
int s,pp[5]={0,0,0,0,0};

if (argc!=8) {
fprintf

(stderr,” Usage: %s L Natom Ntime seed Nodist Nodump Nsamplé\n” ,argv[0]);
return (1);

}

L=atoi (* ++argv);
Natom=atoi (* ++argv);
Ntime=atoi (* ++argv);
seed=atol (* ++argv);
Nodist=atoi (* ++argv);
Nodump=atoi(* ++argv);
Nsample=atoi (* ++argv);

fprintf(stderr,”\nlnput parameters\n”);
fprintf(stderr,”  System size: %d\n" ,L);
fprintf(stderr,”  Number of atoms:  %d\n” ,Natom);
fprintf(stderr,”  Number of time steps. %d\n” ,Ntime);
fprintf(stderr,”  RNG seed number:  %d\n”,seed);
fprintf(stderr,”  R2 output interval: %d\n” ,Nodist);
fprintf(stderr,”  Atom dumpinterval: %d\n”,Nodump);
fprintf(stderr,”  Number of samples.  %d\n” ,Nsample);
fprintf(stderr,”\n");
if (seed<=0) {

seed=getseed();



fprintf(stderr,” Seed calculated from time %d.\n" ,seed);
}
Isize=L*L;
lattice=(INT *) malloc((size_t) (Isize*sizeof (INT)));
atomx= (INT *) malloc((size_t) (Natom*sizeof (INT)) );
atomy= (INT *) malloc((size_t) (Natom*sizeof (INT)) );
atomxO=(INT *) malloc((size_t) (Natom*sizeof (INT)) );
atomyO=(INT *) malloc((size_t) (Natom*sizeof (INT)) );
atomx1=(INT *) malloc((size_t) (Natom*sizeof(INT)) );
atomyl1=(INT *) malloc((size_t) (Natom*sizeof (INT)) );
R2=(REAL *) malloc((size_t) (Ntime*sizeof(REAL)) );
norm=(REAL *) malloc((size t) (Ntime*sizeof(REAL)) );
for (i=0;i<Ntime;i++) { R2[i]=0.0;norm[i]=0.0;} ;
infoint=Nsample/INFOOUT; if (infoint==0) infoint=1,
trial ssaccepts=0.0;

if (Nodump) fd=fopen(* diffusion.dump”,"w");
for (sample=0;sample<Nsample;sample++) {
if (sample%sinfoint==0) fprintf(stderr,”%d “,sample);

/* set up the lattice */
for (i=0;i<lsize;i++) lattice[i]=0;
for (i=0;i<Natom;i++) {
x=lcg(& seed)*L;
y=lcg(&seed)*L;
while (lattice[I(x,y)]>0) {
x=lcg(&seed)*L;
y=lcg(&seed)*L;
}
lattice[l(x,y)]=1,;
atomx[i]=atomxQ[i]=atomx1[i]=X;
atomy[i]=atomyQ[i]=atomy1[i]=y;

/* main loop */
for (itime=0;itime<Ntime;itime++) {

for (k=0;k<Natom;k++) {

trials+=1.0;
n=lcg(& seed)* Natom,;
X=xp=atomx[n];
y=yp=atomy[n[;
dx=dy=0;
s=4.0*Icg(& seed); if (5>3) s=3;
pp[s]++;
switch (s) {
case O:
X--; dx=-1; if (x<0) x=L-1;
break;
case 1
x++; dx=1; if (x>=L) x=0;
break;
case 2
y--; dy=-1; if (y<0) y=L-1;
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break;

case 3:
y++; dy=1; if (y>=L) y=0;
break;

}

if (latticefl(x,y)]==0) {
accepts+=1.0;
atomx[n]=x; atomy[n]=y;
atomx1[n]+=dx; atomy1[n]+=dy;
latticefl (xp,yp)]=0;
lattice] I (x,y)]=1;

}
if (itime%Nodist==0) {
R2[itime]+=(pow((double)(atomx1[n]-atomx0[ n]),(doubl€)2)+
pow((double)(atomy1[n]-atomyQ[n]),(double)2) );
norm[itime]+=1.0;
}
}

if (itime%Nodump==0 & & sample==0)
fprintf(fd,” %d %d %d\n” ,atomx1[0],atomy1[0],itime);
}

}
fprintf(stderr,”\nR2 normalization %g\n” ,norm[Q]);

fprintf(stderr,” Acceptance ratio %g\n\n” ,accepts/trials);

for (j=0;j<Ntime;j++)
if (j9%Nodist==0) fprintf(stdout,”%d %g\n” j,R2[j]/norm[j]);
fprintf(stderr,” pp: %d %d %d %d %d\n”,pp[0],pp[1],pp[2],pp[3].pP(4]);

return(0);
}

Talla ohjelmalla maaritettiin diffuusiovakio D adatomien konsentraation® 8 funktiona kayt-
téen kaavaa (8.54). Systeemin koko oli 100 x 100.

n
1 0 = adatom

nlatticesites
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Kuva 8.25: Adatomien paikkojen nelidllinen keskiarvo gjan funktionalaskettunaerilaisille
adatomikonsentraatioille.

Kuvassa 8.25 on esitetty adatomien paikkojen neliéllinen poikkeama g an funktiona. Huoma-
taan, ettd kaikki kéyrét noudattavat relaatiota (8.52).

Kuvassa 8.26 on esitetty muutamia adatomien ratoja eri konsentraatiolle laskettuna.
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Kuva 8.26: Tyypillisia adatomien ratoja muutamalle eri konsentraation arvolle.

Naissa simulaatioissa kaytettiin R250-astunnaislukugeneraattoria.l Jos laskut tehdaan kayt-
téen allaesitettyja LC-generaatoreital cgl jal cg2, saadaan vaariatuloksia.

1. Ks. kappale6.6.1.
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double Icgl(long int *ix)
{
double ret;
static long int k1,a=127773,b=16807,c=2836,d=2147483647
double xx=4.656612875e-10;
kl=*ix/a
*ix = (*ix-kl*a*b-kl*c;
if (*ix<0) *ix+=d;
ret =*ix * xx;
return ret ;

}

double Icg2(long int * seed)

{
static long int a=69069,c=1,m=4294967296;
static double rm=4294967296.0;

* seed=(* seed* at+c)%om;
return (double)* seed/rm;
}

40000 ———————————————————

35000

30000

N 25000

Q\
~

= 20000

<
V15000

10000

5000

0
0 2000 4000 1?3000 8000 10000

Kuva 8.27: Adatomin paikan nelidllinen poikkema konsentraatiolla © = 0.25 laskettuna eri
satunnaislukugeneraattoreilla.

Huomaa, ettd L C-generaattoreiden tulokset eivét edes noudata kaavaa (8.52).

Diffuusiovakio laskettiin kaavalla (8.54) laskemalla keskiarvo 2000 viimeisesta simul aatioas-
keleesta. Tulokset on esitetty kuvassa 8.28.
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Kuva 8.28: Diffuusiovakio adatomien konsentraation funktiona.

melko hyvinkin. On kuitenkin mahdollista, ettéd adatomit esimerkiksi hyppavét kauemmas kuin
naapuripaikkaan. Lisaks diffuusiomekanismejavoi ollaerilaisia, jajohinkin voi osallistua use-
ampiaatomeja. Yksi esimerkki on kuvassa 8.29. Lisdks adatomien konsentraatio voi vaikuttaa
substraatin pinnan rakenteeseen. TallGin ol etus t&ysin staattisesta pinnasta ei pade.

OOOOO QOO OO
OO COgbd OOOO

o000 000 000

Kuva 8.29: Vaihtomekanismiin perustuva diffuusio tilakeskisen hilan (100)-pinnalla.

Huomaa, etta edelldesitetyssa mallissa e ollut ollenkaan mukana lampdtilaa.
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Useimmiten diffuusiohypyn todennakai-
syys aikayksikkda kohti voidaan kuvata
ns. siirtymétilateorian (transition state
theory, TST) antamalla Arrhenius-tyyppi-
sella muodolla

R; = vemn/kel, (8.55)

missa v on oledlisesti diffundoituvan
atomin keskimaardinen vardhtelytagjuus
(vO10B8 st) ja Ep; on difuusiovallin
korkeus katsottuna tilasta i. TST perus-
tuu olettamukseen, ettd kunhan atomi
padsee potentiaadienergiavallin huipulle
(Ep), se todennakadisyydella yksi paétyy

lanssin (4.18) olettaen, ettatekija v on samakaikilletiloille:

E, kT €7 KeT
R”-Pi = ve bi’’s — .
= Ve (Er—E)/keTgE/keT = Vo Ep/keT
z z
—E/kgT
Pz yeEn/keT € L% Vo EskT
R;iP; = ve ™ 7 € .

Huomaa, etta siirtyumatodenndkoisyys el riipu lopputilasta j !

Edelldesitettya yksinkertaista mallia voidaan parantaa myos ottamalla adatomien vuorovaiku-
tukset! mukaan. Tama voidaan toteuttaa ol ettamalla adatomin i diffuusiovallin korkeudeksi?

Epi = Es*+nNEy, (8.56)
missa Eg on substraatin aiheuttama potentiaalienergia, n, on atomin i naapureiden lukuméaara
(pinnan suunnassa) ja Ey on vuorovaikutusenergia naapurin kanssa. Tallin hyppytodenna-

koisyys atomille i on

R = vexp[-(Es+ nEy)/kgT] . (8.57)

1. Muutenkin kuin ehtona, ettd samassa hilapaikassa voi ollavain yksi adatomi.
2. D.D.Vvedensky ym., Fluctutations and Order, toim. M.Millonas, Springer 1996.
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Kuva 8.31: Pinnan kasvun M C-simulaatio. Adatomikonsentraatio on 0.2, depositionopeus 0.1
atomikerrostals, T = 800 K jaenergiaparametrit Eq = 1.3 eV, Ey = 1.0 eV (ylakuva),

Eg = 1.3eV, Ey = 0.3 eV (aakuva).

Kuvassa 8.31 on esimerkkeja erilaisilla simulaatiodparametreilla syntyvista pintarakenteista.
Kuvassa 8.32 esitetty saarekkeiden kokojakaumia erilaisille adatomikonsentraatioille.

2.0

N — O
o

1.5

1.0

NN R Y O R T A S B

N, (x10°)

e i R R o e e
0 100 200 300 400

S
Kuva 8.32: Simulaatiossa syntyvien saarekkei den kokojakautumat adatomikonsentraatioille 5,
15 ja 25%. Energiaparametrit olivat Eq = 1.3 eV jaEy = 1.0 eV. Lampdtilaoli 700K ja

depositionopeus 0.1 atomikerrrostals. Y htendiset viivat ovat analyyttisen mallin tuloksia.
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Esitelléén lopuksi M C-simul aatioiden sovellutusta eri kiteenkasvumoodien mallinnuksessa.

Pinnan kasvatus on térked osa esimerkiksi uusien puolijohdekomponenttien ja varsinkin nano-
rakenteiden valmistuksessa.

Alla esimerkkina bulk-puolijohteen, kvanttikaivon, kvanttilangan ja kvanttipisteen elektroniti-
lojen tiheydet.

© @

Density of states

.

Energy Energy Energy Energy
Kuva 8.33: Erilaisten puolijohderakenteiden energian tilatiheyksia.

Esimerkiks puolijohdelasereiden tapauksessa on kvanttipisteeseen perustuvilla komponen-
teilla hyvid ominaisuuksia. Naiden rakenteiden valmistaminen on jossain madérin hankalaa ja
vaatii kasvatusprosessin hyvan tuntemisen.

Ohutkalvojen kasvatuksessa on useita menetelmia joilla paéstéén varsin puhtaisiin materiaalei -
hin: LPE, VPE, MBE, ALE...!

Kiteen kasvussa voidaan erottaa kolme erilaista moodia:

1. Markku Sopanen, Self-organized growth and optical spectroscopy of semiconductor nanostructures,
véitoskirja, TKK, 1997.
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Frank-van der Merwe

(FM)

Stranski-Krastanov
Kuva 8.34: Kiteen kasvumoodit.
FM-moodissa kide kasvaa tasai sesti kerros kerrokselta. VW-moodi ssa substraatin pinnalle syn-
tyy saarekkeita. SK-kasvu on néiden vélilta. Yleensd muutaman tasaisesti kasvaneen kerroksen
paédlle alkaa syntya saarekkeita. Saarekkeiden koko tietysti vaihtel ee systeemista toiseen, mutta
yleensd niiden koko on nanometrialueella.
Saarekekasvua hyvaksikayttéen pystytéén valmistamaan edellamainittuja kvanttipisteita.

Eri moodit voidaan karkeasti selittéa energetiikalla.

Yo Yo

FM VW

Kuva 8.35: Eri kasvumoodien energetiikkaa.

Olkoon meillayllakuvatut tilanteet. Pintgjannitykset (tai vapaat energiat/pinta-alayksikko) ovat
Y, : Kasvukerros-vakuumi; y; : kasvukerros substraatti; vy : substraatti-vakuumi.

Oletetaan, etta VW-kasvussa saarekkeet tayttavat puolet substraatin pinnasta. voimme laskea
eri konfiguraatioiden energiaeron:



1
AE = Epy—Eyw = (Vo + Vi)A-5(Yo Vit V5 A .

Taydellinen kastuminen eli FM-kasvu toteutuu, kun

VW-kasvu, kun

Ay = y0+Yi_ys<01

Ay>0,

js SK-kasvu, kun

Ay=0.
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(8.58)

(8.59)

(8.60)

(8.61)

Kuten jo aikaisemmin oli puhetta, kiteen kasvun simuloinnissa tarkeimmaét tapahtumat ovat
kuvan 8.36 mukai set.

Kuvassa 8.37 on esitetty kaavamaisesti kas- -
vavan pinnan erilaisia atomitason rakenteita. i

Adsorption nopeuteen vaikuttaa epdtasapai no
kemiallisessa potentiaalissa:

Rugs = R&LEPAAN = p—pg,.(8.62)

Desorptionopeus riippuu irtoavan atomin

sidoksista:

adsorptio desorptio

diffuusio diffuusio

diffuusio P
a
AL

A A S S B R A A A S S A A S S
AR A A S S A A S S S A A S S S

Kuva 8.36: Pinnan kasvun tarkeimmét tapahtumat.

Ryes = VEPED ;

E, = me,

es

missd € on energia sidosta kohti ja m on atomin |dhinaapureiden lukumaaréa.

Ad-dimer

fsland

Kuva 8.37: Materiaalin pinnan erilaisia ato-
mikonfiguraatioita.

(8.63)
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Atomin diffuusion nopeutta kuvataan usein Arrheniuksen dynamiikalla eli
Ryt = KoePE (8.64)
missa E on diffuusiovallin energia, ja k, pinta-atomin varahtel ytagj uus.

Simulaatiossa on varsin paljon parametreja, silla esimerkiks erilaisia diffuusiohyppyja voi
pinnan rakenteesta riippuen olla hyvinkin monta. Diffuusiovallien korkeudet voidaan laskea
esimerkiksi molekyylidynaamisilla simulaatioillatai jollain ab initio -menetelmalla.

Kuvassa 8.38 on esitetty muutama esimerkki eri kasvumoodien aikaansaamisesta M C:I1&L.
Simul aatioissa atomien valinen vuorovaikutus kuvattiin Morsen potentiaalilla

_ogii _ 10 o _
ZGQO 11]_2e GI]O 115i| ’ (865)

V(rij) = D[e

missa o Kuvaa vuorovaikutuksen kantamaa, r, atomien vélista tasapainoetéisyyttaja D vuo-
rovaikutuksen vahvuutta. Vakiolle D kéaytettiin eri arvoja, kun kyseessi oli kalvon atomin
(adatomin) vuorovaikutus substraatin kanssa (D = E;,) jakalvon atomien keskinéinen vuoro-
vaikutus (D = E ). Naiden suhdetta varioimalla saatiin aikaan erilaiset kasvumoodit.

Kuvassa 8.38 esitettyjen simulaatioiden parametrit on esitetty taulukossa 8.1.

Taulukko 8.1: Kuvan 8.38 simul aatioiden parametrit.

@ | (b | (0
Ef (€V) | 02 | 04 | 01
E(evV) | 04 | 02 | 04
T(K) | 300 | 300 | 390
a 6.0 | 6.0 | 20

ro (A) 30 | 30 | 30
Nyc 100 | 100 | 100

1. S Ozawa, Y. Sasgjima, D. W. Heermann, Thin Solid Films, 272 (1996) 172.
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Kuva 8.38: Eri kasvumoodien aikaansaaminen KM C-simulaatiolla

Eri moodit on saatu siis aikaan varioimalla suhdetta E;;/ E;.

Lisaks tekijat kartoittivat, milla suhteen E/ E; ja kasvatettavan aineen ja substraattimateri-
aalin hilaparametrien eron & arvoilla syntyy mikakin kasvumekanismi.
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MC-simulaatio koetul okset

O : coherent
A : incoherent
[ : coherent (island)
20f c~p oo
~ ~
~
& BN 20f .
= 1.0(0 o o O o0 A A
= O :FM
o A :SK
05t0 o] (o] (o] (o) OQ oo A cice o :vw
(&) 1.5f o o
-10 -5 0 5 10 sim CutMn
5 e o
o Au/Pd
a O .
= A Cvl»\i /pd %m é/Aloﬂ/Cn glc‘n
O : FM ~ 1.0} o o
s IS o] o A‘ NG Oeu/ce mes /G
O:vw CelMl AS\.. a Ag/Ni Au/!lA A sy
/s
20 A [m] oo MnjAg Cu/si  PbA A )
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Kuva 8.39: Kasvumoodin riippuvuus energiasuhteesta E;;/ E; jahilaparametrierosta o.

Liséks vois viela mainita, etta MD-simulaatioita (joita e voi kayttéd koko kasvuprosessin
kuvaamiseen) voidaan soveltaa tiettyihin yksityiskohtiin.
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Kuva 8.40: Saarekekasvun mallintaminen M D-simulaatioillal. Tietynmuotoisen saarekkeen
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tasapai nokonfiguraatiot on laskettu simuloidulla j&8hdytyksell&. Neljaylinta kuvaa: Ni/

Cu(111), nelja dinta kuvaa: Cu/Au(111). Kuvissa (d) saarekkeiden atomien alkuperéiset pai-

kat on esitetty pienilla avoimillaympyrdillajajaéhdytyksen jalkeiset paikat pienillaympy-
réilla

1. S Ozawa, Y. Sasgjima, D. W. Heermann, Thin Solid Films, 272 (1996) 172.
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A Van der Waalsin tilanyhtalo

|deaalikaasumallissa ol etetaan, etta kaasumolekyylit ovat massapisteitd, jotka eivét vuorovai-
kuta toistensa kanssa. Ainoastaan molekyylien ja kaasun sisdltéavan astian seinien vélilla on
vuorovaikutus. Ideaalikaasun tilanyhta 6han on

NkgT
P = v = nkBT , (A.1)

missan = N/V on molekyylitiheys.

Mallia voidaan yleistdd ottamalla mukaan A
molekyylien valinen repulsio ja attraktio. U(r)
Repulsio voidaan ottaa huomioon olettamalla
molekyylit koviksi palloiksi, joiden halkaisija
on d. Talldin kunkin molekyylin tilavuus on

vy = g%g . (A2)

Mité tasta seuraa? ldeaalikaasun tapauksessa
molekyyleilla oli koko tilavuus V kaytetta-
vissa. Nyt molekyylien! valinen etdisyys tulee
olla véhintéédn d. Voimme hahmottaa mole-
kyylien véliset tormaykset siten, etta joka tor-
mayksessa  toinen  molekyyleistd  on
pistemainen jatoinen on kova pallo, jonka hal- Kuva A.1: Todellinen molekyylien
kaisijaon 2d (kuvaA.2). Nainollen molekyy- valinen potentiaali (yhtendinen viiva)
leille kielletty tilavuus on keskiméarin nelja jasen approksimaati ona kaytetty vuo-
kertaa molekyylien kokonaistilavuus. Eli

Vi = 4N . (A.3)
Tilanyhtd 6 (A.1) tulee nyt muotoon
A
_ NKgT
= T =avN 2N (A.9)
2d

Attraktion vaikutus kaukana astian reunoista on mité
ton, koska molekyylien vélisten vetovoimien aikakes-
Kiarvot havidvét. Astian seinien |ahelld asia on toisin. \

Jos oletamme, etta molekyylien jaseinan vdlilla e ole o .
attraktiota, on molekyylien valisten voimien aikakes- Kuva A.2: Kielletty tilavuus,
Kiarvo seinan |ahella seinasta poispéin.

1. Tai niiden massakeskipisteiden.
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%f ,.... ’.

\\

Kuva A.3: Molekyylien vélisen attraktion vaikutus.

Tama tiettyyn molekyyliin vaikuttava voima on suoraan verrannollinen sen kanssa vuorovai-
kuttavien molekyylien lukumaaréan eli tiheyteen. Toisaalta voimasta aiheutuva paine on suo-
raan verrannollinen seinddn tormaavien molekyylien lukumadrdan. Néinollen attraktiosta
aiheutuva paineen aennus on kaantéen verrannollinen tilavuuden nelioon.

Tilanyhtdl 6 tulee siis lopulta muotoon

_ NkgT ANZ2
" V-B vz '

(A.5)

missdvakiot A ja B maaritetd8n useimmiten kokeellisesti.

Usein tilavuuden sijasta kaytetdan tilavuutta molekyylid kohti (tai moolitilavuutta) v = V/ N,
jolloin kaikki suureet tilanyhtal 6ssé ovat intensiivisi&

k
P:L_

_b (A.6)

<
Sl

Kuvassa A.4 on esitetty van der Waalsin tilanyhtdlon isotermeja P = P(v, T = vakio) kol-
mellaeri lampatilallal.

1. Suhteessakriittiseen |&ampdtilaan TC , josta liséé hieman nythemmin.
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- NESTE+KAASU

V| v V,

Kuva A.4: Van der Waalsin tilanyht&l 6n ennustamia isotermeja.

Kun T =T, isotermi on monotonisesti laskeva kayra, €li tilavuutta pienennettaessa systeemin
paine kasvaa. Kun lampdtila on tarpeeksi korkea ja tilavuus suuri, saadaan ideaalikaasulain
ennustama hyperbeli.

Kun T < T, tilavuutta pienennettaessa paine ensin kasvaa, mutta tietyssa vaiheessatilanyhtal o
ennustaa, etta se alkaa pienenemaén. Pisteiden D ja E valisella alueellaisotermilld on positiivi-
nen derivaatta eli (dP/0V); >0. Talainen materiaali on kuitenkin epastabiili, joten néma
alueet eivét vastaa aineen todellista tilaa.

Todellisuudessa pisteessa C systeemin paine asettuu vakioarvoonsa, ja kaasun sekaan alkaa
muodostua nestepisaroita. Tultaessa pisteeseen A on kaikki kaasu tiivistynyt nesteeksi. Tasta
tilavuutta edelleen pienenettdessa paine noudattaa nesteen tilanyhtd6& Tatd voimme perus-
tella k&yttéen ns. Gibbsin ja Duhemin yhta 6a

du = —sdT +vdp , s = (A.7)

Zln

jasits, ettd aineen stabiilisuus vadtii, etta Gibbsin vapaa energia on kovera paineen funktiona

[02GQ
5P <0 . (A.8)

Tarkastellaan kuvan A .4 isotermia T < T...
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P

Kuva A.5: Van der Waals -isotermi, kun T <T..
Y ht&ld (A.7) tulee isotermill& muotoon
du = vdp . (A.9)

Téata kayttden voimme tutkia, miten kemiallinen potentiaali1 kayttaytyy kuljettaessaisotermilla
reittia IADBEC?2 pitkin.

Kuva A.6: Kemiallisen potentiaalin k&yttaytyminen kuvan A.5 mukaisellaisotermill&

1. Tai Gibbsin vapaa energia hiukkasta kohti.
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Véailla 1AD p on nouseva ja kovera, valilla DE se on laskeva ja kupera ja vélilla EC2 se on
jalleen nousevajakovera. V@i DE el siten vastaa mitéén readistatilaa. Vélit 1AD ja EC2 ovat
mekaanisesti stabiileja, mutta vain reitti 1A2 vastaa tasapainotilaa, koska silla kemiallinen
potentiaali on minimisséan. Ainoa tapa menna pisteesta A pisteeseen C siten, etta kemiallinen
potentiaali pysyy vakionaon suoraviivaeli paine pysyy vakiona.

Se mihin pisteet A ja C sitten asettuvat, saadaan ehdosta, etta kemiallinen potentiaali néissa
pisteissa on sama. Eli integroimalla (A.9)A:sta C:hen isotermia pitkin ssaamme

C
He—Ha = Ivdp . (A.10)
A
Eli ehto on
C
Ivdp =0. (A.11)
A

Kuvan A.5 mukaisen geometrisen tarkastelun mukaan pétee

C
Ivdp = Alal — Alall . (A.12)
A

Eli jana AC on asetettava isotermille siten ettd pinta-alat | ja |l ovat identtiset. Tata kutsutaan
Maxwellin konstruktioks.

Lampdtilan ldhestyessa kriittista lampdtilaa T, isotermin ‘silmukka kutistuu, ja Kriittisessa
lampotilassa se hdvida. Talloin el nestettd ja kaasua pysty erottamaan toisistaan.
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Kuva A.7: Isotermien kayttaytyminen | 8hestyttaessa kriittista |ampdtilaa.

Pisteet A jaC eri |ldmpdtiloissa piirtavét ns. koeksi stenssikayran. Se kertoo kussakin paineessa,
mitk& ovat nesteen ja kaasun tilavuudet (tai tiheydet).

P

c'c’ C

\Y

Kuva A.8: Nesteen ja kaasun koeksi stenssikayra.

Kriittisessa pisteessa ero nesteen ja kaasun valilla havida.



