S-114.100 L askennallinen tiede

Antti Kuronen
Teknillinen korkeakoulu
Laskennallisen tekniikan laboratorio
PL 9400
02015 TKK

syyskuu 1999



Esittely i

Kurssin sisaltd  iv
Materiaalia v

Esitiedot ja edellytykset vi

Yleista 1
Laskennallinen tiede ja tieteellinen laskenta 1
Tyovilineistd 3

Numeerisen laskennan perusasioita 5
Virheldhteet 5

Mallivirheet 5

Menetelmévirheet 5

Lihtoarvovirheet 7

Pyoristysvirheet 7
Lukujen esitys tietokoneessa 7
Ohjelmointityylistd 12

Numerical Recipes -kirjan C-tyylistd 16

Lineaariset yhtaléoryhméat 19
Yleista 19

Gaussin eliminointi 21
Gauss-Jordan-eliminointi 27
LU-hajotelma 29
Iteratiiviset menetelméat 36
Harvat matriisit 37

Muita matriisityyppejd 40

Interpolointi 41

Yleistd 41

Polynomi-interpolointi 42
Rationaalifunktiointerpolointi 46
Splinifunktiot 48

Kaksimuuttujaisen funktion interpolointi 52

Numeerinen integrointi 53

Yleistd 53

Puolisuunnikassdianto 53
Korkeamman kertaluvun menetelmit 56
Rombergin menetelmid 58

Gaussin kvadratuurit 65
Moniulotteiset integraalit 74

Epalineaariset yhtalot ja yhtaléoryhmat 86
Yleisti 86

Puolitusmenetelmd 88

Sekanttimenetelmid 94

Newtonin menetelma 102

Moninkertaiset juuret 108

Yhtdloryhmit 115

Funktion minimointi 126
Yleistd 126
Yksidimensioiset minimointialgoritmit 127



Kultainen leikkaus 127

Parabolinen interpolointi 132

Newtonin menetelmd 136
Useampimuuttujaisen funktion minimointi 139

Polytooppihaku 139

Jyrkimmin suunnan menetelmid 140

Newtonin menetelmd 141

Kvasi-Newtonin menetelmda 143

Liittogradienttimenetelmédt 147

Simuloitu jadhdytys 150

8 Satunnaislukujen tuottaminen 156

Tasaisesti jakautuneet satunnaisluvut 156
Lineaarinen kongruentiaaligeneraattori 157
Viiveistetyt Fibonacci-generaattorit 160
Siirtorekisterit 162
Sekoitusmenetelmid 165
Generaattorien testaus 166

Erilaisten jakaumien tuottaminen 168

9 Datan tilastollinen kuvailu 172
Yleistd 172
Todennikoisyysjakautumat 172

Yleistda 172

Tarkeimpid jakaumia 176
Datajoukkojen vertailu 182

Studentin t-testi 184

X2-testi 185

Kolmogorov-Smirnov-testi 189
Korrelaatioista 190

10 Datan mallinnus 196
Yleisti 196
Suorasovitus 197
Yleinen lineaarinen sovitus 198
Epilineaarisen mallin sovitus 201
Yleistai 201
Levenbergin ja Marquardtin menetelmd 203
Parametrien virhearvio 205

11 Fourier-muunnos 207
Yleista 207
Diskreetti Fourier-muunnos 209
Nopea Fourier-muunnos 212

FFT:n sovellutuksia 220

12 Monte Carlo -simulaatiomenetelmasta 222
Yleistd 222
Historiaa 224
Monte Carlo -integrointi 224
Ajasta riippuvien ilmididen Monte Carlo -simulointi 234
Kineettinen Monte Carlo 234
Yksinkertaisten kuljetusilmioiden simulointi 238



iii

Esittely

Kurssi S114.100 L askennallinen tiede kuuluu sidhko- ja tietoliikennetek-
niikan osaston

1) laskennallisen tekniikan pédé/sivuaineeseen
2) sidhkofysiikan opintosuunnan pakollisiin opintoihin.

Kurssin laajuus on 3 opintoviikkoa ja suoritus koostuu harjoituksista
(osuus loppuarvosanassa 50%) ja lopputentistid (50%).

Syyslukukaudella 1999 luennoitsijana toimii
tutkija Antti Kuronen
Laskennallisen tekniikan laboratorio
puh. 451 4846
e-mail Antti.Kuronen@hut fi,

Lukujérjestys syksylld 1999 on seuraavanlainen:

luennot: to klo 12-14 sali S2
harjoitukset: ke klo 12-14 sali E110
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Kurssin sisalto

Padmdiirind on tarjota kiytinnon numeerisia tyokaluja laskennallisen tie-
teen tutkijalle.

Sisilto

1. Yleistd

2. Numeerisen laskennan perusasioita

3. Lineaariset yhtaloryhmat

4. Interpolointi

5. Numeerinen integrointi

6. Epilineaariset yhtdlot ja yhtdloryhmét
7. Funktion minimointi

8. Satunnaislukujen tuottaminen

9. Datan tilastollinen kuvailu

10. Datan mallinnus

11. Fourier-muunnos

12. Monte Carlo -menetelmisti



Materiaalia

1. Kirja Numerical Recipes tarjoaa melko kiytdnnonldheisen esityksen
numeerisista menetelmistd. Kirjasta on olemassa kolme rinnakkaisver-
siota, jotka eroavat ainoastaan kidytetyn ohjelmointikielen osalta:

William H. Press, Saul A. Teukolsky, William T. Vetterling, Brian P. Flan-
nery: Numerical Recipes in C : The Art of Scientific Compufifagn-
bridge University Press 1992.

William H. Press, Saul A. Teukolsky, William T. Vetterling, Brian P. Flan-
nery: Numerical Recipes indftran : The Art of Scientific Computing
Cambridge University Press 1992.

William H. Press, Saul A. Teukolsky, William T. Vetterling, Brian P. Flan-
nery: NumericalRecipesn Fortran 90: TheArt of Parallel ScientificCom-
puting Cambridge University Press 1996.

Niama kirjat 10ytyvat myos NR:n WWW-sivulta PS- tai PDF-formaatissa.
Linkin 16ydit kurssin kotisivulta.

2. CSC-Tieteellinen laskenta on julkaissut alan oppaita:

J. Haataja, J. Kidpyaho ja J. Rahola: Numeeriset menetelmatliopisto-
paino 1993.

J. Haataja, J. Rahola (toim.): Matemaattiset ohjelmisto¥liopistopaino
1993.

3. Verkosta loytyy luonnollisesti paljon aitheeseen liittyvdi materiaalia.

Varsinaista opetusmateriaalia 10ydat allaolevasta osoitteesta:
Computational Science Education project (CSEP,
WWW-projekti; http://csepl.phy.ornl.gov/toc.html)

4. Kurssin kotisivu 10ytyy paikasta
http://www .Ice.hut.fi/teaching/S-114.100

Se sisdltdd hyodyllisid linkkejd, kurssimateriaalia ja ilmoitusluontoisia asi-
oita.
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Esitiedot ja edellytykset

* Matematiikan peruskurssit S1-S3.

- Koska kurssi pyrkii olemaan kdytannonldheinen, asioiden kisittely ei ole
kovin teoreettista.

e Jonkin ohjelmointikielen hallinta (C, Fortran, Java).
- Kurssilla ei opeteta varsinaisesti mitdin ohjelmointikieltd, vaikka numeeri-
sen laskennan kannalta tirkeistd ohjelmointiin liittyvistd asioista puhu-

taankin.

* Tietokoneen kidyttomahdollisuus.



1 Yleista

1.1 Laskennallinen tiede ja tieteellinen lasknta

Teoreettisen ja kokeellisen metodin liséksi tieteisiin on viime vuosina tullut kolmas alue: las-
kennallinen tiede. Sen nousuun on vaikuttanut tietokoneiden nopeuden huima kasvu ja algorit-
mien kehitys.

Laskennallista tiedetti tai tieteellistd laskentaa on hieman hankala médritelld. Alla yksi yritys:

Tieteellinen laskenta on kokoelma vilineitd, tekniikoita ja teorioita, joita kéy-
tetddn ratkaistaessa tietokoneella tieteen ja tekniikan ongelmien matemaattisia

malleja. !

Tai Wilsonin mukaan? laskennallisen tieteen ongelmalle on luonteenomaista se, etti

1. silld on tarkka matemaattinen méirittely

2. se ei ole ratkaistavissa perinteisilli menetelmilld

3. se vaatii ratkaisijaltaan sovellusalueen syvillistad
tuntemusta.

Laskennallisessa tieteessd on piirteitd seki teoreettisesta ettid kokeellisesta alueesta. Kuten teo-
rian avulla myo6s laskennallisen tutkimuksen avulla voidaan selittdd koetuloksia ja ennustaa
uusia. Toisaalta laskennan tuloksena saadaan usein suuri miérd luokittelematonta dataa, joka
pitda jilkikasitelld, jotta siitd pystyisi jotain pditteleméédn. Joskus puhutaankin tietokoneko-
keista (computer experiments).

1. Gene H. Golub ja James M. Ortega, Scientific Computing and Differential Equations - An Introduction
to Numerical Methods, Academic Press, 1992

2. K. G. Wilson, Basic Issues of Computational Science, esitelmi konferenssissa International Confe-
rence In Computational Physics, Trieste, 1986
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Eksakteissa luonnontieteissd (kuten fysiikassa) laskennallinen tiede esiintyy usein simulaatioi-
den muodossa.

LUONTO P ( MALLI

MITTAUKSET SIMULAATIOT TEORIA

TEOREETTISIA
ENNUSTUKSIA

EKSAKTEJA
TULOKSIA
MALLISTA

.............

Simulaatioilla
- testataan teorioita ja malleja
- kavennetaan kuilua teorian ja koetulosten viélilld

Simulaatio
- on ‘algoritminen’ ldhestymistapa: ei oikotietd
lopputulokseen
- on monesti ainoa tapa saada tietyn mallin antamia
tuloksia



Tietyll4 tavalla laskennallinen tiede on hyvin poikkitieteellista:

laskennallinen
tiede

sovellus-
alue

L

matema-
titkkka

tietojen-
kisittely-
tiede

Laskennallinen tiede on tdhin asti ollut enemminkin eri tieteisséd kdytetty metodi.

Vaikuttaa kuitenkin siltd, ettd siitd on tulossa oma tieteenalansa. Tdma vaatii kuitenkin yhteyk-
sien solmimista eri sovellusalojen laskijoiden kesken.

1.2 Tyovalineista

Kurssilla on tarkoitus oppia kiyttiméin laskennallisen tieteen harjoittamisessa tarvittavia
numeerisia menetelmii.

Niitd menetelmid kiytetddn
a) itse kirjoitetuissa ohjelmissa (C tai Fortran90)
b) valmiissa aliohjelmakirjastoissa (BLAS, LAPACK, NAG, ...)
¢) valmisohjelmissa (matlab, Mathematica, ...)

Pyrkimyksend on, ettd opiskelija kurssin kidytyddn pystyy soveltamaan menetelmid kirjoitta-
malla itse ohjelmia ja ymmaértdméédn valmisohjelmien ja kirjastojen kédyttamid menetelmii.

Laskuharjoituksissa laaditaan useimmiten omia ohjelmia tai kdytetddn/muokataan valmiiksi
annettua ohjelmarunkoa ongelman ratkaisemiseen.

Lisiksi joissain tehtdvissd voidaan kdyttdd matlab-ohjelmistoa.



Kohdan a kielen valinta on tietysti kysymys, josta voisi vditelld pitkddnkin. Fortran90-kielen
valintaa puoltavat kielen numeerista laskentaa helpottavat piirteet; esim. taulukkojen kisittely,
liukulukuesitysten joustava valinta ym. Toisaalta C-kédédntdjd 10ytyy 16hes jokaisesta koneesta
nykyéin (jos ei 10ydy voi asentaa ilmaisen ja varsin hyvélaatuisen GNUn C-kééntédjéan).

Kun vertaillaan erikielisten ohjelmien nopeutta, ei ainoastaan vertailla eri kielid vaan myos
kéddntdjien tehokkuutta.

Molemmilla kielilld pystyy ilmaisemaan suunnilleen samat asiat. Alla on esitetty, miten esi-
merkiksi liukulukujen esitys voidaan tehdd helposti muutettavaksi Fortranilla tai C:114.

program realdoubletest #define REAL float
implicit none #define SIN sinf
#define LOG logf
integer, parameter :: N=10000,R=4 #define COS cosf
real(kind=R),parameter:: dx=0.0001 #include <math.h>
real(kind=R) :: x,y,z void main()
integer :: i {
REAL x,y,z,dx=0.0001;
x=dx; y=0.0; z=0.0 int i, N=10000;
doi=1,N
X=x+dx x=dx ; y=0.0; z=0.0;
y=y+sin(x) for (i=1;i<=N;i++) {
z=z+log(x)*cos(x) x+=dx;

enddo y+=SIN(x);

write(0,*) X,y,z z+=LOG(X)*COS(x);

stop

end program realdoubletest printf(“%f %f %Mf\n”,x,y,z);

}






3 Numeerisen lasknnan perusasioita
3.1 Mirheléahteet

Laskennallista mallia muodostettaessa, ratkaisualgoritmia kehitettdessd ja algoritmin koodami-
sessa tietokoneohjelmaksi tehddidn monia likimddrdistyksid. Néistd aiheutuvien virheiden suu-
ruutta tulisi kontrolloida.

Virheet voidaan karkeasti jakaa neljdaan luokkaan: malli-, menetelmé-, ldhtoarvo- ja pyoristys-
virheet.!

3.1.1 Mallivirheet

Kiytdnnon ongelman formulointi matemaattiseksi probleemaksi on tavallisesti mahdollista
vain tekemadlld yksinkertaistuksia, jotka aiheuttavat mallivirheen. Vihdmerkityksisten tekijoi-
den poisjattiminen (ilmanvastuksen unohtaminen putoamisliikkeestd), riippuvuussuhteiden
olettaminen lineaarisiksi tai tietyn teorian kiyttd sen pdtevyysalueen ulkopuolella (atomien
kuvaus klassisia liikeyhtiloitd noudattavina massapisteind kvanttimekaniikan sijaan) ovat esi-
merkkejd mallivirheisti.

Mallivirheiden késittely kuuluu enemménkin varsinaisen sovellusalueen vastuulle, joten niitéd
ei tdssd kisitelld sen enempéd.

3.1.2 Menetelmavirheet

Matemaattisen probleeman korvaaminen numeerisella probleemalla merkitsee myos virheen
syntymistid. Tamé menetelmévirhe tehdiin tietoisesti, ja sen kdyttdytymistd pyritdén kontrol-
loimaan niin, ettd pystytdin arvioimaan, miten paljon numeerinen ratkaisu poikkeaa oikeasta
ratkaisusta.

Menetelmévirhettd kutsutaan katkaisuvirheeksi, kun esimerkiksi ddreton sarja katkaistaan
ddrelliseksi:

¢ t2 tn
Xt) = e :1+t+§+---+ﬁ]+Rn+1(t) 3.1
h=el=l+tel " 3.2
=e=1+t+=-+...+— . .
0 St (3.2)
Katkaisuvirhe on y) —x(t) = -R,,, () . Kun n riittdvdn suuri, on jddnnostermi

R,; (D pieni,ja y(t) on X(t) :n hyvé approksimaatio (merkitddn y(t) = x(t) ).

1. Matti Mikel4, Olavi Nevanlinna, Juhani Virkkunen, Numeerinen matematiikka, Gaudeamus, 1984.
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Kyseessd diskretointivirhe, jos jatkuva suure korvataan diskreetilld. Esimerkiksi derivaatan
korvaaminen erotusosamaarilla:

X(t + h) = X(t)

Xt =yt h) = h (3.3)
Tamai voidaan tulkita myo6s katkaisuvirheeksi, silld
Xt+h = xt) +xXMt)h+Rt) . (3.4

Menetelmivirhettid voi usein havainnollistaa graafisesti. Otetaan esimerkiksi méérityn integ-
raalin

b
[(x,a b) = J'x(t)dt (3.5)

laskeminen puolisuunnikasapproksimaatiolla
b-a
Qx.a,b) = —5=[x@-xb)] . (3.6)

Talloin menetelmavirhetta
v=QXxahb-Ixab) (3.7)

kuvaa allaolevan kuvion varjostettu alue.
YA

y = Xt

X(a) x(b)

a b t

Kuva 3.1: Puolisuunnikasaproksimaatio



Puolisuunnikasapproksimaatio on malliesimerkki linearisoinnista laskennallisessa tieteessi:
kidyrd y = X(t) on korvattu suoralla.

3.1.3 Lahtbawovirheet

Numeerisessa laskentatehtdavissi voivat ldhtoarvot sisiltdd epatarkkuuksia. Ne voivat olla esi-
merkiksi mittausarvoja, joilla on tietty epétarkkuus. Algoritmia suunniteltaessa on pidettiva
huoli, ettei ldhtoarvovirhettd laskujen aikana suurenneta siten, ettd pienikin virhe alkuarvoissa
vahvistuu suureksi.

3.1.4 Pyoristysvirheet

Pydoristysvirheet johtuvat siitd, ettd liukulukujen esitykseen on varattu dédrellinen miiré bitteja
tietokoneen muistissa. Pyoristysvirhettd syntyy seké ldhtdarvoihin ettd laskujen kuluessa.

Alkuarvoihin pydristysvirhettd voi syntyd sen vuoksi, ettd esitettdvd luku on irrationaalinen
(T, J2) tai silla  on  pdittymidton  esitysmuoto  binddrijirjestelméssi
((0.1),5 = (0.00011001...),).

Laskutoimitusten tuloksia on lisdksi pyoristettdvd. Kertolaskussa tuloksen tarkkaan esittdmi-
seen tarvitaan suunnilleen kaksinkertainen méiri bitteji. Ndmé on kuitenkin pyoristettdva nor-
maaliin merkkimaaraan.

Pydoristysvirheiden analysointi ei ole kovin helppoa, joten usein se jdad tekemittd. Enintdén tes-
tataan algoritmi kidyttden yksinkertaisen tarkkuden lukujen sijasta kaksoistarkkuuta, ja jos
tulokset ovat yhtenevit, huokaistaan helpotuksesta.

3.2 Lukujen esitys tietoloneessa

Lukujen esittimiseen tietokoneessa kiytetdidn ddrellinen madrd bittejd. Téstd seuraa luonnolli-
sesti se, ettd itseisarvoltaan mielivaltaisen suuria lukuja ei voida esittdd eikd reaalilukua voi
esittdd mielivaltaisella tarkkuudella.

Kokonaisluvut esitetddn yleensd kahden komplementtimuodossa. Ylin bitti kertoo luvun mer-
kin, joka positiivisilla luvuilla on nolla. Negatiivinen luku saadaan vastaavasta positiivisesta
komplementoimalla kaikki bitit ja lisddmaélld lukuun ykkonen. Esimerkiksi 32-bittinen koko-
naisluku voi saada arvot vililla

2147483648 = (01111111 11111111 11111111 11111111)5ja
- 2147483647 = (10000000 00000000 00000000 00000000),

Useimmat kddntdjat eiviat anna virheilmoitusta kokonaislukualueen ylityksestd tai alituksesta.
Esimerkkini seuraava lyhyt C-ohjelma.



2 4 4
3 8 8
4 16 16
5 32 32
void main() 6 o o
7 128 128
{ o 8 256 256
short int si; 9 512 512
intik; 10 1024 1024
si=1 :i=1: 11 2048 2048
for (kzl;k<33;k++) { 12 4096 4096
Si*=2- 13 8192 8192
, ’ 14 16384 16384
i*=2; 15 -32768 32768
printf(“%3d%8d%12d\n”, 16 0 65536
K,Si,i); 17 0 131072
} 18 0 262144
19 0 524288
} 20 0 1048576
21 0 2097152
22 0 4194304
23 0 8388608
24 0 16777216
25 0 33554432
26 0 67108864
27 0 134217728
28 0 268435456
29 0 536870912
30 0 1073741824
31  0-2147483648
32 0 0
Reaaliluvut esitetddn yleensd muodossa
a=sxMx2e-E, (3.8)

missd S on merkkibitti, M on mantissa, € luvun eksponentti ja E vakio, jonka avulla voidaan
ilmaista negatiiviset eksponentit ilman erillistd merkkibittid. Liukulukujen esityksestd on ole-
massa standardi (IEEE 7541), jota monet tietokoneet enemmaén tai vihemmén noudattavat. Se
madrittelee ns. yksinkertaisen (32 bittid eli 4 tavua) ja kaksoistarkkuuden (64 bittid eli 8 tavua)
liukuluvut.

Kuva 3.2: Yksinkertaisen tarkkuuden ja kaksoistarkkuuden liukulukujen esitykset.

S e+127 M
U (LTI DelITTTTTITITITITITITITIT]
1

8 K 23
desimaalipiste

S e+1023 M

0 O O T T T T A T T T
1 11 52

Luvut normitetaan siten, ettd mantissan ensimmaéinen bitti on aina ykkonen. Nidin se voidaan
jattdd kokonaan pois ja sddstetididn yksi bitti. Puhutaan normitetuista liukuluvuista.

1. IEEE Standard for Binary Floating-Point Numbers, ANSI/IEEE std 754-1985 (IEEE, New York,
1985).



Pienin positiivinen (normitettu) liukuluku on ylldolevissa tapauksissa

X . — 2emin

min 2

missd €. on eksponentin minimiarvo. Vastaavasti suurin luku on

— eme\x
Xmax =2 4

missd €, on eksponentin maksimiarvo.

Allaoleva kuva havainnollistaa liukulukujen jakaumaa.

Xmin

_—|—
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(3.9)

(3.10)

0.0
Kuva 3.3: Liukulukujen jakautuminen.

Kun merkkibitti on 1 on luku negatiivinen. Luvulla nolla kaikki bitit ovat nollia.

Lisdksi on madritelty etumerkillinen ddrettomyys (o0 ), joka ilmaistaan asettamalla eksponen-
tin kaikki bitit ykkosiksi ja mantissa nollaksi. Adrettomyydelle pateviit tietyt laskusddnnot:

0+ X = o
XX 00 = o0
X
—=0.
00

(3.11)

Lisédksi on mddritelty vakio NaN (not a number: mitdhin lienee suomeksi?), joka ilmaistaan
asettamalla luvun kaikki bitit ykkosiksi. Se saadaan tuloksena esimerkiksi kutsumalla arcusko-

sinia parametrilla, joka on ykkostd suurempi.
Ohessa esimerkkiohjelma C:11i4:

#include <math.h>
void main()
{
float a,x,y;
x=acos(2.0);
a=0.0;
y=1.0/a;
printf(“%f\n”,x);
printf(“%f %f %f\n”,y,y+1.0e10,1.0/y);
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if (x '=x) {
printf(“Two NaNs are not equal .\n");
}

}
Kiinnos ja ajo (Digitalin Alpha -tydasema):

~/cc> cc -o inftest -ieee inftest.c -Im
~/cc> inftest

NaNQ

I NF I NF 0. 000000

Two NaNs are not equal .

~/cc> cc -o inftest inftest.c -Im

~/ cc> inftest

Fl oati ng exception (core dunped)

~/ cc>

Adrettdbmyyden ja NaN:n kiisittely on hyvin konekohtaista; usein ohjelma vain kaatuu virhee-
seen nollalla jaon tms. seurauksena. Algoritmit ja ohjelmat tulisikin aina tehdi sellaisiksi, ettd
ne itse tarkistavat, ettei laskujen tuloksena synny ko. vakioita. Esimerkiksi pitdd varmistaa, ettd
nelidjuuren argumentti on aina positiivinen.

Taulukko 3.1: Tyypillisid liukulukujen esityksien ominaisuuksia. Parametrit on laskettu Numerical
Recipes -kirjan Fortran90-ohjelmalla machar Digitalin Alpha-tybasemassa. Ensinmainittu esitys
vastaa C-kielen f | oat -tyyppii ja toinen doubl e-tyyppid. Fortran90:114 ilmaistuna tyypit ovat
real (ki nd=4), real (ki nd=8)jareal (ki nd=16).

Yksinkertainen Kaksois- Nelinkertainen
tarkkuus tarkkuus tarkkuus
it? 24 53 113
. b
iexp 8 11 15
eps® 1.1920929x10” 2.220446049250313x107'¢ 1925929944387235853055977942584927x10°34
epsnegd 5.9604645%10°8 1.110223024625157x10°16 9.629649721936179265279889712924637x1073
xmin® 1.1754944x10738 2.225073858507201x107308 3.362103143112093506262677817321753x1074932
xmax! 3.4028235x10+38 1.797693134862316x10+308 1.189731495357231765085759326628007x10+4932

bittien lukumé@ira mantissassa

bittien lukumééri eksponentissa

pienin luku, joka lisdttynd numeroon 1.0 antaa jotain ykkosestd poikkeavaa
pienin luku, joka vihennettynd numerosta 1.0 antaa jotain ykkosestd poikkeavaa
pienin kiyttokelpoinen liukuluku

suurin kéyttokelpoinen liukuluku

"o o o
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Mitd liukulukuesitysti sitten kannattaa kiyttda? x=dx; y=0.0; z=0.0
Kaksoistarkkuuden lukujen kisittely on hieman do i =1, N

hitaampaa kuin yksinkertaisen tarkkuuden. X=X+dX

Oikealla olevan Fortran90-silmukan laskemi- y=y+si n( x)

seen Alpha-tydasemalta meni yksinkertaisen z=z+l og(x) *cos(x)
tarkkuuden luvuilla 5.7 s ja kaksoistarkkuuden enddo

luvuilla 7.1 s. Ero on ylldttdvin pieni. Toisaalta

Alpha-prosessorit ovat 64-bittisid, joten datan késittely pienemmissé yksikoissé ei tuo nopeutta
paljon lisdd. Linux/Intel-koneessa (NA Softwaren f90-kéédntdjdlld) eroa ei ollut ollenkaan. Se
taas voi johtua siitd, ettd kaikki liukulukulaskenta tehdiin kaksoistarkkuuden luvuilla.

Taulukossa (2.1) esiintyviéd parametria €S =€ voisi kutsua konetarkkuudeksi. Se on suh-
teellinen tarkkuus, jolla mielivaltainen reaaliluku pystytdédn esittiméin tietokoneessa ja vastaa
mantissan vihiten merkitsevin bitin 1:n muutosta.

Muunnettaessa reaaliluku (esimerkiksi ascii-muodossa luettu kymmenjdrjestelmidn luku)
koneen sisiiseen esitysmuotoon tai sijoitettaessa esimerkiksi kertolaskun tulos joudutaan luku
pyoristamain. Télloin syntyy pyoristysvirhe, joka on maksimissaan € /2. Jossain koneissa
luku pydristyksen sijasta katkaistaan, jolloin virhe on maksimissaan €_ .

Jokaisen koneella tehtivin aritmeettisen operaation voidaan olettaa aiheuttavan €  :n suurui-
sen suhteellisen virheen tulokseen. Jos ndmi virheet jakautuvat satunnaisesti ylos ja alaspéin
on N :n operaation tuloksena virhe Jﬁsm . Jos jostain syystd pyoristys tapahtuisi samaan suun-
taan olisi virhe N¢_ .

Tietyissé tapauksissa tuloksen suhteellinen virhe voi kasvaa hyvinkin suureksi (loss of signifi-
cance). Useimmiten kyseessd on kahden ldhes yhtdsuuren luvun vihennys toisistaan.

Otetaan esimerkiksi lauseke y = X — sinX. Olkoon meilld (kymmenjirjestelmén) liukuluku-
esitys, jossa luvulla on kymmenen merkitsevdda numeroa. Olkoon X = 1/15. Téll6in liukulu-
kuina

X = 0.66666667x10""

sinx = 0.66617295x10""

X—sinX = 0.00049372x10 " )
= 0.4937175000%x10°* .

Eli alunperin kymmenen merkitsevdn numeron tarkkuus pieneni kolmella. Ratkaisu ongel-
maan on joko suuremman tarkkuuden omaavien liukulukujen kdytto tai (suositeltavin tapa)
lausekkeen muokkaaminen sellaiseksi, ettd missdin vaiheessa ei vihennetd samansuuruisia

lukuja keskenéén.

Esimerkiksi toisen asteen yhtédlon

ax2+bx+c=0 (3.12)
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toinen juuri saadaan lausekkeesta

- /b2 —
_ b+ .b 4ac‘ (3.13)

X
2a

Jos a tai C ovat pienid ja b >0, suoritetaan vihennyslasku b — (b — [jotain pientd]) . Lauseke
(2.13) voidaan kuitenkin sieventdd muotoon

X = —2¢C (3.14)

Jo2—4dac+b

jossa ei titd ongelmaa endd esiinny.

Muita esimerkkeja:

Miti vikaa on lausekkeessa’
y = cos(X)**2-sin(x)**2 ?

Kun X=T1U/4, on sinX = cosX, ja tuloksena on merkitsevien numeroiden menetys. Kéyt-

tdmalld trigonometrian kaavaa cos26 = cos?8 — sin?0 saadaan lausekkeesta paremmin
kayttdytyva:
y = cos(2.0*x)

Merkitsevid numeroita voi hivitd myos seuraavalla tavalla. Koska funktio sinX on periodinen,
laskettaessa sen arvoa argumentti X palautetaan vilille [0, 27t] (range reduction).

Olkoon meilld esimerkiksi X = 12532.14. Palautetaan timad vilille [0, 2T1] :
X = 12532.14 — 39881t = 3.47. Eli alkuperdisen seitsemin merkitsevin numeron sijasta
meilld on kolme. Eli lopputuloksessa sin(3.47) ei voi olla enempéi kuin kolme merkitsevii

numeroa.

Téllaisen virheen vélttdminen on vaikeaa. Joskus kaksoistarkkuuden lukujen kdyttiminen aut-
taa.

3.3 Ohjelmointityylista

Hyvin numeerisen ohjelman tulisi olla
a) tehokkaasti koodattu (tietenkin)
b) helposti luettavissa ja muutettavissa (modulaarisuus)

c) helposti siirrettdvissd koneelta toiselle

1. Niille, jotka eivit Fortrania tunne: a**b tarkoittaa ab .
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Tehokkuuteen vaikuttaa melko paljon se, miten lokaalisti ohjelma muistia késittelee. Tadma
johtuu siiti, ettd useat nykyaikaiset prosessorit nojaavat vilimuistihierarkiaan.

Otetaan esimerkiksi allaoleva Fortran90-ohjelma, joka kisittelee taulukon alkioita joko jérjes-
tyksessd tai satunnaisesti [unif on reaalilukufunktio, joka palauttaa satunnaisluvun valiltd

[0,1)].

program arracc

implicit none
integer,parameter :: MAXI=10000000
real :: y,t(2),dtime,cpu,rmaxi,unif Ohjelman tulostus:

integer :: a(0:MAXI),i,j,k,s
~/f90> f90 arracc.f90

s=873421; a=0; cpu=dtime(t); ~/f90> a. out
rmaxi=MAXI Sequential 1.748992
Random 4.719936
do i=1,MAXI
j=nint(rmaxi*unif(s))
a(i)=j
enddo

cpu=dtime(t)
write(0,*) ‘Sequential ‘,cpu

a=0
cpu=dtime(t)
rmaxi=MAXI

do i=1,MAXI
j=nint(rmaxi*unif(s))
a()=i

enddo

cpu=dtime(t)

write(0,*) ‘Random

,cpu

stop
end program arracc

Ohjelman muistinkdyton muuttaminen voi usein olla melko hankalaa. Toisaalta modernit kid4n-
tdjdt osaavat tdssi asiassa optimoida koodia varsin hyvin.

Muita tehokkuusnikokohtia on esimerkiksi kaiken ylimiirdisen siirtiminen pois ohjelman
sisemmistd silmukoista: kaikki vakiotekijit kannattaa laskea ennen silmukoita. Kdintéjit osaa-
vat melko hyvin optimoida téllaisiakin seikkoja.

Koodin optimointi kannattaa luonnollisesti keskittdd ohjelman sellaisiin osiin, joissa kulute-
taan eniten aikaa. Ajankdyton selvittaminen tapahtuu profilointitydkaluilla tai lisddmalld koo-
diin CPU-ajan tarkkailu.

Kohtaan b kuuluvat sellaiset asiat kuten
i. Lahdekoodin kommentointi ja ulkoasu. Lihdekoodin ulkoasun tulisi heijastaa sen loo-

gista rakennetta (sisennykset ym.). Tdhin on olemassa hyvid tydkaluja; suosittelen
UNIXissa GNUemacseditorin kidyttoa.
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il. Ohjelman jakaminen aliohjelmiin. Aliohjelmien parametrien vilitys tulisi olla selke-
dsti ndhtdvissd: miti tietorakenteita kukin aliohjelma kayttaa.

C:sséd tamén vol toteuttaa esimerkiksi niputtamalla muuttujat struktuureiksi ja vilittamalla
ndmad aliohjelmille. Téll& tavalla parametrilistoista ei tule kovin pitkid.

Fortran90:ssd normaali tapa on kdyttdd moduleita. Nédiden haitta on se, ettd aliohjelman kut-
sussa ei ndy, mitd muuttujia se kayttii.

Kaikki ohjelman parametrit, kuten esimerkiksi taulukkojen maksimikoot, tulisi méiéritelld
vakioiksi ja koota yhteen paikkaan. Missédédn tapauksessa ei pidi kirjoittaa tillaisia numeroita
eksplisiittisesti koodin sekaan.

C:ssd tdmid toteutetaan header-tiedostoilla ja esiprosessorin #def i ne-komennolla.
Fortran90:ssid voidaan mairitelld oma modulinsa téllaisille vakioille.
Alla sivulla pari esimerkkia.

Fortran90-ohjelma, joka laskee piin monihiukkaspotentiaalienergiaa:

program kd

use sizes

use latticedata

use potenti al paraneters

implicit none !Fortran90:n tarkein komento

integer :: istat

integer :: i,j,k,n,iat
character (len=80) :: argu
integer :: iargc

real (kind=realkind) :: rij,R,Rin,Z,v2i,v3i,bexp, Gheta,l exp,texp, fexp
real (kind=realkind) :: xij,xik,xjk,yij,yik,yjk,zij,zik,zjk,drij,drj

real (kind=realkind) :: rik,rjk,dotp,dthetajik,sqrt22,thetai, | nZi

real (kind=realkind) :: v2isum v3i sum Epot

Taulukkojen koot ym. on médritelty modulissa Si zes:

nodul e sizes
i nteger, paraneter :: MAXPART=10000
i nteger, paraneter :: MAXTYPE=2
i nteger, parameter :: real ki nd=8 I 4=real, 8=doubl e precision
i nteger, paraneter :: dpkind=8
real (kind=realkind), paranmeter :: r2d=57.29577951
end nodul e sizes

Muissa moduleissa kéytetdin ko. modulin vakioita; esim:
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nodul e latticedata
use sizes

i nteger :ix,|iy,iz

real ( ki nd=realkind) :: a0

real ( ki nd=realkind) :: x(MAXPART),y(MAXPART),z(MAXPART)

real ( ki nd=realkind) :: bx,by,bz,b2x,b2y,b2z,density

real ( ki nd=realkind) :: dfrac=0.05

i nt eger ::iatype(MAXPART)

i nt eger :: npart

i nt eger ::rseed=875659

character ( | en=2):: aname(MAXTYPE)

character ( | en=11) :: xyzfname='"KD_save.xyz’
end nodul e latticedata

C:l14 asia hoituu tdhén tyyliin:

#include “sizes.h”
void main(argc,argv)
int argc;
char **argv;

{
char c1[MAXCHAR],c2[MAXCHAR],c3[MAXCHAR];

intij;
FILE *fd;
int nwr;
float X[MAXIND],tfs;
int itype[MAXIND],np3,np3si,np3sf;

Ja tiedosto sizes.h  néyttdd seuraavalta:

#define MAXIND 300
#define MAXCHAR 100

Toisaalta: tdmi ei ole ehkd paras mahdollinen esimerkki, koska kaikkein joustavin tapa miéri-
telld taulukot on allokoida niille muistia ohjelman ajon aikan tarvittava maira.

Helppo siirrettivyys koneelta toiselle tarkoittaa siti, ettd ohjelmassa ei kiytetd mitdin standar-
dien ulkopuolisia piirteitd.

Tdmai ei aina ole mahdollista. Esimerkiksi Fortran90:ssd CPU-ajan mittaaminen tehddén funk-
tioilla etime ja dtime . Nama 16ytyvit ldhes kaikista koneista, mutta eivit kuulu f90-standar-

diin. Samanlaisia piirteitd 10ytyy myos C-kielesta.

Ratkaisu ongelmaan on esiprosessorin kéyttél. Esimerkiksi C-koodiin laitetaan esiprosessorin



17

komentoja, jotka ohjaavat kddnnostd. Olkoon meill4 kirjastoaliohjelma sub1 kiytossi joissain
koneissa ja SUb2 toisissa.

#i f def SUBLEXI STS
subl(x,y, z);
#el se
sub2(x,y, z);
#endi f

Kiidnnoskomennossa méadritelldaédn tai ei midritelld symboli SUBLEXI STS:

cc - DSUBL1EXI STS cprog.c

3.3.1 Numerical Recipes -kirjan C-tyylista

Numerical Recipes -kirjan C-ohjelmat kdyttavit ANSI C:n funktioiden prototyyppejd. (Kirjan
softan mukana saa myds vanhantyyppiset K&R-ohjelmat.)

Prototyyppihén auttaa kéddntédjaa tarkistamaan funktion parametrien oikeellisuuden. Jos funktio
maaritelladnseuraavasti

int g(int x, int y, float 2z)

ndyttdd prototyyppi seuraavalta

int g(int, int, float);

Funktion prototyyppiméirittelyn tulee tietysti olla ndkyvisséd siind modulissa tai tiedostossa,
jossa funktiota kutsutaan Kaikki NR:n funktioiden prototyypit on méiritelty tiedostossa
nr. h, joka 16ytyy laskaripapereissa annetuista URL:sté.

C-kielessd taulukoiden indeksointi alkaa nollasta: M -alkioisen taulukon indeksit osuvat vilille
0...M —1. Toisaalta usein on luonnollista indeksoida alkaen ykkosestd: 1...M. Tdmi on
helppo toteuttaa:

float b[4], *bb;
bb=b- 1;

Eli on maédritelty alkiot bb[ 1] ,bb[ 2] ,bb[ 3] ,bb[ 4] . Joskus taas on luonnollista indek-
soida nollasta lidhtien; esimerkiksi polynomin kertoimet.

1

NR:n ohjelmien mukana tulevassa aputiedostossa nrut | i . ¢ on méiritelty seuraavat funk-

1. Fortran90:1le ei ole olemassa standardia esiprosessoria. Mutta aina voi kdyttdd C-esiprosessoria.
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tiot, joilla voidaan varata muistia mielivaltaisesti indeksoituja vektoreita varten:

float *vector(long nl, long nh)
/* allocate a float vector with subscript range v[nl..nh] */

int *ivector(long nl, long nh)
/* allocate an int vector with subscript range v[nl..nh] */

unsi gned char *cvector(long nl, long nh)
/* allocate an unsigned char vector with subscript range v[nl..nh] */

unsi gned |l ong *lvector(long nl, long nh)
/* allocate an unsigned |ong vector with subscript range v[nl..nh] */

doubl e *dvector(long nl, Iong nh)
/* allocate a double vector with subscript range v[nl..nh] */

Vastaavasti on miiritelty deallokointirutiinit:
void free_<allokointirutiinin nim>,

Numeerisessa laskennassa kisitellddn hyvin paljon matriiseja, eli kaksiulotteisia taulukoita.
Olisi kovin hankalaa kiyttdid aina kiintedn kokoisia matriiseja, joten aliohjelmiin tulisi pystyd
vilittdmiadn muuttuvankokoisia kaksiulotteisia taulukoita.

Fortran90:ssi timi on helppoa.

Pidohjelma:
i nteger, parameter :: imn=1,inmx=50,jm n=0, ) max=20
real :: a(imn:imx,]jmn:]jnmx)

call subrl(a,imn,imax,jmn,jmx)

Aliohjelma:

subroutine subrl(a,imn,imx,jmn,jmax)
integer :: imn,imax,jmn,jmx
real :: a(imn:imx,jmn:jmx)

1. Loytyy URL:std http://www .Ice.hut.fiteaching/S-114.100/nrsw/cc/
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C:ssd tdmad ei ole suoraan mahdollista, joten NR:ssd matriisit médritellddn pointtereina pointte-
reihin. Esimerkkind alla muunnos kiinteédsti méaaritellystd matriisista pointtereihin:

float a[13][9], **a;

int i;

aa=(float **) malloc((unsigned) 13*sizeof (float *));
for (i=0;i<=12;i++) aali]=ali];

Kiytossd on nyt matriisi aa[ 0. . 12] [ 0. . 8], jonka voi vilittda aliohjelmalle, joka voi kési-
telld sen alkioita tietimittd sen kokoa (tietysti koko on hyvi tietid, ettei yritd hakea alkoita tau-
lukon ulkopuolelta).

Edelldmainitussa aputiedostossa nruti | . c on mdidritelty funktiot, joilla varataan muistia
matriiseja varten:

float **matrix(long nrl, long nrh, long ncl, |ong nch)
/* allocate a float matrix with subscript range ninrl..nrh][ncl..nch] */

doubl e **dmatrix(long nrl, long nrh, long ncl, |ong nch)
/* allocate a double matrix with subscript range ninrl..nrh][ncl..nch] */

int **imatrix(long nrl, long nrh, long ncl, |ong nch)
/* allocate a int matrix with subscript range ninrl..nrh][ncl..nch] */

Lisdksi 10ytyvét vastaavat deallokointirutiinit.

Koska C:ssd ei ole sisddnrakennettuna kompleksilukuaritmetiikkaa, on tarvittavat tyypit ja
rutiinit méritelty tiedostoissa conpl ex. ¢ jaconpl ex. h:

typedef struct FCOWLEX {float r,i;} fconplex;
fconpl ex Cadd(fconplex a, fconplex b)

fconpl ex Csub(fconplex a, fconplex b)

fconpl ex Crul (fconplex a, fconplex b)

fconpl ex Conplex(float re, float im

f conpl ex Conj g(fconpl ex z)

fconpl ex Cdiv(fconplex a, fconplex b)



19

3 Lineaariset yhtaléryhmat

3.1 Yleista

Lineaarisia yhtdloryhmid joudutaan ratkaisemaan hyvin monessa tekniikan ja tieteen ongel-
massa. Alla esimerkkind virtapiirin virtojen laskeminen, kun resistanssit ja 1dhdejinnite tunne-
taan.

o N7

1

h

Xy
3 4
677 =
11

Kuva 3.1: Virtapiiri

Systeemid kuvaa yhtdloryhma

E —2X; + 12X, —4X3-%, = 0

[ ) 3.1
[+ 6X; —4X, + 19X, -9%, = 0

missd X; ovat silmukoiden virrat. Kyseisen ongelman ratkaisu sattuu olemaan

X, = 26.549158

Exz = 9.3537015

0 . (3.2)
X3 = 13.254994

Ex4 = 6.1261261

Yleisesti lineaarinen yhtdloryhmé voidaan esittdd muodossa

AlX =0Db. (3.3)



20

Auki kirjoitettuna:
E a X +apX, +a;Xy+ .. +a Xy = by
E Ay X| +aynXy + Ay Xyt . A Xy = b,
E Ay X+ A Xy + Ay Xy + .+ A Xy = Dy (3.4)
0
Ea,\,,]x1 + Ay Xy + A3 Xy + .+ Ay Xy = by

N tuntematonta Xj, j = 1,2, ..., N onkytketty M :1li yhtilolla. Kertoimet &, j ja b, ovat tun-
nettuja.

Jos N = M, yhtilolld voi olla yksikésitteinen ratkaisu X edellyttden, ettd mikddan M :std yhta-
16sté ei ole toisten yhtédldiden lineaarikombinaatio (rividegeneraatio) tai ettd mitkdin muuttu-
jista eivit esiinny yhtéloissd ainoastaan tietyissi lineaarikombinaatioissa (sarakedegeneraatio).
Tama on ekvivalenttia sen kanssa, ettd matriisilla A on olemassa kidnteismatriisi A~! tai ettd
matriisin determinantti ei hdavia: det(A) Z0.

Numeeriselta kannalta ratkaisun 16ytymisen voi estdd, jos tietyt yhtdlot ovat ldhes toistensa
lineaarikombinaatioita. T#lloin laskun jossain vaiheessa pyoristysvirheet voivat aiheuttaa sen,
ettd yhtdlot muuttuvat toistensa lineaarikombinaatioiksi.

Lisiksi pyOristysvirheet voivat aiheuttaa sen, ettd ratkaisu X saadaan laskettua, mutta se ei ole
oikea. Tdmi voidaan todeta sijoittamalla ratkaisu X yhtidloon.

Jos M >N, ei yhtdloryhmilld ole yleensi ratkaisua. Voidaan kuitenkin etsid vektori X, joka on
kaikkein 1ahimpind iokeaa ratkaisua, esimerkiksi pienimmén neliGsumman mielessd. Tistd
lisdd myohemmin.

Erilaisia lineaarialgebran tehtdvid ovat mm. seuraavat:

i. Matriisiyhtdlon A [X = b ratkaisun X etsiminen. A on neliomatriisi ja b on tun-
nettu vektori.

ii. Ratkaisun etsiminen useaan matriisiyhtdloon A [X | = b. samanaikaisesti .

J
Jokaista ratkaisuvektoria X i j = 1,2,... vastaatunnettu vektori b j . Tdssd matriisi

A on sama kaikille yhtiloille.

iii. Kédnteismatriisin A-! laskeminen: A [A-! = 1 ,missd 1 on yksikkomatriisi,

jonka alkio ij on 5”- .

iv. Neliomatriisin A determinantin laskeminen.
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3.2 Gaussin €iminointi

Kasitellddn aluksi hyvin yksinkertainen menetelmé yhtidlon (3.3) ratkaisemiseksi: Gaussin eli-

minointi. Otetaan numeerinen esimerkki:

0 60X —2X, +2X3+4X,

Elle —8X, +6X; + 10X,

E 3X; = 13X, +9X3 + 3%,

E—6xl +4X, + X3 — 18Xy

Ensimmaisessid vaiheessa vihennetddn 1.

ettd ndistd eliminoituu X :

X; —2X, + 2X, +4X
1 2 3 4

|

0 —4X+2X3+2X,
E — 12X, + 8X3 + X,
O
O

2Xy +3X%; — 14x,

16
26
-19
~34

(3.5)

yhtédlo kerrottuna vakiolla muista yhtiloistd siten,

16
-6
27
~18

(3.6)

Seuraavassa vaiheessa sama tehdéén 3. ja 4. yhtilolle kdyttdaen 2. yhtiloa:

[OX] —2X, + 2X3 +4X,
—4Xy + 2X3 + 2%y

2X3 = 5%y

I o o

4X; - 13X,
Lopuksi kisitelldédn 4. yhtdlo:

[OX] —2X, +2X3 +4X,

E —4Xy +2X53 +2Xy
E 2X3 = 5%y
0

0 -3%y

(3.7)

(3.8)

Yhtilo on nyt ns. yldkolmiomuodossa ja tuntematon voidaan ratkaista takaisinsijoituksella:

-3
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Ratkaisu on siis

x=|1]. (3.10)

Algoritmina eliminointi niyttidd seuraavalta. Yhtdlo on muotoa

Ay X+ A Xy + Ay Xy + .+ Ay Xy = D3 (3.11)

%I:II:II:II:II:II:II:II:I

N1XpF Ay Xy + Ay Xy + .+ Ay Xy = Dy
Eliminointi koostuu N — 1 :sti askeleesta, K:nnella askeleella (k = 1...N — 1) tehdéin seu-

raavat sijoitukset yhtdloon i (K+ 1 <i<N):

k<j<N. (3.12)

Takaisinsijoitus taas tehddédn seuraavasti

N
bi__z ;X
xo=—4=1*4L i = N,N-1, .., 1. (3.13)
ajj

Gaussin eliminointimenetelmi sellaisenaan ei kuitenkaan ole kovin kdyttokelpoinen. Otetaan
esimerkiksi allaoleva triviaali yhtalo:

X, +%, =1

0 (3.14)
OX;+X, =2

Ensimmaisen yhtdlon kerroin nolla estdd menetelmin kiyton. Vaikka kerroin ei olisi tdsmal-
leen nolla voi silti syntyd hankaluuksia. Esimerkiksi
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[EX; +X, =1

[ ) (3.15)
OX; +X, = 2
missd € on jotain hyvin pientd. Ensimmadisen eliminoinnin jilkeen yhtdlé on muotoa
O &X;+X%X, =1
E o (3.16)
g% -5 = 275
Takaisinsijoituksen jilkeen saamme
3-1
el 1-X,
X, = X = (3.17)
-4 8
-<0
Koska € on pieni,on 1/€ suurija2-1/e=1-1/e=-1/¢.
Eli X, =1 ja x; =0, vaikka oikea ratkaisu on
1 _ _1-2¢ _
X| = ﬁg»«l,x2 = T ¢ L.
Eli 100% virhe X, :n ratkaisussa!
Jos yhtdloiden jérjestystd muutetaan, Gaussin eliminointi toimii:
0 1-2¢
OX;+% =2 O X +X =2 X, = =1
2 g L P ol-e (3.18)

0 DD
CEX +X, =1  [Hl-¢€)X, = 1-2¢ EX1:2—X2=1

Johtopditoksend voimme todeta, ettd yhtiloiden jirjestys ratkaisee.
Néin pddsemme tuentaan (pivoting).

Kisittelemme ns. osittaistuentaa, jossa vaihdetaan ainoastaan yhtldiden jirjestystd. Myos mat-
riisin A sarakkeita voidaan vaihdella, mutta se on ohjelmateknisesti hankalampaa.

Indeksivektori | = [I IN} kertoo jarjestyksen, jossa yhtiloitd késitelldén.

1 |2 “as

Alussa jokaiselle yhtilolle lasketaan skaalaustekijd s;
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joista muodostetaan skaalausvektori S = [sl S, ... SNj| .

Ensimmiinen eliminointi suoritetaan kayttden yhtilon 1 sijasta yhtilod, jolle suhde |a;,|/s; on
suurin. Olkoon tdmén yhtdlon indeksi || . Nyt muista yhtiloistd vihennetidédn yhtdlo |, siten,
ettd saadaan X, :n kertoimet nolliksi.

Kitevi tapa ylldpitdad indeksejd on seuraava:

Alussa asetetaan | = [1 7 N] .

Valitaan j siten, ettd se on allaolevan suhteen maksimiarvo

. C
I1<i<N[.
0s, C

Vaihdetaan |; ja |, indeksivektorissa | . Seuraavaksi kiytetéién kertoimia
a
'R

kerrottuna rivilld |, ja vahennetddn ne riveistd |;, (2<i<N).

Yleensi askeleella K valitaan indeksi j, joka vastaa maksimia suhteista

SRLIDSIPINE
0s O

vaihdetaan | j ja ly -

Kiytd kertoimia

vihennettiessd tuentayhtilo |, yhtdloistd |, (k+1<i<N).

Skaalausvektoria ei pdivitetd laskun aikana. Yleinen uskomus on, etti tédstd aiheutuva ylimii-
rdinen laskentatyo ei kannata.
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Otetaan numeerinen esimerkki. Alkuperdinen yhtdlo on

3 -139 3 [|X ~19
6 4 1-18||%| _ |-34
6 -2 2 4 |[x 16
12 -8 6 10|, 26

Alussal = [1 23 4] jas=[13186 12]-

Ensimmaisen tuentarivin maarittimiseksi laskemme suhteet

3. 0_03 6 6 12C
i=1,2,3,40= Gz = 2 5L
s 5 g3 186 12

Valitaan | ensimmdiisen maksimiarvon indeksiksi: j = 3.

Eli indeksivektori tulee muotoon | = [3 21 4] :

Nyt vdhennetddn rivi 3 muista riveistd kerrottuna asianmukaisilla kertoimilla. Yhtalo tulee
muotoon

0-128 1 [[K 27
0 2 3-14[|%| _ |-18
6 -2 2 4 |[x 16
0 42 2]y -6

Seuraavaksi etsimme maksimin joukosta

a ,||. O 4 L
M i=2,3,40= Dg,l—z,i[.
0s o o8 13 12
Saamme j = 3 eli indeksivektori tulee muotoon | = [3 12 4] . Nyt yhtélo 1 vdhennetddn

yhtéldistd 2 ja 4 kerrottuina vakioilla -1/6 ja 1/3:
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X =27
13 83||"!

00 3 6 X2=—L—‘2§
6 -2 22451 5| e
e X
00 33 | "4 3]

Kolmannessa eli viimeisessid vaiheessa riittdi tutkia suhteita

0s

5,0 O3/3 2/3C
THTHEHTT TR E

|
M

Maksimi 16ytyy arvolla j = 3 eli indeksivektoria ei tarvitse muuttaa.
Tuentayhtidlo on |; = 2 ja yhtilo 2 kerrottuna vakiolla -2/13 vahennetéin yhtilosté 4:

0-12 8 1 |1 7 =27
X
0 o 1383171 |4
3 6(1% _| 2
6 -2 2 4 ||X 16
6 |[x 6
—— 4 ——
_00 0 13] -~ 13
Indeksivektori on nyt | = [3 12 4] ja ratkaisu saadaan takaisinsijoituksella kdymalla 1dpi

yhtilot indeksivektorin lopusta lukien:

_ 6/13 _
=13 " !
o - (45/2)+(83/6)(1) _ ,
37 13/3 -
_27-8(=2)-1(1
. - -1
.\ = 16+2(1)-2(=2)-4(1) _ 5

6

Ratkaisu on siis
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3.3 Gauss-Jordan-eliminointi

Gaussin eliminoinnissa tuloksena saamme ainoastaan yhtd vektoria b vastaavan ratkaisun.
Gauss-Jordan-eliminoinnissa voimme samanaikaisesti laskea seki useata vektoria b vastaavat
ratkaisut ja matriisin A ki#nteismatriisin A-!.

‘Lavennnetaan’ yhtdl6 (3.3) muotoon
Ax,Ox,0x50Y] =1[b,0b,0b;01] . (3.20)

1 on yksikkomatriisi, X; ja b, ovat pystyvektoreita ja operaatio A [J B tarkoittaa tdssd matrii-
sien yhdistdmisti:

a4y 43 by, by, by; ay; a a3 by by, by;
Ay &y Ay| U by by bys| = @y @y ay3 byy by bys| - (3.21)
a3 83y 833 by, b3, bs; a3; 83, a3 D3y by by

Helposti ndhdéén, ettd yhtélo (3.20) vastaa neljad yhtdloa
AlX, =b, ,AX, = b,, AlX; = by (3.22)
ALY =1. (3.23)
Helposti voimme nihd4, ettd seuraavat operaatiot eivit muuta yhtdaloryhmaa:

i. Kahden rivin vaihto matriisissa A ja vastaavien rivien vaihto vektoreissa b; ja matrii-

sissa 1.

i1. Tietyn rivin korvaaminen matriisissa A kaikkien rivien lineaarikombinaatiolla ja vas-

taavan muutoksen tekeminen vektoreissa b; ja matriisissa 1.

iii. Kahden sarakkeen vaihto matriisissa A ja vastaavien rivien vaihto vektoreissa X; ja

matriisissa Y .
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Tuetussa Gauss-Jordan-eliminoinnissa (GJ) kéytetddn ylldmainittuja operaatioita saattamaan
matriisi A yksikkomatriisiksi. Talloin yhtélot (3.22) ja (3.23) tulevat muotoon

10X, = b, , 10k, = b, 10k; = b (3.24)

10v = A1, (3.25)

Eli saamme useaa vektoria bi vastaavat ratkaisut X; sekd A :n kiddnteismatriisin A-1.

GJ-eliminointi (ilman tuentaa) etenee seuraavasti:

i. Ensimmainen rivi jaetaan a,, :114 ja muista riveistd vihennetdén 1. rivi skaalattuna

siten, ettd kertoimet a;; ovat nollia. Nyt ensimmiinen sarake vastaa yksikkOmatrii-

sia.

ii. Menemme toiseen sarakkeeseen ja jaamme toisen rivin kertoimella a,, ja védhen-

niamme toisen rivin asianmukaisesti skaalattuna muista riveista.

Esimerkiksi 3x3-matriisi.

ap ap a3 1 ay, ayy La,a;

Q) Ay 3| = |y Ay B3| > [0 @y Ay
1831 A3y 833 831 83p 83 0 a3, as
la,a; 10a'; 10a"; 100
0 1 a'y — |0Llay = (0lay — (010
0 ay, ay, 00a', 00 1 001

Vastaavat muutokset tulee tietysti tehdd vektoreihin b; ja oikealla puolella olevaan yksikko-
matriisiin.

Kuten Gaussin eliminointi on GJ-eliminointikin virhealtis, ellei tehdé tuentaa eli valita edulli-
simmalla mahdollisimmalla tavalla se jérjestys, jossa A :n elementit kdyddén ldpi. [Iman tuen-
taa se tapahtuu numerojérjestyksessd: a;, @yy, 833, ... .

Kriteerin 16ytdminen edullisimmalle jirjestykselle on teoreettisesti vaikea ongelma. Useimmi-
ten valitaan mahdollisten alkioiden joukosta itseisarvoltaan suurin.
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Tuenta voi olla osittaista, jos vaihdellaan vain rivien jdrjestysti, ja tdydellisti, jos vaihdellaan
sekd rivien ettd sarakkeiden jarjestystd. Tdydellinen tuenta on ohjelmointiteknisesti hanka-

lampi toteuttaa kuin osittaistuenta.

NR:n aliohjelma gaussj tekee GJ-eliminoinnin kdyttden tdydellistd tuentaa.

3.4 LU-hgjotelma

Matriisin A LU-hajotelmaksi (lower triangular-upper triangular) kutustaan matriiseja L ja U,
jotka toteuttavat seuraavan yhtilon

LU =A. (3.26)

Lisdksi L on alakolmiomatriisi ja U yldkolmiomatriisi. Esim. 4x4-matriisille

a, 0 0 0]
O, 0, 0 0

81, Bu> Bis Bual
0 By Bys Boy

a ap a3 a4y

Q| 8y A3 Ay

(3.27)
O3y O3 O35 0 0 0 BBy 831 83p A3z 8y
Oy Oy O3 Oyl | O 0 0 By &y Ay a3 8y
Sijoittamalla hajotelma (3.26) yhtdloon (3.2) saamme
AXx=(LDV)X=LOUIX) =b. (3.28)
Voimme ratkaista yhtdlon kahdessa osassa
LOy=»>b, (3.29)
UX =vy. (3.30)

Etuna tdssi on se, ettd yhtdloryhmén ratkaisu on triviaalia, kun kerroinmatriisi on kolmiomuo-
toinen.

Yhtdl6 (3.29) voidaan ratkaista eteenpdin sijoituksella (forward substitution):

i—1
[bi— Y aijyj} i=2,3..,N. (3.31)
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Yhtilo (3.30) taas voidaan ratkaista taaksepdin sijoituksella (backward substitution)

YN

X - A7 >

N B
. N

X = E[yi_ S Bijx}’i =N-1,N-2,...,1. (3.32)
" j=i+1

Menetelmin etuna on se, ettd kunhan olemme kerran tehneet LU-hajotelman, voimme kayttda
sitd useita vektoreita b vastaavien ratkaisujen laskemiseen. Ylldolevat laskut vaativat CPU-
aikaa O(N?2) , kun taas esimerkiksi Gaussin tai GJ-eliminointi vaativat aikaa O(N3) . Itse
LU-hajotelman laskeminen vaatii myds tuon O(N3) .

Huomaa, ettd Gaussin eliminoinnissa itseasiassa muodostetaan matriisin A LU-hajotelma.
Malliratkaisuohjelmassa LLU-hajotelma palautetaan ratkaisualiohjelmasta matriisissa A . Hajo-
telma ei ole aivan yhtélon (3.27) muotoinen vaan

1 0 0 0] [By; BBz Buy a ap a3 4y

a, 1 00 0 0 By By By _ Q21 8y B3 Ay . (3.33)
Oy O3 10 0 0 BBy 831 83p 833 A3y
O41 Oup O3 1 |00 0 By |y &y 8y 8y

Niin saadaan sekd L ettd U mahtumaan samaan taulukkoon. (Ykkosten saaminen L :n diago-
naalille kdy kertomalla se diagonaalimatriisilla; esim. 3X3-tapaus:

1 00
1I/a,, 0 0 a, 0 O O, Lo
0 0 [/0g3) |a3; O3 O3 %31 95
|03z 033
Enti miten tehdiin tehokkaasti LU-hajotelma?
Ryhmin (3.27) ij :s yhtidlo on muotoa

Se, montako termid yhtdlosséd on riippuu i :n ja J :n suuruusjérjestyksesté:
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o By + QB + - + 0GBy = &5, =] (3.37)
Oy Biy + appBip + - + 0By = &), i>j. (3.38)

Yhtiloiti (3.36)-(3.38) on N2 kappaletta yhteensd N2 + N :lle tuntemattomalle (diagonaaliele-
mentit on jaettu kahteen osaan!). Voidaan osoittaa, etti tistd ongelmasta pidstiddn eroon asetta-
malla

a;=1,i=1..,N. (3.39)

NR:n kédyttdmé Croutin algoritmi ratkaisee yhtdlot asettamalla ne seuraavanlaiseen jérjestyk-
seen:

-Aseta a;; =1, i=1,...,N .

- Jokaiselle j = 1,2, ..., N tee seuraavaa:

i. Kaikille i

1,2, ..., ] ratkaise Bij yhtélsiden (3.36), (3.37) ja (3.39) avulla:

i—1
ay - Z By (i = 1 — ei summausta) (3.40)
k=1

Bij
ii. Kaikille i = j+ 1, j+2, ..., N ratkaise efy kidyttden yhtdlod (3.38):

1

Oleyd

-1 -
= > By (3.41)
k=1 O

Kidymalld lapi muutaman iteraation, on helppo vakuuttua siitd, ettd ne o :t ja [3:t, jotka esiinty-
vit yhtédloiden (3.40) ja (3.41) oikealla puolella ovat jo méairitty, kun niitd kdytetddn. Lisidksi
jokaista kerrointa @, j kdytetddn ainoastaan kerran koko laskennan aikana. Tédstdhin seuraa se,
ettd matriisia A voidaan kiyttdd L :nja U :n talletukseen. Eli A :n tilalle syntyy matriisi

Bi1 Bia Bis By
Oy Bp By By
O3y O3 Bsz By

| Oqp Oyp Oy [344_

(3.42)

Croutin algoritmi tdyttdd siis ylldolevan matriisin sarakkeet vasemmalta oikealle ja jokaisen



sarakkeen ylhailti alas.

Kuva 3.2: Croutin LU-hajotelma-algoritmi

Kiydéain lapi pienin mahdollinen ei-triviaali esimerkki: 3X3-matriisi:

app ay2 843 923
A = lay Ay ay| = |42 4]
a3 83, a33 119
Etsitddn hajotelma (siis a; = 1)
a4 a3 1 0 0 |By Bz B3
Ay Ay Ayl = Oy 1 0[O 0 By By
831 83 833 O3 O3 1 0 0 B

1 4
I =2@4l) a, = B—aQI =5 - 0.4444
11

32
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1 1

i =3 (341)ay = —ay, = = = 0.1111

31 Bll 31 9

j=2 i=1@340)B, = a, = 2

I =2 (3.40) By, = Ay —0,,B), = 2-—%2 = 1.111

_ 1 1 20

=3 34D a3y = g (@ 03B1) = m%‘ém‘ 0.7000
j=3 i=1@340)B,; = a; = 3

i = 2 (3.40) By; = ay;— 0y, B3 = 4-33 = 2.6667

i = 3 (3.40) Byy = 33— 03,Bj3—UssBo3 = ... = 6.8000

Kokoamalla tulokset saadaan:

1 0 0
L = 104444 1 0
0.1111 0.7000 1

9 2 3
U= 0 1.1111 2.6667
0 0 6.8000

Tuloksen voi tietysti tarkastaa kertomalla matriisit keskenéén.

Jotta Croutin algoritmi olisi stabiili, on hajotelma tehtdvi kéyttden tuentaa.

NR:n aliohjelma | udcnp tekee LU-hajotelman kéyttden osittaistuentaa (vaihdellaan vain
rivien jdrjestystd). Rutiini palauttaa alkuperdisessd matriisissa A ala- ja yldkolmimatriisin rivi-
permutaation ja lisdksi vektorin, joka kertoo, miké tuo permutaatio on:

void ludcnp(float **a, int n, int *indx, float *d)

Tidssd a on NXN- matriisi, I NAX kertoo, missi jarjestyksessi hajotetun matriisin rivit ovat ja d
kertoo onko tehty parillinen (+1) vai pariton méérd rivien vaihtoja.

Aliohjelma | ubksb taas laskee yhtdloryhmin ratkaisun takaisinsijoituksella:
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void [ ubksb(float **a, int n, int *indx, float b[])

Vektori b on yhtdléryhmén oikea puoli ja siind palautetaan ratkaisu.
Eli yhtdloryhmien A [X = b ratkaisu sujuu niilld rutiineilla seraavasti:

float **a, *b, *bl, *b2, d;
int n, *indx;

iudcnp(a,n,indx,&ﬂ);
| ubksb(a, n, i ndx, b);

| ubksb(a, n,indx, bl);

| ubksb(a, n, i ndx, b1):

Jos LU-hajotelma on tehty, on A :n kiinteismatriisin laskeminen helppoa:

#define N ...
float **a, **y, d, *col
int i,j,*indx;

| udcmp(a, N, i ndx, &d) ;
for (j=1;]<=N;j++) {
for (i=1;i<=N;i++) col[i]=0.0;
col[j]=1.0;
| ubksb(a, N, i ndx, col ) ;
for (i=1;i<=Ni++) y[i][j]=col[i];
}

Matriisin A determinantti on helppo laskea LU-hajotelmasta. Koska
det(X LY) = det(X)det(Y) (3.43)

ja lisdksi kolmiomatriisin determinantti on sen dioagonaalielementtien tulo saadaan (muista,
ettd asetimme Q;; = 1)
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N
det(A) = [ B;i - (3.44)

i=1

Lisdksi on muistettava, ettd edellimainitut rutiinit palauttavat permutoidut matriisit L ja U.
Determinantti vaihtaa merkkid, jos matriisin kaksi rivid vaihtaa keskenddn. Niinollen tulos
(3.44) on vield kerrottava vakiolla d, jonka | udcnp palauttaa:

#define N ...
float **a, d;
int i,*indx;

| udenp(a, N, i ndx, &d) ,
for (i=1.i<=Ni++) d *= a[i][i]:
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3.5 lteratiiviset menetelmét

Varsinkin suurten yhtdloryhmien tapauksissa pyoristysvirheet vaikeuttavat edelldesitettyjen
suorien menetelmien kayttod. Télloin voidaan apuna kiyttii iteratiivisia menetelmii.

Olkoon X tavalliseen tapaan yhtdlon
AlX =Db (3.45)

ratkaisu. Emme tiedi sitd, mutta tunnemme likiarvon sille: X + 0X, missd OX on tuntematon
virhe. Sijoitettaessa tdmi yhtidloryhmiin saadaan hieman virheellinen oikea puoli

Ax+0x) = b+0db . (3.46)
Vihentamalld (3.45) (3.46):sta saadaan

A [DBx = db . (3.47)
Ratkaisemalla &b (3.46):sta ja sijoittamalla se yhtdl6on (3.47) saadaan

ADDx = Alx+dx)-b . (3.48)
Oikea puoli on nyt tiedossa, koska X + dX on laskettu likiarvo ratkaisulle. Iteroivassa ratkai-
sussa ratkaistaan OX yhtdlostd (3.48) ja vdhennetddn se likiarvoratkaisusta. Ndin saamme

parannetun ratkaisun.

Asiaa helpottaa vield se, ettd jos olemme laskeneet A :n LU-hajotelman, ainoastaan takaisinsi-
joitus riittdd (3.48):n ratkaisemiseksi.

Seuraava kuva havainnollistaa asiaa.
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b+ db

A—l
Kuva 3.3: Iteratiivinen ratkaisu

NR:n rutiini mpr ove tekee tdmén iteroinnin.

Koska LU-hajotelma tallentaa tuloksen alkuperdiseen matriisiin &, ja iteroinnissa tarvitaan
alkuperiistd matriisia, on se kopioitava talteen.

3.6 Harvat matriisit

Hyvin usein matriisi A on ns. harva matriisi eli suurin osa sen alkioista on nollia. Téll6in ei
kannata kiyttdd edelldesiteltyjd suoria menetelmid, silld suurin osa laskenta-ajasta kuluu nolla-
alkioiden késittelyyn. Lisdksi muistia tuhlataan talletettaessa suuri mééré nollia.

Tiettyjen harvojen matriisien tapauksissa yhtdloryhmén ratkaisu esimerkiksi LU-hajotelmalla
on triviaalia. Otetaan esimerkiksi tridiagonaalinen systeemi:

b, c, 0 .. u, r
a, b, c, .. U, ry
) (3.49)
can_y by Onog| [Unog N
0 ay by Uy 'y
Eli jos |i — j| > 1 on a j = 0. Tillaiseen yhtil6on paddytadn esimerkiksi kuutiosplini-interpo-

laatiossa (josta lisdd myohemmin). NR:n rutiin t ri dag ratkaisee ylldolevan yhtidloryhmén

LU-hajotelmalla.
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void tridag(float a[], float b[], float c[], float r[], float u[],
unsi gned | ong n)

{

unsi gned long j;
fl oat bet, *gam

gamrvector (1, n);
if (b[1] == 0.0) nrerror(“Error 1 in tridag”);
u[ 1] =r[ 1]/ (bet=b[1]);
for (j=2;j<=n;j++) {
ganj]=c[j-1]/bet;
bet=b[j]-a[j]*gan]j];
if (bet == 0.0) nrerror(“Error 2 in tridag”);
} uljl=(rlil-alj]*ulj-1])/bet;
for (j=(n-1);j>=1;j--)
ufjl -= ganlj+1]*u[j +1];
free vector(gam1l,n);

}

Useimmat harvojen matriisien kisittelyyn tarkoitetut algoritmit ja ohjelmat kayttavit edelldesi-
tettyjd menetelmid, mutta siten viritettyind, ettd ne minimoivat turhat laskuoperaatiot ja fill-in-
ilmién (nolla-alkio muuttuu laskun aikana nollasta poikkeavaksi, jolloin sille on varattava
tilaa).

Matriisin harvuutta voi olla monelaista. Alla esimerkkeji.
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Zeros

Zeros Zeros
(a) (b) A (©)
N NOCO
N N O
IR
(d) (e) ()
(2) (h) @)
[ |
IIIDD =)
O0g |:||:|E'E'|:'|:
o o

@ (k)

Kuva 3.4: Harvoja matriiseja (Numerical recipes, kuva 2.7.1).

Harvojen matriisien tallettamiseen on luonnollisesti olemassa monia tapoja. Koska kuitenkin
tarvitaan jonkinlainen indeksoitu menetelmé joudutaan kidyttimididn muistia enemmén kuin
vain nollasta eroavien alkioita vastaava méara.

Erds tapa on seuraava:
N x N -matriisin tallettamiseen tarvitaan kaksi yksiulotteista taulukkoa sa jai j a.
Ensinmainittuun (f | oat ) talletetaan alkiot ja toiseen (i nt ) indeksit. Talletussdannot
ovat seuraavat:
i. sa:n N ensimmadisti alkiota siséltdvat matriisin diagonaalielementit.
ii. i j a:n N ensimmadisti alkiota kertoo sa:n alkion, josta 10ytyy matriisin rivin
ensimmadinen nollasta poikkeava ei-diagonaalielementti. Jos riviltd ei téllaista

16ydy asetetaan i j a:n alkio yhtd suuremmaksi kuin edellisen rivin alkion indeksi.

iii. 1 j a:m alkio 1 on aina N + 2. Tistd saadaan selville matriisin koko.
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iv.1 ] amnalkio N + 1 on aina yhtd suurempi kuin viimeisen rivin viimeisen nollasta
poikkeavan alkion indeksi Sa:ssa. Téstd voidaan laskea matriisin nollasta poikkea-
vien alkioiden lukumaéird. Alkio N + 1 sa:ssa ei ole kiytossa.

v. sa:n alkiot N + 2 :sta eteenpdin sisdltdvit matriisin ei-diagonaalialkiot rivijérjes-
tyksessi ja jokaisen rivin sisdlld sarakejéarjestyksessa.

vi. i j a:mnalkiot N + 2 :sta eteenpdin siséltdvit Sa:n vastaavan alkion sarakenumeron.

Esimerkiksi matriisi

3.0.1.0.0.
0. 4. 0.0. 0.
0.7.5.9.0. (3.50)
0. 0. 0. 0. 0.
0.0.0.6.5.]

talletetaan seuraavasti:

jak)| 7 (8810|1112 3 |2 |4 |5 |4
salk) [ 3. 14.15.|0. |6 | X |1.[7.19 ]2 6.

NR:n ohjelmista 10ytyvit rutiinit, joilla ylldolevaa talletustapaa kiyttden voidaan kisitelld har-
voja matriiseja (nimeltddn Spr s*).

Lisdksi mat | abissa on mahdollista kisitelld harvoja matriiseja ja NAG- ja IMSL-kirjastoissa
on rutiineja harvoille matriiseille.

3.7 Muita matriisityyppeja

On olemassa lukuisa joukko matriiseja, joiden erityispiirteitd voidaan kdyttdd hyviksi yhtdlo-
ryhmén tai kddnteismatriisin ratkaisussa.

Niitd ovat esimerkiksi Vandermonden ja Toeplitzin matriisit (Numerical Recipes, kappale 2.8),
symmetriset ja positiivisesti definiitit matriisit (Cholesky hajotelma, NR 2.9) ja QR-hajotelma
(NR 2.10).

Emme kiy ndité tassi ldpi, jokainen voi itseopiskella NR:n avulla.
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4 Interpolointi
4.1 Yleista

Interpolointi- tai ekstrapolointitehtdvi on yleensd seuraavanlainen:

i. Meilld on N kappaletta datapisteitd (x;, y;), 1 = 1,2, ..., N.

ii. Haluamme tietdd Yy :n arvon pisteessid X # X; , i =1,...,N.

Interpoloinnissa X; < X <Xy ja ekstrapoloinnissa X < X; tai X> X . Ekstrapolointi on tietysti
hyvin vaarallista puuhaa. Sitd tehdédén 1dhinna differentiaaliyhtédldiden ratkaisun yhteydessi.

Lisidksi datapisteissd voi olla mukana kohinaa, jolloin interpolaatiokdyrén tulisi kulkea tasai-
sesti pistejoukon lépi, ei vilttamittd kaikkien pisteiden kautta.

Kolmas sovellus on nopean approksimaation laskeminen jollekin funktiolle. T#ll6in ‘datapis-
teitd’ on kdytdssd mielivaltainen méara.

Usein approksimointiin kdytetddn pisteiden (tai tietyn osan pisteistd) kautta kulkevaa polyno-
mia. Interpolointi tehdiin kdyttdmilld hyviksi pisteen X ldhiympiristod. Tadlloin interpolointi-
kdyrin derivaatta on epdjatkuva, koska muutettaessa X:n arvoa jossain vaiheessa muuttuvat ne
datapisteet, joiden perusteella interpolointi tehd&dén.

Ns. splinisovituksessa asetetaan lisdiehdoksi my0s derivaattojen jatkuvuus (tiettyyn asteeseen
asti).

Polynomi-interpoloinnissa ei usein olla kiinnostuneita itse polynomin kertoimista vaan ainoas-
taan sen arvoista tietyissa pisteissd. Kertoimien laskeminen onkin paljon virhealttiimpaa kuin
arvojen laskeminen.

Inerpoloinnissa kiytettyjen pisteiden lukumééra (miinus 1) on interpoloinnin aste. Sopiva aste
riippuu interpoloitavan funktion tai pistejoukon ominaisuuksista. Alla esimerkkini tasaisen
funktion interpolointi.
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Kuva 4.1: Tasaisen funktion interpolointi. Paksu viiva = alkuperdinen funktio, ohut viiva = kor-
kea-asteinen interpoiointi, katkoviiva = matala-asteinen interpolointi.

Jos funktiossa on terdvid kulmia voi matala-asteinen interpolointi antaa paremman tuloksen.

Kuva 4.2: Terdviakulmaisen funktion interpolointi. Ohut viiva = matala-asteinen, katkoviiva =
korkea-asteinen.

4.2 Polynomi-inter polointi

Olkoon meilld pistejoukko (X, Y;), ¥; = f(x), 1 = 1, ..., N. Tehtdviind on etsid polynomi
Py _(X), joka toteuttaa ehdon

Py ) =y .i=1,..N. (@.1)
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Voidaan helposti todistaa, ettd polynomi Py _,; on enintdén astelukua N — 1 ja ettd se on yksi-
kasitteinen kunhan kaikki X; ovat erilaisia.

Suoraviivainen tapa olisi muodostaa yhtidloryhmai ja ratkaista se oppimillamme menetelmilli.
Eli jos polynomi on muotoa

Y = C +CyX+CX0+ ..+ XN 1 (4.2)
saadaan ehdoista (4.1) yhtdloryhmi

2 N-1 _

2 N-1
0C; +CyXy +C3X3 + ... + XN -1 =y,

4.3)
U]
. +C Xy + CiXZ + ...+ XN =
[C1 + CXN + C3Xy + - FCXN T = Yy
Matriisimuodossa
2 N-1| [~ ]
I X, X} ... X C Y
2 N—1
I X, X5 ... X3 C, Y,
1 X3 X3 ... xN-1 DC3 = Y] - 4.4)
1 oXy X% - XN [N (YN

Tuo nelidmatriisi on ns. Vandermonden matriisi, ja se on hiukan huonosti kiyttiytyvi (kuten
harjoituksissa 2 ehkd huomasit).

Parempi tapa laskea polynomi Py, _, on ns. Lagrangen polynomien avulla. Olkoot polynomit
I, 1y, ..., |y midritelty seuraavasti

N
_ 2~ Xig . _
Ii(X) = |_| B(i—XjD’I =1,...,N. 4.5
j=1
j#i
Funktioilla on ominaisuus:
Ii(Xj) = 6” (Kroneckerin delta). (4.6)

Polynomi Py _,(X) voidaan nyt kirjoittaa muotoon



44

N

Py_ (¥ = Z f(xp)1(X) . 4.7)

i=1

On helppo tarkistaa, ettd polynomi kulkee kaikkien pisteiden kautta. Koska |; :t ovat enintdén
astetta N —1 on my6s Py, _, enintédin astelukua N —1.

Eli interpolointipolynomi saadaan muotoon (jétetddn alaindeksi pois)

~ (X= X)) (X—X3)...(X=Xy)
PX) = (xl—x2)(xl—x3)...(xl—xN)yl
(X=X )(X=X3)...(X=Xy)
(X9 = %) (Xy = X3) ... (Xy — Xp) 2

(4.8)

+ ...

(X=X )(X=%5) ... (X=Xn_ 1)
(Xn = X)Xy = %) e e (X = X _ )

Periaatteessa polynomin voisi laskea suoraan kaavalla (4.8), mutta tehokkaampi menetelmé on
ns. Nevillen algoritmi.

Olkoon P, nolla-asteisen, pisteen (X;,Y,) kautta kulkevan polynomin arvo pisteessd X eli
P, = y,. Samalla tavoin mééritelliéin polynomit P,, P5, ..., Py.

Olkoon nyt P, yksi-asteisen, pisteiden (X, Y;) ja (X,,Y,) kautta kulkevan polynomin arvo
pisteessd X. Samoin médritellddn P,3, Py, ..., P(N “I)N- Edelleen miiritelldédn korkeampias-
teisia polynomeja, kunnes péistdidn polynomiin P,; |, joka on haluamamme interpolointi-
polynomi.

P :t voidaan kirjoittaa taulukkoon, jossa vasemmalla olevat ‘esi-isdt’ johtavat yhteiseen ‘jélke-
ldgiseen’ eli haluttuun polynomiin. Esim. N = 3:
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4.9)

Nevillen algoritmi tayttdd ylldolevaa taulukkoa vasemmalta oikealle, yksi sarake kerrallaan. Se
perustuu rekursiokaavaan ‘vanhempien’ ja niiden jélkeldisten vililli:

Piti1)...(i+m) . (4.10)

_ (X=X +m)Pi(i +1)..(i+m-1) 1 (x - X)P(i +1)...(i+m)
Xi=Xi+m

Téma rekursio toimii, koska vanhempipolynomeilla on samat arvot pisteissd X; . ;... X ;. m_1 -

Nevillen algoritmi perustuu Aitkenin lemmaan (hieman erilaiset merkinnit verrattuna edella-
esitettyyn):
Olkoon P (X) (n—1)-asteinen Lagrangen polynomi, joka toteuttaa ehdot

P(X) =y,i=1..,n. 4.11)

Vastaavasti P, ,, (X) on (n—1) -asteinen Lagrangen polynomi ja toteuttaa ehdot

Py ne1O6) = Vini = 2,,n+1. (4.12)

T&lldin pistejoukossa (X, ¥;), i = 1, ...,n+ 1 muodostettu polynomi P, \, {(X) saa-

daan kaavasta

(X=X)P5 14 10 = (X=X, 1)P1,(X)

Xne1— %X

Pine1(® = (4.13)

Témihin on triviaalisti tosi, silld P, . ;(X) on n-asteinen polynomi, joka toteuttaa

etht P1’n+1(xl) = yl’l = 1, ,n+1.
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Hieman parempi tapa kuin laskea polynomin arvo suoraan kaavalla (4.10) on kdyttdi erotuksia

Cm,i = Pi...(i+m)_Pi...(i+m71)
Dii = Pi +m~Pis1)..+m) - (4.14)

Niille erotuksille on helppo johtaa rekursiokaavat (4.10):n avulla:

_ (Xi+m+1_x)(cm,i+1_Dm,i)

D

meLi T Xi—Xitm+1
X —X)(C .. =D
Cm+1 = ( i )( m,i+1 m,|) ' (4.15)
' Xi_xi+m+1

Tasolla m korjaukset C ja D saattavat polynomin astetta korkeammaksi. Lopullinen polynomi
P, n saadaan siis minkd tahansa Y; :n ja korjauksien C ja D summana, kun kuljetaan jotain
polkua puussa (4.9) vasemmalta oikealle.

NR:n rutiini pol i nt tekee tdmin asian.

4.3 Rationaalifunktiointer polointi

Usein pistejoukkoa tai funktiota ei ole mahdollista tyydyttdvisti interpoloida polynomilla.
Tama tarkoittaa sitd, ettd esimerkiksi polynomi heilahtelee rajusti pisteiden vililla.

Tamin voi aiheuttaa usein se, ettd interpoloitavalla funktiolla on singulariteetti; ei valttamitta
interpolointialueella eikd vilttamittd edes reaalilukuakselilla.

Tissé tapauksessa kannattaa kokeilla rationaalifunktiota polynomin sijaan.

Samaan tapaan kuin polynomin tapauksessa mdiiritelddn rationaalifunktio Ri(i £1).(i +m)
siten, ettd se kulkee pisteiden (X, Yi), ..., (Xi , m Vi + m) Kkautta:
P,(X)  pg+ P X+ ...+ p,xH!
R+t (em® = 50— = = (4.16)

QuX)  gy+ g X+ ... + X

Nevillen algoritmin tapaan voidaan johtaa rekursiokaava
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Risn)..i+m = Risn)..+m 4.17)
Riviy. i+m~Ri +m-1)
0 X=X Riv)y . i+m~—Ri (+m-1) 0_4

[k — x;

i+m Ris 1) tsm—Risn). i+m-n”
ja (4.15):n mukaiset korjaukset.

NR:n rutiini r at i nt tekee rationaalifunktiointerpoloinnin.

Alla pari esimerkkid siitd, mihin rationaalifunktiointerpolointi soveltuu paremmin kuin
polynomi-interpolointi.

10 -
sl ® Interp.pisteet |
— akup. funktio
. rationaalifunktio
efF \: e polynomi .

Kuva 4.3: Funktioiden 1/X ja —logX interpolointi rationaalifunktiolla ja polynomilla. Alkupe-
rdinen funktio ja rationaali-interpolointi eivit juuri eroa toisistaan.
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4.4 Splinifunktiot

Aikaisemmissa luvuissa koko datajoukkoa kiytettiin interpolaatiofunktion laskemiseen. Var-
sinkin polynomien tapauksissa pisteiden lukumaéérén (ja polynomin asteluvun) kasvaessa inter-
polointifunktio alkoi kéyttaytyd villisti. Téstd syystd on wusein edullista médrittdd
interpolointipolynomi tietylld alueella kdyttiden vain osaa pisteistd.

Splinifunktioksi kutsutaan tietyilld tasaisuusehdoilla yhteenliitetyistd palapolynomeista koos-
tuvaa funktiota. Olkoon meilld taas pistejoukko {x;,y;}, i = 1,...,N; lisdksi merkitdin
Y(X) =Y;, X; = a, Xy = b. n-asteiseksi spliniksi kutsutaan palapolynomia, jonka n—1
ensimmaistd derivaattaa ovat jatkuvia pisteissa X; .

Lineaarinen interpolaatio on ensimmadisen asteen splini:

A

y
(X1, ¥1)

(X4: Y4) (X6: Y6)

(%3, ¥,) (Xys) (X5, ¥s) (X7, ¥7)

x

Kuva 4.4: Lineaarinen interpolaatio

Yleisimmin kdytetty on kuitenkin kuutiosplini. Sen kédytt6d voidaan perustella ‘energian mini-
mointiominaisuudella’: Kaikista vililla [a, b] kahdesti jatkuvasti derivoituvista funktioista g,
jotka toteuttavat ehdot g(X) = Yy;, 9'(X)) = Y, 9(Xy) = Yy kuutiosplinilli S on pienin
‘taivutusenergia’ eli

I[g"(x)]zdt = J'[S'(X)]Zdt . (4.18)

Tarkastellaan yksittdistd vlid [ X i X4 1] . Lineaarinen interpolointi tilld vililld antaa tuloksen
y = Ay;+Byj, . (4.19)

missi
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B=1-A=_—_—"1 (4.20)

Solmupisteisséd X;, interpolointi (4.19) tuottaa epdjatkuvuuskohdan 1. derivaattaan ja lisdksi 2.
derivaatta on médrittelemiton. Nyt haluamme muuttaa interpolointia siten, ettd 2. derivaatta
jatkuva solmupisteissd. Olettakaamme, ettd kidytossda on funktion arvojen lisdksi myos sen 2.
derivaatan y" arvot solmupisteissd y"; .

Lisdtdan nyt (4.19):n oikealle puolelle kuutiotermi, jonka toinen derivaatta muuttuu lineaari-
sesti arvosta y'j arvoon y"j +1- Valitaan lisdksi timd termi siten, ettd sen arvo on solmupis-
teissd nolla, jolloin se ei hiiritse interpolointia.

Tamai voidaan saada aikaan seuraavalla muutoksella
y = AyJ + ByJ +1 + Cy"j + Dy"j +1 (4.21)

missd A ja B on médritelty yhtdlossi (4.20) ja

1

D = é(B3—B)(x X)? . (4.22)

j+17

Derivoimalla (4.21) kahdesti X:n suhteen voidaan tarkistaa, ettd toinen derivaatta y" todellakin
on jatkuva solmupisteissi ja lineaarinen nédiden vililla:

dy  Yi+1—Yj 3A2-1 )

A X, ok 6 i (4.23)
382_1 Al
e X )Y

d2

=AY HBY (4.24)

Oletimme, ettd toiset derivaatat on tunnettu. Nédinhin ei kdytdnnossi ole; tarvitsemme siis lisi-
ehtoja: 1. derivaattojen on oltava jatkuvia. Soveltamalla tidtd ehtoa yhtdloon (4.23) pystymme
laskemaan toiset derivaatat y" J- ja interpolointisplinin.

Eli asettamalla 1. derivaatta pisteessid X; laskettuna vilin [Xj e XJ-] splinilld samaksi kuin
vilin [Xj, X 4 1] splinilld laskettu saadaan N —2 yhtilod (] = 2, ..., N—-1):
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X: — X; X . =X X =X
] J=1 j+1 J=1 j+1 Jom
5 Vit 3 y'i+ e Vie1 (4.25)
_ YT YiTYia

X, =X X =X

Yhtdloryhmissda on N —2 yhtédlod, mutta N tuntematonta. Jotta ratkaisu olisi yksikésitteinen
tarvitaan vield kaksi lisdehtoa. Yleisesti kdytetddn kahta tapaa:

i. Asetetaan y"'; = Yy"\ = 0. Tistéd syntyvii splinejd kutsutaan ns. luonnollisiksi spli-

neiksi.

ii. Oletetaan 1. derivaatat alueen laidoilla tunnetuiksi: y'; = C;, Yy = Cy-

Yhtidloryhmi (4.25) on ns. tridiagonaalinen. Luonnollisten splinien tapauksessa se voidaan kir-
joittaa muotoon

1 0 - B _ _
h, u h, ! 0
h, u. h 2 V2
2 : . O .. |=1 .1, (4.26)
Y'NC1 VN-1
hy_o Uy hy oy " 0
Y'Nn L U
0 1 - -
missa
X, —Xi
h = (4.27)
X =X
u = |+13 i—1 (4.28)
ja
i1 Yig i~ Yi-ig (4.29)

W= O, —x0 Bg—x_,0

Edellamainitun kohdan ii. ehto saadaan yhtidloryhmain soveltamalla yhtédlod (4.23).
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Tridiagonaalisen yhtidlon ratkaiseminen on suoraviivainen tehtidvi. NR:n rutiini spl i ne tekee
timén. Sisddnmenoparametreina ovat pisteet (X;, Y;) seki lisdehtoina piitepisteiden 1. deri-
vaatat tai vaihtoehtoisesti asetetaan ndiden pisteiden 2. derivaatat nolliksi. Rutiini palauttaa toi-
set derivaatat y'";, joiden perusteella [kaava (4.21)] lasketaan rutiinilla Spl i nt splinin arvo
halutulla X:n arvolla.

Alla on esimerkkind samaan pistejoukkoon sovitettu erilaisia polynomeja ja kuutiosplineja.
Kuva havainnollistaa polynomi-interpoloinnin heikkouksia suurilla pisteméarilla.

16 F Pair potential for Al i
12} polynomi, N=8 |
—~ 08F i
‘%‘J’ lini, N=30
—~ 04F spini, V= i
E splini, N=59
00 F i
splini, N:15-
-04 F i
———
-08F | -
2 3 4 5 6 7
r(A)

Kuva 4.5: Polynomi- ja splini-interpolointi. Alkuperdinen data on palloina ja kuvaa kahden
alumiiniatomin keskindistd potentiaalienergiaa niiden etdisyyden funktiona.
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4.5 Kaksimuuttujaisen funktion inter polointi

Olkoon funktio y nyt riippuvainen kahdesta muuttujasta: y = Y(X;, X,). Data, jonka perus-
teella interpolointi tehddén on siis suorakulmaiseen hilaan asettuva pistejoukko
{yij, Xg'), X&J)} , 1 =1,...,m, j = 1,...,n. Tarkoituksena on tdmin perusteella laskea Y-
arvo jollekin pisteelle (X, X,) .
Merkitdin

ya(j, k) =yxla(j),x2a(k)). (4.30)

Ensin on tietysti 10ydettdvi se hilan suorakulmio, jossa piste sijaitsee:

xla(]j) sx,sxla(j+1)

x2a(k) sx,<x2a(k+1) . (4.31)
Merkitédén lisdksi 4 3
yl Eya(J ’ k) Gk+1) . (+1.k+1)
v,=ya(j +1, k) )
y;=ya(] +1. k+1)
y,=ya(], k+1) . 432) 1 2
(F9] (G+1.6
Bilineaarisella interpolaatiolla haluttu y-arvo saadaan seuraa-
vasti
‘= x,—x1a(] )
x1a(j +1) —x1a(])
L x-x2a(k) s
= X2a(k+1) —x2a(k) (+:33)
VX, %) = (1=-t)(1-u)y, +t(1-u)y, + tuy; + (1 —t)uy, (4.34)

Tamai on hiukan karkea menetelméd. NR:ssd on kerrottu lisdd, miten esimerkiksi voidaan kéyt-
tad kuutiosplinejd kaksiulotteisessa interpoloinnissa.
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5 Numeerinen integbointi
5.1 Yleista

Sdhkoopissa osoitetaan, ettd ympyranmuotoisen, I -sdteisen virtasilmukan | aiheuttama mag-
neettikentti etdisyydelld X ympyrin keskipisteestd on (0 < X<7T)

w?2
alr [ [1 - %‘gsm%x)}mde .
0

r2_x2

H(X) =

Kun tunnemme X:n, r:n ja | :n voimme laskea magneettikentdn. Tuo integraali vain on han-
kala ns. elliptinen integraali eikd se ratkea analyyttisesti. Se on integroitava numeerisesti.

Téassd kappaleessa perehdymme funktion numeeriseen integrointiin. Keskitymme ldhinni yksi-
ulotteisten integraalien laskemiseen.

Useampiulotteisten integraalien lakeminen on varsin hankalaa. Usein kdytetty menetelma
ndille on Monte Carlo -integrointi. Itseasiassa voidaan osoittaa, ettd kun integraalin dimensio
kasvaa yli neljin, kdyttaytyy Monte Carlo -menetelmén virhe mielyttivammin funktioevaluaa-
tioiden lukuméérin funktiona kuin konventionaalisten menetelmien.

5.2 Puolisuunnikassaanto

Tutkitaan méérattyd integraalia

b
| = [feodx. (5.1
a

Tadmihén on tietysti funktion f piirtimin kédyrén ja X -akselin viliin jadvi pinta-ala.

A f(X)
h
-4
N
X
L
a =X Xy X o XN b =Xy,

Kuva 5.1: Funktion f integraali.



54

Jaetaan vili [a, b] tasavilisiin pétkiin siten ettd

Xp = Xy+ih, i =0,1,...,N,N+1. (5.2)
Funktion f arvot pisteissd X; on tunnettu

f(x) = f;. (5.3)

Integraali (5.1) lasketaan yleensd summana osista, jotka muodostetaan yhdesti tai useammasta
osavilistd [X;, X; | ;]:

f f(x)dx. (5.4)

Mitd enemmin osavilejd otetaan mukaan, sitd korkeampiasteiselle polynomille tulos on
eksakti.

Yksinkertaisin mahdollinen on puolisuunnikassaanto

[ foodx = h%fl +%fzg+ o(h3f") . (5.5)

)

1

Kuva 5.2: Puolisuunnikassaianto.

Eli koko integraali tulee muotoon
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[\ Jn o

N
It =5 3 [fi+ i, ]+ 0h2 ) . (5.6)
i=0

{400+ fyy ]+ O 1)
1

1l
>
”MZ

Tuo integraalin virhe on tarkemmin
-1y = —%(b—a)hzf"(i) . Z0[ab] . (5.7)

Titd voidaan tietyissd tapauksissa kdyttdd arvioitaessa, miten pieni h:n tulee olla, jotta saavu-
tetaan haluttu tarkkuus integraalissa.

Esimerkki:
Kuinka monta pistettd tarvitaan, kun halutaan laskea integraali

1
J’e—xzdx (5.8)
0

. e . . . . 4
siten, ettd virhe on pienempi kuin 0.5%10 ~ ?

Yhtilon  (5.7) mukaan virhe on —(h2f"(0))/12 . Nyt f(X) = exp(-x?),
f'(x) = —2xexp(—x2) ja f"(X) = (4x2-2)exp(—x2).

Viilillid [0, 1] pitee |f"(X)| <2 eli virhe on enintiizin h2/6. Jotta virhe olisi vihemmiin kuin
0.5%x10 ° on oltava

éh2<0,5><1o‘4 ~ h<0.01732 .

Integrointipisteitd tarvitaan siis:

b- 1
h:—:——-)l’]:
-1 n-1

o))

+1 = 59 kappaletta.

S5
>l

Aina ei tietenkéin ole mahdollista arvioida f":n suuruutta integrointivélilla.

Kéytdnnossi virheen arviota ei yleensé tehdi télléd tavalla, vaan integraali lasketaan lisdamailla
aina integrointipisteitd ja tarkastelemalla integraalin arvon suppenemista.

Kaavasta (5.6) huomataan, ettd sithen on helppo liséti pisteiti siten, ettei jo laskettua informaa-
tiota hdvitetd. Eli integraali voidaan laskea iteroimalla: aloitetaan kdyttiméilld vain paitepis-
teitd ja jokaisella iteraatiokierroksella lisdtddn aikaisemmin kiytettyjen pisteiden véliin uusia
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pisteita.
° ® N-=1
° =2
® ® =3
° ° ° ° =4
° ° ® ° ° ® ° ° ®

Kuva 5.3: Integraalin iteratiivinen laskeminen
NR:n aliohjelma t r apz laskee integraalin perittiisid iteraatioita.

Puolisuunnikassdannon kdyttd sopii periaatteessa parhaiten funktioille, jotka eivit ole kovin
tasaisia.

5.3 Korkeamman lkertaluvun menetelmat

Ottamalla osavilin integraaliin (5.4) mukaan useampia pisteitd saadaan korkeamman kertalu-
vun menetelmii.

Esimerkiksi kolmen pisteen tapauksessa saadaan Simpsonin sddnto

X3
[ foodx = h[%fl +§f2+%f3}+0(h5f(4)) . (5.9)

X
Simpsonin sddntd voidaan johtaa seuraavasti:

Puolisuunnikassddnnossd f(X) oletettiin lineaariseksi integrointivélilld. Tédssad tapauksessa ole-
tetaan, ettd funktiota kuvaa hyvin 2. asteen polynomi pisteen X, ympéristossi:

2h?
+ O((x, — x)%)

f3_

f) = f,+ ———(X=X%,) + (X=%,)2 . (5.10)

(Témihin on Taylorin sarja X, :n ympéristdssd.) Tdmi voidaan helposti integroida:
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. N fo-2f,+f,
If(x)dx: I[f2+ T (X—x,) + S (x—xz)z}dx (5.11)
X X
h
fi— 1, fo-2f,+ 1,
= I[f2+ TR S x2} X

Summaamalla néité integraalinpétkid siten, etteivit ne mene toistensa kanssa péaillekkiin, saa-
daan koko integraalille lauseke

If(x)dx (5.12)

X

1. 4, 2. 4 2 4 |
:h[§f1+§f2+§f3+§f4+...+§fN_2+§fN_1+§fN}

Simpsonin menetelmidd ei voi aivan suoraan kdyttdd integraalin iteratiiviseen laskemiseen,
vaan tarvitsemme hieman aputuloksia.

Ns. Eulerin-Maclaurinin summakaava kertoo puolisuunnikassidéinnon virheen

XN
[ 000K = th1+f2+f3+...+fN_1+%fN} : (5.13)
X
B2 B, h2
_T(fN_fl)_ ..—(z—k)!—(f&%k_l)—fgzk—l))—...

missd B,, on Bernoullin luku. Térked#d on huomata, ettd vain h:n parilliset potenssit esiintyvit
kaavassa.

Oletetaan, ettd olemme laskeneet integraalille approksimaation Sy puolisuunnikassidénnolld
(5.6) kidyttden N :dd pistettd ja timén jélkeen approksimaation S,y 2N pisteelld. Ensimméinen
virhetermi S, :ssd on neljdsosa Sy :n virhetermistd. Kun laskemme néiden ‘painotetun keski-
arvon’

4 1
S = gSZN_gsN , (5.14)

huomaamme, ettd ensimméinen virhetermi ((B,h?)/2!)(f'y - f';) hdvidd. Niinollen S:n
virhe on O(h*) eli sama kuin Simpsonin menetelmilli. Itseasiassa kirjoittamalla auki yhtilo
(5.14), pdddytdin tdsmilleen Simpsonin sddntoon (5.12).
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NR:n rutiini gsi np laskee integraalin tdlld Simpsonin menetelmén variaatiolla.

5.4 Rombegin menetelma

Ylldesitetty proseduuri voidaan yleistid myods korkeamman asteen integrointimenetelmiin.
Perusidea on soveltaa puolisuunnikassiddntod perdkkdin K kertaa, jolloin ensimmiinen virhe-
termi kaavassa (5.13) on O(h2K) . Simpsonin menetelmille k = 2.

NR:n rutiini qr onb laskee integraalin halutulla arvolla kK (Rombergin menetelmi). Siihen
tutustutaan tarkemmin laskuharjoituksissa.

Rombergin menetelmé perustuu ns. Richardsonin ekstrapolointiin. Esitelldén se lyhyesti tissa.

Otetaan esimerkiksi numeerinen derivointi. Ensimmaiseksi tulee mieleen erotusosamairi

f(x+h)y—f(x)

f'(x) = h (5.15)
Miki on tamin kaavan virhe? Kdytetddan Taylorin teoreemaa:

f(x+h) = f(x)+hf'th) + %hzf”(ﬁ) , & O [x x+h] (5.16)
eli

f'(x) = w - %hf”(ﬁ) . (5.17)

Virhe tdssé on siis O(h). Haluamme yleensi kuitenkin virheen, joka pienenee nopeammin h:n
funktiona.

Katsotaanpa seuraavia Taylorin sarjoja

D (x+h) = 09+ hf'(9+ %hzf”(x) + %h3f'"(x) + %h“f(“)(x) .
5 ' ' ' (5.18)
Jf(x—h) = f0—hfi0 + Zl!hzf"(x) _ %h3f'"(x) + %h“f(“)(x) .

Vihentdmalla ne toisistaan saadaan
f(x+h) - f(x=h) = 2hf'x) + %h3f'"(x) + %h5f(5)(x) + .. (5.19)

eli saamme approksimaation derivaatalle
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_ _ 2 4
fi(x) = f(x+h)2hf(x h)—%f”’(x)—%f(“)(x)—... . (5.20)
tai
Fi(x) = f(x+h)- f(x-h) . (5.21)

2h
Tiamén virhe on O(h?).

Taylorin teoreeman antamassa muodossa nuo sarjat olisivat muotoa

D (x+ h) f(x)+hf'(x)+%hzf"(x)+éh3f"'(él)
0 (5.22)
Jf(x—hy f(x)—hf'(x)+%hzf”(x)—éh3f'"(52)

ja vihennys antaa tuloksen

v _ T = fix=hy  h2rf"@p) + "€y
fi(x) = i - [ ; } . (5.23)
Tassd taas &, U [X, X+ h] ja &, O [X—h, x]. Voimme yksinkertaistaa timén muotoon
' _ f(X+h)_f(X_h)_h_2 m
fo0 = S =@ . (5:24)
missd & 0 [x-h, x+ h].
Voimme kirjoittaa (5.20):n muotoon
f'(x) = fx+ - Tx=h a,h? +a,h*+ahd+ ..., (5.25)

2h

missd & riippuvat vain f:sté ja X:sti, eivit h:sta. Tdhédn perustuu Richardsonin ekstrapolointi.

Méiritelldsn funktio @ seuraavasti (f ja X kiinteitd)

ah) = f(x+ h)z—hf(x—h) ' (5.26)

Se on siis approksimaatio f'(X):lle ja sen virhe on O(h?) . PAimiirini on laskea raja-arvo

lim @h) = f'(x) . (5.27)
h-0
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Voimme siis laskea @:n mille hyvinsi sarjalle h, ja kéyttdd niitd derivaatan approksimaati-
oina. Fiksumpaa on kuitenkin laskea @ jollekin sarjalle kédyttden aina edellisté tulosta hyvéksi.

Oletetaan, ettd olemme laskeneet approksimaatiot @(h) ja @h/2). Kaavan (5.25) mukaan
@h) = f'(x) —a,h?>-a,h*-a.h® -

) (5.28)
Q)_fw %mﬁ %gg %gg

Vihennetddn alempi yhtalo 4:114 kerrottuna ylemmasta:

h 3 15
(p(h)—4(p(§) = —3f(x)—4—ta4h4 16a6h6 , (5.29)
josta saadaan edelleen
h, 17 h \ 1 5
90 + g[(p(i) _ (p(h)} = 100+ za,ht+ Zaght+ ... (5.30)

Ja, hokkus-pokkus, vain lisddamalld termin (1/3)[@h/2) — @h)] @(h/2):een olemme saaneet
tarkemman arvion derivaatalle f'. Voimme jatkaa titd proseduuria poistamalla aina yhi korke-
ampiasteisia virhetermeja. Tétd kutsutaan Richardsonin ekstrapoloinniksi (RE). (Ekstrapoloin-
tia mielessi h - 0.)

Yleisemmin RE tapahtuu seuraavasti: Olkoon @ funktio, jolle pitee

@h) = L- z a,, h?k . (5.31)
=1

Kertoimia a,, ei tunneta. Tarkoituksena on approksimoida suuretta L kéyttden funktiota @ eli
halutaan laskea raja-arvo L = lim,  ,@(X).

Valitaan h:lle jokin arvo ja lasketaan luvut
h
D(n, 1) = (p(z—n), n=12... (5.32)

Yhtilon (5.31) mukaan

_ - gh X
D(n,1) = L+ 2 Ak, I)EE]D , (5.33)
missd A(k, 1) = —a,,.. Luvut D(n, 1) antavat karkean arvion haluamallemme suureelle L .

Tarkempi arvio saadaan RE:1la:
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m

D(n,m+1) = D(n, m) —

D(n-1,m) . 5.34
V" 7 ) (5.34)

Voidaan osoittaa, ettd suureille D(n, m) pétee seuraava kaava

* k
D(n,m) = L+ z Ak, m)%z—hng2 . (5.35)
k

=m

Olennaista on, ettd summaus K:n yli alkaa termistd m, jolloin ensimméinen virhetermi on

O(h2m) .

Luvut D(n, m) voidaan jirjestdd kolmioon kuvan mukaisesti.

D(1, 1)

D2, 1) D(2,2)

D@3, 1) D@3, 2) D@3, 3) (5.36)
D(N, 1) D(N, 2) D(N, 3) D(N, N)

Kéaytdannossd approksimaation laskeminen tapahtuu seuraavasti:
i. Kirjoita aliohjelma funktiolle @ .
ii. Valitse sopivat arvot suureille N ja h.
iii. Laske D(i, 1) = @(h/2"),i = 1,2,...,N.

iv. Laske D@, j + 1) = D, j) + (41 = 1)"'[DG, )~=DGi-1,))] , 1<j<i—1<N-1.

Miten téstd padstddn Rombergin menetelméidn?

Muodostetaan sarja lukuja R(n, m), jotka ovat approksimaatioita integraalille IZ f(x)dx.

R(1, 1)

R2, 1) R(2,2)

R3, 1) R(3,2) R(3, 3) . (5.37)
RN, 1) RN, 2) R(N, 3) R(N, N)

Ensimmiinen sarake sisdltdd puolisuunnikassddnnolld lasketut approksimaatiot: R(n+ 1, 1)
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on laskettu kdyttden 2" integrointivilid. Eli ensimméinen on
R, 1) = %(b—a)[f(a)+ f(b)] . (5.38)

Toinen termi saadaan soveltamalla puolisuunnikassddntod kahdesti:

R2, 1) = —(b a)[f(a)+f(w)} —(b— )[f(@) f(b)} (5.39)

= -(b a)[f(a + f(b)] + = (b a)f(ﬂ)

- —R(l += (b a)f(w)

Yleisesti voidaan todistaa rekursiokaava

2n—l
Rn+1,1) = —R(n +h Z fa+ (2k—1Dh) , (5.40)
=1

missi h = (b-a)/2"jan>1.
Mentiessi seuraaviin sarakkeisiin saadaan luvut R rekursiokaavan avulla

Rn+1,m+1) = R(n+1,m)+4m1 1[R(n+1,m)—R(n, m)] . (5.41)
Esimerkiksi, jos R(5,3) = 8 jaR4,3) = 1, mitdon R(5,4)?

RG5,4) = R, 3)+—[R(5 3)- R4, 3)] = 8+—(8—1) =gl

O

Kaava (5.41) voidaan perustella edelldesitettyyn Richardsonin ekstrapolointiin ja puolisuunni-
kassdinnon virheeseen (5.13) perustuen. Kaavan (5.13) voimme kirjoittaa muodossa (2"~!
integrointijakovilid)

b
J’f(x)dx = R(n, 1) + a,h? +a,h* +a,h® + ..., (5.42)

missi h = (a-b)/2"-1 | R(n, 1) puolisuunnikassidinnn antama arvio integraalille. Ker-
toimet &, riippuvat funktiosta f, mutta eivit jakovilistd h. Puolittamalla jakovili (eli
h - h/2 jan - n+ 1) saadaan
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b

If(x)dx =RnN+1,1)+- a h2+—

L Laght ... . (5.43)

a4h4+64

Vihentdmailld 4 X[yhtdlo (5.43)] yhtélostid (5.42) saadaan

b
1 5
J’f(x)dx = Rn+1,2) _Za4h4 16a6h6 , (5.44)
missi
Rn+1,2) = Rn+1,1)+ %[R(n+ I, )-R(n, 1] . (5.45)

Tama oli siis tapaus M = 1 rekursiokaavassa (5.41). Tédstéd voidaan jatkaa tapaukseen m = 2,
soveltamalla kaavaa (5.44) hieman muutettuna (N+ 1 — n; h - 2h) ja vdhentdmalld tima
yhtilosti (5.44) siten, ettd termi h* hiviii:

b

J’f(x)dx = RN+ 1, 3)——a6h6—25—a8h8 , (5.46)

missi
Rn+1,3) = Rn+1,2)+ —[R(n +1,2)-R(n,2)] , . (5.47)

Rekursiokaava (5.41) arvolla m = 2 antaa timin saman tuloksen. Eli rekursiokaava nayttaa
pitevin (emme sitd tdssi todista...).
Niilld eviilld voimme helposti kirjoittaa algoritmin Rombergin integrointimenetelmaélle.

1. Aluksi lasketaan 1. sarake. Sen ensimmainen termi on
R(1,1) = (1/2)(b-a)[f(a) — f(b)] . Loput termit lasketaan kaavalla (5.40).

ii. Seuraavat sarakkeet lasketaan edellisisti kédyttden rekursiokaavaa (5.41).
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e)=@2)

DG NI

()= (2> (@)~

B1)>(52)= (53)= (64> (69)

Kuva 5.4: Termien R(n, m) keskindinen riippuvuus.

Termejd voi tietysti laskea my0s sarake kerrallaan. Jos halutaan tulokselle jokin tietty tarkkuus,
voidaan tarkastella perdkkiisten termien erotusta ja laskea termejd niin pitkille, ettd erotus
menee tarpeeksi pieneksi.

NR:n rutiini qr onb ei laske integraalia tismalleen télld tavalla, vaan apuna kiytetddn integraa-
lin polynomi-ekstrapolointia h:na arvolle nolla.

Eli kirjoitamme integraalin muodossa

b
J’f(x)dx = a,+a,h?+ah*+aht+ ..., (5.48)
a

Arvio integraalille on siis h:n funktio:

b
J’f(x)dx =D(h) (5.49)
a

ja haluamamme tulos on raja-arvo

hliinOD(h) = aq, . (5.50)

Ideana on laskea integraali usealla h:n arvolla (kuten edellidkin) ja polynomi-ekstrapoloinnilla
arvioida tuota raja-arvoa.
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Niilld eviilld NR:n aliohjelman qr onb periaatteen pitéisi aueta. Aliohjelman kutsu on muo-
toa:

float gronb(float (*func)(float), float a, float b)

5.5 Gaussin kvadratuurit

Edelldesitetyissd menetelmissi integraali laskettiin tasaisesti jakautuneista pisteiden f-arvoista
painottamalla niitd sopivasti. Mitd enemmén sallimme vapausasteita ndiden kertoimien méaa-
radmisessd, sitd korkeamman kertaluvun menetelmiin pééstiin.

Gaussin kvadratuurin idea on sallia noiden pisteiden valinta optimaalisella tavalla. ‘Vapausas-
teiden’ lukumaéira kahdentuu ja periaatteessa menetelmén kertaluku on kaksinkertainen edellé-
mainittujen menetelmiin samalla funktioevaluaatioiden lukumaéaralla.

Tédytyy tietysti aina muistaa, ettid korkea kertaluku ei aina takaa suurta tarkkuutta. Integroitavan
funktion on oltava enemmin tai vdhemmaén tasainen, jotta piédstddn suureen tarkkuuteen.

Voidaan osoittaa, ettd pisteiden paikkojen vapauttaminen yleistdd edelldesitettyjen menetel-
mien ominaisuutta, jonka mukaan tietyn kertaluvun menetelma on tarkka saman kertaluvun
polynomille.

Gaussin kvadratuurissa voimme valita pisteiden paikat ja niiden painot siten, ettd menetelmi
antaa tarkan integraalin funktiolle (polynomi)x(jokin tunnettu funktio W(X) ). Eli tarkemmin
sanoen

b N

J'W(x)f(x)dx= z ij(xj) (5.51)

A .

=1

on tarkka, jos f(X) on polynomi. Funktion W(X) avulla voidaan poistaa integrandista singu-
lariteetteja.

Esimerkiksi integraalia

exp (—cos2X) dx

J' (5.52)
o ANL=x
laskiessa kannattaisi valita funktio W seuraavasti
1
W(KX) = —— . (5.53)

A1 =x2

Painofunktion ei tarvitse olla eksplisiittisesti ndkyvissd: merkitddn g(x) = W(X) f(X) ja

v; = Wj/W(Xj) , jolloin (5.51) tulee muotoon
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b N

J'g(x)dx = Z Vig(x;) . (5.54)
a j=1

Ongelmana on tietysti pisteiden paikkojen ja painojen valinta. Yksi tapa kdyttdd menetelmid
on etsid taulukkokirjoista tietyille painofunktioille lasketut pisteiden paikat ja painot ja kiyttdi
yhtélod (5.51) integraalin laskemiseen.

Koska Gaussin kvadratuuria kdyttdmalld voidaan padstd paljon vdhemmalld laskemisella!,
kdydddn hieman tarkemmin ldpi timéd menetelma.

Otetaan yksinkertainen esimerkki: integraali vililld [0, 1], kun painofunktio W(x) = 1.
1 N
If(x)dxz Z ij(xj) ) (5.55)
e i=1
On médrittavd painot W; ja solmupisteet X; valitaan siten, ettd virhe
1 N
En(f) = J’ f(x)dx — z w; f(xj) (5.56)
) i=1
on nolla mahdollisimman suuriasteiselle polynomille. Huomaa, ettd painokertoimet ja solmu-

pisteet riippuvat myos luvusta N: Wj N Xj, N - Jatetddn tuo toinen indeksi kuitenkin merkitse-
mittd. Ensinnékin pitee

En@y+a X+ ... +a,x™ : (5.57)
= ayEN(D) +a,Ey(X) + ... + &, En(X™)

Siten Ey(f) = 0 jokaiselle alle m+ 1 -asteiselle polynomille ainoastaan, jos
EyX)=0,i=0,1,...,m. (5.58)
Olkoon N = 1. Tilloin meilld on kaksi parametria W, ja X, , joilta vaaditaan

En(1) = 0, ENO = 0 .

Eli toisin sanoen

1. Siis tietokone voi péésti....
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1 1
J’ldx—w1 =0, J’xdx—wlx1 =0
-1 -1

- W, =2,% =0

Eli

1
I f(x)dx=2f(0) .

-1

Olkoon N = 2. Parametreja on nyt nelja: W, , W,, X; ja X, . Ndmé voidaan ratkaista, kun kir-
joitetaan ehto (5.58) i :n arvoon 3 saakka:

1
Ey(X) = J’xidx—[wlxi1 +w,Xxh] = 0,i=0,1,2,3
S

eli
O w+w, =
Ewlx1 +W,X, =

A, w,x3 =
W XT + Wy X5 =

|
O WIN O N

3 3 _

O

Ratkaisu on

S
e
2/
-4
O 3
szzé
[l

Eli integraalin approksimaatio on
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1

J’f(x)dx: f(—?ﬂ f(? .
-1

Tamidn approksimaation kertaluku on kolme. Simpsonin sddnnolld saadaan sama tarkkuus
kiyttden kolmea pistetta.

Mielivaltaisen N:n tapauksessa parametreja on 2N, ja ne voidaan ratkaista vaatimalla, ettéd
(5.55) antaa tarkan arvon integraalille polynomeille, joiden asteluku on 2N — 1. Yhtdlot ovat
siis

EyX) =0,i=0,1,2..2N-1 (5.59)
tai

N Eo,i:I,S,S,...,ZN—l

S wixjp =02 (5.60)

& %ﬁ,|=o,2,4,...,2N—2

Niiden yhtédloiden ratkaiseminen ei tdssd muodossa ole helppo tehtdvéd, vaan parametrien méa-
rittdmiseen kdytetdin yleensd muita menetelmii.

Useimmiten ne perustuvat ortogonaalisiin polynomeihin. Niistd todennédkdoisesti puhumme
myohemmin enemmaén, mutta kdydddn nyt lyhyesti ldpi timd menetelma.

Olkoon tarkasteltava vili [a, b] . Midritellddn kahden funktion sisétulo télld vililld ja kdyttden
painofunktiota W(X)

b
O |gDEIW(x) f(X)g(x)dx . (5.61)
a
Kaksi funktiota ovat ortogonaaliset, jos
[flgh= 0, (5.62)
ja funktio on normitettu, jos
F|fO= 1. (5.63)

Funktiojoukkoa, jonka jédsenet ovat keskendin ortogonaalisia ja jotka ovat normitettuja, kutsu-
taan ortonormaaliksi.

On olemassa algoritmi, jolla pystytddn konstruoimaan polynomijoukko, jossa on tdsmilleen
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yksi polynomi asteluvulla j, P;(X), j =0,1,2, ... jajotka ovat keskendén ortogonaalisia tie-
tylld painofunktiolla W(X) . Algoritmi on seuraavanlainen:

Lp(X)=0 ;5 pyx) =1

ii. pj+1(X) = (x—aj)pj(x)—bjpj_l(x) .1 =0,1,2,...,

missd
Xpi|p;C
a = PilP; ,j=0,1,2,...
[pjlp;U
b= PP s
S JIR I

Niiden polynomien korkeimman asteen termin kerroin on aina ykkonen. Polynomit saadaan
kuitenkin haluttaessa normitettua jakamalla ne termilld [ 0p;|p;0'/2.

Jokaisella polynomilla p;(x) on vililld [a, b] tdsmélleen | erillistd nollakohtaa. Liséksi
polynomien P;(X) jap j+1% nollakohdat osuvat lomittain: kahden jalkimméiisen polynomin
nollakohdan vilissd on aina tdsmélleen yksi edellisen nollakohta.

Gaussin kvadratuuriin ndmi asiat liittyvit seuraavasti: Ortogonaalisten polynomien (painolla
W(x) ) nollakohdat ovat juuri nuo Gaussin kvadratuurin solmupisteet kaavassa (5.51) (samalla
painolla W(X) ). Todistus sivuutetaan. Halukkaat voivat katsoa sen alan kirj allisuudesta'.

Painokertoimet W; saadaan yhtildistd

L Po(X)) + Wy Py(Xy) + .. + Wy Py(Xy) = J’ZW(X) P dx

PLX) W, P (X)) + ...+ Wiy Py(Xy) = J’ZW(x)pl(x)dx (5.64)

DEDEDDEDDE

P 1K)+ Wo Py () + o+ Wy Py () = J’ZW(X) P 100 dX

Huomaa, etd  [WOOP;0)dx = 0, kun j>0, koska Py(x) on vakio ja polynomit
p j(X) ovat ortogonaalisia.

Voidaan vield osoittaa, ettd néilld solmupisteilld ja painokertoimilla my6s seuraavat polynomit
PX) k=N,N+1,...,2N -1 integroidaan tarkasti kaavalla (5.51).

Useinkaan ei kiytetd yhtdloryhmii (5.64) kertoimien méérittimiseen, vaan ne lasketaan kaa-
vasta (ks. viite 1., s. 69)

1. Esimerkiksi K. E. Atkinson, An Introduction to Numerical Analysis, (John-Wiley & Sons, 1989), 2. lai-
tos, kappale 5.3,
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_ PN —lPn - O
J pN_l(Xj)p'N(Xj) .

(5.65)

Gaussin kvadratuurin laskemisessa on siis kolme vaihetta:
1. Ortogonaalisten polynomien generointi sivun 69 algoritmilla.
ii. Polynomien nollakohtien miirittaminen.
iii. Painokertoimien méérittdminen.

Kirjallisuudesta 10ytyy joillekin usein esiintyville painofunktioille taulukoituna solmupisteitéd
ja painokertoimia. N&itd ovat mm.

Gauss-Legendre:

W) =1
1<x<1 , (5.66)

Gauss-Tsebysev:

) (5.67)

Gauss-Laguerre:

W(X) = x%eX
0<Xx<o , (5.68)

(J+DL = (x+2j+a+ LY - (j+ )Ly,

Gauss-Hermite:

W) = e*
—0 <X <00 j (5.69)

Gauss-Jacobi:
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W(x) = (1-x)%(1+x)P
~1<x<1 : (5.70)

missi kertoimet Cj d P> € ja fj saadaan kaavoilla

=2(j+1)(j+a+B+1)2j+a+p)
j+a+p+1)(a2-p?)

= Q2j+a+B)2j+a+B+1)2j+a+p+2)
=2(j+a)(j+B)(2j+a+PB+2)

: (5.71)

c
d.
e
f
Vastaavat NR:n rutiinit ovat gaul eg, gaul ag, gauher, gauj ac.

Tsebysevin polynomeille ei erillisté rutiinia tarvita, silld solmupisteet ja painot saadaan yksin-
kertaisista kaavoista:

”%‘%D

(5.72)

Kun solmupisteet ja painokertoimet ovat tiedossa, itse integraalin arvo sitten lasketaan yksin-
kertaisesti

b N

J’f(x)dx = Z w;, f(x) . (5.73)
a

i=1

Integrointirajat voidaan tietysti muuttaa muuttujan vaihdolla (esim. [-1, 1] - [a, b]).
Alla esimerkkind NR:n rutiinilla gaul eg lasketut Gauss-Legendren kvadratuurin solmupis-
teet ja painot.
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Gauss-L egendre -kvadratuuri
N=2,...,10
10} o o .
08 4
2 06} -
ol /\ _
02} .
0.0 1 1 1 1 1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Kuva 5.5: Gauss-Legendre -kvadratuurin solmupisteet ja painot kertaluvun arvoilla
N =23 ..,10.

Gaussin kvadratuurin virhettd voidaan karkeasti arvioida laskemalla perdkkiisten (solmupis-
teitd N ja N + n, missd n = 2 esimerkiksi) summien erotusta.

Gaussin kvadratuurin miinuspuoli on se, ettd seuraavalla iteraatiokierroksella (solmupisteitid
yksi enemmiin) ei voida kdyttdd hyviksi edellisen kierroksen tuloksia. On kehitetty menetel-
mii, joissa tit haittaa ei ole. Toisaalta, useimmiten Gaussin kvadratuuri on niin tehokas mene-
telmi, ettd tdstd ei ole kdytdnnossi haittaa.

Seuraavalla sivulla on lopuksi verrattu eri menetelmillé laskettuna integraalia

TT
J’eXcos xdx =
0

71T
€+ 1) © 12070346



Tabbe 5.1 Trapezoidal rube for evalsating (5 1.11)
" v i Fatio E,
2 - 1T 385150 531 Ty 40
4 = 13336023 1 i 13
& - 11382162 I3 =1 hos LI0E < 1
16 — 17145004 TIE -2 &00 TR = 2
12 ~ 120859742 LR = 2 "m LWE = 2
£ - 12075154 L85E - 3 ey 4H5E - 3
138 - 12071558 LNE =% £ 1B -3
136 = 11070449 FOIE = 4 s IE -4
A2 = 120712 T5TE ~ 5 it TITE = §
Tl
Table 5.1 Simpson's role for evaluating (5.1.11)
" I, E, Hatie £,
2 = 11552305534 —4TE -1 - ~1.63
4 = 1 9540840198 —85E =1 i ~L0E -1
£ ~ 13 0G4TIEITL ~6.14E — 3 o ~§38E - 3
14 = 120689513233 = 1956 — 4 rod -199E — 4
n = 12034561 ~149E - 5 n{n —249E - §
4 = 12070447509 ~LME - & i ~L56E - &
128 — 12,0706 51 ~97IE - & -4TE-§
Table 5.17  Example of Romberg integration
k Modes &l Teror
L) 2 — 34, TTR31BGEOS 2ITE 1]
1 i ~ 1159283955342 ~ 4785 — 1
P 5 — 1200108431754 —593E - 2
1 9 — 1202041 287 TAIE - §
4 i) — L2004 720873 WIE - 7
5 13 — 1207034511632 —6482E - 11
6 &35 — 1207034611639 < SO0E - 12
Table 5,11 Gaossinn quadrature
for (5.1.11)
n L =
2 — 123362 1046570 LE6E - |
3 —~ 1212742045017 STIE -2
4 — 120701554029 —L57E ~ 4
b4 — 1207032851582 ~LTE —5
[ —12.070346331 10 I47E- &
7 — 120704631753 LI4E ~ o
& —~ 1207034631630 —425E - 13
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Edelld olemme puhuneet vain yleisesti funktion integroinnista. Usein funktio on esimerkiksi
mittaus- tai simulaatiodataa, jolle ei tiedetd funktionaalista muotoa.

Tilloin integrointi on parasta tehdd laskemalla datajoukolle interpolointifunktio (polynomi tai
kuutiosplini) ja integroimalla tdmi funktio.

Jos taas datassa on kohinaa, ei kannata sovittaa funktiota meneméén pisteiden kautta, vaan on
kédytettdvd jonkinlaista datan tasoitusta. Tami taas datan sovitukseen liittyvd tehtdvi, josta
puhumme tuonnempana.

5.6 Moniulotteiset integraalit

Moniulotteisten integraalien laskeminen on hieman hankala tehtivd. Ensinnédkin funktion
arvon laskujen lukumééra voi nopeasti nousta hyvin suureksi. Toiseksi integrointialue voi olla
hyvinkin monimutkainen.

Jotkut moniulotteiset integraalit pystytddn redusoimaan yksiulotteisiksi. Esimerkiksi ns. ite-
roidut integraalit voidaan lausua yksiulotteisina:

ST 5

x 1 2 X
1 n
{dtn{dtn_l...‘([dtzi'f(t])dtl - m{(x—t) byt . (5.74)

Jos integrointialue on monimutkainen ja integrandi taas tasainen on Monte Carlo -menetelma
varteenotettava vaihtoehto. Siitd puhumme myShemmin.

Jos alue on suhteellisen yksinkertainen ja integrandi tasainen, voidaan kiyttdd peridkkdisid
yksiulotteisia integraaleja. Kolmiulotteinen integraali tulee nyt muotoon:

| = Iﬂdxdydxf(x, Y, 2) . (5.75)

X Yo(X) (X Y)
= J’de’ dy I dzf(x,y, 2)
X Yi® (%)

Esimerkiksi funktion f integrointi yli yksikkoympyrén on

1 J1=x2
Idx I dyf(x,y) . (5.76)
-1 _f1-x
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Merkitddn kaavan (5.75) sisintd integraalia G(X, y) :114

ZZ(Xl y)
G(x Yy = J’ dzf(x,y, 2 (5.77)
Zi(X, y)
ja sen integraalia H(X) :1la
Y2(X)
H(x) = J' G(x, y)dy . (5.78)
yi(X)

Lopullinen tulos on timén integraali yli vilin [X;, X,]

| = J’H(x)dx. (5.79)

X

A .
y
L & L > o
L L L C\ > ¢
sisempi integrointi
°® ® °® > ¢ %
@)
0
® ° ® > & C
Q
& & & & > ¢ g
\ / >
@ @ L ./ > @
—0—o—0o—o > ¢
> X

Kuva 5.6: Kaksiulotteinen integrointi.

C-kielelld tdmén voisi toteuttaa seuraavasti. Olkoon aliohjelma qgaus rutiini, joka laskee
yhden muuttujan funktion integraalin halutulla vélilld. Tadssd esimerkissd kidytetdin kymme-
nenpisteen Gauss-Legendere-kvadratuuria:



f
{

}

| oat qgaus(float (*func)(float), float a, float

int j;

float xr,xmdx,s;

static float x[]={0.0,0.1488743389, 0. 4333953941,
0. 6794095682, 0. 8650633666, 0. 9739065285} ;

static float w]={0.0,0.2955242247, 0. 2692667193,
0. 2190863625, 0. 1494513491, 0. 0666713443} ;

xm=0. 5* (b+a) ;
xr=0.5*(b-a);
s=0;
for (j=1;j<=5;j++) {
dx=xr*x[j];
s += W j]*((*func) (xmtdx) +(*func) (xm dx));
}

return s *= Xxr;

b)

76
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Itse 3d-integrointirutiini on quad3d (integroitava funktio on f unc):

static float xsav,ysav;
static float (*nrfunc)(float,float,float);

fl oat quad3d(float (*func)(float, float, float), float x1,
fl oat x2)
{
fl oat qgaus(float (*func)(float), float a, float b);
float f1(float x);

nr f unc=f unc;
return qgaus(fil, x1, x2);

}
float f1(float x)
{
fl oat qgaus(float (*func)(float), float a, float b);
float f2(float y);
float yyl(float),yy2(float);
Xsav=x;
return qgaus(f2,yyl(x),yy2(x));
}
float f2(float vy)
{
fl oat qgaus(float (*func)(float), float a, float b);
float f3(float z);
float z1(float,float),z2(float,float);
ysav=y,
return qgaus(f3,z1(xsav,y), z2(xsav,Vy));
}
float f3(float 2z)
{

return (*nrfunc)(xsav, ysav, z);

}
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Ja alla pddohjelma, joka kayttdi titd rutiinia:

/

* Driver for routine quad3d */

#i ncl ude <stdi o. h>
#i ncl ude <nmat h. h>
#def i ne NRANSI

#i ncl ude “nr.h”
#define Pl 3.1415927
#defi ne NVAL 10

static float xnmx;

f
{

}
f

{

}
f

{

}
f

{
}
f
{

}
i

{

}

| oat func(float x,float y,float z)

return x*x+y*y+z*z,
| oat z1(float x,float y)

return (float) -sqgrt(xmax*xmax-Xx*x-y*y);
| oat z2(float x,float vy)

return (float) sqrt(xmax*xmax-Xx*x-y*y);
| oat yyl(float x)

return (float) -sgrt(xmax*xmax-x*x);
| oat yy2(float x)

return (float) sqrt(xmax*xmax-x*x);

nt mai n(voi d)

int i:
float xmn, s;

printf(“lIntegral of r~2 over a spherical volune\n\n”);
printf(“%3s %0s %1s\n”,"radi us”,” QUJAD3D", " Actual ") ;
for (i=1;i<=NVAL;i++) {

xmax=0. 1*i ;

Xmn = -xXnax;

s=quad3d(func, xm n, xmax) ;

printf(“9d2. 2f 9%42.6f %1.6f\n",

xmax, s, 4. 0* Pl *pow xmax, 5. 0)/5.0);
}

return O;
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Tiami ohjelma laskee funktion f(X,y,2) = r2 (r = Jx%+ Y2+ Z2) integraalin yli kolmiulot-
teisen R-siiteisen pallon. Tarkka arvo on (4/5)TIR>.

Kiainnos ja ajo:

3d> cc -0 xquad3d xquad3d.c quad3d.c qgaus.c -Im
xquad3d. c:
cc: Error: nr.h, line 157: In this declaration, the type of “erff” is not
conpatible with the type of a previous declaration of “erff” at line
number 272 in file /usr/include/ math. h.
float erff(float x);

N
cc: Error: nr.h, line 423: In this declaration, the type of “select” is
not conpatible with the type of a previous declaration of “select” at line
nunber 231 in file /usr/includel/sys/select.h.
float select(unsigned long k, unsigned long n, float arr[]);

N
quad3d. c:
ggaus. c:
3d>

Kéidnnos tehtiin Digitalin Alphassa. Ongelmana oli se, ettd symbolit er f f ja sel ect on jo
systeemin puolesta miiritelty. Ratkaisu on kommentoida nédiden symboleiden méérittelyt pois
tiedostosta nr . h.

3d> cc -0 xquad3d xquad3d.c quad3d.c qgaus.c -Im
xquad3d. c:

quad3d. c:

ggaus. c:

3d> xquad3d

Integral of r”~2 over a spherical volune

radi us QUAD3D Act ua
0.10 0. 000025 0. 000025
0. 20 0. 000805 0. 000804
0. 30 0. 006112 0. 006107
0. 40 0. 025756 0. 025736
0.50 0. 078601 0. 078540
0. 60 0. 195583 0. 195432
0.70 0. 422733 0. 422406
0. 80 0. 824187 0. 823550
0.90 1. 485211 1. 484063
1.00 2.515218 2.513274

3d>

Huomataan, ettid vaikka kéytettiin perédti kymmenen pisteen Gauss-Legendre-kvadratuuria, on
lopputuloksen virhe huomattava.
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Toinen menetelmi useampiulotteisten integraalien laskemiseksi on ns. tulosdidntd. Tarkastel-
laan kaksiulotteista integraalia

| = gj'f(x, y)dA. (5.80)

Yksiulotteisen integraalin tapaan voisi yrittdd etsid muotoa

N

Z w, f(x;, y)) + Ry (5.81)
i=1

olevaa approksimaatiota (R, on approksimaation virhe), joka integroi tarkasti kaksimuuttujai-
set polynomit, joiden asteluku on enintdédn d, missd polynomi on lineaarikombinaatio ter-
meistd XPyd, ja p+ q<d. Esimerkiksi, kun d = 2, on polynomi muotoa

2 2
pp + A1pX+ 3y Y + X" + 81Xy + 8y Y

Yksi tapa (vaikkakaan ei vélttimaittd optimaalinen) tehdd tdmé on ns. tulosdintd. Merkitiin

B N

If(x)dx = Z w, f(x) + R, (5.82)
i=1

b M

J’ gdy = > poy) + R, . (5.83)

i=1

Tilloin kaksiulotteinen integraali voidaan kirjoittaa muodossa

bp br N

J’If(x y)dxdy —J'[ZWf(x,,y)+R}dy ) (5.84)
N b atTl

= Z{wij'f(xi,y)dy }+IR1dx
i=1 a a
N M b

= ZW|:Z p]f(xl,yj)+R2}+IRdx
INI Mj—l \ A

= z prjf(xl,y1)+ ZWR +IRdx
i=1j=1 i=1
N M

= Z Z wip; fOxg, yp + R

i=1j=1



81

Tdma on ns. tulosddntd. Siind kdytetddan NM pistettd integraalin laskemiseen. Kuvassa 5.7 on
esitetty yksinkertainen esimerkki.

(1,1)
(_11_1)

Kuva 5.7: Kaksi- ja kolmisolmuisista Gauss-Legendre-kvadratuurista koostuva tulosdanto.
Voidaan osoittaa, ettd jos yksiulotteiset yhtalot (5.82) ja (5.83) ovat tarkkoja polynomeille, joi-

den asteluku on enintddn d, ja d,, tulosdidntokaava integroi tarkasti polynomit XPy9, jossa
p<d, jag<d,.

Otetaan esimerkiksi funktion

f(x,y) = xye™xy (5.85)
integraali yli nelion X, y O [0, 1] . Tarkka arvo on

11
J’Ixye—xzydxdy = Elé =0.18393972 . (5.86)
00

Kiytetddn Gauss-Legendre-kvadratuuria ja NR:n aliohjelmaa gaul eg, joka laskee solmupis-
teet ja painokertoimet. Pddohjelma on listattu seuraavalla sivulla (liséksi tarvitaan tiedostot
nr.h,nrutil.h,nrutil.cjagaul eg. c:
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#i ncl ude <stdi o. h>
#1 ncl ude <mat h. h>
#i ncl ude <stdlib. h>
#def i ne NRANSI

#1 nclude “nr.h”
#include “nrutil.h”

float f(float x, float y)

{
return x*y*exp(-x*x*y);
/* return sin(5.0*x*x)*cos(y*x); */

}
int main(int argc, char **argv)

{
int nx,ny,i,j;
float x1,x2,yl,y2;
float s;
float *xx, *wx, *xy, *wy;

if (argc!'=7) {
fprintf(stderr,
"Konentorivi: % nx ny x1 x2 yl1 y2\n”,argv[O0]);
return (1);
}
nx=at oi (*++argv); ny=atoi (*++argv);
x1l=at of (*++argv); x2=atof (*++argv);
yl=at of (*++argv); y2=atof (*++argv);

xx=vect or (1, nx);
wx=vector (1, nx);
xy=vector (1, ny);
wy=vector (1, ny);

gaul eg(x1, x2, xx, WX, nx) ;
gaul eg(y1l,y2, xy, wy, ny);
s=0. 0;
for (i=1;i<=nx;i++)

for (j=1;j<=ny;j++)

s+=wWwx[i]*wy[j]*f(xx[i],xy[j]);

printf("“G.-kvadratuuri %0.12g\n",s);
return (0);

}
#undef NRANSI
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Kéainnos ja ajo:

2d> cc -0 xgaul eg xgaul eg.c gauleg.c nrutil.c -Im
xgaul eg. c:

gaul eg. c:

nrutil.c:

2d> xgauleg 3 3 0101

GL- kvadrat uuri 0. 183959037066
Tar kka arvo 0. 183939725161
2d> xgauleg 550101

GL- kvadrat uuri 0. 183939725161
Tar kka arvo 0. 183939725161
2d>

Eli GL suoriutuu varsin hyvin tidstd integraalista. Toisaalta, funktio on hyvin tasainen ja integ-
rointialue sdinnollinen. Lisdksi on muistettava, ettd integroitava funktio lasketaan nxXny ker-
taa.

Hankalampi tapaus on on integraali

33
| = Ijsh1(5x2)cos(xy)dydx . (5.87)
00

Koska integrandi oskilloi integrointialueella melkoisesti, tarvitaan paljon solmupisteitd, jotta
saadaan luotettava arvio integraalille.

20

15F

—10F

05F

0.0

0 10 20 20 40
nx,ny
Kuva 5.8: Integraali (5.87) laskettuna tulosddnnolld kédyttien Gauss-Legendre-kvadratuuria.
Integraali on piirretty solmupisteiden lukuméérédn funktiona.
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Usein integrointialue on jotain muuta kuin suorakaide. Monissa tapauksissa alue voidaan sopi-
valla muuttujanvaihdolla saattaa suorakaiteeksi. Esimerkiksi kaksiulotteinen integraali yli kol-
mion

I :IJ’f(x,y)dA , A ={(xy):0sx<1,0sysx} . (5.88)
A

Tehdidin muuttujanvaihdos
u=x,v=Y o du=dx, dv=2, (5.89)
X X

josta saadaan integraali muotoon

1 x 11
| = _([dx‘([dyf(x, y) = {du{dvf(x, Y)U . (5.90)

Nyt voidaan helposti soveltaa tulosdantdd tihdn integraaliin. Ongelmia voi tuottaa se, ettd
integrointialuetta ‘simplidtddn’ epétasaisesti.

Kuva 5.9: Solmupisteiden sijainti, kun integrointialue on kolmio, joka muuttujanvaihdoksella
saatetaan nelioksi.

On myos kehitetty menetelmid, joilla integrointipisteet valitaan optimaalisemmin kuin tulo-
sdannossa.

Esimerkiksi Gauss-Legendre-kvadratuurissa kédyttaen 3X3 pistettd valitaan pisteet oheisen
kuvan mukaan. Menetelmi on kertalukua 5 ja funktioevaluaatioita on 9 kappaletta.
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Kuva 5.10: Yksikkonelion integrointpisteet Gauss-Legendre kvadratuurissa kiyttden tuloséin-
tod ja 3X3 solmupistetti.

Ns. Radonin kaava antaa paremmin optimoidut solmupisteiden paikat. Esimerkiksi 7 pisteen
menetelmissi

11
IIf(x, y)dxdy = g[f(r, S)+ f(r,—s) + f(-r,s) + f(-r,-9)] , (5.91)

-1-1

20 8
+ 5O D+ 0,-H] +=£(0,0)

missd = J/3/5, s= J1/3 ja t = ./14/15 . Téassd tapauksessa funktio lasketaan 7
pisteessd ja kertaluku on 5. Solmupisteet sijoittuvat allaolevan kuvan mukaisesti yksikkonelion
sisille.

Kuva 5.11: Yksikkonelion integrointpisteet seitseménpisteisessd Radonin kaavassa.
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6 Epalineaariset yhtalot ja yhtaloryhmat
6.1 Yleista

Luvussa 3 ratkaistiin lineaarisia yhtiloitd. Todellisessa eliméssid ongelmat ovat usein epéline-
aarisia. Esimerkiksi biologiassa tietyn lajin populaation P aikakiyttdytyminen voi olla muotoa

P(t) = 2e01t | (6.1)

Jos haluamme tietdd, milld ajanhetkelld populaatio on esimerkiksi 1000 on ratkaistava t epa-
lineaarisesta yhtdlosti

1000 — 2601t = 0 . (6.2)

Téama tietysti ratkeaa analyyttisesti. Malliin voi joutua lisiiméén termejd, jotta se olisi realisti-
sempi. Esimerkiksi ylldolevan ongelman ratkaisu mallilla

P(t) = 2e%1t-0.05t2-0.001t!3 (6.3)

on analyyttisesti mahdotonta.
Epilineaariset yhtélot ja yhtidloryhmét esiintyvit hyvin usein laskennallisessa tieteessd joko
itsendisind tehtdvind tai (kuten laskuharjoituksissa 6 huomaamme) osana suurempaa ongel-

maa.

Yleisesti epélineaarinen yhtidlo voidaan kirjoittaa muotoon
fx) =0 . (6.4)

Jos muuttujia on useampia, saadaan yhtialoryhma

f (X X0 s Xy) = 0

fo(Xps Xgr s X)) = 0

(6.5)
FNX Xy, ooy Xy) =
Merkitsemdlld X = (X;, Xy, ..., Xp)'  ja  fX) = (f,(X), F(X), ..., F ))T , tulee
yhtdloryhma muotoon
fx) = 0 . (6.6)

Péinvastoin kuin ei-singulaarisella lineaarisella yhtdlolld (tai -ryhmaélld) epélineaarisella yhta-
16114 e1 vilttdmattd ole reaalista ratkaisua ollenkaan (esim. sinX+2 = 0 ) tai ratkaisuja on
useampia ( sinX = 0 ).
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Lineaarinen yhtilo voidaan ratkaista dérelliselld madrdlld aritmeettisia operaatioita. Vain har-
vat epilineaariset yhtdlot voidaan tdlld tavoin ratkaista. Esimerkiksi astelukuun 4 saakka voi-
daan polynomin nollakohdat ratkaista analyyttisesti. Siitd eteenpiin ei ole olemassa yleistid
ratkaisukaavaa, jolla nollakohdat pystyttdisiin laskemaan kiyttden dédrellinen médri aritmeetti-
sia operaatioita ja juurenottoa.

Koska jokainen direllinen sekvenssi tietokoneen laskentaoperaatioita vastaa jotain tiettyd kaa-
vaa, seuraa téstd se, ettd yleensd epilineaarisia yhtéloitd ei voi tarkasti ratkaista tietokoneella
(vaikka olisi kdytossid ddrettomén tarkat liukuluvut).

Olkoon meilld epilineaarinen yhtilo (6.4), jonka tarkka ratkaisu on x*: f(x") = 0 . Etsi-
mimme approksimaatio télle on X, jolle pitee

[f®I=0 (6.7)

tai

|x—x* =0 . (6.8)

Jalkimmiinen ehto nidyttid kdyttokelvottomalta, koska emme tiedd oikeaa ratkaisua X . Jos

funktio f on jatkuva, ei oikeaa ratkaisua tarvitse tietdd. Olkoon X:n arvot a ja b sellaisia, ettéd

funktion arvo on niissi erimerkkinen: f(a)f(b) <0 . Jatkuvuudesta seuraa, ettd véliltd
[a,b] loytyy piste X*, jolle pitee f(Xx") = O . Ja joka pisteelle X tilld vililld pitee
Ix—x* <|a—b| .Jos a on lihelld b:ti, pitee ehto (6.8)

Useimmiten yllamainitut ehdot ovat ekvivalentteja. Oletetaan, ettd funktion f derivaatta f' on
jatkuva ja rajoitettu:

foolsL . (6.9)

Lausumme funktion arvon pisteessid X Taylorin sarjana pisteen X* ympéristossi:

f®| = [+ FQx-x9)| = [f'@Q] Ox- x| < L|x - x| : (6.10)

missi ¢ on jokin piste vililli [%X X*] . Eli, jos |X—x"|=0 , niin siiti seuraa, etti
[f(®)|=0 .

Jos edelleen oletamme, etti
[f'x)[=2c>0 , (6.11)

seuraa tasta se, ettd

| — x| (6.12)
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Eli implikaatio toiseen suuntaan.
Epilineaarisen yhtdlon ratkaisu lasketaan yleensd iteratiivisesti. Tuloksena saadaan sarja
lukuja  X;, X5, ...y Xy Xy 4 10 -+- » jotka ovat (toivon mukaan) aina parempia approksimaati-

oita yhtdlon f(x) = 0 ratkaisulle.

Menetelmit vaativat yleensd jonkin alkuarvauksen ratkaisulle tai alueelle, jolla se sijaitsee.
Hyvin paljon riippuu tédsti alkuarvosta.

Yksiulotteisessa tapauksessa yleensd annetaan rajat [a, b] , joiden sisdpuolelta ratkaisu 16y-
tyy. Eli tulee pited

f(@f(by<o . (6.13)
Yleensi tehtédvisti ja funktiosta f tiedetdédn niin paljon, ettd ndmaé rajat pystytdédn asettamaan.
Tiassd kappaleessa kiymme ldpi menetelmid, joilla pyritddn 10ytdméadn yksi yhtidlon (6.4) tai
yhtdloryhmén (6.6) reaalinen ratkaisu. Kaikkien juurien etsiminen on varsin hankala tehtivi

(ellei mahdoton). Lisdksi sivuutamme kompleksijuuret. Aluksi késittelemme yksittdistd yhti-
l164.

6.2 Puolitusmenetelméa

Tamai on yksinkertaisin ja ehki luotettavin menetelmd yhtdlon f(xX) = 0 ratkaisuun. Syotto-
tietoina annetaan vili [a, b] (a<b), jonka péitepisteissi funktio f on erimerkkinen:

f(a) Of () <0 . (6.14)

Jokaisella iteraatiokierroksella vili jaetaan kahtia, ja otetaan uudeksi véliksi se puolikas, jonka
alueella ratkaisu on. Téti jatketaan, kunnes on saavutettu tarkkuus. Eli alogoritmina

i. Jos b—a<tol; , lopeta.
ii. Aseta m = %(a+ b) ,elivilin [a, b] keskipiste. Laske f(m) . Jos
| f(m)| < tol, , lopeta.

iii. Jos f(a) Of(m) <0 ,aseta b —« m, muuten aseta a — m . Mene askeleeseen i.

Téssid on siis kaksi lopetusehtoa, jos ollaan tarpeeksi ldhelld juurta tai jos funktion arvo on tar-
peeksi pieni. Niitd kontrolloidaan parametreilla tol; ja tol, . Kdytinnon ohjelmassa on tie-
tysti oltava jokin maksimi iteraatiokierrosten miirille.
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Otetaan esimerkiksi funktion f(X) = X3 juuren etsintd vililti [a, b] = [-1, 2]

Alkutilanne: a=-1,b=2, f@ =-1, f(b)=8 .

1. iteraatio: m=(-1+2)/2=1/2 , f(m =1/8 ,
b-1/2, [ab] =[-1,1/2]

2. iteraatio: m=(-1+1/2)/2 =-1/4 , f(m = -1/64 ,

a—-1/4, [ab] =[-1/4,1/2]

3. iteraatio: m=(-1/4+1/2)/2 = 1/8 , f(m) = 1/512 ,
be1/8, [ab] =[-1/4,1/8]

jne.
Aliohjelmana puolitusmenetelmi ei montaa rivid vie. NR:n vastaava rutiinion r t bi s.

Jos funktiosta ei ole kovin paljon tietoa, voidaan alunperin annettua vilid [a, b] laajentaa, jos
se ei sisilld nollakohtaa. NR:n rutiini zbr ac tekee timén.

Esimerkking funktion

b V(r)

f(r) = 1—2 S (6.15)
nollakohdan etsintd. Tdsséd funktio V(r) on
_ 4 [e0? o
V(r) = 4s[EFD _EFD} : (6.16)

missd € = 3.121><10_3 eV ja o =274 A . Yhtils f(r) = 0 ratkaistiin parametrien
arvoilla6 E=5eV ja b=505560065,70A . Tarkkuusvaatimus xacc oli
1x10 ~ . Alla kuva iteraation kulusta eri b : arvoilla.
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f(r)

0.6000 g

o
of?

®

0.4000

0.2000

-0.0000

-0.2000

-0.4000

-0.6000

-0.8000

-1.0000

-1.2000

-1.4000

-1.6000

-1.8000

-2.0000

4.0000 5.0000 6.0000 7.0000 8.0000

Kuva 6.1: Yhtilon f(r) = O ratkaisu rutiinillart bi s.

Menetelmién tarkkuuden arviointi on varsin yksinkertaista. Jokaisella iteraatiokierroksella
etsintivili puolittuu. Jos ajattelemme, ettd yhtilon ratkaisun X* arvio on vilin keskipiste m,
puolittuu my®s ratkaisun virhe |m—x*| .

Eli jokaisella iteraatiokierroksella saadaan yksi merkitsevi binddrinumero lisdd ratkaisuun. Jos
liukuluvussa on 24-bittinen mantissa, saavutetaan suurin mahdollinen tarkkuus 24 iteraatiossa.

Otetaan esimerkiksi funktion f(X) = x2—2 nollakohdan etsinti. Alla ohjelmanpiitki, joka
tamén tekee:

program r oot
inmplicit none
i nteger, paraneter :: sp=4
real (sp) :: x1,x2,dx,f,fmd,xmd,rthis
i nteger, paranmeter :: MAXI T=60
integer :: j

x1=-1.0_sp

x2=2.0_sp

fm d=f unc(x2)

f=f unc(x1)

if (f <0.0) then
rtbis=x1
dx=x2-x1

el se



91

rtbi s=x2
dx=x1-x2
end if
do j=1, MAXIT
dx=dx*0.5_sp
xm d=rt bi s+dx
fm d=f unc(xni d)
if (fmd <= 0.0) rtbhis=xnd
wite(6,’(i5 2924.14)") j,fmd,xmd
end do

cont ai ns
function func(x)
inmplicit none

real (sp) :: func,Xx
func=x**2-2.0_sp
return

end function func

end program root

Seuraavalla sivulla ohjelman tulostus yksinkertaisen ja kaksinkertaisen tarkkuuden lukuja kiy-
tettdessa.



O©oO~NOUID WNPE

-1. 75000

. 437500

. 640625

. 664063E-01
. 194336

. 661621E-01
. 427246E- 03
. 328522E-01
. 161781E-01
. 786686E- 02
. 371766E- 02
. 164461E- 02
. 608683E- 03
. 905991E- 04
. 168324E- 03
. 388622E- 04
. 259876E- 04
. 643730E- 05
. 977516E- 05

166893E- 05

. 238419E- 05
. 357628E- 06
. 715256E- 06
. 238419E- 06
. 119209E- 06
. 119209E- 06
. 119209E- 06

RPRRPRPRRPRPRPRRPRPRRPRPRRPRPREPREPRPRRPRPRPRPRRPRRPRLRRPLRLO

. 50000000
. 25000000
. 62500000
. 43750000
. 34375000
. 39062500
. 41406250
. 42578125
. 41992188
. 41699219
. 41552734
. 41479492
. 41442871
. 41424561
. 41415405
. 41419983
. 41422272
. 41421127
. 41421700
. 41421413
. 41421270
. 41421342
. 41421378
. 41421366
. 41421354
. 41421354
. 41421354

QOO ~NOUITA,WNLE

- 1. 75000

. 437500

. 640625

. 664063E- 01
. 194336

. 661621E-01
. 427246E- 03
. 328522E- 01
.161781E- 01
. 786686E- 02
. 371766E-02
. 164467E-02
. 608578E- 03
. 906326E- 04
. 168315E- 03
. 388434E- 04
. 258941E- 04
. 647477E- 05
. 970962E- 05
. 161742E- 05
. 242868E- 05
. 405632E- 06
. 605893E- 06
. 100130E- 06
. 152751E- 06
. 263102E- 07
. 369100E- 07
. 529990E- 08
. 105052E- 07
. 260263E- 08
. 134863E- 08
. 627000E- 09
. 360817E-09
. 133092E- 09
. 113863E- 09
. 961431E- 11
. 521241E- 10
. 212550E- 10
. 582023E- 11
. 189693E- 11
. 196154E- 11
. 324185E- 13
. 932365E- 12
. 450084E- 12
. 208944E- 12
. 883738E- 13
. 279776E- 13
. 222045E- 14
. 128786E- 13
. 532907E- 14
. 155431E- 14
. 444089E- 15
. 444089E- 15
. 444089E- 15
. 444089E- 15
. 444089E- 15
. 444089E- 15

PRRPRRPRRPRRPRPRRPRRPRRPRPRPRPRPRRPRPRRPRRPRPRPRPRPRRPRPRPRPRPRPRPRPRPRPREPRPRPRPRPRPRPRPRPRPRPRRPRRPRPRPRPEPRPEPRRERREPREPREPRERRRLO
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. 500000000000000000
. 250000000000000000
. 625000000000000000
. 437500000000000000
. 343750000000000000
. 390625000000000000
. 414062500000000000
. 425781250000000000
.419921875000000000
.416992187500000000
. 415527343750000000
. 414794921875000000
.414428710937500000
. 414245605468750000
. 414154052734375000
.414199829101562500
.414222717285156250
.414211273193359375
.414216995239257813
.414214134216308594
.414212703704833984
.414213418960571289
.414213776588439941
.414213597774505615
.414213508367538452
.414213553071022034
. 414213575422763824
.414213564246892929
.414213558658957481
.414213561452925205
.414213562849909067
.414213562151417136
.414213562500663102
.414213562326040119
.414213562413351610
.414213562369695865
.414213562391523737
.414213562380609801
.414213562375152833
.414213562372424349
.414213562373788591
.414213562373106470
.414213562372765409
.414213562372935939
.414213562373021205
.414213562373063837
.414213562373085153
.414213562373095812
.414213562373090483
.414213562373093147
.414213562373094479
.414213562373095145
.414213562373094923
.414213562373095145
.414213562373094923
.414213562373094923
.414213562373094923
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Jos merkitsemme virhetti iteraatiokierroksella i symbolilla € = m-X" , saadaan puolitus-
sadnnolle

|e|ie+,|l| zé 6.17)
Yleisesti sanomme, etti iteraation suppenemisen kertaluku on r, jos pitee
tim Sl _ ¢ : (6.18)
i~ o gl
missd C on jokin direllinen nollasta poikkeava vakio. Toinen tapa kirjoittaa (6.18) on
& 1] = el . (6.19)

Puolitussddnnolle r = 1 ja C = 1/2 . Puhutaan lineaarisesta suppenemisesta. Yleensi
pyritddn mahdollisimman suureen suppenemisen kertalukuun.

Puolitussdinnon voi myds hahmottaa funktion approksimoinnin mielessd. Joka iteraatiokier-
roksella approksimoidaan funktiota jollain lineaarisella funktiolla ja lasketaan timén nolla-
kohta.

Puolitussdinnossd tdméd funktio sattuu olemaan yksinkertaisesti suora viiva pisteestd
(a,sign(f(a))) ja (b, sign(f(b))) (kuva 6.2). Jos oletetaan, etti f(a)<0 ja f(b)>0,
on tuon viivan yhtilo

X—a
y = _1+2ﬁ . (6.20)

Nyt y =0,jos X

m = (1/2)(a+b)
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A

f(x)
| ﬁ
} } -
a b
-1 1
/%

Kuva 6.2: Puolitussiinto.

Approksimoimalla funktiota paremmin, péaédstidin suurempiin suppenemisen kertalukuihin r .

6.3 Sekanttimenetelma

Sekanttimenetelméssd kahden edellisen iteraatiopisteen (X, f(x,)) ja (X,, f(X,)) Kkautta
piirretddn suora, jonka leikkauspiste X-akselin kanssa otetaan uudeksi approksimaatioksi ja
toinen edellisistd pisteistd jatetddn pois.

A

f(X)

} t |
A3 Xy X;

Kuva 6.3: Sekanttimenetelma.

Merkitdan edellisid iteraatiotuloksia (X;, f(x))) ja (X,_;, f(x;_;)) .Niiden kautta kulke-
van suoran yhtdlohéan on

f(x)— f(x_))
= f(x X—X)———— . 6.21
Y = 100+ (- x)——— 6.21)
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Leikkauspiste X -akselin kanssa saadaan yhtilostd y = 0 eli (merkitddn ratkaisua X, , | :114)

Xi—X_

% o) T(x_p)

i1 = X —f(x) (6.22)

Esimerkkinid muutama iteraatiokierros funktion f(X) = x2—2 nollakohdan etsinnissi:

Alkutilanne: Xg =1, % =2.

1. iteraatio: X, = X; = FXD((X; = X%)/ (F(x)) — F(X)))
=2-(2)((2-1)/2-(-1))) = 4/3

2. iteraatio: Xy =4/3-(-2/9)(4/3-2)/(-2/9-2) =71/5

3. iteraatio: Xy = 7/5-(-1/25)(7/5-4/3)/(-1/25-(-2/9))
= 58/41=1.414634

Oikea vastaushan on  X* = ./2=1.414214
Puolitussddnnolli 3. iteraatiokierroksen jélkeen tulos olisi X, = 1.625 (ks. sivu 92).

Sekanttimenetelmi suppenee ylilineaarisesti: r = (1/2)(1 +/5) eli

|ei+1| = O(|ei|1.6180) ) (6.23)

Kuten odotettavissa on, 10ytyy tilanteita, joissa sekanttimenetelmé toimii huonosti. Vertaillaan
kahta funktiota:

f.0) = x2-7/2
1 . (6.24)

x2_4

fz(X) = -

Molempien nollakohtaon X = 4/7/2 = 1.8708287
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Alla funktioiden kuvaajat.

10 T T T T T T T EI T T

06 08 10 12 L4X16 18 20 22 24

Kuva 6.4: Funktiot f (x) = x?-7/2 ja f,(x) = -1/(x>-4)-2

Juuret f,(X) = 0 ja f,(X) = 0 etsittiin kidyttden NR:n rutiinia rt sec ja parametrien
arvoja Xx1=1. 00 , x2=1. 91 ja xacc=1. Oe- 6. Iteraation aika tulostettiin juuren arvo ja
funktiona arvo tédssé pisteessd. Oleelinen osa rutiinista on alla:

fl=(*func) (x1);
f=(*func) (x2);
if (fabs(fl) < fabs(f)) {
rts=x1; xl=x2; swap=fl; fl=f; f=swap
} else {
xl =x1; rts=x2;
}
for (j=1;]<=MAXIT;]++) {
dx=(xl-rts)*f/(f-fl);
xl=rts;
fl=f;
rts += dx;
f=(*func)(rts);
if (fabs(dx) < xacc || f == 0.0) return rts;



Ensin funktio f, :

| Xi

f(xi)
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1 1. 85910652920962

2 1.87070686809931

3 1. 87082907626297

4 1. 87082869337450

Funktio f,:

I Xi

1 1. 60463917525773

2 1. 78989537239138

3 2.03866625715734

4 1. 76572636525828

5 1. 73434894249072

6 1.98238777075349

7 1. 75291932985699

8 1. 76896536888348

9 1.96420029842120

10 1. 79715454527271
11 1.81754670155672
12 1.90129899503933
13 1. 85824424684140
14 1. 86785728619677
15 1.87111855714021
16 1.87082201762604
17 1. 87082867838917
18 1. 87082869338775

-4.372291305015263E- 002
-4.558136460848239E- 004

1. 432590948535761E- 006
-4.664535424581118E- 011

f(xi)

-1.29831116271794
-0.744151759464560
- 8.40368409286354
- 0. 866483554758109
-0.991969774865652
12. 2574587791504
-0.921569901811837
- 0. 851579941473249
5.04636285662813
-0.701695848164392
-0.564299266477370
0. 596983495110348
-0.171606835644274
-4.347078591337628E- 002
4.348051768997330E- 003
-9.990847146412740E- 005
-2.244664789596840E- 007
1.161382101599884E- 011

Laskut tehtiin kaksoistarkkuuden luvuilla.

Funktiolla f, joudutaan iteroimaan varsin pitkddn ennen kuin saavutetaan haluttu tarkkuus.
Tamai johtuu osittain siitd, ettd sekanttimenetelméssd (NR:n versiossa) kdytetddn aina kahta
edellistd iteraatiotulosta riippumatta siitd, onko juuri niiden vilissd. Lisdksi f, :1la on nimitté-
jan nollakohta, kun X = 2 jaiteraation alkuvaiheessa kidydadn funktion toisessa haarassa.

Sekanttimenetelmissd voi myds valita seuraavan itreraatioparin toisin kuin r t Sec-rutiinin, eli
siten, ettd nollakohta sidilyy aina iteraatioparin vilissd. NR:n rutiinionr t f | sp. Alla samaisen
funktion f, nollakohdan etsintd tilla rutiinilla:

OO0~ WNPE

Xi

PR R R R R

. 60463917525773
. 78989537239138
. 84625319104558
. 86336905936041
. 86856464865188
. 87014156465159

f(xi)

-1.29831116271794
-0.744151759464560
- 0. 308951670432048
-0.105543034024736
- 3. 330075657966880E- 002
-1.022952210069694E- 002
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7 1.87062015459057 -3.116086384895134E- 003
8 1.87076540350391 -9.467718107392109E- 004
9 1.87080948542342 -2.874356834887681E- 004
10 1.87082286392825 -8.724340726740110E- 005
11 1.87082692419442 -2.647848642811645E- 005
12 1.87082815645166 - 8.036078376294498E- 006
13 1.87082853043155 -2.438890370992652E- 006

Tdmén menetelmén suppeneminen on kuitenkin hieman hitaampaa kuin rutiinin r t Sec mene-
telmén.
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Allaolevat kuvat selittdvit rutiinien r t sec jart f | sp eron.

A

f(x)

-
X
Kuva 6.5: Rutiinin r t sec toimintaperiaate.
f(x) A
-
X

Kuva 6.6: Rutiinin r t f | Sp toimintaperiaate.
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No, tdmi f2 on hankala muillekin menetelmille. Esimerkiksi puolitussddannolld saadaan tulos

O©CoOo~NOUTDWNPE

X

RPRRPRRPRRPRRPRRRPR

. 455000000000000071
. 682500000000000107
. 796250000000000124
. 853125000000000133
. 881562500000000027
. 867343750000000080
. 874453125000000053
. 870898437500000178
. 869121093750000018

RPRRPRRPRPRRRPRRPRRRPR

. 870009765625000098
. 870454101562500027
. 870676269531249991
. 870787353515624973
. 870842895507812464
. 870815124511718830
. 870829010009765758
. 870822067260742294
. 870825538635253915
. 870827274322509837
. 870828142166137686

f(xi)

-1
-1
- 0.
- 0.
0.
- 0.
0.
0.
- 0.
-0
-0
-0
-0

0.

-0

0.

-0
-0
-0
-0

. 46893

. 14471
707152
232990
175225
507861E- 01
558133E-01
104440E- 02
252232E-01
.121793E- 01
. 559015E- 02
. 227858E-02
. 618520E- 03
212581E- 03
. 203059E- 03
473879E- 05
. 991657E- 04
. 472148E- 04
. 212384E- 04
. 824988E- 05

Téssd tapauksessa funktion nimittdjan nollakohta ei tuota vaikeuksia, jos tdmi kohta ei ole
alkuperdisen vilin [a, b] sisilla.

Sekanttimenetelmé joutuu myos vaikeuksiin, jos
kaavassa (6.22) voi kasvaa hyvinkin suureksi, ja seuraava iteraatio X, , voi joutua kauas
todellisen nollakohdan lihelti.

f(x)= f(x;_,) . Tilloin korjaus iteraatio-

Sekanttimenetelmii voi yleistidd sovittamalla suoran sijaan toisen asteen kdyrdn kolmeen edel-
liseen iteraatiopisteeseen:

Tédssd on siis sovitettu paraabeli ¢(y) pistejoukkoon

(y-f_Dy-1)

W = Xi_z(fi-z— fioD(fi_,— 1)

(y=fi_)y-1)

+ X;

IR S ISR D

(y-Fi )ly-1;_))

AT GRS FU T E o

(fi_2X_2)

(6.25)

(ficnx_1)

(f;, x;) . Arvio nollakohdalle saadaan asettamalla paraabelin arvona g(0) . Voidaan osoittaa,

ettd timédn menetelmén suppenemisen kertaluku on 1.839.
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Edelld olemme huomanneet, ettid jokaisella menetelmilld on hyvit ja huonot puolensa:

Puolitussédidnté on melko varma menetelmi, jos alkuarvot eli vili [a, b] on jarkevd,
mutta se suppenee hitaasti.

Sekanttimenetelma ja ylldesitetty paraabelisovitus suppenevat nopeammin, mutta niiden
kanssa voi helposti joutua vaikeuksiin, jos funktio ei ole hyvin tasainen.

Hyva strategia on yhdistdd ndméd menetelmit. Jos kédytettdessd nopeammin suppenevia mene-
telmid huomataan, ettd suppeneminen ei ole tarpeeksi nopeaa, tehddin muutama iteraatio puo-
litussddannolla.

Niin on tehty NR:n rutiinissa zbr ent , jossa kdytetdin paraabelisovitusta (6.25). Jos suppene-
minen el ole toivottua, tai kaavan (6.25) mukainen iteraatiotulos asettuisi niiden rajojen ulko-
puolelle, joiden sisdlld juuren tiedetddn olevan, kéytetddn paraabelisovituksen sijasta
puolitussdantoa.

Alla esimerkkind kidytetyn funktion f, [kaava (6.24)] nollakohdan iterointi parametrien
arvoilla [a,b] = [1.0,191] ja XaccC = 1x10 = .

I Xi f(xi)

Eli varsin nopea suppeneminen.

1 1. 91000000000000 0.841716396703608
2 1. 91000000000000 0.841716396703608
3 1. 78989537239138 - 0. 744151759464560
4 1.84625319104558 - 0. 308951670432048
5 1.87551973726703 7.285799378975089E- 002
6 1.86993501261844 -1. 328338036293353E- 002
7 1.87079620182582 -4.861667285616100E- 004
8 1.87082870157870 1.226026520306789E- 007
9 1.87082870157870 1.226026520306789E- 007
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6.4 Newtonin menetelma

Jos kidytossd on funktion derivaatta f'(x) , on Newtonin (tai Newtonin ja Raphsonin) mene-
telm@ nopeasti suppenevana varteenotettava vaihtoehto. Alla oleva kuva havainnollistaa mene-
telmaa.

Kuva 6.7: Newtonin menetelmai.

Funktiota approksimoidaan tangentillaan pisteessd X; . Uusi arvio nollakohdalle saadaan tan-
gentin nollakohdasta.

Esitetddn funktio f(X) Taylorin sarjana pisteen X; ympéristossi:
fx) = f(x) + f'x)(X=x)+... . (6.26)
Tangentin yhtédlo on nuo kaksi ensimmaisti termid sarjasta
y = f(x)+ f'(x)(x=%) . (6.27)
Asettamalla ¥ = 0 saadaan iteraatio kaava Newtonin menetelmaille:

f(x)
XI +1 = XI - TXI) . (628)

Otetaan esimerkiksi funktio f(X) = x2—2 . Derivaattaon f'(X) = 2Xx .

Alkutilanne: Xy =1
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1. iteraatio: X, = Xg— (X§—=2)/(2%y) = 1-(1-2)/2 = 3/2
2. iteraatio: X, =3/2-(9/4-2)/3 = 17/12
3. iteraatio: Xy = 17/12-(289/144-2)/(17/6)

= 577/408 = 1.414216

Oikea arvo on X=1.414214 . Eli kolmen iteraation jdlkeen 6 merkitsevdd numeroa oikein.

Nelidjuuren laskemista varten aikoinaan! koulussa opetettu iteraatiokaava perustuu Newtonin
menetelméin. Eli luvun a nelidjuuri saadaan iteroimalla funktion f(X) = x2—a nollakoh-
taa. Iteraatiokaava (6.26) tulee muotoon

1 a
Xiy1 = Q%ﬁ;% . (6.29)
|

Alla lyhyt C-ohjelma, joka laskee neliGjuuren iteroimalla:

#i ncl ude <stdio. h>
#i ncl ude <stdlib. h>
#i ncl ude <mat h. h>
main (int argc, char **argv)
{
doubl e a, x0, X, y;
int n,i;
if (argc!=4) {
fprintf(stderr,”Usage: % x0 a n\n”,argv[0]); return (1);
}
x0=at of (*++argv); a=atof (*++argv); n=atoi (*++argv);
y=sqrt(a); x=xO0;
printf(* 9%d 9%25.18g 9%25.18g\n”, 0, x, (X-y)*(Xx-Vy));
for (i=1;i<=n;i++) {
x=0. 5* (x+al x) ;
printf(* 9%d 9%25.18g 9%25.18g\n”,i, X, (X-y)*(x-y));
}

return(0);

1. Vielad 70-luvun lopulla



Kéainnos ja ajo:

rootfinding> cc -0 sqrt_c sqrt.c -Im

rootfinding> sqrt_c 1 9 10

|
QOWoOo~NOOOUTA,WNEFO

WWWWWwWwWwwwao Pk

. 000000000000000000
. 000000000000000000
. 399999999999999900
. 023529411764705800
. 000091554131380200
. 000000001396983900
. 000000000000000000
. 000000000000000000
. 000000000000000000
. 000000000000000000
. 000000000000000000

rootfinding>sqrt_c -1 9 10

©CoOo~NOOUTDS, WNPEFO

- 1. 000000000000000000
- 5. 000000000000000000
- 3. 399999999999999900
- 3.023529411764705800
- 3.000091554131380200
- 3. 000000001396983900
- 3. 000000000000000000
- 3. 000000000000000000
- 3. 000000000000000000
- 3. 000000000000000000

10 - 3. 000000000000000000

root findi ng>
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Newtonin menetelmén suppenemisen kertaluku on kaksi. Tdma voidaan osoittaa seuraavasti.

Kehitetdan f(X) Taylorin sarjaksi pisteen X, ympéristossi:

F) = () + PO (X=%) + % F(0) (X - X,)2

(6.30)

missid { on jokin vdlin [X, x;] piste. Asetetaan X = X" eli yhtdlon f(x) = 0 ratkaisu. Nyt

saadaan

0= f(x) = f(x)+ f'(xi)(x*—xi)+%f”(Z)(x*—xi)2

Jakamalla tdimd yhtdlo f'(x;) :1ld saamme edelleen

Yhtilon vasen puoli on (6.28):n mukaan X" — X
€, =X -X,, ,saamme

% .

x fx)g_ '@
X i P~ 200

(X" = %)% .

(6.31)

(6.32)

. Jos maidrittelemme tulosten virheeksi
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ei+1 = C|e|2 N (633)
missi C; = f"({)/(2f'(x))) .Jos iteraatio suppenee, niin

K

lim ‘e;‘” = C, (6.34)

missi C = |[f"(x")/ (2 f'(xH)]

Newtonin menetelmi voi tietysti myds epdonnistua. Esimerkiksi allaolevan kuvan mukaisessa
tilanteessa, kun f'(x;) =0 , seuraava iteraatiotulos ajautuu hyvin kauas oikeasta ratkaisusta.

<V

Xy

Kuva 6.8: Newtonin menetelmin epidonnistuminen.

Kuten edelld on tullut esille, paras menetelmd on useamman kuin yhden menetelmén yhdis-
telmé. Téllainen on NR:n rutiini rt saf e, jossa sovelletaan puolitussddntod, jos Newtonin
menetelmai vie iteraation ennaltamééréttyjen rajojen ulkopuolelle tai jos se ei suppene riittdvin
nopeasti.

Alla esimerkkind kaytetyn funktion f, [kaava (6.%4)] nollakohdan iterointi parametrien
arvoilla [a,b] = [1.0,1.91] ja XaccC = 1x10 .

I Xi f(xi)

1 1. 45500000000000 -1.46892550352501
2 1. 68250000000000 -1.14470976260350
3 1. 79625000000000 -0.707151673329548
4 1. 85312500000000 - 0. 232989939776709
5 1. 87325873806264 3.706770509442148E- 002
6 1. 87087445941745 6. 852062755804411E- 004
7 1. 87082870962077 2.429652523616710E- 007

Paras suppeneminen tihin mennessa.
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Newtonin menetelmalld ja fraktaaleilla on tekemistéd keskendén. Tutkitaan yhtdloa

Z2-1=0, (6.35)

missd z on kompleksiluku. Yhtélon ratkaisut ovat z = 1 ,ja z = exp(*271i/3) . Newto-
nin menetelmi antaa iteraatiokaavan

Zj3_1 (6.36)
Z. =7 —
J+1 | 2 ) :
3zj

Tutkittaessa sitd kompleksitason aluetta, josta iteraatioon ldhdettdessd pdddytddn juureen
Z = 1 , havaitaan sen muodostavan fraktaalimaisen kuvion.

Alla lyhyt f90-ohjelma, jolla voidaan asiaa havainnollistaa:

programiter
inmplicit none
i nteger, parameter :: rr=4,| MAX=100, | RMAX=500, | | MAX=500
real (rr), paraneter :: DR=0.001, DI =0. 001, EPSI =1. OE- 6
complex (rr), paraneter :: zroot=(1.0,0.0)
real (rr) :: d,zr,zi
complex (rr) :: z0,z1
character (1en=80) :: line
integer :: ir,ii,i

do ir=-1RVAX, | RMAX
zr=DR*ir
do ii=-11MAX IIMAX
if (ir==0 .and. ii==0) exit
zi =Dl *i
z0=cnpl x(zr, zi)
do i=1, 1 MAX
z1=z0-(z0**3-1.0_rr)/(3.0_rr*z0**2)
d=abs(z1-zroot)
if (d<EPSI) exit
z0=z1
enddo
if (i<IMAX) wite(10,*) zr,z
enddo
enddo

end programiter

Alla ohjelman tulostus graafisesti.



1.1000
1.0000
0.9000
0.8000
0.7000
0.6000
0.5000
0.4000
0.3000
0.2000
0.1000
-0.0000
-0.1000
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-0.3000
-0.4000
-0.5000
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-0.7000
-0.8000
-0.9000
-1.0000
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6.5 Moninkertaiset juuret

Funktion f(X) monikertaisten juurien paikantaminen on jossain miirin vaikeampaa kuin
yksinkertaisten juurien. Juuren X kertaluku m midritelldéin siten, ettd juuren ympiristossi
funktio voidaan kirjoittaa muodossa

fo) = (x=x)"gx) (6.37)
missd g(X) on jatkuva X" :n ympiristossid ja g(X*)#0 .Jos m = 1 on juuri yksinkertai-

nen, muulloin moninkertainen. Kertaluvun ei valttdmaétta tarvitse olla kokonaisluku. Esimer-
kiksi tapauksessa

f(X) = xJ/x-1

juuren X* = 1 kertaluku on 1/2 . Jos funktio on tarpeeksi tasainen, juurien kertaluku on
positiivinen kokonaisluku.

Jos funktion f(X) m ensimmaistd derivaattaa ovat jatkuvia jollain vélilld, jolle juuri X* sisél-
tyy, ja lisdksi pdtee seuraava

%f(x*) =0
Of'(x") = f'(x*) = ... = f(M=-D(x*) =0 , (6.38)
Xy 20

on juuren X* kertaluku m. Timi on helppo huomata, kun kehitetiin funktio sarjaksi juuren
ympiristdssd (Taylorin teoreema):

F = F(X) + (x— x) iy + X=X

(x—x*)m-1
“(m-1)r

f(x") , (6.39)

s (X=xF)m
+ ...+ f(m 1)(X)+Tf(m)(zx)

missé tuttuun tapaan  {, 0 [X, X']

Kaavan (6.38) tim4i sievenee muotoon

—_x¥ym
f(x) = %f(ﬂv(zx) . (6.40)

Jos siis merkitsemme gx) = f(MY/m! , saamme tuloksen (6.37), silld
g(x") = fMx*/m!#0
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Yhtilostd (6.40) voimme pidtelld, ettd jos m on pariton, vaihtaa funktio merkkid juuren koh-
dalla. Parillisilla juurilla funktio ainoastaan sivuaa X -akselia.

A X
Lisidksi tietokoneen liukulukujen &érelli-
nen tarkkuus voi aiheuttaa sen, ettd kahta
erillistd, mutta toisiaan ldhelld olevaa
juurta (X] ja X5 ) luullaan yhdeksi moni- parilinen
kertaiseksi juureksi: juuri
* - |

f() = (X=x)(X=%3)9( pariton

= (X=x))[x=X} = (% = Xx})]9() juuri

= (x=x))2g(0) (m>1)

jos |X— Xﬂ » |Xi< - Xik| .
Kuva 6.9: Funktion f(X) juuren kertaluku

Miten juuren kertaluku vaikuttaa tulosten
tarkkuuteen?

Merkitiin tietokoneen palauttamaa funktion arvoa juuren x* lihelld symbolilla f . Se on siis
approksimaatio oikealle funktion arvolle:

foo-fol<e (6.41)

missd € on jokin vakio. Oletetaan, ettdi kone palauttaa funktiolle arvon nolla argumentin
arvolla z:

fg =0 . (6.42)
Kuinka paljon z:ssa on virhettd? Jos juuren X* kertaluku on m, voidaan kiyttid kaavaa
(6.40):

. (m)(x*
f(z)z(z—x*)me(!X) . (6.43)

Yhtilon (6.41) mukaan f(2) voi olla enintidin € eli

e eym £

+E= (Z— X )m T , (6.44)
josta saamme edelleen

lz—x*|=gl/m__m__[I/m (6.45)

f(M(x™)
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Jos nyt € on pieni ja M suuri, voi termi €!/M olla hyvinkin suuri, ja seurauksena on tarkkuu-
den vdheneminen. Eli monikertaisen juuren ldheisyydessi pienikin virhe funktion arvossa voi
aiheuttaa suuren virheen juuren paikassa. Tdméin voi hahmottaa siten, ettd monikertaisen juu-
ren ldheisyydessd funktion kulkee ldihes vaakasuoraan, ja pienikin siirros ylos tai alas muuttaa
funktion ja X-akselin leikkauspisteen paikkaa paljon.

My®os yksinkertaisen juuren tapauksessa voi tulla ongelmia, jos ensimmdinen derivaatta on
pieni:

2- x| = ‘ g (6.46)
f'(x™)
Otetaan esimerkkini kahden funktion
f,0 = (x-1)3
, (6.47)

fo0) = x3-x>+x-1

juuren etsintd NR:n rutiineilla zbr ent , rt sec, rt saf e, rt bi s sekd puhtaalla Newtonin
menetelmalld.

2.0 E
)
"""""" fa(X)
1.0 : /
X 0.0 — —
1.0
-2.0

0.0 0.5 1.0 15

Kuva 6.10: Kaavan (6.47) funktiot.

Molemmilla on yksi reaalijuuri X" = 1 . Funktion f, tapauksessa se on kolminkertainen ja
f, :1la yksinkertainen.
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Alla on esitetty iteraatioaskeleen i funktiona juuren paikan virheen itseisarvo eli
&l = - 1]
| 1

1 1 1 LS 1

¢ 0 10 20 30 40 50 60 70

0 5 10 15 20 25

Kuva 6.11: Kaavan (6.47) funktioiden f, (ylempi kuva) ja f, (alempi kuva) nollakohdan

X* = 1 etsinti.
Puolitussdinnon suppenemisnopeuteen ei juuren pariton kertaluku vaikuta. Muut menetelmit
taas hidastuvat, kun juuren kertaluku on ykkostd suurempi.

Toisaalta puolitussddannolli ei parillisen kertaluvun juuria voi laskea ollenkaan, koska funktio
ei vaihda merkkié niissi.
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Jos funktion derivaatta f'(X) on laskettavissa, voidaan tehtivd muokata sellaiseksi, ettd puoli-
tussdintod voidaan kiyttdd. Tuttuun tapaan juuren X* (kertaluku m) ldhelld [vrt. (6.40)]

f(x) = (x— Xx*)Mg(x) (6.48)
ja

f'x) = (x=x)"-1Gx) |, (6.49)
missd

G(X) = mg(x) + (x=x)gx . (6.50)
ja

G(x*) = mgx)z0 . (6.51)

Siis  f(X) :n parillisen kertaluvun juuret ovat f'(x) :n parittoman kertaluvun juuria. Voidaan
siis kdyttdd puolitussaantod.

Jos merkitsemme

ux) = % , (6.52)

niin ldhelld juurta X* pitee

ux) = (Xx—-xHHX (6.53)
missi
(G oo 1
H(X) = G ja  HX) = = mz0 . (6.54)

Eli monikertaisen juuren etsintd on korvattu yksinkertaisen juuren etsinnilld. On tietysti huo-
mattava, ettd uudella funktiolla u(X) on singulariteetti derivaatan f'(x) nollakohdassa.

Esimerkkini funktio

—1

f(x) = xeX-e (6.55)

Silld on nollakohta X* = 1 . Sen kertaluku on 2, minké voi todeta derivoimalla (6.55):n ja
sijoittamalla X = 1 . Tallsin f'(1) = 0 ,ja f(MA)Z0 ,kun m>1 .



0.4

— |f(X)
--------- ux)
0.2
X 0.0 B
= -t

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

X
Kuva 6.12: Funktiot (6.55) ja (6.56).

113

Tassd muodossa (kdyttden edelldesiteltyjd rutiineja) ei funktion nollakohtaa pysty 10ytdméén.

Muodostamalla funktio U(X) voidaan menetelmii soveltaa:

f(x) _ xeX—g

0= 00 T eri—x)

Derivoimalla saadaan Newtonin menetelméissa tarvittava U' :

1—ex-1 x-—ex-!
+
l-x  (1-x)?

u'(x) =

Newtonin menetelméin iteraatiotulokset alla (alkuarvona X = 2 ):

i Xi u( xi) abs(ei)
1 1.281718172 0.7182818285 0.2817181715

2 1.025236738 0. 1550732730 0. 2523673838E- 01
3 1.000211406 0.1272519113E-01 0. 2114062102E- 03
4 1.000000015 0.1057105538E- 03 0. 1489881019E- 07
5 1.000000000 0. 1490351257E- 07 0. 4702349621E- 11
6 1.000000000 0. 000000000 0. 4702349621E- 11

(6.56)

(6.57)

Myos sekanttimenetelmailld juuri saadaan muutamalla iteraatiolla kdyttden funktiota U(X) :



oOUh WN PR

PR R RR R

Xi

. 513440361
. 150395478
. 024320717
. 001201434
. 000009719
. 000000004

u( xi)

0. 3069293249
0. 7911365175E-01
0. 1225954387E- 01
0. 6009576680E- 03
0. 4859604479E- 05
0. 000000000

[cNeoNeoNeoNeNo)

abs(ei)

. 5134403609
. 1503954779
. 2432071733E-01
. 1201434043E- 02
. 9719171624E- 05
. 3886029276E- 08

114
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6.6 Yhtaloryhmat

Epilineaaristen yhtdloryhmien ratkaisu on huomattavasti vaikeampaa kuin yksittdisen yhtalon.
Lahtokohtana voisi olla yksiulotteisten menetelmien yleistys. Puolitussddntod ei ole mahdol-
lista yleistdd, mutta Newtonin menetelmi voidaan.

Tarkastellaan kaksiulotteista yhtdloryhmaa

Il
(e}

Of (x,
D(X y)

6.58
oy =0 (9

Funktiot jakavat tason alueisiin, joissa ne ovat negatiivisia tai positiivisia. Funktioiden nolla-
kohdat muodostavat joukon kéyrid tasossa ja nididen kiyrien leikkauspisteet ovat yhtidloryhméin
(6.58) ratkaisut. Koska yleensd funktioilla f ja g ei ole mitdidn yhteistd, eivit ndmi yhteiset
pisteet nollakohtakdyrilld ole milld4n lailla erityisid funktioiden kannalta. Eli joudumme enem-
mén tai vahemmin kdyméén lapi kaikki nollakohtakéyrit, jos haluamme 16ytiid kaikki ratkai-
sut.

y
g>0
. g:-(_)_— -
gf'Q . g<o0
Lot "." g>0 ‘\
. X

Kuva 6.13: Kahden epélineaarisen yhtilon ratkaisut.
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Yksinkertaisin epilineaaristen yhtdloryhmien ratkaisumenetelmi on yksiulotteisen Newtonin
menetelmin yleistys.

Olkoon meilld N kappaletta N :n muuttujan funktioita, joiden nollakohdat tulee etsid
FiXp X o0 Xy) =0, i =1,2,...,N . (6.59)
Vektorimuodossa timé on
F(x) =0 . (6.60)

Kehitetdédn funktiot F;, Taylorin sarjaksi pisteen X ymprilla:

Fi(x+0x) = F;(x) + j%lg—i;éxj + O(dx2) ) (6.61)
Otetaan kidyttoon ns. Jacobin matriisi J
Jij = ﬁ : (6.62)
0X;
Télloin (6.61) tulee muotoon
F(x +0X) = F(X) +J [BX + O(dx?) . (6.63)

Pudotamme korkeammat termit O(dx2) ja asetamme F(X+0X) = 0 , jolloin saamme
yhtilon korjaukselle dX , joka vie kaikkia funktioita yhtdaikaa lihemmés nollakohtaa:

J®x = -FXx) . (6.64)

Tdami yhtdld voidaan ratkaista esimerkiksi LU-hajotelmalla. Jokaisella iteraatiokierroksella
siis lisdtddn korjaus vektoriin X :

Xj,1 = X +0X . (6.65)

Iteraation aikana (kuten yksiulotteisessa tapauksessa) seurataan sekd funktioiden arvojen ettd
nollakohtien suppenemista. Jos jompikumpi saavuttaa halutun tarkkuuden, ei iteraatiota kan-
nata endd jatkaa.

NR:n rutiini mewt tekee parametrin nt ri al kertoman méirén iteraatioita (6.65) N-dimensi-
oiselle yhtidloryhmadlle, kun sy6ttotietoina annetaan aloituspiste X jat ol X jat ol f, jotka ker-
tovat halutut nollakohtien ja funktioiden arvojen tarkkuudet. Kutsu C:ssid on muotoa
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mewt (ntrial,x, N tolx,tolf);
Lisdksi tulee olla médritelty itse funktio F, jota kutsutaan nimelld usr f un:
usrfun(x, N, fvec, fjac);

Téssd vektoriin f vec palautetaan funktion arvo ja matriisiin f j ac Jacobin matriisi.

Otetaan esimerkiksi yhtdloryhmén

O
EFI(XI,XZ) = (x1—1)2+%(x2—2)2—1 =0

O (6.66)
3 1 9
%:Z(Xl' X)) = %1‘5%2"‘5%2—5%2—2 =0
O
ratkaisu.
Jacobin matriisin on nyt seuraavanlainen
oF, oF,
Jll:a_xl=2(xl_1) J12=6_X2=X2_1
(6.67)
oF, 30 oF, 9
JZ]ZG_XIZZ%]_ED \]22:ﬁ :XZ_g

Alla funktioiden kuvaajat tasa-arvokéyrini.
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0

T AN

S
10
3L 2 \/10
. \
15

-4 -

-1 0 1 2 3 4

3 -2
Kuva 6.14: Funktioiden (6.66) kuvaajat.

Nihdéin, ettd 18ytyy kaksi juurta X7 = (0.1, 1.3) ja x5;=(0.5,3.2)
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Juuret etsittiin seuraavalla pddohjelmalla:

#i ncl ude <stdi o. h>
#i ncl ude <mat h. h>
#def i ne NRANSI

#i nclude “nr.h”

#i nclude “nrutil.h”

void usrfun(float *x,int n,float *fvec,float **fjac)

{
fvec[ 1]
fvec[ 2]
fjac[1]]1]

(x[1]-2.0)*(x[1]-1.0) + 0.5*(x[2]-2.0)*(x[2]-2.0) -
(x[1]-2.5)*(x[1]-1.5) + 0.5*(x[2]-1.8)*(x[2]-1.8) -
2.0*(x[1]-1.0);

non
N

flac[1][2] = (x[2]-2.0);
fjac[2][1] = 2.0*(x[1]-1.5);
flac(2][2] = (x(2]-1.8):

}

#defi ne NTRI AL 20
#define TOLX 1.0e-6
#define TOLF 1.0e-6
#define N 2

#def i ne KMAX 3
#def i ne KKMAX 3
#defi ne SCALE 1.0

i nt mai n(voi d)
{
int i,j,k,Kkk;
float *x,*fvec,**fjac;

fjac=matrix(1,N, 1, N);
fvec=vector(1,N);
x=vector (1, N);
printf(“\n x10 x20 x1* X2* F1
F2\n\n");
for (kk=-KKMAX; kk<=KKMAX; kk++) {
for (k=-KMAX; k<=KMAX; k++) {
X[ 1] =SCALE* (kk+0. 1) ;
X[ 2] =SCALE* k;
printf(“9.2f 9. 2f “ox[1],x[2]);
mewt ( NTRI AL, x, N, TOLX, TOLF) ;
usrfun(x, N, fvec, fjac);
printf(“9%0.6f 9%0.6f 9%5.69 %5.6g\n", x[1],x[2],fvec[1],fvec[2]);
}
}
printf(“\n”);
return O;

}
#undef NRANSI



Kéainnos ja ajo:
systens> cc -0 newton2d new on2d

syst ens> newt on2d

x10

-2.90
-2.90
-2.90
-2.90
-2.90
-2.90
-2.90
-1.90
-1.90
-1.90
-1.90
-1.90
-1.90
-1.90
-0.90
-0.90
-0.90
-0.90
-0.90
-0.90
-0.90
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
.10
.10
.10
.10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

WWWWWWWNNNNNNNRPERPRPRPRPRPPRPOOOO0O00OO

syst ens>

WNPORPNWWNPORPNWWONPORPNWWONPORPNWWONPORNWWONEORNWWNE

x20

.00
.00
.00
.00
.00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
.00
.00

OO0 0000000000000 0000000000000000000000000000000000

Xx1*

. 130363

130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
130363
517785
130363
130363
130363
130363
130363
130363
517785
130363
130363
130363
130363
130363
517785
517785
130363
130363
130363
130363
130363
517785
517785
130363
130363
130363
130363
130363
517785

. 517785

WWRRPRRPRPRPOWORRPRPRPRPOWORRPRRPRRPRPORPRRPRPRPRPRPORPRRPRPRPRPRPRPRRPRPRPRPRPRPRPRPRERRERRERR

120

.c Mmewt.c nrutil.c lubksb.c ludcnp.c -Im

X2*

. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 238926
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 238926
. 301815
. 301815
. 301814
. 301815
. 301815
. 238926
. 238926
. 301815
. 301815
. 301815
. 301814
. 301814
. 238926
. 238926
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 301815
. 238926
. 238926

PRPRRPRPORRPMRPRORRPRRRPRRPRRPRRPRRPRPRRPRRERRPEPRPEPRPREPREPRPRPRRRPRRRRR

RPRRPRRPRRPRPRPREPEP®

F1

. 20086e- 07
. 09384e-08
. 09384e-08
. 20086e- 07
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 51653e- 07
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 46003e- 07
. 09384e-08
. 89552e- 07
. 09384e-08
. 09384e-08
. 99362e- 07
. 09384e-08
. 20086e- 07
. 41686e- 08
. 51653e- 07
. 20086e- 07
. 09384e-08
. 09384e-08
2.5515e-07
. 64298e- 07
. 51653e- 07
. 51653e- 07
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 09384e-08
. 51653e- 07
. 51653e- 07

PRPRRPRPRPRPRPRPRPONRRPRRPRPNRPRRPRURPRRPARRPRRPRPRPRPRPRPRPRRPRRPRRPRPRPRRPRRPRPRPRPRERRERRERRERRERRERR

F2

. 18298e- 07
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 18298e- 07
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 94568e- 07
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 59116e- 07
. 80909e- 08
. 20546e- 07
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 00555e- 07
. 80909e- 08
. 18298e- 07
. 74793e- 08
. 94568e- 07
. 18298e- 07
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 59323e- 07
. 59529e- 07
. 94568e- 07
. 94568e- 07
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 80909e- 08
. 94568e- 07
. 94568e- 07
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Huomaamme, ettd molemmat juuret 10ytyivit. Lisiksi tarkastelemalla nollakohtien ja funktioi-
den arvoja iteraatiokierrosten funktiona, havaitaan, ettd iteraatio suppenee jo muutaman (<10)
kierroksen jdlkeen. Tamin voi helposti todeta kdskemdlld rutiinin rmewt suorittaa kerralla
vain yksi iteraatio:

X[ 1] =SCALE* (kk+0. 1) ;
x[ 2] =SCALE*k;
printf(“98.4f oB.4f “,x[1],x[2]);
for (j=1;j<=NTRIAL;j++) {
mewt (1, x, N, TOLX, TOLF) ;
usrfun(x, N, fvec, fjac);
printf(“9d5.6f 9%5.6f 9%5.6f %5.6f\n",
x[ 1], x[ 2], fvec[ 1], fvec[2]);

Kaymilld 1dpi (X, X,) -tasoa tarkemmin voimme tutkia, kumpaan juureen tietystd pisteesti
ldhtenyt iteraatio suppenee.

-5

5 4 -3-2-101 2 3 4 5
X
Kuva 6.15: Yhtiloparin (6.66) iteraation suppeneminen. Tummemmalta alueelta aloitettu ite-
raatio suppenee ylempini sijaitsevaan juureen vaaleammalta aloitettu alempaan.

Tulemme huomaamaan, etti skalaarifunktion minimoinnille on 16ydettivissd melko tehokkaita
algoritmeja. Eiko nditd voisi kayttdd epélineaaristen yhtdloryhmien ratkaisuun? Minimoinnis-
sahan etsitddn funktion gradientin nollakohtaa.
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Erona epilineaarisiin yhtdloryhmiin on se, ettd minimoinnissa on luonnollinen suunta (‘alaméa-
keen’), johon iteraation kuluessa kuljetaan. Nollakohtien etsinniissi ei tdllaista suuntaa ole.

Toinen vaihtoehto voisi olla nollakohtien etsimisen muuttaminen minimointitehtaviksi. Yhta-
16ryhmiin (6.60) ratkaisu X* minimoi summan

N
Foo = 5 [Fio]* (6.68)

i=1
jolloin voisimme kéyttdd epilineaarisen pienimméin nelidsumman ongelmaan tarkoitettuja
menetelmid. Ongelmana on se, ettid funktiolle (6.68) voi 10ytyi paikallinen minimi, joka ei ole
yhtéloryhmén ratkaisu.
Tehokkaampia menetelmid kuin suora Newtonin menetelmi saadaan yhdistimalld tima ylla-
mainittuun funktion F minimointiin. Téll6in kédytetddn hyviksi Newtonin menetelmén nopeaa
suppenemista ldhelld juurta ja minimointitehtivdn parempaa kykyid 10ytdd minimi (‘ldhes’)

riippumatta alkupisteesta.

Newtonin menetelméssi iteraatioaskel yhtdalon

Fx) =0 (6.69)
ratkaisemiseksi tehdédén seuraavasti

Xip1 = X +0X (6.70)
missd korjaus X on

ox = -J1[F . (6.71)

Yhdistelmdmenetelmissd tehddidn aluksi Newtonin iteraatio ja se hyviksytdin tietylld kritee-
rilld. Kriteerind on se, etti |F|2 = F [F pienenee. TAmiihin on sama vaatimus kuin funktion

f = %F F 6.72)

minimoinnissa. Jokainen (6.69):n ratkaisu minimoi (6.72):n, mutta f:l1l4 voi olla lokaaleja
minimejd, jotka eivit ole F :n nollakohtia. Eli pelkkdd minimointalgoritmia ei voi kdyttaa.

Newton-askel (6.71) on funktion f kannalta alamikeen, koska
Of Bbx = (FO)Q-J'[F) = -F[F<0 ) (6.73)

Nyt jokaisella iteraatioaskeleella lasketaan &x yhtélostd (6.1). Jos askel ei pienenni funktiota
f , menndin Newtonin askelta taaksepdin niin pitkille, ettd f pienenee. Tdma tulee varmasti
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jossain vaiheessa vastaan yhtilon (6.73) perusteella.

Eli uusi askel on
X;,1 = X+Adx , O<A<1 (6.74)

ja A valittu siten, ettd  f(X; + AdX) pienenee riittdvisti.

Sopiva kriteeri riittdville pienenemiselle on esimerkiksi, ettd nykyiselld askeleella f pienenee
keskimiirin vidhintdin jonkun osuuden askeleen alun pienenemisnopeudesta:

fox, s fx)+a0f OX . —X%) , (6.75)

i+1

missd 0<o <1 .

NR:n ohjelmista 10ytyy rutiini newt , joka ratkaisee yhtdloryhmén edelldesitetylld tavalla. Sen
kutsu on

newt ( x, N, &heck, funcv) ;
missd X on alkuarvaus juurille (N-alkioinen vektori), check on lippu, joka asetetaan, jos
aliohjelmassa ilmeni jotain ongelmia ja f uncv on haluttu funktio F . Jacobin matriisi laske-

taan rutiinissa f dj ac numeerisesti erotusosamiarina.

Seuraavalla sivulla esimerkkind yhtaloryhmén

XF+x3-2=0
U
E'+x3-2=0

ratkaiseminen (yksi juurion X; = X, = 1 )



Ohjelmakoodi:

#i ncl ude <stdi o. h>

#i ncl ude
#defi ne
#i ncl ude

#i nclude “nrutil.h”

<mat h. h>
NRANSI
“nr.h”

void funcv(int n,float x[],float f[])

{

f1] =SQR(x[ 1] ) +SQR(x[ 2] ) - 2. O;
f[2]=exp(x[1]-1.0)+x[ 2] *SQR(X[ 2] )-2.0;

}
#defi ne

#def i ne
#def i ne
#def i ne
#def i ne
#def i ne
int nmain
{ .
I nt
fl oat
X=vect
f=vect

for (kk=KKM N; kk<=KKMAX; kk++) {

N 2

KM N 2
KKM N 0.5
KMAX 4
KKVAX 4
SCALE 0.5
(void)

i , check, k, kk;
*X, *f;

or(1,N;
or(1,N;

for (k=KM N; k<=KMAX; k++) {

X[ 1] =SCALE* kk;
X[ 2] =SCALE* k;
printf("98.5f

98. 5f

newt ( X, N, & heck, funcv);

funcv(N, x, f);
printf(“9%0. 6f

%4.0. 6f

“ox[1],x[2]);

i f (check) printf(“Convergence problens.\n");

}
}

return
}

0;

Kéannos ja ajo:
nrnewt > cc -0 xnewt xnewt.c newt.c ludcnp.c |ubksb.c I nsrch.c fdjac.c nru-

til.c fmn.

c -Im

nrnewt > xnewt

. 00000
. 00000
. 00000
. 50000
. 50000
. 50000
. 00000
. 00000
. 00000
. 50000
. 50000
. 50000
. 00000
. 00000
. 00000

NNNFRPRPRPPRPPPRPOOOOOO

. 00000
. 50000
. 00000
00000
50000
00000
. 00000
50000
00000
00000
50000
00000
00000
. 50000
. 00000

NERNPERNPRRNRERENER

OO0OO0CRrRORRPRPOLRPERER

. 713748
. 713757
. 713747
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 999999
. 000000
. 000002
. 999999
. 000000
. 999998
. 999994
. 999999

. 220887
. 220893
. 220890
. 000000
. 000001
. 000000
1. 000000
. 000001
. 000000
. 000000
. 000002
. 000000
. 000003
. 000013
. 000001

PR PR R

PR PRPRPREPPRR

3

N oNO

PRWARPLDMWPR

. 09046e- 07
2.9386e-05
. 34566e- 06
. 38419e- 07
. 34466e- 07
. 38419e- 07

0
. 07289e- 06
. 57628e- 07
. 52996e- 06
. 43051e- 06
. 76837e-07
. 09945e- 06
. 32324e-05
. 07289e- 06

GNP RPN

2.
8.9407e-07
3.
3.8147e-06
1
7.
3.
2.
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%45. 6g 945.69\n", x[1],x[2],f[1],f[2]):

. 83345e- 08
. 70813e- 05
. 40348e- 05
. 19209e- 07
. 08616e- 06
. 96047e- 07

0
68221e- 06

21865e- 06

19209e- 06
74863e- 06
28427e-05
68221e- 06
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Ylldesitetyn Newtonin menetelmén haitta on se, ettd laskennassa tarvitaan Jacobin matriisia.
Aina ei kuitenkaan ole saatavilla analyyttista lauseketta derivaatoille dF;/0X j ja funktion
laskeminen voi olla niin raskasta, ettd ei kannata laskea derivaattoja numeerisesti.

Tiéllaisessa tapauksessa on edullista kiyttdd sekanttimenetelmén yleistystd useampaan dimen-
sioon. NR:n vastaava rutiini on br oydn.
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7 Funktion minimointi
7.1 Yleista

Olkoon meilld joukko atomeja paikoissa {r;}, i = 1,2,...,N. Atomit vuorovaikuttavat
potentiaalienergian vilitykselld. Koko systeemin potentiaalienergia voidaan lausua muodossa

vV{rP.

Nyt on Idydettivd sellainen atomikonfiguraatio {r;}, joka minimoi potentiaalienergian
V{r;}). Eli kysymys on: Millaisen aineen atomitason rakenteen potentiaalienergiafunktio V
ennustaa olevan stabiilein?’

Funktion minimoinnin ongelma on siis: Etsi funktion f sellainen argumentti, jolla funktiolla
on pienin mahdollinen arvo. Funktiolla voi tietysti olla yksi tai useampi muuttujia. Lisdksi
funktio ja muuttujat voivat saada joko jatkuvia tai diskreettejd arvoja. Funktion f maksimointi
voidaan luonnollisesti palauttaa minimointiin kayttamalla funktiota —f .

Tehtédvi on tietysti ratkaistava mahdollisimman tehokkaasti, miké yleensé tarkoittaa mahdolli-
simman pientd midrdd funktion arvojen ja mahdollisesti sen osittaisderivaattojen laskua.

Yleensd ollaan kiinnostuttu globaalista minimistd. Funktiolla voi olla my0ds lokaaleja mini-

meja.
\A f(X)

<V

A

Kuva 7.1:Funktion globaali (A) ja lokaali (B) minimi.

Lokaali minimi useinkin 16ytyy helposti, mutta globaalin minimin l6ytdminen on melko vaikea
tehtdavi. Yksi tapa on kiyttii erilaisia ldhtoarvoja funktion muuttujille ja valita nédistd saaduista
(lokaaleista) minimeisti pienin.

Myds viimeaikoina kehitettyd ns. simuloitua jidhdytysmenetelmii (simulated annealing) on
menestyksellisesti kdytetty globaalin minimin etsimisessd. Sen etuna on lisiksi se, etti sitd voi-
daan soveltaa ldhes yhtd helposti sekéd diskreetteihin ettd jatkuviin tehtdviin. Toisaalta, koska
kyseessd on stokastinen menetelmd, 10ydetty ratkaisu on ainoastaan todennékdisesti oikea.

1. Tarkkaan ottaen pitdisi lisdtd miére nollalampétilassa
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Seuraavassa esitellddn muutamia jatkuvien funktioiden ja muuttujien minimointimenetelmid.

Menetelmin valinnassa usein merkittdvii on se, ovatko funktion osittaisderivaatat helposti las-
kettavissa ja kompensoiko niiden aikaansaama nopeutus niiden laskemiseen kdytetyn ajan.

7.2 Yksidimensioiset minimointialgoritmit

Tehtdvidni on siis etsid funktion f(X) minimi. Kdytossid olevat algoritmit useimmiten toimivat
siten, ettd aluksi valitaan hakusuunta, jonka jélkeen kédytetédédn jotain menetelmédd minimin 16y-
tamiseksi kuljettaessa tihdn suuntaan.

7.2.1 Kultainen leikkaus

Funktion nollakohdan etsimisessd puolitussd@annolld nollakohta ensin eristettiin tietylle vilille
[a, b] ja vilid pienennettiin jakamalla se kolmannella pisteelld X ja ottamalla uudeksi viliksi
se vileistd [a, X] ja [X, b], jonka sisddn nollakohta jdi. Keskimddrin optimaalinen pisteen X
paikka on vilin [@, b] puolivilissa.

Kultainen leikkaus on timén idean sovellus minimin etsimisessd. Nollakohdan eristimiseen
tietylle vilille riittdd kaksi pistettd, joissa funktio on erimerkkinen. Minimin eristiminen taas
vaatii kolme pistettd a<b <c siten, ettd f(b) < f(a) ja f(b) < f(c). Puolitussdannon kanssa
analogisesti valitaan nyt uusi piste X joko vililtd [a, b] tai [b, c]. Oletetaan, ettd valinta teh-
déddn vililta [b, c]. Jos nyt f(b) < f(x), uusi lukukolmikko on (a, b, X) (kuvan 7.2 tapaus)
muutoin se on (b, X, C).

A

-

Kuva 7.2: Minimin etsinti kultaisen leikkauksen menetelmalla.
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Aina siis valitaan se lukukolmikko, jonka keskimmdiselld luvulla on pienin funktion f arvo.
Titd iteraatiota jatketaan, kunnes paéstddn haluttuun tarkkuuteen, eli vili [a, C] on riittdvdn
pieni.

Mika sitten on riittdvén pieni?

Jos minimi sijaitsee paikassa X = b, voisi ajatella, ettd sen pystyy koneella paikantamaan
vilille [(1 —¢€)b, (1 +€)b] , missd € on liukulukujen tarkkuus (ks. kappale 3.2). Asia ei kui-

tenkaan ole néin.

Lihelld minimiddn funktio voidaan lausua muodossa (1. derivaatta on ldhelld nollaa)
F(x) = f(b)+%f"(b)(x—b)2. (7.1)

Yhtilon oikean puolen toinen termi on merkityksetdn ensimmaéiseen verrattuna, kun

_ 2| f(b)l
Ix—b| < .J/elb| D) (7.2)

Jalkimmaisen nelidjuurilausekkeen voidaan olettaa olevan suuruusluokkaa 1 useimmille funk-
tioille. Eli minimin paikka b saadaan enimmilldén tarkkuudella JE [b. Usein miniminetsinti-
rutiineissa annetaan parametrina tarkkuus, jolla minimin paikka etsitdin. Ylldolevan

perusteella on yleensi hyddytonti antaa parametrille arvo joka on pienempi kuin /€ .

Vield on kehitettdvi algoritmi, jolla valitaan uusi piste X, kun tiedossa on kolme pistettd a, b
jac.

Merkitdan w:11d b:n suhteellista paikkaa vililld [a, C]

W:M,1_ch__t_). (7.3)
c—a c—a

Samalla tavalla olkoon uuden pisteen X suhteellinen paikka b:std mitattuna z:
z=2"> (7.4)

Nyt seuraavan vilin pituus on (edelleen suhteellisissa yksikoissd) joko z+w (a, b, x) tai
1-w (b, x, c).
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-

| | | |
1 1 1 1 >
0 w Z+W 1

Kuva 7.3: Seuraavan pisteen valinta kultaisen leikkauksen menetelmaéssa.

Optimaalisen (tai vihiten pessimistisen valinnan) saavutamme, kun valitsemme pisteen X
siten, ettd niméa kaksi vaihtoehtoa ovat yhtidsuuret

z+w=1-wlz=1-2w. (7.5)

Nihdéin, ettd uusi piste X on symmetrinen pisteen b kanssa, eli |[b—al = |x—c|. Tisti seu-
raa, ettd X sijaitsee suuremmassa vileistd [a, b] ja [b, C] .

Pisteen X paikka kyseisen vilin sisélld saadaan seuraavasti.

Oletamme, ettd aikaisemmilla iteraatiokierroksilla olemme kiyttineet samaa algoritmia. Téstd
seuraa se, ettd X:n etdisyys b:std verrattuna véliin [b, ] (jos se on nyt suurempi vili) on sama
kuin b:n etdisyys a:sta verrattuna viliin [, b] . Eli suhteellisissa yksikoissd saamme yhtdlon

Z w
— = — . 7.6
1-w 1 (7.6)
Yhdistdmalla (7.5) ja (7.6) saamme toisen asteen yhtilon
w2-3w+1 =0, (7.7)
jonka ratkaisu on
w = 3-45 =(0.381966 . (7.8)

[\)‘
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(Plusmerkistd saatava juuri on suurempi kuin 1.)

Siis optimaalinen pistekolmikko (a,b,Cc) on sellainen, jossa b on etdisyydelld
0.381966(c—a) vilin [a, ] toisesta pédtepisteesti ja etdisyydelld 0.618034(c—a) toisesta.

Algoritmi on siis seuraava:

Olkoon meilld luvut a, b ja c edelliseltd iteraatiokierrokselta. Valitaan uusi piste X siten, ettd
se on suhteellisen etdisyyden 0.381966 piissi pisteestd b ja suuremman vilin (joko [a, b] tai
[b, c] ) suuntaan. Uudeksi pistekolmikoksi valitaan se, jonka keskipisteessé funktiolla on pie-
nempi arvo.

Jokaisella iteraatiokierroksella tarkasteltava vili pienenee siis 0.618034 :een osaan edellisesti.
Suppenemiskertaluku on yksi eli suppeneminen on lineaarista.

NR:n ohjelmista 16ytyy funktio gol den, jolla etsitdidn funktion minimi edelldkuvatulla mene-
telmillda. Sen kutsu on muotoa (C:ksi)

f m n=gol den( ax, bx, cx, func, TOL, &m n) ;

Funktio palauttaa arvonaan funktion f unc minimiarvon ja parametrissa Xm N minimin sijain-
nin. Sy6ttotietoina tarvitaan aloitusvili ax ,bx, cx.

Alla esimerkkini Besselin funktion J,(X) minimin etsinté alkaen vililti [0, 6] .
Péddohjelma on seuraavanlainen

#i ncl ude <stdi o. h>
#i ncl ude <mat h. h>
#defi ne NRANSI

#i ncl ude “nr.h”

float goldenx(float ax, float bx, float cx, float (*f)(float),
float tol, float *xmn, int *j);

float func(float x) {return bessj0(x);}

int main(int argc, char **argv)
{

int i,j;

float ax, bx,cx,xmn,gold,tol;

if (argc!=5) {
fprintf(stderr,”Usage: % tol a b c\n",argv[0]);
return (1);

}

t ol =at of (*++argv);

ax=at of (*++ar gv) ;

bx=at of (*++ar gv) ;

cx=at of (*++ar gv) ;

gol d=gol denx(ax, bx, cx, func, tol , &mn, & ) ;

printf(“Mnimumwith tolerance 8. 1le after % iterations is %, f=

%\n”,tol,j,xmn,gold);
return O;
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(NR:n rutiinin nimi muutettu nimeksi gol denx, koska siihen liséttiin ulostuloparametriksi
tehtyjen iteraatioiden lukuméérd.)

Kéédnnos ja ajo

gol den> cc -0 xgol den xgol den.c golden.c nrutil.c bessj0.c -Im
xgol den. c:

gol den. c:

nrutil.c:

bessj 0. c:

gol den> xgol den 1e-6 0 1 6

Mnimumw th tolerance 1.0e-06 after 30 iterations is 3.831540,
f= -0.402759

gol den> xgol den 1e-8 0 1 6

Mnimumw th tolerance 1.0e-08 after 100 iterations is 3.831540,
f= -0.402759

gol den>

Alla kuva iteraation kulusta rutiinin gol den sisilld.

0.8 Jo(x)

f(x)
—

0.2 |

-0.2

-0.4

Kuva 7.4: Besselin funktion J, minimin etsintd kultaisen leikkauksen menetelmalld. Pallot

kuvaavat iteraatiovilin muuttumista.

Kultaisen leikkauksen menetelmd on kuten puolitusmenetelmd nollakohtien etsinnéssi:
hitaasti suppeneva, mutta suppenee melko varmasti.
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7.2.2 Parabolinen inter polointi

Yhtilon (7.1) mukaan funktio f(X) voidaan tarpeeksi ldhelld minimidén approksimoida paraa-
beliksi. Tétd voidaan kéyttdd hyvéksi minimin etsinnédssa.

Olkoon meilld taas kolme pistettd a, b ja ¢ (a<b<c). Sovitetaan nididen pisteiden kautta
paraabeli ja etsitdén sen minimi. Tulokseksi minimin paikalle X-akselilla saadaan

1(b-a)’[f() - f(©] - (b-c)’[f) - f@)] (7.9)

X = b= B aT®) -] - (b= f® - @]

Yhtdlo ei toimi, jos pisteet ovat samalla suoralla. Télloin nimittdji menee nollaksi. Lisiksi
yhtdlo ei erottele minimin ja maksimin valill&.

A

|

X

Kuva 7.5: Minimin etsintd paraabelisovituksella. Katkoviiva on pisteiden 1, 2 ja 3 kautta sovi-

tettu paraabeli. Tdmén minimi on pisteessd 4. Pisteviiva on pisteiden 1, 4 ja 2 kautta sovitettu
paraabeli, jonka minimi on pisteessd 5.

Paras strategia on tilldkin kertaa yhdistda kultaisen leikkauksen menetelma paraboliseen inter-
polointiin.

Brentin menetelméssi yritetddn ensin paraabelisovitusta. Jos sen antama minimi ei osu kysei-
sen iteraatioaskeleen viliin tai, jos iteraatio ei konvergoi tarpeeksi nopeasti, sovelletaan kultai-
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sen leikkauksen menetelmid. Menetelmissé tarvitaan kohtuullinen miird kirjanpitoa, joten
jatimme sen toteutuksen yksityiskohtien tarkastelun. Halukkaat voivat tietysti katsoa NR:n
rutiinin br ent listausta. Sen kutsurakenne on samanlainen kuin funktiolla gol den.

Alla on ohjelma, joka vertailee nédiden kahden menetelmédn suppenemista (rutiinin nimi on
br ent x, koska siihen on lisitty ulostuloparametriksi suoritettujen iteraatioiden lukumééri):

#i ncl ude <stdio. h>
#i ncl ude <mat h. h>
#def i ne NRANSI

#i nclude “nr.h”

float goldenx(float ax, float bx, float cx, float (*f)(float),
float tol, float *xmin, int *j);
float brentx(float ax, float bx, float cx, float (*f)(float), float tol,
float *xmin, int *j);

float func(float x) {return bessjO(x);}

int main(int argc, char **argv)
{
int i,j;
fl oat ax, bx, cx,xm n,gold, brent,tol;

if (argc!=5) {
fprintf(stderr,”Usage: % tol a b c\n",argv[0]);
return (1);
}
t ol =at of (*++argv) ;
ax=at of (*++argv);
bx=at of (*++ar gv);
cx=at of (*++argv);
gol d=gol denx( ax, bx, cx, func,tol, &mnin, & );
printf(“Mnimumw th tol erance 8. 1e after % iterations is %,
f=9%\n",tol,j,xmn,gold);
br ent =br ent x(ax, bx, cx, func, tol, &mnin, & );
printf(“Mnimumw th tol erance 8. 1e after % iterations is %,
=9%\n",tol,j,xnin,brent);
return O;
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Ja seuraavassa ajotulokset:

gol den> cc -0 xgol den xgol den.c golden.c brent.c nrutil.c bessj0.c -Im
gol den> xgol den 1e-4 0 1 6

Mnimumw th tolerance 1.0e-04 after 21 iterations is 3.831589,
f=-0.402759

Mnimumw th tolerance 1.0e-04 after 9 iterations is 3.831650,
f=-0.402759

gol den> xgol den 1e-6 0 1 6

Mnimumw th tolerance 1.0e-06 after 30 iterations is 3.831540,
f=-0.402759

Mnimumw th tolerance 1.0e-06 after 12 iterations is 3.831658,
f=-0.402759

gol den> xgol den 1e-7 0 1 6

Mnimumw th tolerance 1.0e-07 after 35 iterations is 3.831540,
f=-0.402759

Mnimumw th tolerance 1.0e-07 after 17 iterations is 3.831651
f=-0.402759

gol den>

Kuten odotettavissa on, Brentin menetelmé suppenee nopeammin.

Besselin funktiolla J,(X) on monia lokaaleja minimeji, joihin voidaan péityd globaalin mini-
min sijasta.

JO(x)
1.0000

0.9000

0.8000

0.7000

0.6000

0.5000

0.4000

0.3000

N A
A A A A A A AR
A Y
0.2000 IU U V '

gl

Kuva 7.6: Besselin funktio J(X) .
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Alla muutama ajo:

gol den> xgol den 1e-7 0 50 100
Mnimumw th tolerance 1.0e-07 after 36 iterations is 35.332024,

f=-0.134211
Mnimumw th tolerance 1.0e-07 after 18 iterations is 35.332317,
f=-0.134211

gol den> xgol den 1e-7 0 10 100
Mnimumw th tolerance 1.0e-07 after 39 iterations is 10.173343,

f= -0.249705
Mnimumw th tolerance 1.0e-07 after 22 iterations is 10.173368,
f= -0.249705

gol den> xgol den 1e-7 0 90 100
Mnimumw th tolerance 1.0e-07 after 36 iterations is 47.901138,

f= -0.115274
Mnimumw th tolerance 1.0e-07 after 17 iterations is 35.332199,
f=-0.134211

gol den> xgol den 1e-7 50 75 100

Mnimumw th tolerance 1.0e-07 after 33 iterations is 60.469193,
f=-0.102601

Mnimumw th tolerance 1.0e-07 after 21 iterations is 60.469463,
f=-0.102601
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7.2.3 Newtonin menetelma

Edelldesitetty menetelmét kayttivét vain funktion f(X) arvoja minimin etsinndssd. Jos myos
funktion derivaattoja f'(X) on laskettavissa tai muuten saatavilla, voidaan niitd Kkayttdd
hyviksi.

Ideana on siis approksimoida funktiota f(X), poynomilla ja laskea timén minimi, joka otetaan
uudeksi arvioksi funktion minimille. Koska suoralla ei ole minimié, approksimoidaan funk-
tiota paraabelilla. Kirjoitetaan funktio Taylorin sarjana iteraatiokierroksen K tuloksen X
ympérilld

1 1 "
Alkuperdistd minimointitehtdvad approksimoidaan Taylorin sarjan minimoinnilla:

f(x*) = min, [ f(x)] . (7.11)

min [ f(x + p)]
- minp[f(xk) +pF(x) + %pzf"(xk) + }

= minp[f(Xk) +pf(x) + %pZ f"(Xk)}

Paraabelin minimi 16ydetidin (toivon mukaan) asettamalla sen derivaatta p:n suhteen nollaksi.
Tistd saadaan

f'(x)
- __x 7.12

Eli jokaisella iteraatiokierroksella pdivitetddn minimin paikkaa:

f'(x)
Xk+1 = Xk_ fn(XI;) . (713)

Tamai on tdsmilleen Newtonin menetelma [vrt. yhtilo (6.28)] funktion f'(X) nollakohdan etsi-
miseksi.

Graafisesti Newtonin menetelmén voi hahmottaa seuraavasti. Paraabeli, jolla interpoloidaan
funktiota f(x) olkoon q(X) . Sille pitee

ax) = f(x
axy = f'(x . (7.14)
q'(x) = f"(x)
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Piste, joka minimoi ((X) :n on seuraava iteraatiopiste X, , ;.

A

-----

; ; ] -

Kuva 7.7: Newtonin menetelma funktion minimin méaarittimiseksi.

Edellisestd luvusta muistamme, ettd Newtonin menetelmén suppenemisen kertaluku on 2. Eli

X1 — X <Clx - X2 . (7.15)

Otetaan esimerkiksi funktio
f(X) = sinX— cosX (7.16)

ja X, = 0.5 . Derivaatat ovat

f'(X) = cosX+ sinX
f"(X) = —sinX+ cosX .

Tarkka tulos on X* = —22—0.78539816 .

Ensimmaéinen iteraatiokierros:

f'(Xy) = cos(-0.5) + sin(-0.5) = 0.39815702

f"(Xy) = —sin(-0.5) + cos(-0.5) = 1.35700810
F'%) 039815702 _
f"(Xy) 1.35700810

X; = Xp+ P = —0.5-0.29340799 = -0.79340799

—0.29340799
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Kolmen iteraatiokierroksen tulokset ovat seuraavassa:

Taulukko 7.1: Funktion (7.16) Newtonin iteraatio.

k Xy X, — X

0 ~0.50000000 2.8%10"!
1 079340799 8.0x10™
2 ~0.78539799 1.7x10~
3 ~0.78539816 1.3x10°"7

Nidemme, ettd suppeneminen on nopeaa.

Jos f"(x*) <0, on X" funktion maksimin paikka. Jos taas f"(x") = 0, on funktion derivaa-
talla moninkertainen juuri X" :ssi ja menetelmi suppenee lineaarisesti.

Newtonin menetelmilld on huonot puolensa, joista olemme jotkut jo aikaisemmin todenneet:

i. Jos paraabeli ei olekaan hyvi approksimaatio funktiolle f(X), ei ole mitéén takeita
siité, ettd piste X, . ; on lihempéind minimié kuin X, . (ks. kuva 7.8).

ii. Newtonin menetelma voi supeta myos kohti maksimia.
iii. Funktion 1. ja 2. derivaatan tulee olla laskettavissa.

A

Kuva 7.8: Newtonin menetelmin epidonnistuminen.

Newtonin menetelmd tuleekin yhdistdd varmempaan menetelméén (esimerkiksi kultaisen leik-
kauksen menetelméédn) samaan tyyliin kuten epilineaarisen yhtidlon ratkaisun yhteydessi.



139

7.3 Useampimuuttujaisen funktion minimointi
Tehtéivind on minimoida funktio f(X,, X,, ..., Xy) = f(X) eli etsid vektori x*, jolle pitee
f(x) < f(x) OxORN . (7.17)

Useimpien algoritmien periaate on seuraava:

i. Valitaan alkupiste (tai -pisteet)
ii. Valitaan suunta d, , josta minimid ryhdytién etsiméin.
iii. Haetaan askelpituus A, >0 siten, ettd f(x, + A d}) saa minimiarvon. Téhin ns. vii-

vahakuun kdytetddn usein yhden muuttujan funktion minimointiin tarkoitettuja algorit-
meja.
iv. Asetetaan X, , | = X, + A, d .

v. Jos minimii ei ole saavutettu, menniin askeleeseen ii.

Useimmat algoritmit kiyttdvit hyvéksi funktion Taylorin sarjaa iteraatiopisteen ympéaristossa:

2 f(x) 6 f(X)

h ,  (7.18)

fx+h) = f(xX)+ Z

i=1 X

Eneis 3

= fx)+[Ofx)]T [h+ EhTH(x)h + ...

missd H(X) on ns. Hessen matriisi.

7.3.1 Polytooppihaku

Esitellddn aluksi lyhyesti algoritmi, joka ei kidytd hyvikseen funktion f derivaattoja. Alkuar-
vona tarvitaan N + 1 pistetti, jotka muodostavat N -ulotteisen monitahokkaan. Siis jos N = 2
on monitahokas kolmio, ja jos N = 3 on se tetraedri. Jokaisella iteraatiokierroksella monita-
hokkaalle tehdédin jokin kuvan 7.9 operaatioista (esimerkkiné tapaus N = 3).
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peilaus

. pienennys
pienennys
peilaus ja venytys yhden pisteen ugeTommon
suhteen pisteen
suhteen

Kuva 7.9: Polytooppihaun operaatiot.

Useimmat askeleet ovat sen pisteen, jossa funktiolla on suurin arvo, peilaus monitahokkaan
vastakkaisen tahon suhteen. Lisdksi yritetddn muita kuvan operaatioita. Tallad tavalla ldhesty-
tddn funktion minimi. Iteraation voi lopettaa esimerkiksi, kun monitahokkaan pisteiden suu-
rimman ja pienimméin funktionarvon erotus on tarpeeksi pieni.

Menetelmé suppenee varsin hitaasti, mutta se varsin luotettava ja etuna tietysti se, ettd funktion
derivaattoja ei tarvita.

Polytooppihaku on toteutettu NR:n rutiinissa anoeba.

7.3.2 Jyrkimman suunnan menetelma

Olkoon meilld aloituspiste P N -ulotteisessa avaruudessa. Etenemme tistd pisteestd suuntaan
N . Yksimuuttujaisten funktioiden minimointialgoritmeja kiyttden voimme etsid funktion f(X)
minimin tdssd suunnassa. Useita erilaisia monen muuttujan funktion minimointialgoritmeja
voidaan konstruoida valitsemalla erilaisia tapoja médriti tuo suunta N iteraation kussakin vai-
heessa.

Jyrkimmin suunnan menetelmaéssi edetiin yksinkertaisesti sithen suuntaan, jossa funktio (pai-
kallisesti) vihenee eniten eli —[Jf(X,) . Algoritmi on seuraava:

i. Haetaan minimipiste y, = X, + A (-0f(x,)), siten ettd f(y,) saa minimiarvon askel-
pituudella A, > 0.

ii. Asetetaan X, ., ; = X, + Y| . Menniin askeleeseen i, jos ei olla saavutettu haluttua
tarkkuutta.
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Menetelméd suppenee ainoastaan lineaarisesti, ja sitd ei kovin paljon kiytetd, koska kehitty-
neempidkin menetelmid on. Joskus sitd voidaan kéyttdd muiden menetelmien yhteydessé, esi-
merkiksi jos ollaan kovin kaukana minimisté ja kehittyneempien menetelmien suppeneminen
on hidasta.

Kuva 7.10: Jyrkimmin suunnan menetelma.

Ylldoleva kuva esittdd menetelmin kiyttdytymistid kapeassa ‘laaksossa’. Koska joka askeleella
minimoidaan funktion gradientin suunnassa, tehdddn seuraava askel kohtisuoraan edelliseen
nidhden.

7.3.3 Newtonin menetelméa

Oletetaan ensin, ettid funktio f on kvadraattinen eli

f(x) = %XT AX+bTk+c. (7.19)

Funktion gradientiksi saadaan

Of(x) = AX+b (7.20)
ja Hessen matriisiksi

Hx) = 02f(x) = A . (7.21)
Funktion gradientti pisteessd X + S on

Of(x+9 = AOx+s)+b (7.22)
= (Ak+b)+Als
= 0OfxX)+HX)

Yhtilostd

Of(x+s) =0 (7.23)
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saadaan ehto kvadraattisen funktion minimiin vieville askeleelle S:
Hx) b = -0Of(x) . (7.24)

Newtonin iteraatio toimii my0s muille kuin kvadraattisille funktioille, silld niitd voidaan pis-
teen X ympdristossd arvioida Taylorin sarjalla

f(x+d) = f(x)+[Df(x)]T[d+%dT THX) O . (7.25)

Jokaisella iteraatioaskeleella k tehdéén siis seuraavat operaatiot:

1. Ratkaistaan askel s, yhtidlostd

ii. Pdivitetddn iteraatiopistettd: X, ; = X, + Sy .

Otetaan esimerkiksi funktio f(X) = ix% + gx% . Funktion Hessen matriisi on

2
HEo = [1 0}
09

0f(x) = [X1] .
9%,

Newtonin menetelmi 10ytdd funktion minimin yhdelld askeleella yhtédlostd (7.24). Olkoon
alkuarvaus X; = (9, 1). Saadaan yhtdloryhmi

B(NERAE

jonka ratkaisuon s = (-9,-1),ja X, = (0, 0), joka on funktion minimi.

ja gradientti



143

7.3.4 Kvasi-Newtonin menetelméa

Puhdas Newtonin menetelmad ei vilttamittd joka askeleella tuo meitid 1ihemmas funktion mini-
mid.

Jotta ldhestyisimme funktion minimid, tulee f(X):n arvon vihetd iteraatioaskeleella. Tama
pitee, jos

sy [Tf(x,) <0 (7.27)
eli [ks. yhtils (7.26)]
sT [H(x) (5,>0 . (7.28)

Tama tarkoittaa, ettd Hessen matriisi on ns. positiivisesti definiitti. Ollessamme kaukana mini-
mistd ei ole takeita, ettd timi pétee. Siind tapauksessa Newtonin askel voi viedd kauemmas
minimista.

Kvasi-Newtonin menetelmissi iteraation alussa ei kdytetd Hessen matriisia, vaan jotain muuta

symmetristd ja positiivisesti definiittd matriisia, jota iteraation kuluessa piivitetddn siten, ettd
se lahestyy tarkkaa Hessen matriisia

limH;, = H . (7.29)

i - o
Aluksi voidaan kéyttdd esimerkiksi yksikkomatriisia H; = 1.
Kvasi-Newton-algoritmit eroavatkin tuon matriisin H; péivityksen suhteen.

Laskuharjoituksissa tutustumme NR:n kvasi-Newton-rutiiniin df pm n. Seuraavassa viléd hie-
man asiaa tuosta rutiinista ja sen kdyttiméastd menetelmasta.

Olessamme kaukana minimistd, Hessen matriisi on positiivisesti definiitti ja se takaa, ettd
funktion arvo pienenee otettavan askeleen suunnassa. Lihelld minimid Hessen matriisin H,
paivitys takaa sen, ettd se ldhestyy tarkkaa arvoaan ja saavutamme Newtonin menetelmén
kvadraattisen suppenemisen. On tietenkin kdytdnnollistd kisitelld Hessen matriisin kédénteis-
matriisia H-!, koska H :ta ei missiin vaiheessa lasketa osittaisderivaatoista’.

Miten sitten matriisia H;'! piivitetiin, etté se ldhestyy Hessen matriisia? Asiaa voi perustella
seuraavasti.

Yhtilosta (7.24) saamme

0% f(x)

0X0X;

1. Muistanet, etti Hij(x) =
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Téssd H on tarkka Hessen matriisi. On luontevaa, ettd myos H, :lle pitee ylldoleva, eli

Xip =% = Hilp OOfx ) -0F, DI - (7.31)
Voimme myds ajatella, etté péivitys on muotoa H:! | = H;! + korjaus. Materiaali, josta tuo

korjaus koostuu on X; , ; —X; ja Of(x; . ) —-0Of(X . )).

i+1

Ns. Davidon-Fletcher-Powell-algoritmi (DFP) tekee tamén péivityksen seuraavasti

(Xi 41 =%) * (Xi 11— X))
(Xj o =) L0, ) - 0f(x, )]
C{HP OOf0, ) - OF0x, I« {H OO, ) - 0Fex,, )
[Df(xi+1)_Df(Xi+l)] El_Ii_1 E[Df(xi+l)_Df(Xi+1)]

Hif = Hit+

(7.32)

Tédssd operaatio U » V tarkoittaa vektoreista muodostettua matriisia: (U * V); | = Uy

Ns. Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno-algoritmi (BFGS) on ldhes samanlainen kun ylldmai-
nittu DFP, mutta siind on lisdtermi

e [OF G, ) =-0Ff, Pl HT OO, p-0fx, DI s (7.33)
x (ue u)

missd U on vektori

_ Xiy1 X
C (X x) OOFG ) = OF (x4, )]
H O, ) - 0f(x, ]
(O, ) - 0feq, ] TH OO, ) - 0fx, )]

u

(7.34)

NR:n rutiini df pmi n on toteutettu kiyttien BFGS-algoritmia.

Esimerkkind otamme funktion
f(x,y) = 1 —e*/4siny . (7.35)
Funktion osittaisderivaatat ovat

of
0X
of
ay

= %e‘xz/ 4sin?y
(7.36)
= —2e*/4cosy siny



Péadohjelma voisi ndyttdad seuraavalta:

#i ncl ude <stdio. h>
#i ncl ude <nmat h. h>
#def i ne NRANSI
#i ncl ude “nr.h”
#i ncl ude “nrutil.h”
#define A 4.0
#define NDIM 2
#define GTCL 1.0e-4
static int nfunc, ndfunc;
float func(float x[])
{ nfunc++; return 1.0-exp(-x[1]*x[1]/A) *sin(x[2])*sin(x[2]);
void dfunc(float x[],float df[])
{
float t;
ndf unc++;
t=exp(-x[ 1] *x[ 1]/ A);
df [1] =2. 0/ A*x[ 1] *t*si n(x[ 2] ) *sin(x[2]);
df [2] =-2. 0*t*cos(x[ 2] ) *sin(x[2]);
}

int main(int argc, char **argv)
{ . .
Int iter;
float *p,fret;
if (argc!=3) {
fprintf(stderr,”Usage: % x0 y0 \n",argv[O0]);
return (1);
}
p=vector (1, NDI'M;
p[ 1] =at of (*++argv); p[2]=atof (*++argv);
nf unc=ndf unc=0;
printf(“Starting vector: (%.4f,%.4f)\n",p[1],p[2]);
df pmi n(p, NDI M GTQL, & ter, & ret, func, df unc);
printf(“lterations: 93d\n”,iter);
printf(“Solution vector: (9%.6f,%.6f)\n",p[1],p[2]);
printf(“Func. value at solution %4.6g\n",fret);
return O;

}

145
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K&idnnos ja ajo (itse rutiinia df pm n on muutettu siten, ettd se tulostaa iteraatiopisteen iteraa-
tion kuluessa):

df pmin> cc -0 xdfpmin xdfpmin.c dfpnmin.c Insrch.c nrutil.c -Im
xdf pmin. c:

df pmi n. c:

I nsrch. c:

nrutil.c:

df pmi n> xdf pmin -0.2 3.6

Starting vector: (-0.2000, 3.6000)

ITEE 0 -0.2 3.6 0.806124

ITE: 1 -0.180612 4.38577 0.110225

I TE: 2 -0.145471 4.65777 0.00824103

I TE: 3 -0.0685644 4.72128 0.00125362

I TE: 4 -0.0227184 4.71944 0.000178732
I TE: 5 0.000113919 4.71283 2.02031e-07
I TE: 6 2.49532e-05 4.71241 6.16609e-10
I TE: 7 1.98841e-07 4.71239 1.0103e-14

Iterations: 7

Func. evals: 10

Deriv. evals: 8

Sol ution vector: ( 0.000000, 4.712389)
Func. value at solution 1.0103e-14
df pmi n>

Ohjelma on varsin herkka alkupisteelle. Alla muutama iteraation kulku graafisesti.

A

! ! ! ! ! ! !
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0 1

Kuva 7.11: Funktion f(X,y) = 1—e*”4sin2y minimointi rutiinilla df pmi n.
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7.3.5 Liittogradienttimenetelmat

Kvasi-Newtonin menetelmédssi on laskun aikana pidettdvd muistissa Hessen matriisi H . Jos on
kovin moniulotteisista optimointitehtidvistd kyse, voi timéi olla ongelma.

Télloin voi liittogradienttimenetelma olla kiyttokelpoinen.

Kvadraattista muotoa (7.19) olevan funktion minimointi voidaan tehdd N :ssd askeleessa siten,
ettd mikédn askeleella K suuntaan S, tehty minimointi ei ‘pilaa’ aikaisempien suuntien mini-
mointia. Ongelmana on vain ndiden N:n ns. liittosuunnan 16ytdminen. Lisédksi funktiot ovat
vain approksimatiivisesti kvadraattisia, joten iteraatiota joutuu tekemdidn pidempiin kuin N
kierrosta.

Liittogradienttimenetelmisséd generoidaan iteraation kuluessa vektorit g; ja h;. Alussa asete-
taan g, = —0f(x,) ja h, = g,, missd X, on alkuarvaus minimipisteelle.

Iteraatio sujuu seuraavasti

i.Asetai = 1
ii. Minimoi funktio f(X) suuntaan h;. Saadaan piste X; , ;.

iii. Aseta @;,, = -0f(X;, )

(9 +1-9) Lo

iv. Laske! L= * ' 1+1

i 0; [

v. Pdivitd suuntaa: hi 1 =0, +VYh

vi. Jos minimii ei I6ydetty, mene askeleeseen ii.
NR:n rutiini f r pr nm minimoi funktion ylldesitetyn alogritmin tavoin.

Algoritmista on olemassa my0s versioita, joissa se aloitetaan uudelleen tietyissad tapauksissa,
eli resetoidaan minimointisuunnaksi gradientin vastainen suunta.

1. Fletcher-Reeves -menetelmén Polak-Ribiere -variantti.



148
Seuraavassa rutiinia f r pr nm kéyttiava padohjelma, joka minimoi funktion (7.35).

#i ncl ude <stdi o. h>
#i ncl ude <mat h. h>
#defi ne NRANSI

#i ncl ude “nr.h”

#i ncl ude “nrutil.h”
#define A 4.0
#define NDIM 2
#define FTOL 1. 0e-6

static int nfunc, ndfunc;

float func(float x[])

{
nf unc++;
return 1. 0-exp(-x[ 1] *x[1]/A) *sin(x[2])*sin(x[2]);
}
void dfunc(float x[],float df[])
{
float t;
ndf unc++;

t=exp(-x[1] *x[1]/A);
df [1]=2. 0/ A*x[ 1] *t*si n(x[ 2] ) *si n(x[ 2] );
df[ 2] =-2. 0*t*cos(x[2])*sin(x[2]);

}

int main(int argc, char **argv)
{

int iter;

float fret, *p;

p=vector (1, NDIM;
if (argc!=3) {
fprintf(stderr,”Usage: % x0 yO \n”,argv[O0]);
return (1);
}
p=vector (1, NDIM;
p[ 1] =at of (*++argv) ;
p[ 2] =at of (*++ar gv) ;
printf(“Starting vector: (%.4f,%.4f)\n",p[1],p[2]);
frpramm(p, NDIM FTQL, & ter, & ret, func, df unc) ;
printf(“lterations: 98d\n”,iter);
printf(“Func. evals: 9%8d\n”, nfunc);
printf(“Deriv. evals: %d\n”, ndfunc);
printf(“Solution vector: (9®.6f,%.6f)\n",p[1],p[2]);
printf(“Func. value at solution %4.6g\n",fret);
free _vector(p,1, NDIM;
return O;
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Kéainnos ja ajo:

frprrm> cc -0 xfrprmm xfrprmm.c frprom.c mmbrak.c linmn.c nrutil.c
frprem> xfrprom -0.2 3.6

Starting vector: (-0.2000, 3.6000)

ITEE 0 -0.2 3.6 0.806124

ITE 1 -0.172527 4.71345 0.00741493

I TE: 2 -0.00504783 4. 72753 0.000235587

| TE: 3 8.32696e-05 4.7124 1.78478e-09

| TE: 4 1.24055e-08 4.71239 2.22045e-16

Iterations: 5

Func. evals: 68

Deriv. evals: 5

Sol ution vector: (-0.000000, 4.712389)
Func. value at sol ution 2.22045e- 16
frprm>

Rutiiniin f r pr nm lisittiin iteraation kulusta kertova tulostus. Alla graafisesti iteraation kulku
joillain alkuarvoilla (vertaa kuvaan 7.11).

! ! ! ! ! ! ! !
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0 1

Kuva 7.12: Funktion f(X,y) = 1—e>*/4sin2y minimointi rutiinilla f r pr m.
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7.3.6 Simuloitu jaahdytys

Simuloitu jidhdytys on stokastinen minimointimenetelmad, jota on sovellettu 1dhinnd kombina-
torisiin ongelmiin, eli ongelmiin, joissa etsittivd avaruus ei ole yksinkertaisesti RN, vaan
diskreetti, mutta suuri joukko mahdollisia konfiguraatioita. Menetelmid on mahdollista sovel-
taa myos jatkuvia muuttujia siséltdvidn tehtivadn.

Kuten jo menetelmén nimi sanoo, se on jossain analoginen aineen hitaalle jadhdyttamiselle.
Lampokisittelyssd aine ensin sulatetaan ja sen jdlkeen hitaasti jidhdytetddn. Limpotilan laski-
essa systeemi alkaa hakeutua energiaminimiinsé eli kiteiseen muotoon. Jos jddhdytys tehdddn
nopeasti, ei systeemi ehdi 10ytdd globaalia energiaminimid, vaan joutuu metastabiiliin tilaan
(esim. lasi).

Menetelmi perustuu Boltzmannin todennikdéisyysjakaumaan
PE)De®T, (7.37)

missd P on todennikoisyys, ettd systeemi on tilassa, jonka energia on E, lampdétilassa T
Systeemi voi korkeassa lampdtilassa olla myos suurenergisissd tiloissa. Lampotilan laskiessa
jakauma alkaa yhi enemmin piikittyd energiaminimin kohdalle.

Simuloidussa jadhdytyksessd minimoitavan funktion f(X) voidaan ajatella vastaavan energiaa.
Lisdksi tarvitaan kontrolliparametri C, joka vastaa limpdtilaa. Systeemin tilan kertoo muuttuja
X, joka tdssi tapauksessa voi olla my0s diskreetti.

Periaatteena on generoida tiloja, jotka noudattavat jakaumaa
P(f) O e f®/c (7.38)

Voidaan osoittaa, ettd lampdtilan € 1dhestyessid nollaa, 1dhestyy jakauma (7.38) minimikonfi-
guraatiota2

P(f) O &(x — X (7.39)

min) ’
missd X, on konfiguraatio, jossa funktiolla f on minimiarvo.

Miten sitten generoimme jakauman (7.39) mukaisia tiloja? Ratkaisu on ns. Metropolis-algo-
ritmi, joka alunperin kehitettiin Monte Carlo -simulaatiomenetelméé varten. Olkoon meillé tila
X; . Lisidmme tdhén pienen hiirion 0X. Tdmi uusi tila X | = X+ OX hyviksytddn seuraavan-
laisella todennikoisyydelli:

1. Boltzmannin vakio kB on asetettu ykkoseksi, eli lampotilan yksikko on sama kuin energian.

2. E. Aarts, J. Korst, Smulated Annealing and Boltzmann Machines, Wiley Interscience Series in Discrete
Mathematics and Optimization, (John Wiley & Sons, 1989, New York).
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, (7.40)

missi
6fij = f(xj)— f(x;) . (7.41)

Jos siis menemme funktion f kannalta alamikeen hyviksymme uuden tilan varmasti. Voimme
my0s hyviksyai siirtoja, jotka vievit funktion f arvoa ylospdin. Téhdn perustuu menetelmén
kyky 16ytdd globaaleja minimejd. Aikaisemmin tdssd luvussa esiteltyjd menetelmid voisi ver-
rata karkaisuun. Kappale jadhdytetdén nopeasti, jolloin se hakeutuu ldhimpini olevaan lokaa-
liin energiaminimiin.

Siité, ettd (7.40) generoi jakauman (7.38) mukaisia tiloja voidaan vakuuttua seuraavasti.
Merkitiin systeemin tilaa todennikoisyysvektorilla P() . Sen alkiot kertovat tietyn tilan toden-
nikoisyyden ‘ajanhetkelld’ i. Olkoon meilli Markovin prosessi, jonka generoi stokastinen

matriisi Q. Alkio Q;; kertoo todennikdisyyden siirtymélle I - J. Stokastiselle matriisille
pitee

ZQ”— =1, Q;>0. (7.42)
J

Markov-ketjussa pidstiin eteenpiin operoimalla tilavektoriin P() matriisilla Q:
pPi+1) = p)Q . (7.43)
Pitkélld aikavililld todennédkoisyysjakauma saadaan raja-arvosta

P = lim P(DQT . (7.44)

T - 0
Téamin tasapainojakauman P tulee toteuttaa ominaisarvoyhtdlon
P=PQ. (745)

eli todennikdisyysvektori ei muutu; tilanne on stationdédrinen. Auki kirjoitettuna tdmé on
z PrQmn = Py - (7.46)
m

Rajoittavampi kuin ehto (7.46) on ns. detaljibalanssi
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On helppo osoittaa, ettd (7.47):std seuraa my0s (7.46). Lisiksi tdytyy olla mahdollista paisti
misté tahansa tilasta i mihin tahansa toiseen tilaan j . Eli prosessin on oltava ergodinen.

Voidaan osoittaa, ettd (7.40) toteuttaa ndma ehdot. On vain muistettava, ettid (7.40) on vain
hyviksymistodennédkoisyys, se on lisdksi kerrottava yritesiirtojen todennédkoisyydelld.

Itse algoritmi on seuraavanlainen

i. Aseta kontrolliparametri (limpdétila) ¢ = C,.

ii. Aseta i = 1. Aseta systeemi alkutilaan X; = X,.

iii. Muuta systeemin tilaa: X; — X; + OX

iv. Laske funktion f muutos: of = f(x; + 0x) — f(X;).

v. Generoi tasaisesti vilille [0, 1) jakautunut satunnaisluku ¢ .
vi. Jos & < exp(-0f/c), hyviksytddn uusi tila: X; , | = X; + OX.

vii. Asetai = i+ 1.Josi<i mene askeleeseen iii. Muuten mene seuraavaan aske-

max °’

leeseen.

viil. Laske lampdétilaa: esimerkiksi ¢ = ca, 0<a <1.

ix.Jos c<cC lopeta.

min °

X. Aseta i = 1 ja mene askeleeseen iii.

Otetaan esimerkiksi aikaisemminkin kiytetty funktio

f(x,y) = 1 —e*/4sin2y . (7.48)
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C-ohjelma, joka etsii minimin on alla!
#i ncl ude <stdi o. h>
#i ncl ude <mmat h. h>
#defi ne NRANSI
#i ncl ude “nr.h”
#i ncl ude “nrutil.h”
#define NDIM 2
#def i ne MAXSTEP 1000
#define A 4.0
static int nfunc=0;
int netropx(float de, float t, long *seed);
float func(float x[])
{
nf unc++;
return 1.0-exp(-x[1]*x[1]/A) *sin(x[2])*sin(x[2]);
}

int main(int argc, char **argv)
{
int niter,iter,i,j,ans;
float fret,*x, Tfrac, Tini, Tm n, T, dx, ddx, f1, f 2, df;
| ong seed;
x=vector (1, NDIM;
if (argc!=9) {
fprintf(stderr,”Usage: % x0 yO niter Tfrac Tini Tm n seed dx\n",
argv[0]); return (1);
}
x=vector (1, NDIM;
X[ 1] =at of (*++ar gv); x[ 2] =at of (*++argv);
niter=atoi (*++argv); Tfrac=atof (*++argv);
Ti ni =at of (*++argv); Tm n=at of (*++argv);
seed=at oi (*++argv); dx=atof (*++argv);
T=Ti ni ;
printf(“i: % %9 % % %\n",0, T, x[ 1], x[ 2], func(x));
for (i=1;i<=MAXSTEP;i ++) {
for (iter=l;iter<=niter;iter++) {
for (j=1;j<=NDIMj++) {
f 1=f unc(x);
ddx=dx* (2. 0*ran3( &seed)-1.0);
x[ ] +=ddx;
f2=func(x);
df =f 2-f 1;
ans=netr opx(df, T, &eed);
if (lans) x[j]-=ddx;

}

}

T*=Tfrac

if (T<Tmin) {
printf(“lteration ended at step %d: T = %\n",i,T);
printf(“Mninmun = % %\ nF(xmn) = %\ n", x[ 1], x[ 2], func(x));
printf(“Function evaluations = %\n", nfunc);
return,;

}

}

}

1. Loytyy myos URL:sté http:/iwwwil ce.hut.fi/teaching/S-114.100/sa/ .
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Alla kuva iteraation etenemisesti. Alkuarvoina oli niter=1000, Ti ni=1.0,
Tfrac=0. 95, ja Tm n=0. 00001.

! ! ! ! ! ! !
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0 1

Kuva 7.13: Funktion f(X,y) = 1 —e*/4sin2y minimin etsinti simuloidulla jazhdytyksell.

Kuvasta nidhddin, ettd iteraatio suppenee varsin hitaasti. Parametreja viilaamalla péaéstdan kui-
tenkin parempiin tuloksiin. Esimerkikisi laskemalla alkuldmpdétilaa iteraatio suppenee jonkin
verran nopeammin.
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4.8 . T T . .
46 ¢
4.4 -
4.2 -

4.0 -

3.8

3.6

-04 -0.3 -0.%( -01 00 01

34

Kuva 7.14: Kuvan 7.13 iteraation kulku alkuldampdétilan arvoilla 1.0, 0.01 ja 0.0001.

Tami oli ainoastaan havainnollistava esimerkki. Kyseisen funktion minimin etsintd simu-
loidulla jadhdytykselld ei ole ollenkaan tehokasta.

Parhaiten menetelméd sopii tapauksiin, joissa on lokaaleja minimejd, jothin muut menetelmit
voivat pddtyd ja tapauksiin, joissa on kyseessd diskreetteji muuttujia (=ratkaisuavaruus on
numeroituva).

Menetelmén etuna on my®os se, ettd erilaisia rajoituksia on helppo lisétd algoritmiin.

NR:n rutiinien joukossa on kauppamatkustajan ongelman ratkaiseva simuloituun jadhdytyk-
seen perustuva ohjelma. Siithen tutustutaan laskuharjoituksissa.
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8 Satunnaislukujen tuottaminen
8.1 Tasaisesti jakautuneet satunnaisluvut

Satunnaisluvut voidaan periaatteessa jakaa kolmeen luokkaan

i. Aidot satunnaisluvut tuotetaan jonkin fysikaalisen prosessin pohjalta (esim. radioaktii-
vinen hajoaminen tai sdéhkoinen kohina). Tdméi on kuitenkin melko epikéytinnollinen
tapa.

ii. Pseudosatunnaisluvut tuotetaan deterministisen algoritmin avulla tietokoneella eli ne
eivit ole aidosti satunnaisia, mutta voivat approksimoida aitoja satunnaislukuja hyvin.

iii. Valesatunnaisluvut tuotetaan myos algoritmin avulla. Niilld ei kuitenkaan pyrité
aitoon satunnaisuuteen vaan ne on yleensi raétiloity tiettyyn sovellutukseen. Esimer-
kiksi Monte Carlo -integroinnissa voidaan kiyttdd valesatunnaislukuja peittdméén
tietty avaruuden osa yhi tiheimmalld ja tiheimmalla pistejoukolla. Ndin voidaan saada
tuloksen statistinen virhe pienemmaéksi. Néistd on asiaa mm. NR:n kappaleessa 7.7.

Vattulainen ym. TFT:114 (nykyisin HIP) ovat tutkineet satunnaislukugeneraattoreiden ominai-
suuksia. Hyvii referenssejd 10ytyy heidin WW W-sivulta

http://www .physics.helsinki.fi/~\attulai/r ngs.html .
Lisiksi voisi mainita seuraavat julkaisut:

I. Vattulainen, ym. CSC Research Reports, R05/92.
T. E. Hull, A. R. Dobell, SAM Review 4 (1962) 230.

S. L. Anderson, SAM Review 32 (1990) 221.

P. L’Ecuyer, Ann. Oper. Res. 53(1994) 77.

A. Compagner, Am. J. Phys. 59 (1991) 700.

F. James, Comput. Phys. Commun. 60 (1990) 329.

Julkaistuja satunnaislukutaulukoita kéytettiin aikaisemmin satunnaislukujen lihteend. Niihin
luvut oli saatu esim. fysikaalisista prosesseista, puhelin- ja viestoluetteloista jne.

Kiaytdannossi kaikki tieteellisessi laskennallisessa kiytettdvit satunnaisluvut ovat pseudosatun-
naislukuja eli ne tuotetaan satunnaislukugeneraattorilla tietokoneohjelmassa.

Hyviltd satunnaislukugeneraattorilta vaaditaan mm. seuraavia ominaisuuksia

1. Luvuilla tulee olla hyvi jakauma eli niiden tulee olla ldhelld satunnaista. Simulaati-
oissa tirked ominaisuus on etteivit satunnaislukujonon luvut eivit saa olla milldén

tavalla korreloituneita. Saman tulee pited myos N :n perdkkdisen luvun jonoille.
Numeerisessa integroinnissa taas tirkein ominaisuus on jakauman tasaisuus.

ii. Lukujonolla tulee olla pitkd periodi. Generaattoreiden toteutustavasta johtuen ne alka-
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vat tietyn jakson jdlkeen toistamaan itseddn.

iii. Lukujonojen tulisi olla toistettavia. Usein halutaan tutkia tulosten riippuvuutta tie-
tyistd parametreista, jolloin halutaan ajaa useita ajoja tdsmélleen samalla lukujonolla.
Joissain tapauksissa halutaan aloittaa simulaatioajo tietystd kohdasta, jolloin generaat-
torin tila on tallennettava. Tila voi koostua yhdesti tai useammasta kokonaisluvusta.

iv. Generaattorin tulisi olla helposti siirrettdvissd koneympéristostd toiseen. Algoritmi
tulee siten laatia jollain korkean tason kielell4.

v. Generaattorin tulee olla luonnollisesti riittdvin nopea. Tdmén ominaisuuden merkitys
on ehki tietokoneiden ja simulointialgoritmien kehittyessd hieman vihentynyt. (Yhtd
satunnaislukua kohti tehdddn yhid enemmin asioita.)

vi. Algoritmin tulisi olla rinnakkaistettavissa.

Satunnaislukugeneraattorit toteutetaan useimmiten kokonaislukuaritmetiikalla, ja haluttu

vilille [0, 1) sjoittuva reaaliluku saadaan skaalaamalla. Seuraavassa esitelldén lyhyesti ylei-
simmit algoritmit.

8.1.1 Lineaarinen kongruentiaaligener aattori
Tama on vanhin generaattorityyppi. Se on muotoa
Xi,1 = (@x;+c)modm (8.1)

missd luvut X; muodostavat halutun satunnaislukujonon. Oleelliset parametrit ovat a, C ja m
ja siitd kdytetddn merkintdda LCG(a, c, m) .

Parametri m on yleensi tietokoneen suurin mahdollinen kokonaisluku tai sitd hiukan pie-
nempi ja se méddridd generaattorin jakson pituuden P . Sille pitee P < m . Esimerkiksi 32-bitti-
selli koneella yleinen valinta on 23!'—1 tai 232 . Tulos saadaan vdlille [0, 1)
skaalaamalla: X;/m .

Vakio ¢ voidaan myds asettaa nollaksi, jolloin kdytetddn merkintida MLCG(a, m) .

Lukujonon aloittamiseen tarvitaan siemenluku X, . Se voidaan antaa ohjelmalle syottotietona
tai sen voi laskea esimerkiksi pdividyksen ja kellonajan perusteella. Esimerkiksi seuraavasti

Xo = Y+100(m—1+12(d—1+31(h+24(n+ 60s)))) , (8.2)

missd y on vuosi (kahdella numerolla), m kuukausi, d pdivd, h tunnnit, N minuutit ja S
sekunnit. Toinen vaihtoehto, jolla saadaan suurempi vaihtelu X, :n vihiten merkitseviin bittei-
hin on
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Xo = S+60(n+60(h+24(d—1+31(m-1+12y)))) . (8.3)

Fortran90-koodina ndmaé voisivat ndyttidd seuraavilta:
program seed

inmplicit none

i nteger (kind=8) i,j,k,iseedl,iseed2
integer (kind=8) iy,imid,iho,im,ise
character(l en=10) deit,taim

call date_and tine(deit,taim

read(deit(1:4),*) iy; read(deit(5:6),*) im
read(deit(7:8),*) id

read(taim1:2),*) iho; read(taim3:4),*) im;

read(tai m5:6),*) ise

I y=iy-1900

i seed1=i y+100* (i m 1+12* (i d1+31*(i ho+24* (i m +60*i se))))
I seed2=i se+60* (i m +60* (i ho+24* (i d-1+31*(i m 1+12*iy))))

| seedl=ior (i seedl, 1) ! Pariton siemen takaa
i seed2=i or (i seed2, 1) ! mahdollisimman pitkan jakson

wite(6,’ (//a,il2) ") ‘seedl: ‘,iseedl
wite(6,’ (a,il2/l) ') ‘seed2: ‘,iseed2
stop

end program seed

Ja itse generaattori [esimerkkind LCG(690609, 1, 232) :

real function |cg(iseed)

implicit none

i nt eger (kind=8) iseed

i nteger (kind=8), paraneter :: a=69069, c=1, m=2**32
real, parameter :: rnrreal (m

I seed=nod(i seed*a+c, m
| cg=real (iseed)/rm

end function | cg
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LCG-generaattoreiden ominaisuudet tunnetaan kohtalaisen hyvin.

Niiden ehkd  suurin  heikkous on se, ettd satunnaislukujen  d-kertojen
{X o 1» X421 X g} ~ muodostamat pisteet asettuvat d -ulotteisessa avaruudessa lukui-

siin samansuuntaisiin hypertasoihin, joiden keskiméirdinen etdisyys toisistaan on vakio. Taso-

jen lukuméirin teoreettinen maksimi d -ulotteisessa hyperkuutiossa [0,1)9 on [d!m]!/d

Jos lukuméérd on titd oleellisesti pienempi, on pisteiden jakauman tasaisuus heikko. Tavoit-

teena on etsid parametrit (&, m) , joiden avulla maksimoidaan hypertasojen lukumaéra.

Alla esimerkkind tapaus d = 2 kahdella eri parametrijoukolla.

LCG(128,0,509) LCG(269,0,2048)

1.0 — — - 1.0 T
) '.- ’/'/ P .
— -~ -"'/ ’ —
£05 LT { fost 1
- -~
L ’ _// e
o . - 1 - o : Lo l Lot .t
0.5 1.0 0 0.5 1.0
Xn Xn

Kuva 8.1: Satunnaislukugeneraattorit LCG(128,0,509) ja LCG(269,0,2048)

Esimerkki kdytdnnon satunnaislukugeneraattorista on allaoleva LCG(69069, 1, 232)

LCG(69069,1,2%)

Kuva 8.2: Satunnaislukugeneraattori LCG(69069,1 ,232).
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Tasot 10ytyvit hyvinlaatuisestakin generaattorista, kunhan zoomataan tarpeeksi

LCG-generaattori,
joka loytyy kurssin WWW-sivulta.

1077 ™

- —— —
—— ]

x,,/1000

Kuva 8.3: Genraattorin LCG(69069,1 ,232) korrelaatiot.

Generaattorin lukujonon laatu riippuu siis parametreista. Niiden valinta on melko hankalaa,

joten parasta lienee tukeutua generaatoreihin, joita 10ytyy kirjallisuudesta.

Esimerkkeji kiytetyistad LCG—generaattoreista1 ovat GGL, joka on
MLCG(16807,23! —1) ja jota kiytetdzin esimerkiksi IMSL-kirjastossa ja MATLABin ver-

siossa 3.5g,
, Joka loytyi mm. CSC edesmenneeltd Convexilta,

RAND ( LCG(69069, 1,231 -1)
QO5FAF, (| MLCG(1313,259) ), joka on yksi NAG-kirjaston (versio Mark 14) satunnaislu-

kugeneraattoreista.

8.1.2 Viiveistetyt Fibonacci-gener aattorit

Niiden generaattoreiden toiminta perustuu Fibonacci-lukujonon X, = X; _; +X;_, yleis-
tykseen

missd parametrit  ja I ovat viiveitd (q>r ) ja [ on jokin bindédrioperaatio seuraavista vaihto-

ehdoista

1. Viitteett 16ydit julkaisusta I. Vattulainen ym., CSC Research Reports R05/92.
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+ yhteenlasku

- erotus

X tulo

O  XOR (exclusive OR), jos m on kahden potenssi.

Generaattorista kdytetdin merkintdd LF(q, r, [J) . Sen alustaminen vaatii q kappaletta sie-
menlukuja, jotka voidaan esimerkiksi tuottaa jollain toisella generaattorilla.

LF-generaattoreiden kdyttd on melko uutta, joten niiden teoreettisista ominaisuuksista ei kovin
paljon tiedetd. Niiden jakso pystytddn laskemaan ja niiden etuna onkin pitkd jakso. Tietyilld

ehdoilla! jakson pituudeksi tulee periti (2P—1)(2M—1)

Kirjallisuudessa esiintyy suosituksia, ettd operaatiota [] ei kannata kdyttdd, koska siind ei
tapahdu tarpeeksi lukujen bittien sekoittumista.

Esimerkki LF-generaattorista on kirjan Numerical Recipes generaattori RAN3, joka on muotoa
LF(55,24,-) .

Samantyyppisid korrelaatioita kuin LCG-generaattoreilla ei esimerkiksi RAN3:Ila esiinny.

LF-generaattori RAN3

Kuva 8.4: Satunnaislukugeneraattori r an3.

Eris variaatio LF-generaattorista RCARRY, joka perustuu ns. ‘add-and-carry’ -operaatioon. Sen
algoritmi muistuttaa generaattoria LF(24, 10, —) , mutta siithen lisdtddn carry-bitti, jos hetkel-
linen Fibonacci-summa on suurempi kuin m. Eli yleisessd muodossa se on

1. D. E. Knuth, Semi-Numerical Algorithms, vol. 2: The Art of Computer Programming, 2nd ed. (Addi-
son-Wesley, Redding, MA, 1981).
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missd (>Tr ovat viiveitd ja g toimii carry-bittind. Jos esimerkiksi  X,_,+X,_,<m , on
g = 0 . Muuten se on yksi vihiten merkitseviini bittini. RCARRYssd m = 224 . Kiytinnon

implementointi on (reaaliluvuille)

X|=X

g, = 1.0, jos X, _

i—q_xi—r"'gl_gz

q— Xi—r—9, <0, muuten g; = 0 : (8.6)

g9, = 1/mjjos X _,—X% _,—0,<0,muuteng; = 0

q
8.1.3 Siirtorekisterit

Kolmas yleinen tapa on Sirtorekisterit. Ne voi hahmottaa LF-generaattorin erikoistapauksena
m = 2 . Ne perustuvat bittijonoon b = {b;} ,jonka termin mééritellddn rekursiivisesti:

Kertoimet ¢, (j=1,...,w—1) ovatjoko nollia tai ykkosid ja c, = 1 ,jolloin biniérijo-
non W-kertojen {b,_,,b,_,, ...,b_,}  periodi on maksimissaan 2% —1 . Satunnaiset

kokonaisluvut saadaan naistd W -kerroista.

Kdytdnnossd jonon {b;} kertoimet c; valitaan yhtilon (8.4) mukaisesti. Kertoimet C; ja
ovat siten ykkosid ja muut nollia. Valitsemalla binddrioperaatioksi [ ja asettamalla m =
jonon muodostuminen on kuvan mukainen.

Cy
2,

w bitin satunnaisluku
- |

i | e | o i | [ iew | Jicas2]i—ast] i-q |

[ -

Kuva 8.5: Siirtorekisteri.

Tamai generaattorin ongelma on periodin lyhyys, joten siitd on kehitetty yleistetty versio: yleis-
tetty takaisinkytketty siirtorekisteri (GFSR). Idean on kisitelld kokonaislukuja vastaavia bitti-
jonoja B, = {bj w1 D 420 e bj ) ja suorittaa bindédrioperaatio [J nididen jonojen
vililla yhtilod (8.7) vastaavalla tavalla:
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Kertoimet valitaan yleensi yhtdlon (8.4) mukaan. Eli kuvana

ﬁwzwwwwq
|
|

0« 1 > | . | w | g

1 > | . | w | B

Kuva 8.6: Takaisinkytketty siirtorekisteri.

GFSR-generaattorin etuna on periodin pituus, jonka mairdd takaisinkytkennidn pituus Q.

Generaattoreista on kuitenkin 10ytynyt korrelaatioita, jotka hyvin vaativissa simulaatioissa voi-

vat vaikuttaa tuloksiin!.

1. I Vattulainen ym., Phys. Rev. Lett. 73 (1994) 2513.
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Esimerkkind GFSR-generaattorista olkoon R250:

r 250 random nunber gener at or

A past shift-register sequence random nunber generator
wi th maxi mum cycl e | enght 2**250. The algoritrmis based
on the fornmula represented by S. Kirkpatrick and E. Stol
(see Journal of Conputational Physics 40, 527 (1981),
pages 517-526).

par anmet ers:

X i nteger input-output array of dinmension n + 250.
before first call to the subroutine the elenents
1-250 of the array nust be filled with seeds.

r - floating point output array of dimension n. r contains
uni formy distributed random nunbers between [0, 1].
n- integer input scalar, the dinension of r.

exanpl e call: i nt eger a(10250)
real b(10000)
do i=1, 250

a(i)=int(2147483647.0*ran(i s))

enddo

call R250 (A B, 10000)

subroutine r250 (x,r,n)

inplicit none

i nt eger, paraneter :: =103, p=250

real (kind=8),paraneter :: rmaxi n=2147483648. dO
integer n,i,k

i nt eger x(n+250)

real r(n)

do k=1, n
x(k+p) =i eor (x(k+p-q), x(k))
r (k) =df | oat (x(k+p))/rmaxin
enddo

do i=1,p
X(1)=x(n+i)
enddo

return

end subroutine r250
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R250:ssi ei ole yhtd pahoja 2-kertakorrelaatioita kuin LCG-generaattoreissa.

GFSR-generaattori R250

Kuva 8.7: Satunnaislukugeneraattori R250.

Eri generaattoreita ja menetelmii voidaan tietysti myos yhdistelld satunnaisuuden parantami-
seksi.

8.1.4 Sebitusmenetelma

Yksinkertaisessa sekoitusmenetelmédssd kdytetddn kahta satunnaislukugeneraattoria, jotka
tuottavat tasaisesti vilille [0, 1) jakautuneet lukujonot {X,;} ja {Y;} . Menetelmissi poi-
mitaan lukujonon {y} avulla néytteitd jonosta { X} .

Kokeellisesti on havaittu, ettd yhdistamilld kahden tai useamman satunnaislukugeneraattorin
tulokset voidaan saada lukujono, jonka satunnaisuus voi olla sen osia parempi.

Olkoot kombinaation osina lukujonot {X;} ja {y;} ,. Ndiden maksimiarvot ovat X ja Y ja
m = max(X, Y) . Niiden kombinaatio on

z = (x;0y;)mod m (8.9)

jossa [J on jokin operaatioista (+, —, %, [J ). Luvut z normalisoidaan vilille [0, 1) : z/m.

Jos lukujonot {x;} ja {Yy;} on jonormitettu vilille [0, 1) , voidaan kombinaatio muodostaa
esimerkiksi seuraavasti

Xty — |Xi + yi|,jos operaatio on +
z = Hxi — Y|, jos operaatio on - . (8.10)

[X; X Y;, jos operaatio on X
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Kombinaatiogeneraattorien maksimiperiodi on varsin pitka.

Esimerkkind kombinaatiogeneraattorista on RANMAR Ensimméiinen komponentti on
LF(97, 33, ) , missd operaatio * kahden reaalisen satunnaisluvun vélilld on

X — X;, JOS X; = X;
x--x-:DI . o (8.11)

LD =X+ 1L jos X < X

Toisena generaattorina on yksinkertainen aritmeettinen jono moduluksen ollessa alkuluku
m=2%_3 = 16777213 24-bittiselle  realliluvuille timid  voidaan toteuttaa
bindirioperaatiolla Yy, [y :

¥ — 9. jos y; =29
g =0 : : (8.12)
oy, — 9+ 16777213/ 16777216, jos ¥; < g
missi
g = 7654321/16777216 . (8.13)
Kombinaation tulos saadaan ndiden kahden operaation avulla:
Xi = Xi_97° Xi_33
Yi=Vy_ ) (8.14)

N
Il

i = Xi*Y,

o —_ 43 L . I
RANMARIin jakso on pitki P =214 = 2x10" , ja silli voidaan toteuttaa lukuisa médri
erillisi osajonoja. Viimeksi mainittu piirre on tirked simulointiohjelmia rinnakkaistettaessa.
Lisidksi generaattori on tdysin siirrettdvissd koneesta toiseen.

Toisaalta generaattorin tilan tallettamiseen tarvitaan 103 luvun talletus.

8.1.5 Generaattorien testaus

Generaattoreiden testaukseen ei ole olemassa kovin hyvid teoreettisia keinoja, joten testaus on
tehtavi ‘empiirisesti’ kdyttiden erilaisia mm. statistisia menetelmié.

1. Tilastollisia testejd ovat mm.

a) X2 -testi, Kolmogorov-Smirnov-testi
b)  run-testi, jossa tutkitaan monotonisesti kasvavien lukujonojen pituuksia;
c)  spektraalitesti, jossa tutkitaan dkertojen sjoittuminen

d -ulotteiseen avaruuteen jne.
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i1. Liséksi voidaan tutkia lukujonojen satunnaisuutta bittitasolla, jos generaattori on
toteutettu kokonaislukuaritmetiikalla.

ii1. Lopulta voidaan tehdé visuaalisia testejd. Erds yksinkertaisimmista ja ilmeisimmisté
on jo aikaisemmin mainittu satunnaislukuparien sijoituminen yksikkonelioon. Niin
voidaan 10ytdd sekd globaaleja ettéd lokaaleja epédsatunnaisuuksia. My0s bittitasolla voi-
daan tehdi visuaalisia testejé.

1v. Viime aikoina on testaukseen kdytetty my0s tiettyjd fysikaalisia suureita’. Esimerk-
kini autokorrelaatioajat Ising-mallin MC-simulaatiossa. Nidin on 10ydetty mm. lyhyen
kantaman korrelaatioita siirtorekisterigeneraattoreista.

Edelldmainitussa julkaisussa2 testattiin kahdeksaa satunnaislukugeneraattoria tilastollisilla,
bittitason ja visuaalisilla testeilla.

Tulosten yhteenveto voidaan esittidd seuraavana taulukkona (+ =hyvi ominaisuus, — =huono
ominaisuus, * jattad tulkinnan avoimeksi).

GE | RAND | RANF | (O5FAF | R250 | RAN3 | RANVAR | RCARRY

standarditestit . - + . + . + -
bittitestit + - . + + - + "
nopeustestit + . + + + . . .

Alla vield testattujen generaattorien tyypit:

Ga.: MLCG

RAND: LCG

RANF: 2xMLCG

GO5FAF: MLCG

R250: GFSR

RANS: LF

RANMAR: LF+aritmeettinen jono
RCARRY: LF (add-and-carry)

Huomataan, etti generaattoriluokan valinta ei ole olennaisen tirkedd etsittdessd hyviid gene-
raattoria.

Parhaiten testeissd menestyiviat R250 ja RANMAR. R250 on kuitenkin alustettava kunnollisesti
(ei bittitason korrelaatioita).

1. I Vattulainen ym., Phys. Rev. Lett. 73 (1994) 2513.
2. 1. Vattulainen ym., CSC Research Reports R05/92
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Lisdksi on huomattava, ettd timén tutkimuksen jilkeen on GFSR-generaattoreista 16ydetty
korrelaatioita, jotka voivat joissain tapauksissa vaikuttaa simulaatiotuloksiin.

Johtopiitoksend voisi todeta G. Marsaglian sanojen mukaan

A random number generator is much like sex:
when it isgood it is wonderful,
and whenitisbad it is still pretty good.

Eli enii ei tarvitse vilittdd J. von Neumannin huomautuksesta

Anyone who considers arithmetic methods of
producing random digits
is, of course, in a state of sin.

8.2 Erilaisten jakaumien tuottaminen

Laskennalisessa tieteessi tarvitaan suuria méirid eri tavoin jakautuneita satunnaislukuja. Miten
saamme niitd aikaan olettaen, ettd kdytossd on satunnaislukugeneraattori, joka antaa tasaisesti
vililldi 0 — 1 jakautuneita lukuja? Satunnaislukugeneraattoreista puhutaan hieman my6hem-
min.

Olkoon haluttu todennikoisyysjakauma f(x) vililld [a, b] . Sille tietysti pitee

f(x) =0, 0xO[a, b] (8.15)
b
If(x)dx =1 . (8.16)
a
A f(x)
B x
a b

Kuva 8.8: Todennikdoisyysjakauma.

Olkoon F(x) kumulatiivinen jakauma



169

X

F(x) = J’f(x‘)dx‘zr . (8.17)
a

Maidritelmdn mukaan voimme siis kuvata F(X) :n satunnaismuuttujalle r [J[0, 1] . Tarkas-
tellaan kuvan mukaisia yhtdsuuria alueita dx, ja dx, paikoissa X; ja X, .

F(x)

A

dr,

dr,

1 -

a dx, dx, b

Kuva 8.9: Kumulatiivinen todennikoisyysjakauma.

Helposti ndemme, ettd

dry  (dFG)Z7dX)_y  f(x)) (8.18)
G, " O/ By, To2) |

Eli valitsemalla tasaisesti jakautuneita satunnaislukuja, niiden lukujen lukumaiiri, jotka osuvat
vilille dr; suhteessa vilille dr, osuneisiin on ndiden pisteiden todennikoisyystiheyksien
suhde.

Halutulla tavalla jakautuneita satunnaislukuja X saadaan tasaisesti jakautuneista luvuista r
kumulatiivisen jakauman kéénteisfunktion avulla

x = F1(r) . (8.19)
Kaikilla laillisilla todennédkoisyystiheysfunktioilla on kéénteisfunktio.

Ensimmaiisend esimerkkinid olkoon fotonin kulkema matka z viliaineessa (yksikoissd keski-
midrdinen vapaa matka). Todennikdisyysjakauma on muotoa

f(z) = e2 | (8.20)

josta saadaan kumulatiivinen jakauma
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4

F(2) = J’e—fdz' =1l-e2 . (8.21)
0

Tésti edelleen

z=-In(l-r) . (8.22)
Koska 1—-r jar ovat samalla tavalla jakautuneet voidaan kdyttdd muotoa

z=—Inr . (8.23)

Aina ei ole mahdollista muodostaa funktiota F~! . Tillin voidaan kiyttdi hylkiysmenetel-
maa:

i. Muodostetaan todennikoéisyysjakaumasta uusi funktio

f1(x) = ;-(2‘2 . (8.24)

ii. Generoidaan tasaisesti jakautunut satunnaisluku r, O[O0, 1] . Normitetaan tima
vilille [a,b] : x = a+(b—a)r; .Josvili [a, b] eiole &irellinen on tehtiva
muunnos, jolla se palautetaan dédrelliseksi. Esim. X [1[a, ] voidaan palauttaa muun-

noksella x = a[l-1In(1-y)] vilille yOI[O,1] .

iii. Generoidaan satunnaisluku r, J[0, 1] .Jos r, < f'(X) , hyviksytddn X, muuten

palataan askeleeseen 2.

A (0

|+ .

0 —P
a X b

Kuva 8.10: Hylkdysmenetelma.

Menetelmaissa tietysti tuhlataan satunnaislukuja; etenkin, jos f(X) on kovin piikittynyt.
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Niiden kahden menetelmén yhdistelmii voidaan myos kiyttdd, jos jakauma on piikittynyt ja
vaikeasti kddnnettivissi ja integroitavissa. Jaamme funktion osiin

f(x) = g(x)h(x) , (8.25)

missd g(X) on helposti kddnnettivissd ja sisdltdd enimmén piikittyneisyyden ja h(x) on
melko tasainen, mutta matemaattisesti monimutkainen. Satunnaisluvut voidaan generoida seu-
raavan reseptin mukaan.

i. Skaalataan g(X) — g(X) siten, ettd J'zg(x)dx =1
ii. Skaalataan h(Xx) - F](X) siten, ettd ﬁ(x) <1 Ox0O[a b]
11i. Kéyttden edelldmainittua suoraa menetelméd generoidaan satunnaisluku X, joka nou-

dattaa jakaumaa ¢(X) .

iv. Kéyttiden satunnaislukua X sovelletaan hylkdysmenetelméd jakaumafunktiona nyt

F](X) : Generoidaan satunnaisluku r [0, 1] ; jos FI(X) <r , hyviksy X, muuten
mene askeleeseen iii.

f(X)

g(x)

h(x)

|
X

Kuva 8.11: Suoran ja hylkdysmenetelmén yhdistelma.
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9 Datan tilastollinen kuvailu

9.1 Yleista

Téssd luvussa tarkastelemme datajoukkojen ominaisuuksia. Data muodostuu joukosta nume-
roita, jotka on saatu esimerkiksi mittauksista tai simulaatioista. Kdymme ldpi dataa kuvaavia
tunnuslukuja sekd menetelmid, joilla arvioidaan kahden datajoukon samuutta tai erilaisuutta.

9.2 Todennakoisyysjakautumat

9.2.1 Yleista

Todennékdisyyden avulla voimme kuvata enemmin tai vihemmén kvantitatiivisesti jonkin
tapahtuman tai ‘kokeen’ odotettavissa olevaa tulosta.

Jos tapahtuman A todennikoisyys on P(A) , voimme odottaa, ettd N :n identtisen kokeen
tuloksena saamme NP(A) kappaletta tapahtumia A.Rajalla N — oo , tapahtumien A osuus
ldhestyy arvoa P(A) .

Kokeen otosavaruus (sample space) S on kokeen mahdollisten tulosten joukko. Siis jokainen
kokeen tulos vastaa yhté tai useampaa joukon alkiota (otosavaruuden pistettd). Koe tai tapah-
tuma on S:n osajoukko.

Kahden tapahtuman unioni A [ B koostuu kaikista pisteistd, jotka kuuluvat joko tapahtu-
maan A tai B. Leikkaus A n B koostuu pisteistd, jotka kuuluvat molempiin tapahtumiin. Jos
An B = [0 tapahtumat ovat toisensa poissulkevia.

A A B A B
AnB
ALB AnB =0
Kuva 9.1: Tapahtumat A ja B.

Todennikoisyys, ettd saadaan joko tulos A tai B on
P(AOB) = P(A)+P(B)-P(AnB) , 9.1
missd P(A n B) on todennikdisyys, ettd saadaan sekd A ettd B.

Jos tapahtumat A, A,, ..., A, ovat toisensa poissulkevia ja lisidksi A, :t jakavat S:n osiin:

m

A/OA0..0A =S , (9.2)

m

niin pitee
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P(A)+P(A)+...+P(A,) =1 . (9.3)
Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos
P(An B) = P(A)P(B) . (9.4)

Ehdollinen todennikoisyys on todennidkoisyys, ettd tapahtuma A toteutuu ehdolla, ettd myos
tapahtuma B toteutuu. Se miiritellddn

P(B|A) = % 9.5)
Koska P(AnB) = P(Bn A) pitee myds

P(A)P(A|B) = P(B)P(B|A) . 9.6)
Jos A ja B ovat riippumattomia

P(B|A) = P(A) . 9.7)

Suure, jonka arvon miird edelldesitellyn kokeen tulos on satunnaismuuttuja tai stokastinen
muuttuja. Otosavaruuden S satunnaismuuttuja X on funktio, joka kuvaa S:n alkiot reaali-
lukujoukolle.

Jokaisessa kokeessa muuttuja X voi saada jonkin arvon joukosta {X} . Pari esimerkkid
X :sti:

1. kruunujen lukumééréa kolmen kolikon heiton jilkeen

i1. noppien silmélukujen maksimi, neljin nopan
heiton jilkeen.

Olkoon X stokastinen muuttuja avaruudessa S. Olkoot sallitut arvot  X(S) = { X}, X5, ...}
. Voimme tehdd X(S) :std otosavaruuden antamalla jokaiselle X; :lle todennékdisyyden. Nama
todennikoisyydet f(x;) maédrittelevit S:n todennékoisyysjakauman ja niille pétee

F(x)20 (9.8)
S0 =1 . (9.9)

Usein meilld on tietoa vain jakauman f momenteista:

X"O = in“f(xi) . (9.10)
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Ensimmaéinen momentti [ XU on keskiarvo ja jakauman standardipoikkema on
oy = (IX20- IXOH)V2 . (9.11)

Stokastinen muuttuja X voi tietysti saada my0s jatkuvia arvoja. Esimerkiksi reaalilukuakselin
vili a< X <b voi vastata yhtd tapahtumaa. Todenndkdisyysjakauma on sellainen paloittain
jatkuva funktio, ettd tapahtuman a< X <b todennikdisyys on

b
P(asX<h) = Ifx(x)dx : (9.12)
a
f(x)
Lisidksi jakaumafunktio toteuttaa ehdot
fe(x)=0 (9.13) «
a b
Ja Kuva 9.2: Todennikoisyysjakauma
J’fx(x)dx =1 . (9.14)
Vastaavasti momentit mééritellddn
X" = J’X”fx(x)dx . (9.15)

Jos tunnemme f :n kaikki momentit, tunnemme jakauman tdysin. Témi voidaan osoittaa ns.
karakteristisen funktion @y (k) avulla:

(o]

i - k)" X"
oy (k) = EXO= Ie‘kxfx(x)dx = z % (9.16)
n=0
Todenndkdisyystiheys on karakteristisen funktion Fourier-muunnos:
_ 1 ik
fy(X) = 2TJe Qx(k)dk . (9.17)
Vastaavasti jakauman momentit saadaan karakteristisen funktion derivaattoina:
X0 = _l[in(px(k)} . 9.18)
inLdkn k=0
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Joskus kdytetddn my0s ns. kumulanttikehitelmaa

(k) = exp[ 3 %CN(X)}

n=1
C,(X) = IXO , C,(X) = DX2O- X2,

Cy(X) = DX30-3IXMX2H 2 X, jne. (9.19)

Stokastisia muuttujia voi olla useampiakin. Olkoon meilld muuttujat X(S) = {X;, X,, ...} ja
Y(S) ={y; ¥y .-} Niiden tulojoukko
X(S) xY(S) = {(X;, Y1) (X3 ¥o)s -oes (X5, yj), ...} muodostaa nyt otosavaruuden, kun mia-
rittelemme parin {X;, ¥;} todennikdisyydeksi

Jatkuvien muuttujien tapauksessa todennékoisyystiheys on f (X, y). Myos tille pétee

f(xy)=0 (9.21)
J’f(x, y)dxdy = 1 . (9.22)

Muuttujien kovarianssi maéritelldin

cov(X,Y) = I(x— XD (y- O¥D f (x, y)dxdy : (9.23)
= Ixyf(x, y)dxdy — X[
= XYO- IXyO
ja korrelaatio
cor(X,Y) = cov(X, ¥)
OxOvy
(9.24)

Korrelaatiolla on seuraavat ominaisuudet

(1) cor(X,Y) = cor(Y, X) ,
(i) -1<cor(X,Y)<1 ,
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(iii) cor(X, X) = 1, cor(X, -X) = -1 ,
(iv) cor(@X+Db,cY+d) = cor(X,Y) ,jos a,C#0 . (9.25)

Jos muuttujat X ja Y ovat riippumattomia pitevit seuraavat relaatiot
(i) fxy) = fx()f(y) .
(i) IXYO= Xwvg ,

(iii%) X +Y)20- X+ YD} = X200 X2 + DYV20- Y2 ,
(iv) cov(X,Y) =0 . (9.26)

Huomaa, ettd ehto (iv‘) ei vilttdmattd implikoi sitd, ettd muuttujat ovat riippumattomia.

Ylldolevat asiat voidaan helposti yleistdd useammalle kuin kahdelle satunnaismuuttujalle.

9.2.2 Tarkeimpia jakaumia

Usein meilld on kyseessd tilanne, jossa on suuri mddrd N kokeita, joilla jokaisella on kaksi
mahdollista tulosta (+1 ja —1 ). Esimerkiksi hiukkanen joko siroaa tietylld matkalla tai sitten
el.

Olkoot todennikodisyydet tuloksille p ja q. Selvéstikin p+q = 1 .

Todennikoisyys, ettd N :n kokeen tuloksena on Nn; kertaa +1 ja n, kertaa —1 on

N!
n,!n,!

Py(ny) = phgh . (9.27)

Jakauman keskiarvo ja standardipoikkeama ovat

0= pN | (9.28)

o3 = Npq . (9.29)

Binomijakaumasta saadaan rajalla N — o ja pN - oo (siis p ei ole kovin pieni) Gaussin
jakauma

Py(n;) =

_ h,D?
1 (n‘—ID } , (9.30)

1
T {2 o3

missi
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oy = ~Npq . (9.31)

Gaussin jakauman méarddvit kaksi ensimmiistd momenttia [h,[] ja oy .

Taasen rajalla N - o ja p — O siten, etti Np = a«N (missd a on ddrellinen vakio)
binomijakaumaa voidaan approksimoida Poissonin jakaumalla

anle—a
Py(ny) = —— . (9.32)
1.

Poissonin jakauman miirdd ensimméinen momentti
[(h,O=a . (9.33)

Esimerkkind binomijakauman kéytostd olkoon yksiulotteinen satunnaiskévelijd. Todennikoi-
syys, ettd kdvelija ottaa askeleen vasemmalle on p = 1/2 jaoikealle g = 1/2 . Askelten
lukuméérd on N ja vasemmalle suuntautuneiden askelten lukumiird on n; ja oikealle n, .
Poikkeama origostaon siis m = n;-n, .Koska N =n;,+n, on m=2n,-N .Suu-
rilla N :n arvoilla poikkeaman tn.jakauma saadaan sijoittamalla n, = (m+ N)/2 Gaussin
jakaumaan (9.30):

/2
Py(m) = Di%l e m/2N (9.34)

Jos askeleen pituus on | on poikkeama X = ml . TodennidkGisyys, ettd kdvelija on valilld
[X, X+ Ax] N:naskeleen jilkeen on Py (x) = Py(m)(Ax/2l) eli

_ 1 — X2/2NI2
Pn(X) = (2mNIZ) 1720 ” ' ©-35)

Jos kévelijd ottaa n askelta aikayksikossd, saadaan todendkoisyystiheydeksi ajanhetkelld t

— 1 — X2/4Dt
P(x, t) = TGN x . (9.36)

Gaussin jakauman tirkeys perustuu ns. keskeisraja-arvoteoreemaan (central limit theorem).

Haluamme tietdi, satunnaismuuttujan Y jakaumasta. Y :n arvot vastaavat N :448 muuttujan X
mittausta:

X7+ X+ ...+ X
yy = — 2N N (9.37)
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Tutkitaan todennikoisyysjakaumaa f(y,— IX[) . Sen karakteristinen funktio voidaan kir-
joittaa muodossa

d(k) = J’eik(yN-D@fY(yN_ IXDdy,

= Iei(k/N)((xl ~KO A+ O DO £ ()L () DX X

kg™
ke
(9.38)
Jos 02 = X2 [(X[?} , niin
(KO _ ai(k/N)(x, - XD _ 1K,
PeND Ie fy(x)dx, = 1- INE 50 (9.39)
Taméd funktio pienenee nopeasti K:n kasvaessa, johtuen oskillaatiotermistd el (/N)x ja

[@(k/N)]N pienenee titikin nopeammin. Olettaen, ettd jakauman f(X,) momentit ovat
adrellisid, saadaan

d(K) = [1_lk_oz o%‘\‘lﬂ} L e RN ki N - o (9.40)

Téstd saamme lopulta todennidkoisyystiheydeksi

B _ Lm —ik(yy — DXD)
fy(yn- X0 = 5[ e (k) dk . (9.41)

—00
o]

1 ¢ ik(yn— XD ok2g2/2N
7 J’ e e dk

—00

Jﬁl o [_ N(yN—EXDz}
210 p 202

Tama on tirked tulos, silld sen mukaan jakaumasta fy(X) riippumatta tulos on gaussinen.
Ehtona on fy(X) :n momenttien olemassaolo.

Toinen tirked teoreema on suurten lukujen laki (law of large numbers). Sen mukaan tapahtu-
mien A (todennikoisyys p) osuus N :std riippumattomasta kokeesta ldhestyy arvoa p, kun
N - o .
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Olkoon meilld taas keskiarvo Yy = (X; + X, + ... + Xy)/N . Suurten lukujen laki sanoo,
ettd todennékoisyys, ettd Yy, poikkeaa [X[I:std ldhestyy nollaa, kun N — o . Eli

lim P - Xjz¢g) =0 , 9.42
N (|yN ) ( )
missd € positiivinen luku.

Lopuksi voisi mainita vield pari muuta tirkedd jakaumaa.

Eksponenttijakauma

f(x) = Ae™ ; x=20,A>0 (9.43)

kuvaa esimerkiksi radioaktiivista hajoamista tai fotonin kulkemaa vapaata matkaa viliai-
neessa.

Lorentzin jakauma

f(X)Dé%XZ; —00 <X <00 (9.44)

on siitd outo jakauma, ettid sen toinen momentti divergoi. Lisiksi keskiarvon laskeminen
ei suoraan onnistu, mutta jakauman symmetrian perusteella sen voi sanoa olevan 0.
Lorentzin jakauman tyyppinen jakauma syntyy esimerkiksi kahden gaussisesti jakautu-
neen satunnaismuuttujan osamaarasta.

Seuraavalla sivulla on esimerkkini demonstroitu, miten hitaasti Lorentzin jakauman keskiarvo
suppenee verrrattuna Gaussin jakaumaan.



180
Lyhyt C-ohjelma, joka laskee keskiarvoa ja jakaumia:

#i ncl ude <stdi o. h>

#i ncl ude <mat h. h>
#defi ne NRANSI

#i ncl ude “nr.h”

#i ncl ude “nrutil.h”
#defi ne NVAX 500
#def i ne SCALE 0. 05
#define Pl 3.141592654

int main(int argc, char **argv)
{
int imax,i,*dg, *dl,ind,iout;
double rg,rl,rga,rla;
| ong seedl, seed2;

if (argc!=5) {
fprintf(stderr,”Usage: % nnax seedl seed2 iout\n”,argv[0]);
return (1);

}

i max=at oi (*++argv);

seedl=at oi (*++argv);

seed2=at oi (*++argv);

i out =at oi (*++argv);

dg=i vect or (0, NVAX) ;
dl =i vect or (0, NVAX) ;

for (1=0;i<=NVAX;i++) {
dg[i]=0;
dl [i]=0;

}

rga=0. 0;
rla=0. 0;
for (i=1;i<=imx;i++) {
r g=gasdev( &seedl);
ri=tan(Pl *ran3(&seed2));
rga+=rg;
rla+=rl;
ind=(int) (sqrt(rg*rg)*SCALE* NVAX) ;
if (ind>=0 && ind<=NVAX) dg[i nd] ++;
ind=(int) (sqrt(rl*rl)*SCALE* NVAX) ;
if (ind>=0 && ind<=NVAX) dI[ind]++;
if (i%out==0) printf(“AVE: % % %g\n",i,rgali,rlali);
}
for (i=0;i<=NMAX;i++) {
printf(“DIST: % %l %\ n”,i/SCALE/ NMAX, dg[i],dl[i]);
}
}

Ohjelma kayttdd NR:n aliohjelmia r an3 ja gasdev, joista jilkimmiinen muutettiin Kaytta-
midn ran3:sta r anl:n sijaan. Téstd syystd sille piti tehdd oma kopio r an3:sta (nimelld
ran3x).
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Alla Lorentzin ja Gaussin jakauman mukaisten satunnaislukujen keskiarvo lukujen lukuméaa-
rdn funktiona.

<X>

-25 : : : :
4 6
1/200000

Kuva 9.3: Lorentzin jakaumaa (9.44) (a = 0) noudattavien satunnaislukujen keskiarvo.

0.01
0.008 [
0.006
0.004 f§.: #
0002 %
00f
-0.002 f .
-0.004 | ]
-0.006 | -
-0.008 | 1
-0.01 - - - -

4 6
1/100000

<X>

Kuva 9.4: Gaussin jakaumaa exp (—x2/2) noudattavien satunnaislukujen keskiarvo.

Lisiksi alla arpomisen tuloksena saadut jakaumat.
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10 L] L] L] L]
5
2 K, — Lorentz
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Z10°F
Y
5
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101 1 F 1 1
0 2 4 6 8 10

Kuva 9.5: Lorentzin ja Gaussin jakaumat.

9.3 Datajoukkojen vertailu

Usein joudumme tilanteeseen, jossa on vertailtava kahta datajoukkoa, ja tehtdvi johtopaitoksia
siitd, voisivatko ne olla otoksia samasta todennikoisyysjakaumasta. Olkoot datajoukot

{ Xa 1 Xa0 ...,xANA}

. (9.45)
{Xg 1 X2y s XBNB}
Naiiden keskiarvot ovat
NA

Xy = 1 Z Xai

A NAi c Al
1 N, , (9.46)

Xg = N_BZ XBi

ja varianssit
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Ny
1 o
Vara) = = I-ZI (Xai = %a)?
| =
1 N, (9.47)
Var(B) = ,\]B_l_zl(><Bi—>‘<B)2
| =
Standardipoikkeamat ovat ndiden nelidjuuria
0, = «/Var(A) ©49)

O = «Var(B)

Datajoukkojen vertailussa ensimmaéiseksi mieleentuleva ajatus on tutkia joukkojen keskiarvo-
jen etdisyytti |)'( A~ )'(B| ja verrata sitd standardipoikkeamiin. Toinen asia on, onko tdmi etii-
syys statistisesti merkittidva. Etdisyys voi olla hyvinkin pieni verrrattuna standardipoikkeamiin,
mutta jos dataa on suuri miérd tdmi ero voi olla merkittiva.

Jarkevampi vertailukohta on keskiarvojen keskivirhe 0y tai Oy, - Se on otoksesta lasketun

keskiarvon standardipoikkeama. Se kertoo siitd, miten erifaisten otosten keskiarvot ovat jakau-
tuneet. Voidaan osoittaa (ks. seuraava sivu), etti

o
o, = A (9.49)

Otoksesta laskettu keskiarvo on sitd tarkempi, mitd enemmin dataa on kéytetty sen laskemi-
seen.

Kaavan (9.49) todistus on melko suoraviivainen. Otoksen keskiarvo voidaan kirjoittaa muo-
toon

N

o 1

X = -ZINXi ) (9.50)
| =

Varianssin médritelmésti voidaan johtaa kaava

Var(@; X; + a,X, + ... + ayXy) . (9.51)
= afVar(X,) + azVar(x,) + ... + ag Var(xy)

Tamad pitee, jos muuttujat X; ovat riippumattomia. Koska otoksen alkiot ovat riippumattomia,
saamme

N
Var(X) = z NizVar(Xi) ) (9.52)
i=1
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Koska otoksen alkiot ovat kaikki samasta populaatiosta, jonka varianssi on Var(X), saadaan

N N
Var(x) = ZINLZVar(x) - NIEZIVar(x) - \% . (9.53)
I = | =
Téstd saadaankin yhteys standardipoikkeamille
ox) = 2¥ 9.54)

JN

9.3.1 Studentin t-testi

Studentin t-testid voidaan kiyttdd arvioimaan kahden otoksen keskiarvojen samuutta. Ole-
tamme, ettd otosten jakaumien varianssit ovat samat. Ensin arvioidaan keskiarvojen erotuksen
keskivirhettd Sy :

N _ N _
o = (2 Oai X S Oeim R 1 9.55)
D N, +Ng—2 N, " NpO° ‘
Sitten lasketaan suure t
Xy — X
t= A "B (9.56)
Sp

Suure t noudattaa ns. Studentin jakaumaa A(t|v), missi V on vapausasteiden lukumiéri
(tdssd tapauksessaV = N, + Ng—2). A(t0|v) kertoo todennékdisyyden, jolla kahdelle sama-
keskiarvoiselle otokselle laskettu t on enintdéin t;. Keskiarvot ovat oleellisesti erilaiset, jos
(esimerkiksi) A(t|v) >0.99. Merkitsevyystasoksi voimme kutsua suuretta 1 — A(t|v). Pieni
arvo kertoo, ettid keskiarvot ovat merkittavasti erilaisia.

NR:n rutiini tt est laskee timédn merkitsevyystason. Lisdksi tarvitaan rutiinit avevar ja
bet ai .

Jos otosten jakaumien varianssit ovat erilaiset voidaan edelleen kéyttda t-testid, mutta hieman
modifioituna:

Xa — Xp
_ ’ (9.57)
[Var(A)/ N, + Var(B)/Ny]1/2
[Var(A)/ N, + Var(B)/Ng]? (9.58)

Y T [VarA) /NI (N — 1)+ [VarB)/ N/ (Np = 1)
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Taité testid varten on NR:n rutiini t ut est .

Otosten jakaumien varianssien erilaisuuden testaukseen kiytetdidn ns. F-testid. Vastaava NR:n
rutiinion f t est .

9.3.2 x*-testi

Yleistimme edellisen kappaleen ongelman kysymdlld, ovatko kaksi datajoukkoa samasta
jakaumasta perdisin. Eli tdsméllisemmin sanottuna: voimmeko todistaa epitodeksi (tietylld
merkitsevyystasolla) nollahypoteesin, ettd kaksi otosta ovat perdisin samaa todennékdisyysja-
kaumaa noudattavasta populaatiosta.

X2 -testilld voidaan tutkia histogrammiin jaoteltua dataa. Meilli on siis luvut N, , jotka kertovat
lokerossa i olevien tapahtumien lukuméérin. Jatkuvan datan (N kappaletta reaalilukuja) voi
myo6smuuttaa histogrammimuotoon. Téssd kuitenkin hividd informaatiota.

Verrataan histogrammia { N;} johonkin tunnettuun jakaumaan {n;} . Tdlle datalle laskemme
X2:n

= (N2

X>= 3 -

i=1 !

(9.59)

Suuri X2 :n arvo kertoo, ettii on epitodennikdisti, etti data noudattaa tunnettua jakaumaa. Tuo
suure X2 noudattaa ns. X2 -jakaumaa (yllittiden). Jakauma Q()(2|V) , missd V on vapausastei-
den lukuméiri kertoo todennikoisyyden, ettd kaavan (9.59) summa on suurempi kuin X2.
Edellytyksend on, ettd termit summassa (9.59) ovat gaussisesti jakautuneita ja niiden keskiarvo
on nolla ja varianssi yksi. Suure (9.59) noudattaa X2 -jakaumaa, jos lokeroja on suuri mééri tai
jokaisessa lokerossa on paljon tapahtumia. Vapausasteiden lukumééréd on lokerojen lukumééra
Ng. Jos n; :t on normitettu samaan kuin otoksen koko, on vapausasteiden lukuméirda Ng—1.

Tarkastellaan hieman X2 -jakaumaa. Merkité4n

N
X2= Y 7%, (9.60)
i=1

missd z; ovat gaussisesti jakautuneita, ja niiden keskiarvo on nolla ja varianssi yksi. Jos ndin ei
ole, voimme aina skaalata

- 7)2
z - (7 -2)° . (9.61)

of

Haluamme tietdd X2 :n todennikoisyystiheysfunktion f(x?).Olkoon z = (z,, 2,, ..., Z) . Nyt
tiheysfunktio z:n avulla on
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f(2)dNz O ex*/2dNz . (9.62)

Tissd voimme ajatella X2:n olevan N-ulotteisen avaruuden vektorin nelion. Tilavuusalkio
dNz on verrannollinen suureeseen

XN-1dx = S()N-2/2dx? 0.63)

Eli tiheysfunktio X2 :n funktiona on
f(xHdx? = COx?)N2-Tex”2dx?, (9.64)

missd C on normitusvakio. Se saadaan yhtalosti

0

If(xz)dxz =1 . (9.65)
0

Eli lopullinen tulos on

S G PN s
2 2 _ /2
f(xHdx= = r(N/2)020 eX dDz 0 ’ (9.66)

missd I on gammafunktio. Tdmi kertyméfunktio on siis jakauma Q(x?|N) . NR:n erikois-
funktiorutiinien avulla voimme laskea jakauman arvoja.
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Alla esimerkkini lyhyt ohjelmanpétka:

#i ncl ude <stdi o. h>
#i ncl ude <stdlib. h>
#i ncl ude <string. h>
#i ncl ude <mat h. h>
#def i ne NRANSI

#i nclude “nr.h”

#i nclude “nrutil.h”

#def i ne MAXSTR 80

int main(int argc, char **argv)
{

float cm n, cnmax, dof ;

float c,dc;

int n,np;

if (argc!=5) {
fprintf(stderr,”Usage: % cnin cnax np dof\n”,argv[0]);
return (1);

}

cm n=at of (*++argv);

cmax=at of (*++ar gv) ;

np=at of (*++ar gv) ;

dof =at oi (*++ar gv) ;

dof =dof / 2. 0;
dc=(cmax-cmin)/( (float) np);

for (n=0; n<np; n++) {

c=cni n+dc*n;

printf(“% % \n",c, gaimmy(dof, c/2.0));
}

return O;

}
#undef NRANSI
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Alla kuvat muutamalla eri vapausasteiden lukuméérin arvolla.

04

Kuva 9.6: X2 -jakaumat kolmelle eri vapausasteiden lukuméirille.

X2 -testi voidaan tehdi NR:n rutiinilla chsone.

Jos vertailemme kahta lokeroitua datajoukkoa { R;} ja { S}, saadaan tarvittava suure kaavalla

Ne (R _5)2
X? = _z % : (9.67)

i=1

Erona yhtéldon (9.59) on ainoastaan summatermien nimittdjd. Se on siis suureen R, —S vari-
anssi. Vapausasteiden lukumiiri taas on Ng, jos joukkoja ei ole normitettu, Ng — 1, jos sum-
mat yli lokerojen on normitettu samaksi. NR:n rutiini chst wo tekee tdmén vertailun.
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9.3.3 Kolmogor ov-Smirnov-testi

Kolmogorov-Smirnov-testi (KS-testi) soveltuu lajittelemattoman datan ja jonkin tunnetun
jakauman vertailuun. Olkoon datajoukko reaalilukuja (X;, 1 = 1, 2, ...N). Tidsté on helppo las-
kea estimaatti kumulatiiviselle jakaumalle P(X), merkitidén sitd symbolilla S\(X) . Se antaa nii-
den pisteiden X; suhteellisen osuuden, joille pitee X; < X.

kumulatiivinen jakauma

X
Kuva 9.7: Kolmogorov-Smirnov-testi.

Jakaumien erilaisuutta voidaan kuvata jollain suureella, joka kertoo jotain oheisen kuvan kiy-

rien viliin jadvastd pinta-alasta. KS-testissd tdksi suureeksi otetaan kdyrien erotuksen itseisar-
von maksimi D :

D = max,|Sy() - P(X)] . (9.68)
Vastaavasti, jos vertailemme kahta otosta:

D = maXX|SNl(X)—SN2(X)| : (9.69)

KS-testi hyddyllinen ominaisuus on, ettd se on invariantti X uudelleenparametrisoinnin suh-
teen. Esimerkiksi X:n ja InX:n merkitsevyystaso on sama.

KS-testin merkitsevyystaso voidaan approksimatiivisesti laskea seuraavalla kaavalla:
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Todennidkoisyys(D > havaittu) , (9.70)
= Qgs([/Ng+0.12+0.11/, /N.] D)

missd N on efektiivinen pisteiden lukumiérd (N, = N tai Ny = (N;N,)/(N; +N,)) ja

Qs =25 (-1)i-1e?i**, (9.71)

1=1

NR:n rutiineista 16ytyvit kKsone ja kst wo tekevit KS-testit.

9.4 Korrelaatioista

Monissa laskennallisen tieteen ongelmissa joudumme laskemaan datajoukosta keskiarvoja ja
nididen standardipoikkeamia. Esimerkkind Monte Carlo -simulaatiot, joista saadaan systeemin
potentiaalienergia tai paine simulaatioaskeleen funktiona. Jos nédiden datajoukkojen perittiiset
alkiot olisivat tdysin toisistaan riippumattomia, voisimme laskea suureen keskiarvon keskivir-
heen normaalilla tavalla.

Yleensd peridkkiiset datapisteet ovat kuitenkin korreloituneita, mikd mutkistaa asiaa hieman.
Otetaan esimerkiksi jonkin simulointi, joka tuottaa tietoa systeemin suureen X arvosta simu-
loinnin kuluessa. Merkitdidn X:n arvoa simulointiaskeleella i X;. Pidmédridna on arvioida suu-
reen X keskiarvoa ja sen keskivirhetti simulointiajon datasta: X ja 02(X).

Oletetaan, ettd datajonon pituus on N, . Suureen X keskiarvo X (tai sen estimaatti) saadaan tie-
tysti seuraavasti

X = — z X; . 9.72)

missd siis X; on suureen X arvo simulaatioaskeleella i .
Jos suureen X arvot eri askeleilla (X;) olisivat tdysin statistisesti riippumattomia keskiarvon
(9.72) keskivirhe olisi yksinkertaisesti

0%(X) = St , (9.73)
nt

missi

o2(x) = dx2 (9.74)

|
o
X
[\S}
|
I
X
|
K
[\



191

Oletus X;:n statistisesta riippumattomuudesta ei kuitenkaan aina pidde. Esimerkiksi Monte
Carlo-algoritmin siirtymien toteutuksesta perdkkdiset tilat ovat korreloituneita. Tdmaé korrelaa-
tio tulisi jollain tavalla ottaa huomioon laskettaessa keskiarvon keskivirhetti kaavasta (9.73).

Voidaan osoittaa, ettd jos datapisteet ovat korreloituneita, muuttuu (9.73) muotoon

I +2T1,
o%(X) = - 02(X) , 9.75)

missd T, on X:n ns. korrelaatiopituus (tai -aika):
o= Y e, (9.76)
n=1

missd @, on X:n autokorrelaatiofunktio

(9.77)

Jos korrelaatiopituus T, « 1 eli pisteitd on alunperin otettu niin harvaan, ettd niiden vililld ei
ole korrelaatioita, saadaan yhtdlo (9.73). Jos taas T, » 1, saadaan muoto

2
0%(X) = %( o2(X) . (9.78)

t

Keskiarvon keskivirhe voidaan siis laskea, jos tiedimme datan korrelaatiopituuden. Kéytin-
nossd ndin ei ole, vaan on kiytettdvi jotain muuta menetelméa. Erds kdyttokelpoinen on ns.
blocking-menetelma.

Jaetaan data blokkeihin, joiden pituus on k. Blokkien kokonaismiird on n, , eli

Nk =n, . 9.79)

Keskiarvo lasketaan jokaiselle blokille

= S % (9.80)

Naiiden avulla voimme arvioida varianssin

0%(X,) = nl > [%,—X]? . (9.81)
b p=1
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Otetaan kaksi dédriesimerkkid. X A
(Merkitdaan E[X] :114 suureen X keskiarvoa; siis
E[X,] on blokkikeskiarvon odotusarvo.) . .
'I . .' ’o’ d 'o o.. ""o‘o o‘.
1. Oletetaan, ettd X:n arvot ovat tdysin korreloi- y
mattomia, jolloin pitee E[x,] = E[X] ja
E[)'(bi)'(bj] = (E[x])?.kun i # ] . i
: X A
Talloin saamme
2. 00000...‘...". oo 000
0%(x,) = E[xZ] - E[%,]? (9.82)
ll

Kuva 9.8: Blokkikeskiarvot.

- 2] 5 ] e 5 -0

i=1 1 Z ]

= _{ E[x2] - (E[x])?} = 02(X)

Eli se, miki oli odotettavissakin.

2. Oletetaan nyt, ettd data koostuu pitkistd (pituus m) identtisid arvoja X;, missd

j =1,...,n/m . Oletetaan lisiksi, ettd arvot X; ovat jakautuneet kuten X; edella. Talloin
saamme
1 k 1k/m
Xy = R.Z X = R.Z mx;  ja (9.83)
i=1 j=1
Dk/ k/m
X, = Dz X7 + Zxxl[ (9.84)

Sijoittamalla ndma varianssin lausekkeeseen saamme
0%(%,) = 0N . (9.85)

Eli korrelaatioista johtuen (9.73):n antama varianssi on liian pieni.

Blokkikeskiarvojen varianssin (9.81) voidaan olettaa olevan kiintiden verrannollinen blokin
kokoon Kk, kun koko kasvaa niin suureksi, ettid blokkien voidaan olettaa olevan tilastollisesti
korreloimattomia:
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02(%,) Di . (9.86)

Piddmadrani on 10ytdd verrannollisuuskerroin, jolloin voimme arvioida blokkikeskiarvon vari-
anssia blokille, jonka muodostaa koko simulointidata.

Tamai kerroin on ns. statistinen tehottomuus S, joka on raja-arvo, kun blokkien koko kasvaa
rajatta:

ko2(x
s= lim 2 %) (9.87)
k-~ o OZ(X)

Se kertoo havaitun keskiarvon varianssin suhteen sithen varianssiin, joka saataisiin olettaen,
ettd datassa ei ole ollenkaan korrelaatioita.

Jos tieddmme S:n saamme simulointidatan keskiarvon varianssin sjoittamalla yhtal6on (9.87)
k=n:
(

0(%) = n§02(x) . (9.88)

t

Statistinen tehottomuus pystytdédn arvioimaan simulointidatasta laskemalla

~ ko?(%,)

sk) = 20 (9.89)

eri blokin koon arvoilla K ja tarkastelemalla sen saturoitumisarvoa.
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Alla on esimerkkind Monte Carlo -simulaatiosta saatu 256 atomin Lennard-Jones-systeemin
potentiaalienergia. Ajon pituus oli 370000 askelta. Lampdétila (LJ-yksikoissd) T* = 2.0, jossa
systeemi on nestemdinen. Dataa on verrattu satunnaislukugeneraattorilla tuotettuun.

'45 T T T

-5.0

0 500 1000 1500 2000
I

Kuva 9.9: Monte Carlo -simulaatiosta saatu Lennard-Jones -systeemin potentiaalienergia
simulointiaskeleen funktiona (ylempi kiyrd). 256 atomista koostuvan systeemin ldmpdétila oli

T* = 2.0, jossa Lennard-Jones -aine on nestemiinen. Alempi kiyri on tuotettu satunnaislu-
kugeneraattorilla. Lukujen jakauma oli gaussinen ja varianssi sama kuin simulointidatan.

Kuvan 9.9 simulointidatan keskiarvo on
X = -5.0783
ja standardipoikkeama
o(x) = 0.1266.
Olettaen, ettd datapisteet ovat korreloimattomia saadaan keskiarvon keskivirheeksi:

o®) = 91266 _ 5 0g20x107 |

/370000

Seuraavassa kuvassa on esitetty S:n riippuvuus blokin koosta K.
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60 L L L

Kuva 9.10: Statistisen tehottomuuden riippuvuus blokin koosta.

Suure (k) saturoituu arvoon S= 38. Tama tarkoittaa sitd, ettd ainoastaan joka 38. datapisteet
ovat toisistaan riippumattomia. Tadstd saamme arvioksi keskiarvon keskivirheelle

o 0.1266 -3
0(X) = ———./38 = 1.2834x10 ~ .
~/370000

Eli lopullinen tulos on

X = —5.0783 £0.0013 .
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10 Datan mallinnus
10.1 Yleista

Karkeasti ottaen datan mallinnuksessa meilld on malli, joka kertoo, miten data kiyttiytyy.
Malliin liittyy parametreja, joiden arvoja ei vilttdmattd tunneta. Datan mallinnuksella tai sovi-
tuksella pyritdin saamaan selville nuo parametrit ja arvio niiden luotettavuudelle.

Malli voi olla periisin jostain teoriasta, jolloin sovituksesta saatavilla parametreilla voi olla
jokin (fysikaalinen) merkitys. Toisaalta tarkoituksena voi olla kohinan suodatus pois datasta,
jolloin parametreilla ei ole mitdédn erityistd merkitysti.

Perusldhestymistapa on seuraava:

Valitaan ns. ansiofunktio, joka kertoo datan ja mallin tietyilli parametrien arvoilla antaman
tulosten vélisen eron. Yleensd mitd pienempi ansiofunktion arvo on sitd parempi on datan ja
mallin vastaavuus. Varioimalla parametrien arvoja pyritddn ansiofunktio minimoimaan.

Kyseessd on siis moniulotteinen minimointitehtiva.

Lisidksi on pyritddn arvioimaan sovituksen hyvyyttd sekd parametrien epitarkkuutta.

Olkoot meilld N kappaletta datapisteitd (X;, y;), i = 1,2, ..., N. Malli taas on M -parametri-
nen

y(X) = y(X;a;, ,, ..., ay) . (10.1)
Kysymys kuuluu siis: Jos meilléd on tietty parametrijoukko (a,, a,, ..., @y,) , mikd on todenna-

koisyys, ettd juuri kyseessdoleva datajoukko syntyy? (On tietysti oletettava jokin vaihteluvili
Ay, jolle pisteet osuvat.)

Tamén todennédkdisyyden voidaan arvioida olevan

N
0 i — Y(X) C
PO Dexp[—%%yTEZ}AyE, (10.2)

missd datapisteiden oletetaan noudattavan gaussista jakaumaa keskiarvonsa ympérilld standar-
dipoikkeaman ollessa 0;. Tdmén maksimointi on ekvivalenttia todennékdisyyden logaritmin
vastaluvun minimoinnin kanssa:

N
> D%_(Xi)g ~NinAy . (10.3)

i=1 !

Koska N ja Ay ovat vakioita on tehtdviéin suureen
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N Vi - Y(Xi;a, @y, ...y aM)D2
. 0

, Oj
=1

(10.4)

minimointi varioimalla parametreja &;. Voidaan osoittaa, etté (10.4):n mukainen X2 noudattaa
likimain kappaleessa 9.3.2 esitettyd X?2-jakaumaa, kun vapausasteiden lukumiird on
Vv = N — M. Tamin perusteella voimme arvioida sovituksen hyvyyttd laskemalla todennikoi-
syyden saadulle parametrijoukolle.

Kuten aikaisemmin olemme todenneet antaa

v X2

Qx?|v) = gamm(, 5 (10.5)

todennikdisyyden, ettd X2 ylittdd tietyn arvon sattumalta. Jos timi todennikdisyys on hyvin
pieni, erot datan ja mallin vililld eivit ole satunnaisia fluktuaatioita tai datapisteiden virheet on
arvioitu liian optimistisiksi. Jos taas todennidkoisyys on hyvin ldhelld ykkostd voi syynd olla
liian suureksi arvioidut virheet ;. Nyrkkisaidntona voisi todeta, ettd kohtuullisen hyvélld sovi-
tuksella X2 =v.

10.2 Suor asovitus

Aloitetaan yksinkertaisimmasta mallista eli suorasta:
y(x) = y(x;a,b) = a+bx. (10.6)
Suorasovituksesta kdytetdin myos nimed lineaarinen regressio.

Oletaan, ettd datapisteiden X-arvot tiedetiin tarkasti. Ansiofunktio tulee nyt muotoon

N i—a—bxiﬁ
X*(a b) = _Zl g (10.7)

Minimissi X2 :n derivaatat parametrien suhteen hiviivit eli

N

2 y; —a— bx;
aaia =2y AT — i (10.8)
i=1 I
ax2 N X (y; —a—bx)
% = —2 02 = (109)

Mairitelldan seuraavat summat
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N N N
S= 1 _ Xi _ Yi
=)y 5F2m ST 2o
i=1"1 i=1"1 i=1"1
N X} N XY
Sa=D 550 =) o7 (10.10)
i=1"1 i=1 |
Ratkaisu saadaan muotoon
A= SS><X_S>2<
a = S><xSy_SxSxy
- A ) (10.11)
L _ SSy-S§
A

Jonkinlainen arvio parametrien a ja b tarkkuudelle saadaan virheen kasautumislain avulla:

a X SXX Sxx
- yoed -yl -3 1012

i=1 i=1

Q
o
Il

N
X —
of = Zoi By S _ E’. (10.13)

(Téssé et ole otettu huomioon parametrien korrelaatioita.)
Lopuksi sitten lasketaan todennikdisyys Q(X?|V).
NR:n rutiini, joka tekee kaikki nimi asiat on nimeltdan fi t .

Tissd on oletettu, ettd vain datan y-arvoissa voi olla virhettd. Jos myds X-arvoissa on epétark-
kuutta, monimutkaistuu asia hieman. Halukkaat voivat kdydi 1dpi NR:n luvun 15.3.

10.3 Yleinen lineaarinen sovitus

Téssd lineaarisuus tarkoittaa mallin lineaarisuutta parametrien a; suhteen. Tillainen tapaus

) J
voidaan lausua muodossa

M
Yy = % XX (10.14)
k=1
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missd X (X) ovat mielivaltaiset funktiot. Niitd kutsutaan kantafunktioiksi. Huomaa, ettd niiden

el tarvitse olla lineaarisia X:n suhteen.

Ansiofunktio on nyt

X2= 3 S

i=1 !

N {Yi - Z::A: . akxk(xi)T

Otamme kéytt6on matriisinotaation. A on N X M -matriisi, jonka alkiot ovat

_ Xj(Xi)

ij o, :

Yleensd A :ssa on enemmiin rivejd kuin sarakkeita:

a€/—— kantafunktiot ——m

X (X)) Xy(X)) X5(%)) XuXp)
0 0, o, = 0

=1 XX Xy(Xp) X3(%p)  Xy(Xy)
483_) 0, ) o, = 0

S [ X(X5) Xy(X3) Xs(X3)  Xy(X3)
*_g o, 0y 0y = o0,

Xi(Xp) Xo(Xp) X5(Xy) X (Xp)
On Oy oy Oy

N -alkioinen vektori b méiiritelldin

ja parametrit a; kuvataan M -alkioisella vektorilla a:

a=(a,a,..ay) .

Asettamalla X2 :n osittaisderivaatat parametrien suhteen nolliksi saamme yhtilot

N M
> é{yi‘ > ajxj(xi)}xk(xi) =0, k=1,...,M.

i=1 1 i=1

(10.15)

(10.16)

(10.17)

(10.18)

(10.19)



Tama voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

M
> aa; = By,

j=1
missi
N X () X (%)
(%) X (X, '
i=1 I
on M x M -matriisi ja
2 YXi)

Be= ¥ 7 (i [B] = ATDD)

i = i
on M -alkioinen vektori.
Eli matriismuodossa ns. normaaliyhtdl6t ovat
[a] [a = [B]
tai
(ATA) A = AT[b .
Voidaan osoittaa, ettd parametrien virheille saadaan arviot

o) = Cj; ,
missd matriisi C on [0] :n kddnteismatriisi:
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(10.20)

(10.21)

(10.22)

(10.23)

(10.24)

(10.25)

(10.26)

Matriisiyhtilo (10.23) voidaan ratkaista lineaarialgebran standardimenetelmilld (Gauss-Jordan
tai LU-hajotelma). NR:n rutiini | f i t tekee sovituksen kiyttden Gauss-Jordan-menetelméaa.

Usein normaaliyhtédldiden ratkaisu on altis numeerisille virheille. Talloin kéyttokelpoinen
menetelmi on singulaariarvohajotelman kéytt6. Emme kuitenkaan kiy sitd tdsséd lapi. Haluk-

kaat voivat tutustua NR:n lukuihin 2.6 ja 15.4.
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10.4 Epélineaarisen mallin seitus

10.4.1 Yleista

Epilineaarisessa tapauksessa on turvauduttava iteratiivisiin menetelmiin. Annamme alkuarvot
parametreille a,, &,, ..., &, ja jollain algoritmilla parannamme ratkaisua, kunnes X2 :n arvo ei
endi pienene.

Tehtédvi on ldhelld epilineaarista usean muuttujan funktion minimointia (ks. kappale 7.3). Eli
tarpeeksi lihelld minimiin X2 voidaan approksimoida kvadraattiseksi

X’@=y-dCa+ %(a [D (&) , (10.27)

missd d on M -alkioinen vektori ja D on M x M -matriisi. Tdmén minimi 16ytyy yhdelld aske-
leella

ali+1) = al) + D1 J-Ox2@)] . (10.28)

Jos taas (10.27) on huono approksimaatio (olemme kaukana minimistd) voimme kayttdd jyr-
kimmén suunnan menetelmia:

ali+1) = al) —p x Ox2@)) , (10.29)
missd L on jokin vakio. Jotta pystymme kédyttdméaédn nditd algoritmeja on pystyttivi laskemaan
x2:n gradientti a:n suhteen sekii Hessen matriisi D, joka sisiltiid X2 :n toisia derivaattoja a:n
suhteen. Namai ovat nyt tiedossa, koska olemme itse spesifioineet mallin

y = yxa). (10.30)

Ansiofunktio on siis

N
Y — Y(X;;@)72
2 — LG
X“(@ = izl[ o } . (10.31)
Gradientin [Jx?(a) komponentit ovat
el 2N Y-y oy (1032)
a2 3o U, ke |

Hessen matriisin alkio Dkl taas on
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10.
da, da (10.33)
N ) ) 2v(x. -
_ 1 [Py Pyx:a) LY
=22 o_iz[D da, [ g 0 i~ Yidlagg 5a- a
| =
Hankkiudutaan eroon noista kakkosista eli mééritelldin
_ _lox?
P = — 3a, (10.34)
_ 1 o2
Uy = 2da0a (10.35)
Eli matriisi [0] on puolet Hessen matriisista: [a] = %D )
Nyt yhtélo (10.28) voidaan kirjoittaa muotoon
M
=1
missi
da = afi+1)—afl) (10.37)

on iteraatiokierroksella tehtdva siirros.

Yhtidloryhmastd (10.36) ratkaistaan siirros da ja se lisdtddn nykyiseen vektoriin ja ndin saa-
daan uusi piste.

Jyrkimmiin suunnan menetelmi taas tulee muotoon
oa, = WP, . (10.38)

Hessen matriisi (10.33) siséltidd X2 :n toisia derivaattoja a:n suhteen. Useimmiten nimi termit
unohdetaan. Voimme perustella sitd silld, ettd 0%y/dada :n kerroin (10.33):ssa on
[y; — Y(X))], joka itseasiassa (onnistuneelle mallille) on satunnaisesti jakautunut datapisteiden
virhe. Niinollen nimai termit enemmén tai vihemmin kumoavat toisensa. Jos datassa on jotain
patologisia pisteiti, jotka ovat kaukana muista (outliers) voi tuon toisen derivaatan sisaltimén
termin mukaanottaminen tehdé tehtivasti epistabiillimman. Eli uudelleenméiirittelemme mat-
riisin [Q] :
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a. =2 N iﬁ)y(XiQa)Dj)Y(Xﬁa)D
Kl = zoizD da, (L] 03, -

(10.39)

Matriisin [0] modifiointi ei muuta lopullista ratkaisua, ainoastaan reitti a-avaruudessa alku-
pisteestd minimiin muuttuu (toivon mukaan lyhyemmaksi).

10.4.2 Levenbergin ja Mar quardtin menetelméa

Levenbergin ja Marquardtin (LM) menetelméssé siirrytddn pehmeisti alunperin kdédnteisen
Hessen matriisin menetelmisti jyrkimméin suunnan menetelméin, kun lidhestytidin X2 :n mini-
mid.

Lisdksi menetelmissd arvioidaan vakion [ suuruutta yhtdlossd (10.38) Hessen matriisin
avulla. Vakion p dimensio on aZ . Ainoa alkio Hessen matriisissa [a], jolla on timd dimensio
on 1/0y . Oletetaan, ettd tdmi alkio kertoo tehtdvin ‘mittakaavan’. Ja jotta emme tekisi liian
pitkid hyppyjd jaetaan se jollain luvulla A » 1. Yhtélo (10.38) korvataan siis yhtélolld

1
58y = 5P - (10.40)

Kéénteisen Hessen matriisin (10.36) ja jyrkimmiin suunnan (10.40) menetelmien yhdistiminen
kédy seuraavasti. Otetaan kdyttoon matriisi [a'] :

, i , (10.41)
=0y (%K)
ja korvataan yhtalot (10.36) ja (10.40) yhdelld yhtélolla
M

=1

Jos A on hyvin suuri, yhtilo (10.42) ldhestyy yhtélod (10.40) ja jos taas A on hyvin pieni saa-
daan Hessen matriisin menetelma (10.36).

LM-menetelmin algoritmi on seuraavanlainen (parametrien alkuarvo on a):
i. Laske x2(a).
ii. Aseta A :lle maltillinen alkuarvo esimerkiksi A = 0.001 .
iii. Ratkaise yhtilosti (10.42) da ja laske x2(a+ da).

iv. Jos X%(a+ da) = x%(a), kasvata vakiota A — 10 [\ ja mene askeleeseen iii.
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v. Jos X%(a+ da) < X%(a), pienenni vakiota A — A/ 10, piiviti vektoria a — a+ da
ja mene askeleeseen iii.

Lisiksi tietysti tarvitaan jokin lopetuskriteeri. Kdytdnnossid toimivaksi on osoittautunut ehto,
etti lopetetaan, kun X2 ensimmiisen tai toisen kerran viihenee vain hieman. Tuo hieman voi
olla esimerkiksi absoluuttinen (0.01) tai suhteellinen arvo (0.001).

Kiytinnon esimerkkini olkoon Maxwell-Boltzmann -jakauman

y = ax2e*/(2b) (10.43)

sovitus molekyylidynamiikkasimulaatioista saatuihin Lennard-Jones-atomien nopeusja-
kaumiin.

10} T=0505K 1
05¢f .
0.0 - - :
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
) .
T 10+t T=378K 1
=
0
Zo5¢ .
>
=00 - - -
0 1 2 3 4
10} T=701K 1
05¢F .
OO 1 1 1 1 .
0 1 2 3 4 5 6
\Y

Kuva 10.1: Maxwell-Boltzmann-jakauman sovitus molekyylidynamiikkasimulaatioista saatui-
hin Lennard-Jones-atomien nopeusjakaumiin. Simulaatio tehtiin neonin potentiaaliparamet-

reilla. Nopeus SI-yksikoissi saadaan redusoidusta nopeudesta vV* kertomalla timi vakiolla
122.2 m/s.

NR:n rutiini T gmi n tekee yhden LM-iteraatiokierroksen. Kutsu on seuraavannikodinen

void nmrgm n(float x[], float y[], float sig[], int ndata, float a[],
int ia[], int ma, float **covar, float **al pha, float *chisq,
void (*funcs)(float, float [], float *, float [], int),
fl oat *al anda)
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Datajoukko (ndat a kappaletta pisteitd) vilitetdidn taulukoissa X ja y. Parametrivektori a on
taulukossa a. Taulukon i a alkio kertoo varioidaanko vastaavaa parametria taulukossa a, vai
pidetddanko se alkuperdisessa arvossaan. Liséksi vilitetdin funktio
funcs(x, a, yfit, dyda, ma), joka laskee mallifunktion arvon ja derivaatat parametrien
suhteen. Ulostuloparametri chi sq kertoo X2 :n arvon iteraation jélkeen.

Ennen ensimmdisti kutsua parametri al anda asetetaan negatiiviseksi. Tdmén jéilkeen rutiinia
kutsutaan, kunnes parametrin chi Sq arvon perusteella pditelldén iteraation supenneen.
Tadmin jilkeen kutsutaan rutiinia al andan arvolla nolla, jolloin saadaan ulos kovarianssimat-
riisi covar ja matriisi al pha.

10.5 Parametrien virhearvio

Téssd kappaleessa késittelemme hieman sovituksesta saatavien parametrien virheiti.

Oheisen kuvan mukaan voimme ajatella, ettd on olemassa jokin todellinen mallin parametri-
vektori @, .. Tdhidn perustuen voidaan realisoida useita datajoukkoja, jotka noudattavat mal-
lia, mutta joissa on satunnaisia virheita.

sovitus

Doy | o

’77/'/7008

D) > Ay

aTrue

Doy | 3y

Day | &g

Kuva 10.2: Mallin &, realisoituneet datajoukot.

Téastd seuraa, ettd myOs sovitusparametrit aj) ovat erilaisia. Periaatteessa haluamme tietdd
parametrien todennékdisyysjakauman.

Erds moderni menetelmd on synteettisten datajoukkojen generointi Monte Carlo -menetel-
milld. Menetelmiin periaate on esitetty seuraavassa kuvassa.



MC- _
simulointi sovitus
D(S()) >
sovitus D (51)
mittaus- > a,
data
D(Sz) >
D (53) —

Kuva 10.3: Sovitusparametrien virhearvio Monte Carlo -menetelmill.

Menetelmi edellyttdd, ettd tunnemme datapisteisiin syntyvien satunnaisvirheiden jakauman.
Jos on kyseessi kokeellinen data, nuo virheet syntyvit mittalaitteissa, ja ne ovat usein tunnet-

tuja.

Generoimalla tarpeeksi monta datajoukkoa, saamme joukon parametrivektoreita, joista
voimme arvioida parametrien varianssia ym. Voimme my0s tutkia, minkilaista jakaumaa para-
metrit noudattavat. TAma voi tietysti vaatia melko suuria laskentaresursseja.

Parametrien virhearviosta ja luottamusvilien arvioinnista muilla menetelmilld on asiaa NR:n

luvussa 15.6.

)

af)

ap)

ag)

206
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11 Fourier-muunnos
11.1 Yleista

Hyvin monissa laskennallisen tieteen ongelmissa tarvitaan datan Fourier-muunnosta. Esimer-
kiksi joidenkin differentiaaliyhtédldiden ratkaisu voi olla yksinkertaisempaa Fourier-muunnok-
sen avulla. Toisaalta Fourier-muunnosta voidaan tarvita sellaisenaan esimerkiksi datan
tehospektrin arvioimiseen.

Funktion h(t) Fourier -muunnos H(f) mééritellidin seuraavasti

H(f) = Ih(t)ezn”tdt (11.1)

—00
Vastaavasti kddnteismuunnoksella paéstdén takaisin funktioon h(t)

h(t) = IH(f)e—zﬂiftdf ) (11.2)

—00

Ylldolevat merkinnét antavat ymmartid, ettd usein alkuperdinen data on jokin suure ajan funk-
tiona ja muunnettu data taajuuden funktiona. Alkuperdinen data voi olla myd6s esimerkiksi pai-
kan funktio, jolloin muunnettu data on aallonpituuden kédédnteisluvun funktion (ns. aaltoluku).

Joskus kéytetddn taajuuden f sijasta ns. kulmataajuutta w. Télloin muunnokset tulevat muo-
toon

H(w) = I h(t)el®tdt
0:°° (11.3)
h(t) = -2171 f H(w)e i ®tdw

—o0

Funktion h(t) symmetria- ja reaalisuusominaisuudet heijastuvat myods sen muunnokseen
H(f). Niitd ominaisuuksia voidaan kiyttdd hyviksi laskettaessa muunnoksia. Alla on tau-
lukko muutamista ominaisuuksista:

i. h(t) reaalinen [J H(-f) = [H(f)]"

ii. h(t) imaginaarinen [] H(-f) = -[H(H)]"

iii. h(t) parillinen [] H(f) parillinen

iv. h(t) pariton [ H(f) pariton

v. h(t) reaalinen, parillinen [] H(f) reaalinen, parillinen

vi. h(t) reaalinen, pariton [] H(f) imag., pariton
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vii. h(t) imaginaarinen, parillinen [] H(f) imagin., parillinen

viii. h(t) imaginaarinen, pariton [] H(f) reaalinen, pariton

Lisédksi Fourier-muunnoksella on joitain kétevid ominaisuuksia. Seuraavassa muutamia niisti!:

h(at) - éH(g) (11.4)
Ly < Hebh (11.5)
bl b

h(t—t,) = H(f)e*™ (11.6)
he2™ft o H(f - f,) (11.7)

Kahden funktion g(t) ja h(t) konvoluutio g*h maiiritellddn

00

g*h = J’g(r)h(t—t)dt . (11.8)

—00

Voidaan helposti osoittaa, ettd tdmidn Fourier-muunnos on funktioiden Fourier-muunnosten
G(f) ja H(f) tulo:

g*h = G(f)H(f) . (11.9)
Korrelaatiofunktio taas madaritelldan

Corr(g, h) = I g(t + t)h(t)dt . (11.10)

Voidaan taas helposti osoittaa, ettd pitee seuraava
Corr(g, h) = G(f)H"(f) , (11.11)

jos funktiot g ja h ovat reaalisia. Funktion korrelaatio itsenéds kanssa on ns. autokorrelaatio-
funktio:

Corr(g, g) = |G(f)|% . (11.12)

Parsevalin teoreeman mukaan signaalin kokonaisteho on sama laskimmepa sen aika- tai taa-

1. Merkki < tarkoittaa muunnosparia eli: h(t) = H(f).
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juusavaruudessa:

Pt = Ilh(t)lzdt = IIH(f)Ide . (11.13)
Teho taajuusvililld [ f, f + df ] méiritellddn (useimmiten ei erotella positiivisia ja negatiivisia
taajuuksia)

P(H)=HHOPP+[H-)? (0<f<w). (11.14)
Reaalisen funktion h tapauksessa timé supistuu muotoon

P (f)=2[H(H)? . (11.15)

11.2 Diskreetti Fourier-muunnos

Useimmiten data ei ole jatkuvan funktion muodossa, vaan meilld on joukko tasaisesti aika-
akselille sijoittuneita pisteitd hy,:

h,=h@n ,n=..-3,-2,-1,0,1,2,3, ... . (11.16)

Aikavilin A kddnteislukua kutsutaan niyttenottotaajuudeksi (Sampling rate). Nyquistin kriitti-
seksi taajuudeksi kutsutaan taajuutta

f= Ll (11.17)

Otetaan jatkuvasta funktiosta h(t) niytteitd taajuudella 1/A. Jos funktion kaistanleveys on
rajoitettu siten, ettd H(f) = 0 kaikille taajuuksille | f[ > f , tilloin otetut ndytteet h, madria-
vit funktion h(t) tdydellisesti. Funktio voidaan nyt lausua muodossa

sin[2mf (t—An)]
Ti(t — An)

hit) = A Z h, (11.18)
n=—o

Usein tieddmme mitatusta datasta, ettd sen kaistanleveys on rajoitettu (signaali on kulkenut ali-
padstosuodattimen ldpi tms.). Télloin riittdd ottaa singnaalista niytteitd taajuudella, joka on
kaksinkertainen signaalista tavattavaan maksimitaajuuteen verrattuna.

Jos taas otamme néytteitd liian alhaisella taajuudella, osoittautuu, ettd kaikki taajuusalueen
—f.<f<f_ ulkopuolella oleva teho laskostuu (aliasing) tille alueelle.

Esimerkiksi signaaleista exp (271 ft) ja exp(27u f,t) saadaan samat naytteet, kun taajuuk-
sien ero on 1/A:n monikerta. Ja 1/A on taajuusvilin [-f , f_] pituus.
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Laskostumista on havainnollistettu kuvassa 11.1.

L)
AV4 i =\//—\f } >
-\ \/ t
- T >
, 1M
f >
, H(H

laskostuminen |* +{ laskostuminen

A \/=
1 bt
2A 2A

Kuva 11.1: Fourier-muunnoksen laskostuminen.

Diskreetilld Fourier-muunnoksella (DFM) approksimoidaan jatkuvan funktion Fourier-muun-
nosta siitd otettujen niytteiden perusteella. Olkoon meilld N kappaletta ndytteita:

he=hty , t,=kA, k=0,1,2,..,N-1. (11.19)

Oletetaan lisiksi, ettd N on parillinen.

Koska meilld on N kappaletta syottotietoja Fourier-muunnoksen tekoon, voimme odottaa
ainoastaan N kappaletta riippumatonta tulostietoa. Tastd syystd DFM:a ei lasketa kaikkialla
alueella [-f_, f] vaan ainoastaan pisteissé

(11.20)

Rajat f_,, ja f,, vastaavat Nyquistin kriittistd taajuutta (11.17).
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DFM lasketaan approksimoimalla (11.1):n integraalia summalla

H(f,) = _[h(t)ez"”ntdt . (11.21)

—00

N-1 N-1
- 27 f ot — ikn/N
= 3 h&MA =AY hem
k=0 k:O

Ylldolevan yhtdlon viimeistd summaa kutsutaan varsinaiseksi DFM:ksi. Eli

N-1
Ho= S h,e2mkvN (11.22)
k=0

Eli DFM kuvaa N kompleksilukua (h, ) N :ksi kompleksiluvuksi (H ). Huomaa, etti DFM ei
riipu mistddn dimensiollisesta parametrista kuten esimerkiksi néytteenottovilisti A. Yhteys
jatkuvan Fourier-muunoksen ja DFM:n vilild on siis

H(f,)=AH,, (11.23)

missd taajuus f, saadaan kaavasta (11.20).

Yhtilon (11.20) Mukaan oletimme ylld, ettd indeksi n on vilillda [-N/2, N/2] . Tarkastelta-
essa yhtilod (11.22) huomaamme kuitenkin, ettd H,, on periodinen ja sen jakso on N. Tdma
tarkoittaa mm. sidt, ettd

(11.24)

Tistd syystd yleensd n asetetaan kdymédn ldpi arvot n = 0, 1,2, ..., N—1 yhtélossa (11.20).
Télloin positiiviset taajuudet 16ytyvit arvoilla n = 1,2, ..., N/2-1 (n = 0 vastaa ‘tasavir-
taa’) ja negatiiviset arvoilla n = N/2, ..., N—1. Arvo n = N/2 vastaa seki taajuuksia f_
ja—f

c:
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Kuva 11.2: Indeksointi diskreetissd Fourier-muunnoksessa.

Yllédesitetylla tavalla indeksoidussa DFM:lle on samat symmetriaominaisuudet kuin jatkuvalla-
kin (kappale 11.1). Argumentin etumerkin vaihto vastaa DFM:ssd siirtoa N:n verran:
—f <« N-n.

Kéédnteinen DFM hoituu kuten jatkuvakin:

N-1
1 .
h = N onne—ZmKn/N _ (11.25)
n=

11.3 Nopea Fourier-muunnos

Diskreetin Fourier-muunnoksen laskemiseen kuluva niyttiisi olevan O(N2). Titd voi perus-
tella seuraavasti. Miiritellddn kompleksiluku

W =e2/N (11.26)
Yhtdlo (11.22) voidaan kirjoittaa muotoon

N-1
Hy = 5 hwrk. (11.27)
k=0

Eli N-alkioinen vektori h, kerrotaan N x N matriisilla, jonka alkiot ovat kompleksiluvun W
potensseja. Matriisikertolasku vaatii O(N2) operaatiota.

60-luvun puolivilissd John Tukey ja John Cooley julkaisivat artikkelin, jossa kuvattiin algo-
ritmi, joka suoriutuu DFM:n laskemisesta ajassa O(Nlog,N) .lAlgoritmia kutsutaan yleisesti
nopeaksi Fourier-muunnokseksi (Fast Fourier transform, FFT).
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FFT-algoritmin perusteena on se, ettd N;n ndytteen f: DFM voidaan lausua kahden N/2

pituisen jonon DFM:na, joista toinen koostuu parillisten indeksien néytteisti ja toinen paritto-
sl

mien

N-1
F = z fjeZHijk/N
j=0 (11.28)
N/2-1 N/2-1
= > f,;@2MDKN 4 )3 £y, €2MQ2I+ D/N
i=0 i=0
N/2-1 N/2-1
= 2 fzje2ﬂijk/(N/2)+Wk z f2j+le2nijk/(N/2)
j=0 i=0
= Fg+ WKFp
k K

Tiésséd vakio W on sama kuin yhtélosséd (11.26). F£ on alkuperdisen datajonon parillisista alki-
oista lasketun DFM:n k:s komponentti. Vastaavasti F? on laskettu parittomista alkioista.
FFT:n ideana on soveltaa ylldesiteltyd jakoa rekursiivisesti. Eli hajotetaan F§ kahteen osaan
Fg€ ja F°, jotka molemmat ovat N/ 4 :n pituisia DFM:a.

Jos oletamme, ettd N on kahden potenssi, voimme jatkaa jakoa, kunnes tuloksena on yhden
mittainen DFM. Sehin ei ole mitddn muuta kuin identiteettioperaatio. Eli jokaiselle erilaiselle
log,(N) -pituiselle kombinaatiolle symboleja e ja 0 18ytyy 1-alkioinen DFM:

E l3ooeoeoeeeeoo...oeoee = f N - (11.29)

Ongelmana on 10ytdd tuo indeksin N arvo, joka vastaa tiettyd kombinaatiota. Ensimmadisessi
jaossa tutkitaan alkion n véhiten merkitsevaa bittid,. Jos se on 0 eli alkio on parillinen, kuuluu
alkio termiin F§, ja jos se on 1, kuuluu alkio termiin F?. Seuraavassa jaossa tutkitaan alkion
toiseksi merkitsevinti bittid ja niin edespéin.

Eli alkion indeksin saamme bindédrilukuna, kun kdinnimme merkkijonon eoo...oee jirjestyk-
sen, teemme korvauksete — 0 jao — 1.

Jos lajittelemme alkuperdisen datajoukon siten, ettd se on bittikddnnetyn indeksin jérjestyk-
sessd (ks. kuva ), ovat alkiot nyt yksialkioisen DFM:n tuloksia. Yhdistimailld kaksi vierek-
kiistd alkiota kaavalla (11.28) saadaan kahden pisteen DFM. Niin jatketaan kunnes saadaan
N:n pisteen DFM. Jokainen yhdistdiminen vie aikaa O(N) ja nditd yhdistdmisid on
O(log,N) kappaletta, joten algoritmin ajankdyttd on O(Nlog,N) . Oletamme tietysti, ettd
datan lajittelu bittikddnnettyyn jarjestykseen el vie enempii aikaa.

1. FFT:n historiasta on mielenkiintoinen luku kirjassa: D. Kahaner, C. Moler, S. Nash: Numerical Met-
hods and Software, Prentice-Hall, Lontoo, 1989.

1. f i ei nyt ole taajuus vaan datajonon niyte | .
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000 - [000
001 001
010 /: 010
011 011
100 100
101 - [101
110 0
11 - (1171

Kuva 11.3: Kidnnetty bittijarjestys 8 alkion tapauksessa.

FFT-algoritmi koostuu ensinnikin datan lajittelusta kdédnnettyyn bittijarjestykseen. Itse muun-
nos tehdédédn kahdessa silmukassa , joista ulompi kéy ldpi muunnokset, joiden pituus on 2, 4, 8,
jne. Sisemmdssi silmukassa taas kdydiin lédpi jo tehdyt osamuunnokset.

NR:n rutiini f our 1 tekee FFT:n datajoukolle. Sen kutsu on seuraavanlainen
void fourl(float data[], unsigned long nn, int isign)

Datajoukko, jolle muunnos tehddén on taulukossa dat a[ 1. . 2* nn] . Se koostuu nn kappa-
leesta kompeksilukuja. Parametri i Si gn kertoo, kumpaan suuntaa muunnos tehdddn (-
I=kéddnteismuunnos). Kaavassa (11.25) olevaa tekijada 1/N ei tuloksessa ole kuitenkaan
mukana. Aliohjelma palauttaa taulukossa dat a muunnoksen tuloksen. Syotto- ja tulostiedon
tallennusformaatti on esitetty kuvassa 11.4. Formaatti on hyvin yleisessd kdytossa FFT-rutii-
neissa.
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A .
; L ! lr | f_9
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4: i 4: i
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Kuva 11.4: FFT-rutiinin f our 1 datan tallennusformaatti.

Alla piadohjelma, joka kéyttdd rutiinia f our 1. Se tekee signaalin

210 (2T
cos DP_1D+ cos DP_2D+ o,r (11.30)

FFT:n ja tarkistuksen vuoksi myos kédnteismuunoksen. Tédssd P, ja P, ovat kosinitermien
jaksoja ja r on gaussisesti jakautunut satunnaisluku (f = 0, o(r) = 1). Syottdtietoina anne-
taan jaksot ja gaussisen kohinan standardipoikkema o, .

#i ncl ude “nr.h”
#i nclude “nrutil.h”
#define Pl 3.1415926

int main(int argc, char **argv)
{

unsi gned | ong i, np, np2;

fl oat perl, per2,std, *dat a;

| ong seed;

if (argc!=6) {
fprintf(stderr,”Usage: % np perl per2 std seed\n”,argv[0]);
return (1);

}

np=at oi (*++argv);

per 1=at of (*++argv);

per 2=at of (*++argv);
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st d=at of (*++ar gv) ;
seed=at ol (*++argv);
np2=2*np;

dat a=vector (1, np2);

printf(“\n”);
for (i=1;i<=np;i++) {
dat a[ 2*i - 1] =cos(2. 0*PlI *(i-1)/per1)+cos(2. 0*Pl *(i-1)/per2)+
st d*gasdev( &seed) ;
dat a[ 2*i ] =0. 0;
}
for (i=1;i<=np;i++) printf(“ORIG % %2f %2f\n”,i
data[ 2*i-1],data[2*i]); printf(“\n”);
fourl(data, np, 1);
for (i=1;i<=np;i++) printf(“FFT: % %2f 9%d2f 9%d2f\n”,
i,sqrt(SQR(data[2*i-1])+SQR(data[ 2*i])), data[ 2*i-1], data[ 2*i]);
printf(“\n”);
fourl(data, np,-1);
for (i=1;i<=np;i++) printf(“INV: % %d2f %d2f\n",i
data[ 2*i-1]/np,data[2*i]/np); printf(“\n");

}
#undef NRANSI



217
Kéainnos ja ajo:

fft> cc -o xfourl xfourl.c fourl.c gasdev.c ranl.c nrutil.c -Im
xfourl.c:

fourl.c:

gasdev. c:

ranl. c:

nrutil.c:

fft>

fft> xfourl 8 3 3 0.0 111

RG 1 2. 000000 0. 000000
RIG 2 -1. 000000 0. 000000
ORIG 3 -1. 000000 0. 000000
ORIG 4 2. 000000 0. 000000
ORIG 5 -1. 000000 0. 000000
ORIG 6 -1. 000000 0. 000000
RG 7 2. 000000 0. 000000
ORIG 8 -1. 000000 0. 000000
FFT: 1 1. 000000 1. 000000 0. 000000
FFT: 2 1. 242641 0. 878680 - 0. 878680
FFT: 3 3. 000001 0. 000000 - 3. 000001
FFT: 4 7.242640 5.121320 5.121320
FFT: 5 3. 000000 3. 000000 0. 000000
FFT: 6 7.242640 5.121320 -5.121320
FFT: 7 3. 000001 0. 000000 3. 000001
FFT: 8 1. 242641 0. 878680 0. 878680
INV: 1 2. 000000 0. 000000
INV: 2 -1. 000000 0. 000000
INV: 3 -1. 000000 0. 000000
INV: 4 2. 000000 - 0. 000000
INV: 5 -1. 000000 0. 000000
INV: 6 -1. 000000 0. 000000
INV: 7 2.000000 - 0. 000000
INV: 8 -1. 000000 0. 000000
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Alla kuvana esimerkkisignaali ja sen FFT. Komento oli

xfourl 512 20 50 0.3 987

[ [ [ [ [ [
21 & :
b ” 1
o | j
1k / \ _
2L _
3L | | | | |
250 r I I I T T
250] [ [ [ [ [
200 | 200 + - .
150 | -
150 L .
100 | -
‘4
LL
50 -
100 ¥N) .
Ol | |
0 10 20 30 40 50 60
50 K .

0 100 200 300 400 500
K

Kuva 11.5: Yhtdlon (11.30) mukainen signaali (ylempi kuvaaja) ja sen FFT (alempi kuvaaja).
Parametrien arvot olivat P, = 20, P, = 50, o, = 0.3, ja pisteiden lukumédrd N = 512.
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Voimme havainnollistaa laskostumista varioimalla edelldesitetyn ohjelman toisen signaalin
jaksoa. Alla sellaisten datajoukkojen FFT:n kuvaajat, joissa on vaihdeltu jaksoa P, vililld 1.4-
10. Huomaa,etti tdssa tilanteessa, koska A = 1, on Nyquistin kriittinen taajuus

fo=1/2. (11.31)

perl=1.4

-

per1=1.8

-

%

-

-
&EC¥>>>L

e
Q
u
1l
N

F

[
Cir
%—-
L

perl=6

perl=8

-

perl=10

-

0 50 100 150 200 250
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Kuva 11.6: Yhtilon (11.30) mukaisen signaalin FFT. Toisen kosinitermin jaksoa P, on vari-

oitu vililld 1.4-10. Muiden parametrien arvot olivat, P, = 30 , o, = 0.1 , ja pisteiden

lukumaira N = 256 .

Kun jakso P, menee alle kahden, havaitaan sitd vastaavan piikin ilmestyminen véériédn paik-
kaan.

Jos muunnettava data on reaalista (yleensd nédin on), tehddidn yleisessd FFT-rutiinissa turhaa
tyotd. Datan reaalisuutta voidaan kéyttdd hyvéksi laskentataakan pinentdmiseen.

Esimerkiksi NR:n rutiineista 16ytyvit aliohjelmat t wof f t ja r eal f t, jotka laskevat reaali-
sen datan FFT:n. Rutiini t wof f t laskee yhdelld kertaa kahden reaalidatan FFT:n. r eal f t
taas laskee yhden reaalidatan muunnoksen kdyttden hyvéksi reaalisuutta.
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DFM:n ja FFT:n voi helposti yleistdd useampiin dimensioihin. Halukkaat voivat lukea asiasta
esimerkiksi NR:n luvusta 12.5.
11.4 FFT:n sovellutuksia

Eris tiarkeimpida FFT:n sovellutuksia on signaalin tehospektrin arviointi. Olkoon meillad signaali
c(t) . Sen néytteistd C j tehty DFM on

N-1
C, = z c, kN k=0,1,...,N-1. (11.32)
j=0

Tehospektrin estimaatti P(f) on mééritelty N/2 + 1 pisteessi:
P(O) = P(fy) = —|C,2
- 0= N2| 0|
P(f) = —=[|C,2 2 N

1
P(fc) = P(fN/Z) = N—2|CN/2|2

missi taajuus f, on méiritelty vain positiivisille taajuuksille

k
N—A—ch

fr , k=0,1,...,N/2 . (11.34)

Zl=x

Johtuen datan diskretoinnista ja ndytteen ddrellisestd koosta ei P(f,) vastaa tismilleen ideaa-
lista jatkuvaa tehospektrid samassa pisteessd. Voidaan helposti osoittaa, ettd P(f,) on itseasi-
assa n.s ikkunafunktiolla painotettu keskiarvo tehospektristid pisteen f, ympiristossi ja timi
ikkunafunktio on

_ 1 [ sin(Ts) 2
W(S) = Nz[—sin(nS/N)} . (11.35)

Funktiolla on hinti, joka menee nollaan kuten (11)~2 suurilla S:n arvoilla. T4dmi ei ole kovin
nopeaa, joten DFM:n jakovilien vililél on ns. vuotoa.

Ikkunafunktion (11.35) muoto tulee itseasiassa siitd, etti itse data on kerrottu ikkunafunktiolla,
joka on allaesitettyd muotoa
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Kuva 11.7: Suorakulmainen ikkunafunktio.

Tilannetta voidaan hieman parantaa kdyttdmalld ‘pehmedmpid’ ikkunafunktioita. Tdma tar-
koittaa sitd, ettd ennen muunnoksen tekoa data kerrotaan télld funktiolla. Esimerkkejd ndistd
funktioista ovat

L |i=N/2
N/2

ir, . 2rg o, _d-N/2@
,2[1 cosDND}, -5 (11.36)

Niihin tutustutaan tarkemmin laskuharjoituksissa.
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12 Monte Carlo -simulaatiomenetelmasta
12.1 Yleista

Termid Monte Carlo (MC) kéytetddn hyvinkin erilaisten menetelmien yhteydessid. Karkeasti
sanottuna MC-simulaatiosta on kyse, jos menetelmissi kdytetdén paljon satunnaislukuja. MC-
menetelmid kdytetddn mm. moniulotteisten integraalien laskemiseen erilaisten (fysikaalisten)
systeemien tasapaino-ominaisuuksien laskemiseen! ja systeemien ajasta riippuvien ominai-
suuksien tutkimiseen. Kurssilla olemme jo kahdesti tormidnneet MC-menetelméidn: simuloitu
jadhdytys (kappale 7.3.6) ja malliparametrien virhearvio MC-menetelmalléd (kappale 10.5).

Simulaation suoritus yleensd voidaan jakaa kuvan mukai-

siin vaiheisiin. :
Tutkittava
Malli voi olla hyvinkin ilmeinen (esim. kiinted aine=ato- Imio
mit, jotka vuorovaikuttavat potentiaalin vilitykselld) tai *
sitten ei.
Malli

Numeerisen algoritmin avulla pystytidin laskemaan mal-
lin antamia tuloksia. Se voi olla esim. algoritmi, jolla kul-

jetetaan systeemid ajassa eteenpdin (‘litkeyhtdlot’) tai *
jolla kiydddn ldpi systeemin faasiavaruutta.

Numeerinen

Simulaatioissa ja kokeellisissa mittauksissa on samankal- algoritmi
taisia piirteitd (raakadatan kdsittely, statistiset virheet *
tuloksissa,...), joten usein simulaatioita kutsutaan tietoko-
nemittauksiksi (computer experiments). Simulointi-
ohjelma
Simulaatiomenetelmét voidaan tietylld tasolla’ jakaa
deterministisiin ja stokastisiin (=MC). Esimerkiksi las- *
kettaessa monen vapausasteen fysikaalisen systeemin Tietokone-
tasapaino-ominaisuuksia jako on selked. mittaus
Useimmiten haluamme laskea jollekin systeemille tietyn
suureen A odotusarvon Kuva 12.1: Simulaation eri vai-
heet.
AL = Z‘!A(X)f(H(X))dX , (12.1)
Z = ;U(H(X))dx (12.2)

1. Téassd on itseasiassa kyse moniulotteisen integraalin laskemisesta.
2. Ainakin fysiikassa.
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missd X on systeemin tilan kertova vektori, H(X) on systeemin kokonaisenergiafunktio
(Hamiltonin funktio), Q on systeemin faasiavaruus ja f(H(X)) on todennikoi-
syystiheysfunktio.

Tamai on ns. ensemblekeskiarvo, jota ei suoraan voi laskea simuloimalla, koska koko faasiava-
ruutta ei voida kiyda ldpi. On tyydyttdvd enemmén tai vihemmin edustavaan otokseen.

Deterministinen tapa antaa systeemin oman dynamiikan (liikeyhtdlot) kuljettaa tilavektoria X
halki faasiavaruuden. Ensemblekeskiarvo korvataan aikakeskiarvolla Ay

t
A =t J'A(X(T))dT . (12.3)
0

Tiatd menetelmii kutsutaan fysiikassa molekyylidynamiikaksi (MD).!

Stokastisessa eli MC-menetelmissi systeemin tiloja X(M generoidaan satunnaisesti. Suureen
A odotusarvo on nyt

M
A=MTS AXM) (12.4)
k=1

Ongelmana on kehittdd tehokas algoritmi, jolla kdydiin ldpi faasiavaruuden niitd osia, jotka
ovat merkittidvid suureen A laskemisen kannalta.

Huomaa, ettd ylldolevassa esimerkissi ei itse systeemissi (tai sen mallissa) ollut mitéin stokas-
tista, satunnaista. Integroitaessa faasiavaruuden yli MC-menetelmissd vain kiytettiin satun-
naisotantaa. Itse systeemissd voi olla satunnaiselementtejd. Esimerkiksi gammaséteilyn
etenemisessd viliaineessa vuorovaikutusten vilimatka on satunnainen suure, joka noudattaa
tiettyd todennékoisyysjakaumaa.

Satunnaisuus voi johtua myos ‘puutteellisesta’ mallista: jotkut vapausasteet otetaan huomioon
stokastisina elementteind.

1. Helsingin yliopiston fysiikan laitoksella syksylld 1996 jarjestetyn kurssin kotisivulta
http: /imww.] ce.hut.fi/~akuronen/MDKurssi/ 16ytyy menetelmiin liittyvidd materiaalia.



12.1.1 Historiaa

Italialainen matemaatikko Lazzerini arvioi piin liki-
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arvoa heittdmilld 3407 kertaa neulan tasavéilisten
suorien padlle (Buffonin neula). Likiarvoksi tuli d
3.1415929 eli 7 numeron tarkkuudella oikea (sat-

2l
hit_ﬁ

tumalta?).

W. S. Gossett (‘Student’) arvioi t-jakaumansa kor-

I
/N

relaatiokertoimia otantakokeella.
Lordi Kelvinin assistentti generoi 5000 satunnaista
rataa tutkiessaan hiukkasen ja kaarevan seinén vili-

sid tormayksii.

Varsinainen MC-menetelmi! kehitettiin Los Ala-

A

Kuva 12.2: Buffonin neula.

mosissa 50-luvulla. Ensimmdiinen julkaisu lienee kaksiulotteisten kovien kiekkojen tilan-

yhtilod tutkiva tyb.z.

12.2 Monte Carlo -integroi

Monissa tapauksissa Monte Carlo -simulaatiossa on kyse
integraalin laskemisesta. Suoraviivaisin tapa MC-integroin-
nissa on ottaa painottamaton otos.

Esimerkiksi piin likiarvo saadaan arpomalla N satunnaislu-
kuparia vililla [0,1) ja laskemalla harmaalle alueelle
osuneiden pisteiden lukuméédrd N, :

_ 4 x (kdyrdan AC alla oleva ala) _ 4Npjq (12.5)

Tt
(nelion OABC ala) N

Tuloksen tarkkuus luonnollisesti riippuu N:n arvosta ja se
kiyttiytyy kuten O(N-1/2)

1. Ns. Metropolis - Monte Carlo

nti

f
!

Kuva 12.3: Piin askeminen
MC-menetelmalla.

2. N. Metropolis, A. W. Rosenbluth, M. N. Rosenbluth, A. H. Teller, E. Teller, Equation of State Calcula-
tions by Fast Computing Machines, J. Chem. Phys., 21 (1953) 1087.
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Kuvassa 12.4 on esitetty piin likiarvon MC-laskun

35
tulokset. N
30 E
Tasainen otos ei kuitenkaan ole kovin tehokas mene- 25l 1
telmé integraalien laskemiseksi. Parempi tulos saa- ;;
daan ns. otoksen keskiarvo -menetelmilld (sample ¥ 20r ]
mean). sl |
11es . . 1
Olkoon meillid laskettavana integraali ?
10 T T o T o T o
10°F 3
X
> 10 3
F = J’dxf(x) : (12.6) =
Z 10° E
X N
£tk i
. . . 10—4 3
Kirjoitetaan se muotoon
-5 L rl ol rl ol rl ol
10977907 17 10 100 100 100 10 10°

N

X
_ f(X) Kuva 12.4: Piin likiarvon MC-laskun
F = I dx[m} pe) (12.7) tulokset. Ylemmassi kuvassa on esitetty
Xi itse piin likiarvo ja alemmassa sen abso-
luuttinen virhe.

missd P(X) on mielivaltainen todennédkdisyystiheys
[eli sille pidtee

PX =0 ja ﬁ?dxp(x) =11 (12.8)

Otetaan N :n suuruinen otos siten, ettd valitaan satunnaislukuja (, joka noudattavat jakaumaa
p(x) vililla [, X,] .

Talloin
missi keskiarvo otetaan otoksen yli.
Yksinkertaisin valinta todennikoisyystiheydeksi p olisi
p(X) = I s X[SXEX, , (12.10)
Xy =X

jolloin arvio integraalille on
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LR f(2) (12.11)
Sy |

i=1

Edelldmainittuun esimerkkiin (T:n arvon laskeminen) sovellettuna  f(x) = (1 —x2)~1/2
ja 0<x<1 .Tyypillinen arvio Tt:n arvolle 107 suuruisella otoksella on 3.14169 .

Yksiulotteisessa tapauksessa MC-integrointi hividi selvisti muille (deterministisille) menetel-
mille esimerkiksi Simpsonin menetelmiille ( 104 funktion arvon laskulla 1= 3.141593 ).
Mutta otetaan moniulotteinen esimerkki. Statistisessa fysiikassa on usein laskettava konfigu-
raatiointegraali

Z = J'pe(r)dr, (12.12)

missd p.(r) on tiheysfunktio, joka kertoo todennikdisyyden, ettd systeemi on tilassa, jonka
spesifioi vektori r . Olkoon meilld 100 atomia kuutiossa X, y, zUO [-L/2, L/ 2] . Karkea Simp-
sonin menetelmé (10 funktion evaluointia/koordinaatti) vaatisi 10390 funktion evaluointia.

Konfiguraatiointegraali voidaan tietysti laskea MC-integroinnilla kiyttden painottamatonta
otosta:

i. Arvo satunnaisesti kaikkien 100 atomin paikat ( r (1)),
ii. Laske tiheysfunktio p(r (1)) -

Integraali on nyt

WS
7 = Tzl o.(r () . (12.13)
i =

Tamai on tehoton menetelmd, koska useimmissa kiytinnon tapauksissa suurin osa otoksista on
sellaisia, joille pe(r(')) on hyvin pienil.

Samat vaikeudet koskevat jonkin suureen A odotusarvojen

n

A(r ()
[ AP, (D) 2 AR
(A= =

- =1 (12.14)
Jarpe(r) S p.r)

i=1

1. Esimerkiksi, kun lampétila, tilavuus ja hiukkasten lukumiiré ovat vakioita, on tiheysfunktio Boltzman-
nin tekijd P (I () O exp (-V(r (i))/(ka)) ,missi V(r () on systeemin potentiaalienergia ja

kB on Boltzmannin vakio. Tdméi on ns. kanoninen ensemble.
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laskemista.

Ratkaisu ongelmaan on ns. importance sampling, jossa otokseen otetaan mukaan enemmén
niytteitd niildt alueilta, joissa integroitava funktio on suuri.

MC-integraalin otos painotetaan jollain todennékdisyysjakaumalla p, jolloin integraali (integ-
randi onnyt f = p_ A)

CAL = J’drA(r)pe(r) (12.15)
saadaan otoksen keskiarvona (vrt. kaava (12.9))

mo-= g (12.16)

P otos

Hyvin usein funktio A(r) on merkittivi sielld, missd p, (r) :kin.

Téssd tapauksessa hyvéd valinta todennékoisyystiheydelle on p = p.. Télldin integraali
(12.15) tulee yksinkertaiseen muotoon

AO= [AG,, - (12.17)

Tamai voidaan perustella seuraavasti: Integraalin (12.9) varianssi on

f 2
02 = =0 DF_)D . (12.18)

f)

b P . .
~.£ o [p(X)} PX) - EJ [p(X)} PXL

Voimme olettaa, ettd f(X) >0 integrointivililld. T&lloin varianssi saadaan mahdollisimman
pieneksi, kun valitsemme todennikoisyystiheydeksi p(X) funktion

pX) = ——— . (12.19)

Ylldolevassa kaavassa on tietysti nimittdjissi itse integraali, jonka haluamme laskea. Tamén
ongelman kiertdmiseksi on kaksi tapaa. Ensinnékin tiheysfunktion ei tarvitse olla tdsmaélleen
tuo optimaalinen. Useimmiten riittdd, kun se muistuttaa itse integroitavaa funktiota. Huomaa
myos, ettd ylldolevassa esimerkissd valinta p = p_ ei ole optimaalinen, koska keskiarvon
(12.14) laskemisessa integrandi ei ole pelkkd p, vaan p_ A

Toisessa tavassa ei tuota normitusvakiota tarvita ollenkaan. Generoitaessa Markovin ketjulla
integrointipisteitd tarvitsemme ainoastaan todennikoéisyystiheyksien suhdetta eri pisteissd, ja
talloin normitustekiji (12.19):ssa kumoutuu pois.
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Ongelmana on vain kehittéé algoritmi, jonka avulla voimme tehdd p, :n mukaisen otoksen.

Tdmé onnistuu Markovin prosessin avulla'. Olkoon meilli systeemi, joka voi olla jossain
tilassa n. Markovin prosessin miirittelevit siirtymétodennikdisyydet Tr,,, systeemin tilojen
vililld ja tasapainotodennikdisyysjakauma p,,. Eli kidytinnossd otetaan systeemille jokin
alkutila ja arvotaan seuraava tila siirtymétodennikoisyyksien T, mukaan. Kdymalld 1dpi
tiloja tarpeeksi kauan, lihestymme prosessin tasapainojakaumaa p,,, eli otokseen mukaan tule-
vien tilojen paino on verrannollinen jakaumaan p,,.

Jotta ldhestyisimme tasapainojakaumaa, tulee siirtymitodennédkdisyyksien toteuttaa ehdot

T, =0 (12.20)
Z"mn =1 (12.21)
n
PmTon = PnThm - (12.22)

(Téassd p on siis tasapainojakauma.)

Lisdksi prosessin tulisi olla ergodinen eli mistd tahansa tilasta tulee olla mahdollista siirty#
mihin tahansa toiseen tilaan. Tdmi on hankalampi asia, ja oletamme, ettd prosessi on yleensd
ergodinen.

Esimerkiksi kanonisen ensemblen tapauksessa siis tasapainojakauma on
P. = Py = %e‘ Vm/ksT 7 = fore” VI/ksT (12.23)

Ehdot (12.20)-(12.22) ovat varsin viljit, joten voimme melko vapaasti valita siirtymétodenna-
koisyydet Tr,, . Koska yhtidlossd (12.22) esiintyy vain todennidkdisyystiheyksien suhde, yksi
ehdotus siirtymétodennékoisyyksiksi on

%xmn; PP, MZN
0
0P
o = 0 mip 3 Pn<Pm MEN (12.24)
Dl — T m=n
o2,

Téssd o on symmetrinen stokastinen matriisi O, = O, . Se siséltdi tavallaan yritesiirty-
mitodennikoisyydet. Symmetrisyyteen perustuen voidaan osoittaa, ettd yhtdlon (12.24) siirty-

1. Tastid oli puhetta simuloidun jddhdytyksen yhteydessd kappaleessa 7.3.6.



229

mitodennikoisyydet toteuttavat ehdot (12.20)-(12.22).

Eris tirked siirtyméitodennékoisyyksien Tt piirre on, etté siind esiintyy vain tilojen todenni-
koisyyksien suhde p,/p,, . Téstd syystd emme tarvitse normitettuja tiheyksid. Timi on suun-
naton helpotus, silli normitustekijan laskeminen on suunnilleen sama tehtivd kuin koko
integraalin laskeminen.

Otetaan kdytdnnon toteutuksesta esimerkkind fysikaalisen systeemin, jonka limpdtila, tilavuus
ja hiukkasten lukumiird ovat vakioita!, MC-simulaatio? Systeemind meilld olkoon N kappa-
letta atomia tai molekyylid, jotka vuorovaikuttavat (pari)potentiaalin V(r) vilitykselld. Sys-
teemin tilan M méadrddvit atomien paikat {r™} (i = 1...N ).

Keskitymme systeemin potentiaalienergiaan, koska Metropolis-MC ei sano mitédén liike-ener-
giastaz. Eli systeemin potentiaalienergia

N-T N
vim = Y S v ;D= - (12.25)

i=1 j=i+1

madrad siirtymitodennédkoisyydet T .

Stokastisen matriisin O avulla pddasemme tilasta m mihin tahansa sen naapuritilaan n yhti-
suurilla  todenndkoisyyksilli.  Ainoa rajoitus oli  mikroskooppinen reversiibeliys

Omn = Onm
Naapuritila voidaan médritelld kuvan

mukaan.

Kuusi atomia ovat tilassa m. Uusi tila n
muodostetaan valitsemalla satunnaisesti
jokin atomeista (1) ja siirtdimalld sitd pai-
kasta r/™ satunnaisesti yhtdsuurella toden-
nikoisyydelld mihin tahansa paikkaan r !
nelion R sisilld.

Tietokoneessa on direllinen maéara NR
paikkoja nelion alueella, joten muodolli- max
sestl matriisi O on ;

Kuva 12.5: Naapuritilat Monte Carlo -simu-
laatiossa.

1. Eli kyseessi on kanoninen ensemble.
2. Tai itseasiassa liike-energia on sisddnmenoparametri: 1ampotila,
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0l1/Ng rOR
a. =0 - , (12.26)
M,  rPOR

Mak51mlsnr'tyma or .
seuraavanlaiselta

. kontrolloi Markovin ketjun suppenemista. C-koodina asia néyttdd

rxinew = rx[i] + (2.0*ran3(&seed)-1.0)*dr max

ryinew = ry[i] + (2.0*ran3(&seed)-1.0)*dr max

rzinew = rz[i] + (2.0*ran3(&seed)-1.0)*dr max
Siirtymétodennékoisyys Ti,,, riippuu tilojen M ja n todennikdisyystiheyksien p, ja P,

suhteesta

L (12.27)
Pm

missd eri tilojen potentiaalienergioiden erotus on
OV, = VI -V(m) . (12.28)

Tamin laskemiseen ei tarvitse kiydd kaikkia atomipareja kuten (12.25):ssd vaan riittdd laskea
atomin I vuorovaikutus muiden atomien kanssa:

N N
Nom = 5 VOH- 5 vy (12.29)
i=1 j=1



Jos ehdotettu siirtymi on alamikeen energiassa
( OV, <0 ), uusi tila hyviksytddn. Tami
vastaa ensimmaisti tapausta kaavassa (12.24),
eli tila hyviksytidn todennikodisyydelld

., = A

mn mn -

Jos taas 6Vnm >0 , uusi tila hyviksytddn
todenndkdisyydelld p,/p,, kaavan (12.24)
toisen rivin mukaan. Tekija o, on tissdkin
tapauksessa mukana. Tiheyksien suhde on tie-
tysti

| VKT
Pn _ Znvr® i

T o VKT

Pm  Z{\r€ 8
o V(KT

Vo kT

(12.30)

VKT o

= oV kT

Hyviksyminen todennédkoisyydelld
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exp(—0V ,,/ kg T)

i. Generoidaan tasaisesti vilille [0, 1) jakautunut satunnaisluku & .

ii. Jos & <exp(-0V,,,/KgT) ,uusitila hyviksytain.

Kuva 12.6: Yritesiirto Monte Carlo -simu-
laatiossa.

toteutetaan seuraavasti:

Jos timd yldmikeen tehtiva siirto hylétiin, systeemi pysyy vanhassa tilassaan, ja timi tila las-

ketaan uudestaan mukaan.

Siis: jokainen ehdotettu tila hyviksytidin todenndkoisyydelld

min(1, eV ks T)

exp(— o)

N

1

X &
Always
accept
Accept \
X &
0 OV um oV

Kuva 12.7: Yritesiirron hyviksyminen MC-simulaatiossa.

(12.31)
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Alla on esitetty tyypillisen Metropolis-MC-koodin ydin.

deltv = vnewvold

deltvb = beta*deltv

if (deltvb <= 0.0) {
v += deltv
rx[i] = rxinew
ry[i] ryi new
rzfi] rzi new
naccpt ++

} else if (exp(-deltvb) > ran(seed)) {
v += deltv

rx[i] = rxinew
ry[i] = ryinew
rz[i] = rzinew
naccpt ++

}

ntrial ++

| aske keskiarvoja ...

Tassidel tv=290V ,,, jabeta=B=1/kgT .
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Oheisissa kuvissa on esimerkkind Lennard-Jones -systeemin sulamisen MC-simulointi. LJ-
systeemi koostuu atomeista, jotka vuorovaikuttavat potentiaalienergian

2
V(T = 4{%9”51 - gﬂijgﬂ (12.32)

vilitykselld. Téssa r, j on kahden atomin vilinen et'aiisyysl.

AT ol ]
L WWW ‘S0 L L L L
-5 T T T T T
= | A A N bt ) 50
> o T =l NSTEP=1000
7F ] Z-G.O o = =20
R T ) gt > 403
[ 70F {02.8
_8 1 1 1 — *
a Jo1 2
. T i 1 1 1 1 0
15 H ’WW‘ Wi
10 i ] 15 F " T T T T
b " Sl i it PR R SR
x 5 higiaayi™ " B 10
[ i B e NSTEP=1000
* T Fe2.0 4
of . . e N Qs5t 2
-5F - *
b ok —_— 41 %
-10 1 1 1
1 1 1 1 1 O
1.0 T
8L 0.8 NSTEP=1000
3 0.6 === =2.0
g 061 it — T'=05 (solid) 7 =04
=04 i .\i — ;;;:ge(hquld) ‘: Xo2 104 _
i ; ] 0.0 =
0.2 R ,,“q k b D loz %
[ I i TR 4 b e 3 =
0.0 'WQVWT%\? W iw‘ W o ] 0
0 5000 10000 15000 20000 25
MC-askel
Kuva 12.9: LJ-systeemin MC-simulointi. Kuva 12.8: LJ-systeemin MC-simulointi eri
Potentiaalienergia V", paine P* ja raken- limpatiloissa. Yritesiirron suuruus or .,
seee L] : 1 . . . 8 . * .
netekijd p on piirretty simulaatioaskeleen potentiaalienergia V*, paine P* ja rakenne-

funktiona. Kun rakennetekijd on ldhelld
ykkostd, on systeemi kiteinen. Suureet on
esitetty ns. redusoiduissa LJ-yksikoissi.

tekijd p on piirretty limpétilan T* funk-
tiona. Systeemi sulaa lampétilassa
T=1.3

1. Tarkempaa tietoa kyseisistd simulaatioista saat Laskennallisen tieteen erikoiskurssin kotisivulta
http: //imwww.] ce.hut.fi/teaching/S-114.250/
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12.3 Ajasta riippuvien ilmiéiden Monte Carlo -simulointi

12.3.1 Kineettinen Monte Carlo

MC-menetelmédd voidaan tietysti kdyttdd myOs ajasta riippuvien ilmididen mallintamiseen.
Usein puhutaan kineettisestd Monte Carlosta (KMC)l.

Térkeitd sovellutuksia ovat mm. diffuusio kiintedssd aineessa, kiteen kasvu, siteilyvaurioiden
kulkeutuminen, erilaisten jonosysteemien (liikkenne ym.) simulointi.

Systeemid kuvataan masteryhtalolla

aP(C, 1)

5 Z[W(C’ - C)P(C',t)-W(C - C)P(C, 1)] , (12.33)

missd C indeksoi systeemin tilaa.

Kuten staattisessa MC:ssd (SMC), KMC:ssidkin masteryhtédlo ratkaistaan generoimalla jono
systeemin tiloja. SMC:ssé ainoa kriteeri generoiduille jonoille oli, ettd mikroskooppinen rever-
siibeliys pdtee. Tdmi takasi konvergenssin tasapainojakaumaa kohti. KMC:ssd tdmin lisdksi
siirtymien tilasta toiseen tulee vastata todellisia systeemin siirtymia.

KMC perustuu siihen, ettd kuvaamme systeemid sellaisella tasolla, ettd voimme erottaa tietyn
joukon diskreettejd tapahtumia E = {e|, e,,...,ey} , joissa systeemi siirtyy tilasta toi-
seen. Lisdksi aikaskaala on sellainen, ettd mitkdidn tapahtumat eivit tapahdu samanaikaisesti.

Otetaan esimerkiksi kiteen kasvu kaasufaasista:

adsorptio

d ti
esorptio diffusio diffuusio

diffuusio P

Kuva 12.10: Kiteen kasvatus.
Tapahtumia ovat: adsorptio, desorptio ja atomin hypyt pinnalla erilaisissa geometrioissa.

Olkoon tapahtuman a todennikdisyys aikayksikkod kohti (rate) R, . Yleensid todennékdisyy-

det {R,} 2‘= , Ja N riippuvat konfiguraatiosta C.

Maiiritelldan kokonaistodennikoisyys siirtymalle (total rate) tietyssi konfiguraatiossa

1. K. Binder, Monte Carlo Methods in Satistical Physics, toim. K. Binder, Topics in Current Physics 7,
(Springer-Verlag, Berlin, 1986), 2. painos ; K. A. Fichthorn, W. H. Weinberg, J. Chem. Phys. 95 (1991)
1090; A. C. Levi, M. Kotrla, J. Phys.: Condens. Matter 9 (1997) 299.
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N
Q =QO = Z R, . (12.34)
a=1

Muodollisesti siirtymétodennikoisyys W voidaan kirjoittaa muodossa

N
W(C - C) = z R, V&C - C) , (12.35)
=1

missd V@ on tavallaan stokastinen yritematriisi. Se kertoo, onko siirtymda C — C' mahdolli-
nen tapahtuman a kautta.

Simulaatiossa tapahtuma a pitiisi valita todennikoisyydelld R,/Q(C) eli verrannollisesti
todennikoisyyteen aikayksikko kohti.

Suoraviivainen algoritmi tdmin toteuttamiseksi olisi seuraava. Simulaation alussa etsimme
tapahtuman, jolla on suurin mahdollinen todennikdisyys aikayksikkod kohti R_.. . Las-
kemme kaikille mahdollisille tapahtumille suhteelliset todennikoisyydet

P Ra (12.36)
S '

ja luomme listan alkukonfiguraatiossa mahdollisista tapahtumista. Algoritmin sisin silmukka
askeleella k voisi olla seuraavanlainen:

i. Valitse satunnaisesti yksi konfiguraatiossa C, mahdollinen tapahtuma. olkoon sen

suhteellinen todennékoisyys Py .

ii. Generoi tasaisesti jakautunut satunnaisluku & (J[0, 1) .
iii. Jos & <P, , pdivitd systeemin tila C,,,; = C' jamahdollisten tapahtumien lista.

Muuten pysy entisessd tilassa.

Tami algoritmi ei ole kovin kéyttokelpoinen, koska kaikkia tapahtumia yritetdéin samalla
todennikoisyydellda. Usein systeemissd on tapahtumia, joiden todennidkoisyydet aikayksikkoa
kohti eroavat jopa kertaluvuilla. Télloin epidtodennikdisid tapahtumia yritetddn ja hylédtddn
usein.

Esimerkiksi diffuusiosimulaatiossa atomeja, joilla on suuri tai pieni koordinaatio' yritetdin
siirtdd yhtd usein, mutta atomi, jolla on pieni koordinaatio liikkuu paljon enemmén.

Usein mallista voidaan unohtaa tapahtumat, joiden todennidkdisyys on kovin pieni. Aina tima

BAE

1. Todennikoisyyksien suhde on €~ , missi AE on atomien sidosenergioiden ero.
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el kuitenkaan ole mahdollista. Esimerkkini voisi mainita nukleaation kiteen kasvun simulaati-
ossa. Usein adatomin desorption todennékdisyys on paljon suurempi kuin useamman adatomin
liityminen klusteriksi. Kuitenkin, kun klusteri on saavuttanut tietyn kriittisen koon, se alkaa
kasvaa.

Nopeampi algoritmi, jossa viltetddn tuloksettomat yiritykset on ns. BKL-algoritmil. Siind
tapahtuma alunperin valitaan oikealla todennikoisyydelld ja toteutetaan.
i. Generoi tasaisesti jakautunut satunnaisluku & O [0, Q(C))) .

i1. Valitse tidtd vastaava tapahtuma: valitse ensimméinen indeksi S, jolle pitee
S
Z R(C)=¢
a=1

iii. Etene uuteen konfiguraatioon C, ., toteuttamalla tapahtuma S.
iv. Pdivitd niitd todennékoisyyksid R, , jotka ovat muuttuneet tapahtuman S seurauk-

sena. Pdivitd Q ja muut tarvittavat tietorakenteet.

Tarkastellaan algoritmin CPU-ajankédyton riippuvuutta systeemin koosta N. Askeleiden i. ja
iii. ajankéytto ei riipu N :std. Askel ii. vaatii ajan O(N) . Useimmiten askeleen iv. suoritus-
aika el riipu systeemin koosta, vaikkakin se vaatii huolellista ohjelmointia.

Vield nopeammaksi algoritmin saadaan, jos tapahtumat ryhmitelléi'zinz. Ryhmittely voidaan
tehdd ottamalla jokaiseen ryhméin sama miird tapahtumia (tehokkainta) tai luokittelemalla
samantyyppiset prosessit samoihin ryhmiin (kiteenkasvatuksessa adatomin diffuusio tietyn
energiavallin yli, tietyn sidosenergiaisen adatomin desoprtio, jne.).

Ylldolevissa algoritmeissa ei ollut aikaa eksplisiittisesti mukana. Joskus kuitenkin haluamme
kiinnittid systeemin kehityksen aikaskaalan.

Emme voi suoraan olettaa, ettdi MC-askel (MCS) kertoo ajan: t [ MCS . Jos voimme olettaa,
ettd vain yksi tapahtuma voi tapahtua kerrallaan (eli aikaskaala, jolla systeemii tutkitaan on
tarpeeksi pieni) ja ettd tapahtumat ovat Poisson-jakautuneita saamme laskuihimme aikaskaa-
lan.

Todennikoisyys, ettd aikavililld [0, t] on p kappaletta tapahtumia on

P(p) = (?%)e—@ , (12.37)

missd edelleen Q = Q(C) = Z:= (Ra  Todenndkdisyys, ettd ko. vililld ei ole yhtién
tapahtumaa on siten

A. B. Bortz, M. H. Kalos, J. L. Lebowitz, J. Comput. Phys. 17 (1975) 10.
P.

1.
2. P. A. Maksym, Semicond. Sci. Tech. 3 (1988) 594.
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P0) = eQ . (12.38)

Tapahtumien vilisen ajan T (odotusaika, waiting time) (oikein normitettu) todennédkoisyysja-
kauma on siten

P) = Qe " | (12.39)
ja sen odotusarvo on

G0= L . (12.40)

Q

Simulaatioissa aika saadaan siis generoimalla ylimairdinen satunnaisluku &, ja laskemalla
siitd aikavili seuraavaan tapahtumaan:

At In; (12.41)
KT QCY’ '
Erilaiset aikakeskiarvot lasketaan simulaatioissa seuraavasti:
1 M
AL = T z At ACY (12.42)
k=1
missd kokonaisaika on
M
t = z At . (12.43)

k=1
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12.3.2 Yksinlkertaisten kuljetusilmiéiden simulointi

Tiettyjd kuljetusilmioitd voidaan simuloida yksinkertaisemmilla menetelmilld kuin edelldesi-
tetty KMC. Otetaan esimerkiksi fotoni- ja elektronisiteilyn eteneminen viliaineessa.

Analyyttisten ratkaisutapojen ongelmana on mm.
sekundiirihiukkasten synty: elektroni-gamma- absorptio
kaskadi.

@d(r,E,u,t=0)
MC-simulaation periaate on seuraava:
.. . lapais
. pe s . heijastuminen paisy
Seurataan hiukkasta viliaineessa vuorovaikutuk- o(r, E U, t)
sesta toiseen. e
Kuva 12.11: Siteilyn ja aineen vuoro-

Vuorovaikutusten keskiméiridinen vilimatka on vaikutus.
A Dot (12.44)

missd 0, on kokonaisvaikutusala (todennikdisyys), ja vilimatkan S todennékoisyysjakauma
on

P(s) = e

/N . (12.45)
Simuloinnissa generoidaan vélimatkoja S ja jokaisen vuorovaikutuksen kohdalla arvotaan
vuorovaikutusmekanismi (ks. kuva 12.12). Hiukkasen uusi suunta ja energia saadaan ko.
vuorovaikutuksen differentiaalivaikutusalasta. Myos mahdollisen sekundéérihiukkasen tiedot
otetaan muistiin.

\e Ze. ‘{»e-/-'-
e
. g
Y wve N Vo
A

Kuva 12.12: Fotonien ja elektronien vuorovaikutusmekanismit aineessa.



