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Abstrakt

Logik och mängdlära – vilkendera kommer först?

Ralf Wadenström

Logiken har sedan antiken varit ett essentiellt redskap för andra vetenskaper, medan mängdteorin är ett relativt nytt område inom matematiken. Lika väl utgör mängdteori en viktig grund för formell logik. Mängdteorin är en förutsättning för modern symbolisk logik, men samtidigt är logiken en förutsättning för mängdteorin. Det ömsesidiga beroendet förefaller implicera en motsägelse.

Ämnet för denna essä är mycket omfattande. Därför begränsar jag mig till att huvudsakligen analysera förhållandet mellan logik och mängdlära i en lärobok i logik, Logiikan peruskurssi av Seppo K. Miettinen.

Miettinens bok innehåller förutom ett kapitel om satskalkyl och ett kapitel om predikatkalkyl även ett kapitel om mängdlära. Syftet med det sistnämnda kapitlet förefaller vara att ge de grunder i mängdteori som behandlingen av satslogiken och predikatlogiken förutsätter, men i själva verket tillämpas satslogiken på mängdläran i avsnittet om mängdlärans grunder. Detta förhållande motsvarar en dubbel betydelse av begreppet matematisk logik.

I Miettinens lärobok bygger logik på mängdteori och mängdteori på logik, men sats- och predikatlogiken behandlas före mängdteorin. Speciellt använder sig Miettinen av begreppet union i sin presentation av deduktionsteoremet i satslogiken, fastän begreppet union definieras med hjälp av satslogiken i kapitlet om mängdlära. Genom att göra skillnad på objektspråk och metaspråk kan motsägelsefullheten eventuellt övervinnas. Eftersom teoremen inte bevisas i Miettinens bok, är det inte ett påtagligt problem att teorem i kapitlen i sats- och predikatlogik innehåller begrepp som definieras i ett senare kapitel i boken.

Inledning

Logiken är en av de äldsta vetenskaperna och har sedan antiken varit ett essentiellt redskap för andra vetenskaper. Mängdteorin är däremot ett relativt nytt område inom matematiken. Lika väl utgör mängdteori eller mängdlära en viktig grund för modern formell logik liksom för andra matematiska områden. Mängdläran har även haft en grundläggande roll i matematikundervisningen. Då den så kallade nya matematiken infördes med grundskolreformen på 1970 undervisades redan förstaklassisterna i mängdlära. Användning av Venn- och Eulerdiagram är ett vanligt sätt att för pedagogiska syften tillämpa mängdlära på predikatlogik.

För hundra år sedan fanns det två motsatta uppfattningar om förhållandet mellan matematik och logik. George Boole (1815-1864) upptäckte att det gick att tillämpa aritmetik på logik. Gottlob Frege (1848-1925) ansåg åtminstone själv att han lyckats härleda aritmetiken från logiken. Inspirerade av Boole ville en del matematiker bygga logiken på matematik, medan andra liksom Frege ansåg att matematiken baserar sig på logik. Den senare uppfattningen, som är känd under benämningen logicism, anses numera vara föråldrad, då Freges axiomatiska system har visat sig leda till Russels paradox. Kvar återstår möjligheten att basera logiken på matematik. Logikens teori bygger antingen på naturliga tal eller på mängdlära. Lika väl är det inte självklart att mängdteorin eller matematiken är mera fundamental än logiken. Matematiska definitioner skrivs i ett metaspråk, där logiska begrepp används utan att definieras. Mängdteorins axiom definieras där till i prediaktlogikens formella språk. Och matematiska härledningar och bevis görs med slutledningar. Logik anses åtminstone traditionellt vara teori om rätta slutledningar.

Boole introducerade den boolska algebran i verket An Investigation of the Laws of Thought on Which are Founded the Mathematical Theories of Logic and Probabilities, som utgavs år 1854. Den booleska algebran gör det möjligt att definiera logiska operatorer med hjälp av sanningsfunktionen v(P), vars värdemängd innehåller två element: 0 och 1, eller sann och falsk.

Om vi med P och Q betecknar godtyckliga satser kan de logiska konnektiven definieras på följande sätt: 


Negation (inte)
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Konjunktion (och)
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Disjunktion (eller)
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Implikation
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Ekvivalens
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Boole skapade själv en speciell algebra med reglerna 
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och p + p = p, så att konjunktion och disjunktion direkt kunde ersättas med multiplikation respektive addition.

De logiska operatorerna kan alltså definieras med hjälp av en funktion. Funktioner kan i sin tur betraktas som relationer mellan mängder, eller rentav som mängder av ordnade par, som i sin tur är mängder av mängder. Sålunda definieras funktionsbegreppet utgående från mängdläran. Addition, subtraktion och multiplikation, som den booleska algebran bygger på, kan i sin tur definieras som funktioner och därmed som mängder. Å andra sidan förutsätter mängdläran i sin tur vissa logiska operatorer.

Ämnet för denna essä är allt för svårt och omfattande för att jag här skulle kunna ge några uttömmande svar på frågan om logiken eller mängdteorin kommer först. Istället för att desto mera gå in på metamatematiska frågor, eller frågor som hör till matematikens filosofi, skall jag analysera förhållandet mellan logik och mängdlära i en lärobok i logik, Logiikan peruskurssi av Seppo K. Miettinen. Min metodik kan delvis betraktas som fallstudium eller case study.

Satslogik

Logiikan peruskurssi är indelat i tre kapitel: Lausekalkyyli, Predikaattikalkyyli och Joukko-oppia. Det tredje och sistnämnda kapitlet består i sin tur av fyra avsnitt: Joukko-opin alkeet, Relaatioteoria, Funktio-oppia och Induktio ja rekursio. Miettinen skriver i förordet till boken att predikatlogikens semantik förutsätter att mängdläran behärskas i den omfattning som den behandlas i avsnittet om mängdlära grunder inklusive relationens definition (s 66 – 73), men redan satslogikens semantik förutsätter mängdlära. Miettinen använder sig även av mängdlära i tillämpningen av Hilberts bevisteori på satslogiken. Och predikatlogikens semantik förutsätter inte bara mängdlärans grunder, utan även relationsteori.

Miettinen baserar i sin lärobok både satslogikens och predikatlogikens semantik på begreppet modell eller möjlig värld. I satslogiken (satskalkylen) utgör en modell helt enkelt en mängd av atomära satser. För en atomär sats A gäller att A är sann i M om och endast om A 
[image: image7.wmf]Î

 M. Uttrycket ”om och endast om” förkortas framöver omm. Betydelsen av de logiska operatorerna eller konnektiven definieras utgående från begreppet modell på följande sätt:
Negation (inte)
Satsen 
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P är sann i modellen M omm P inte är sann i modellen M.

Konjunktion (och)
Satsen P 
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Q är sann i modellen M omm både P och Q är sanna i modellen M.

Disjunktion (eller)
Satsen P 
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 Q är sann i modellen M omm minst en av satserna P och Q är sanna i modellen M.

Implikation 

Satsen P
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Q är sann i modellen M omm det inte är så att P är sann i modellen M och Q inte är sann i modellen M).

Ekvivalens 

Satsen P 
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 Q är sann i modellen M omm P och Q båda är sanna i modellen M eller både P och Q är osanna i modellen M.

Kanske av didaktiska skäl definieras de olika logiska operatorerna eller konnektiven skilt för sig, fastän det vore möjligt att definiera övriga tre konnektiver utgående från två grundkonnektiver, t.ex. negation och disjunktion. Benämningarna och, eller och omm hör till metaspråket och behöver till skillnad från motsvarande begrepp i objektspråket (logiken) inte definieras. Lika väl får benämningarna sin precisering genom den formella logiken. Om man inte skilde på objektspråk och metaspråk skulle vi här ha cirkeldefinitioner. 

Predikatlogik

Satser i predikatlogiken tolkas vanligen som relationer. I Hannele Salminens och Jouko Väänänens lärobok Johdatus logiikkaan tolkas även satser i satslogiken (propositionslogiken) som relationer. Miettinen definierar däremot inte satserna som relationer i matematisk betydelse, utan säger endast att tvåställiga predikatsymboler motsvarar tvåställiga förhållanden (suhteita) i det naturliga språket.
Predikatlogikens semantik bygger lika väl på både relationsteori och funktionsteori, åtminstone i Miettinens bok. En modell (eller möjlig värld) är här ett ordnat par <A, v>, där A är modellens universum eller en mängd av termer (som motsvarar logiska subjekt eller individer) och v är en funktion som förbinder konstanter och variabler med varandra. Funktionen v är här en viss logiks tolkning i universumet A. Enligt den definition som Miettinen ger av ett ordnat par är en modell även i predikatlogiken en mängd, nämligen mängden {{A}, {A,v}}. Å andra sidan kan nästan alla objekt i matematiken tolkas som mängder.

En relation är inte primärt en mäng, liksom inte heller tal primärt är mängder. Att talet 2 kan skrivas eller definieras som {{},{{}}} eller {(, {(}}betyder inte att detta är vad talet 2 egentligen betyder. Definitionen av ordnade par som mängder hjälper oss inte nödvändigtvis att förstå vad ett ordnat par är. I själva verket ger begreppet ordnat par i det aktuella fallet den studerande knappast att bättre förstå vad en modell är. Överhuvudtaget är Miettinens behandling av modeller i predikatlogiken svårbegriplig, åtminstone om man jämför med motsvarande behandling av modeller i Johdatus logiikkaan. I Johdatus logiikkaan är även satserna i satslogiken (propositionslogiken) relationer, vilket gör att skillnaden mellan modeller i satslogiken och modeller i predikatlogiken blir mindre. Dessutom saknas i Miettinens bok, tills skillnad från Johdatus logiikkaan, lättbegriplig exempel på modeller. Exemplen på modeller i predikatlogiken är i Miettinens bok enkla, men abstrakta.

I avsnittet om predikatlogikens semantik använder sig Miettinen av så väl begreppet universium (A) som modell (M) i sina definitioner av allkvantifikatorn 
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 och existenkvantifikatorn 
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. Definitionerna är formulerade på följande sätt:

Allkvantifikator 
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Existenskvantifikator 


[image: image18.wmf])

x

(

x

|

M

f

$

=

 omm 
[image: image19.wmf])

a

(

|

M

f

=

 för någon 
[image: image20.wmf]A

a

Î

.
Miettinen definierar en relation som en delmängd av den cartesiska produkten mellan två mängder eller säger att delmängderna av den cartesiska produkten mellan mängder kallas relationer. Å andra sidan säger Miettinen att 
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-relationen och mängd är mängdlärans grundbegrepp. Beteckningen 
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 introduceras före begreppet relation. Fastän relationer kan definieras som mängder av ordnade par, kan egenskapen att tillhöra en mäng betraktas som en relation.

Mängdlära

Syftet med kapitlet Joukko-oppia förefaller vara att ge de grunder i mängdteori som behandlingen av satslogiken och predikatlogiken förutsätter, men i själva verket tillämpas satslogiken på mängdläran i avsnittet Joukko-opin alkeet. Detta förhållande motsvarar den dubbela betydelse av begreppet matematisk logik. Matematisk logik är dels logik tillämpad på matematik, dels tillämpning av matematik på logik. Frågan är om tillämpningarna av mängdlära förutsätts redan i kapitlen om sats- och predikatlogik, som i sin tur tillämpas på mängdläran. Speciellt definieras vissa termer i mängdläran med hjälp av satslogik:
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Delmängd 
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Differens 


[image: image25.wmf]{

}

B

x

A

x

|

x

B

A

df

Ï

Ù

Î

=

-


Union 
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Snitt 
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För att definiera union och snitt mera allmänt används prediaktlogiken och all- och existensoperatorn. Miettinen ger följande definitioner:

Union 
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Snitt 
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Byter man ut mängden A i definitionen för differens mot grundmängden E får vi komplementet till mängden B, vilket betecknas E–B. Miettinen noterar att detta även brukar betecknas –B. Detta ger oss följande definition på komplement, som dock inte ingår i Miettinens bok:

Komplement 
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Eller kortare:
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Beteckningen 
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 ingår inte i logikens språk, utan är en del av metaspråket, liksom den motsvarande beteckningen omm (på finska joss, på engelska iff). Tecknet 
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står för logisk eller semantisk ekvivalens och är det ekvivalenstecken som används i matematiska härledningar. Skillnaden mellan satsen ”P 
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 P” och satsen ”P
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 P” är att den förstnämnda satsen är en tautologi och en sats i satslogiken, medan den senare satsen är en sats i metaspråket vars innebörd är att den förstnämnda satsen är en tautologi. Beteckningen 
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df kan utläsas ”är enligt definition ekvivalent med”. Definitioner ges i metaspråket.

Att satsen ”P 
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 P” är en tautologi kan, med ett beteckningssätt som Miettinen introducerar i kapitlet om predikatlogik, även uttryckas ”
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[image: image41.wmf]P

|

=

” implicerar för sin del att P är sann i alla modeller eller möjliga världar, vilket betyder att det inte går att konstruera en modell där P inte är sann. Samtidigt används beteckningen 
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 även för logisk följd. Uttrycket ”
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” kan i sin tur omskrivas 
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” är en tautologi eller logisk sanning. Att satsen P följer logiskt ur mängden av satser 
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 betecknar Miettinen med uttrycket ”
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 är en logisk följd av satsmängden 
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”, där {} står för den tomma mängden (nollmängden). I Logiikan peruskurssi definieras den tomma mängden ( enligt följande:
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Det samma kunde skrivas på följande sätt:

(
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Den tomma mängdens axiom säger att det existerar en mängd så att för alla mängder gäller att de inte är element i mängden. Axiomet kan skrivas på följande sätt:
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I axiomet antas alla element som kan ingå i en mängd själva vara mängder.

De Morgans lagar

Något om det nära men komplexa sambandet mellan mängdteorin och logiken antyder även det förhållande att de Morgans lagar i Logiikan peruskurssi förekommer både som satser i mängdläran och som härledningsregler (enligt Suppes system) i satslogiken. I mängdläran lyder de Morgans lagar enligt följande:
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Lämnar man bort grundmängden E får lagarna följande utseende: 
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Den första av de två lagarna bevisas i Logiikan peruskurssi med hjälp av predikatlogik och de ovannämnda definitionerna av differens, union och snitt. Motsvarande härledningsregler är skrivna på följande sätt:
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Härledningsreglerna som ingår i P. Suppes ”naturliga” härledningssystem, kan sägas utgå från följande semantiska följder:
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Dessa logiska följder kan även betecknas med tecknet för logisk implikation, som Miettinen dock inte använder sig av:
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Här gäller i själva verket implikationen i båda riktningarna, vilket betyder att vi även har en logisk ekvivalens mellan vänstra och högra leden:
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Den logiska implikationen kan i själva verket sägas vara härledd från den logiska ekvivalensen. De ovannämnda logiska ekvivalenserna säger samtidigt att motsvarande materiella implikationer är logiska sanna eller valida, dvs. gäller i alla möjliga världar:
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De Morgans lagar kan dessutom skrivas som tautologier eller logiska lagar. Då ser lagarna ut enligt följande:
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I Logiikan peruskurssi är en del ”nyttiga” tautologier uppräknade i motsvarande form, men de Morgans lagar finns inte bland dem.

Likheten mellan de olika tolkningarna av de Morgans lag är ingen tillfällighet. Tautologin 
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  implicerar det mängdteoretiska teoremet 
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. Beviset av teoremet (utan tillämpning av ovannämnda tautologi) kan se ut enligt följande:
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Vi har hittills bevisat den logiska ekvivalensen 
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, som säger att den materiella ekvivalensen 
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är logiskt sann. (Detta är en tillämpning av deduktionsteoremet i båda riktningarna.) Ekvivalensen gäller för ett godtyckligt x, vilket betyder att ekvivalensen gäller för alla x, dvs.  
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. Enligt definitionen för identitet följer här av att 
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Miettinen bevisar i Logiikan peruskurssi på ett motsvarande sätt satsen 
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, men drar ur ekvivalensen 
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 direkt slutsatsen att mängderna 
[image: image113.wmf](

)

B

A

E

È

-

 och 
[image: image114.wmf](

)

(

)

B

E

A

E

-

Ç

-

 har samma element och därmed är identiska.
I härledningen utnyttjas förutom definitionerna av de mängdteoretiska begreppen även sambandet mellan disjunktion och konjunktion, som Miettinen presenterar som en (alternativ) definition av disjunktion:
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En jämförelse av uttrycken
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  och 
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 visar att negation i logiken motsvarar komplement i mängdlära, disjunktion motsvarar union och konjunktion motsvarar snitt. Beteckningarnas respektive likheter antyder även detta samband. Motsvarande samband finns därtill mellan likhet (identiskhet) och ekvivalens samt mellan delmängd och implikation, vilket de alternativa och tidigare allmänna tecknen 
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 och 
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 för ekvivalens respektive implikation likaledes antyder.

Miettinen noterar i avsnittet om predikatlogikens syntax att det mellan allkvantifikatorn och existenskvantifikatorn råder följande samband:
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Ekvivalensen mellan all- och existenssatserna gäller alltså enligt definition. Ifall vi antar att universumet
[image: image121.wmf]{
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 består av ett ändligt antal (n) element har all- och existenskvantifikatorerna följande respektive innebörder:
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De Morgans lag i kan i logiken allmänt formuleras på följande vis:
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Således kan ekvivalensen 
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 härledas från de Morgans lag, förutsatt att universumet består av ett ändligt antal element.

Härledningar

I avsnittet om satslogikens bevisteori introducerar Miettinen beteckningen |–, som står för härledbarhet. Enligt den beteckning som Miettinen använder sig av betyder 
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|– R att satsen R är härledbar från satsmängden 
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. Att satsen P kan härledas från tom satsmängd och därmed är bevisbar skrivs på motsvarande sätt |– R. Sambandet mellan beteckningen för logisk följd |= och beteckningen för härledbarhet |– framgår ur fullständighetssatsen som säger att 
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|– P omm 
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. För oss är det dock deduktionsteoremet som är av speciellt intresse. Deduktionsteoremet formulerar Miettinen på följande sätt:
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Speciellt gäller sambandet {Q}|– P omm  |– 
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, som säger att satsen P kan härledas från satsen Q om och endast om den materiella implikationen 
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är bevisbar. Jag använder mig av denna regel ovan i härledningen av de Morgans lagar i mängdläran från de Morgans lagar i form av tautologier i satslogiken. Det är dock den allmänna formen av deduktionsteoremet som intresserar oss här, eftersom den förutsätter det mängdteoretiska begreppet union, som i Miettinens bok på basen av satslogiken definieras
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. Deduktionsteoremet kan å andra sidan, liksom Miettinen gör, uttryckas mindre formellt i ord utan användning av begreppet union. Miettinens formulering, översatt till svenska, är följande:

Satsen P kan härledas från antagandena 
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 och Q om och endast om 
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 kan härledas från 
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Med 
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 syftas här emellertid inte på en sats, så beteckningen för union 
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 kan inte bytas ut mot beteckningen för konjunktion 
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 eller beteckningen för disjunktion 
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. Byter vi ut beteckningen 
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 för satsmängd mot beteckningen 
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 kan deduktionsteoremet skrivas på följande sätt:
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I avsnittet om satslogikens bevisteori har Miettinen bytt ut beteckningarna för satserna Q och P mot beteckningarna för predikatformer 
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och 
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. 
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 Står här inte för en satsmängd, utan står för en mängd av predikatformer, som dock även kan vara satser. Deduktionsteoremet lyder alltså enligt följande:
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Deduktionsteoremet är inte en sats i vare sig sats- eller predikatlogiken, varför den inte heller bevisas i Miettinens bok.

Slutsats

Logik bygger på mängdteori och mängdteori på logik. Så fungerar det åtminstone i Seppo K. Miettinens lärobok Logiikan peruskurssi. Det förefaller således som om vi här avviker från grundläggande matematiska principer, som även läroböcker i matematik brukar följa. Genom att göra skillnad på objektspråk och metaspråk kan motsägelsefullheten eventuellt övervinnas. För att undvika cirkelgång kunde vi eventuellt stegvis utveckla logiken och mängdläran parallellt, men förfarandet vore inte pedagogiskt motiverat. Eftersom teorem inte bevisas och dessutom är formulerade i metaspråket, är det inget konkret problem att teorem i kapitlen om sats- och predikatlogik innehåller begrepp som definieras i ett senare kapitel. Cirkelgången antyder dock djupgående metamatematiskt problem.
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