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Lukijalle

Naiiden luentomuistiinpanojen tarkoituksena on antaa tarvittava teoreettinen pohja niil-
le lineaarialgebran menetelmille, joita kdytetddn jatkuvasti erityisesti tilastotieteellisissé
sovelluksissa. Naitad ovat pienimmdn neliésumman menetelmd, ositetut matriisit ja sin-
gulaariarvohajotelma. Menetelmien taakse kdtkeytyy lineaarialgebran edistyneen teorian
kova ydin: sisdtuloavaruuksien, ominaisarvojen ja lineearisten operaattorien teoria.

Monissa yleisesityksisséi téstéd aiheesta keskitytdédn joko teoriaan tai sovelluksiin.
Tama tarkoittaa sité, etté késittely keskittyy joko vektoriavaruuksiin ja lineaarikuvauk-
siin tai sarakkeisiin ja matriiseihin. Tést4 jaosta seuraa kaksi ongelmaa: joko sovelluksis-
sa tarvittavat muotoilut ja korollaarit jadvét pois tai teorian taustalla olevaa geometriaa
ei kasitell.

Néissd luentomuistiinpanoissa olen yrittinyt kattaa molemmat lihestymistavat. Ai-
heita ldhestytédén ensin toiselta kannalta ja késittelyn aikana vaihdetaan ndkoékulmaa.
Kisittelytapa on valittu aiheen luonnollisen tulokulma mukaisesti. Esimerkiksi isomet-
rioiden késittely aloitetaan geometrisesi.

Luentomuistiinpanojen pyrkimys késitelld aihetta kahdesta suunnasta tarkoittaa kui-
tenkin myos sité, ettd tekstille on kertynyt tavallista enemmén pituutta. Luentomuis-
tiinpanot siséltdvat myos runsaasti materiaalia, joka ei ole kurssin kannalta keskeisté,
vaan on tarkoitettu kiinnostuneelle lukijalle lisimateriaaliksi. Namé& aiheet on erotettu
omaksi osakseen luentomuistiinpanojen liitteisiin.

Némé luentomuistiinpanot eivét syntyneet tyhjéstd. Ne perustuvat Jyrki Mottosen
luentomuistiinpanoille [4] samalta kurssilta vuodelta 2019. Suuret kiitokset Jyrkille 1dhde-
materiaalista!l Tekstin muina ldhteind on kéytetty David C. Layn kirjaa [3] ja Sheldon
Axlerin loistavaa kirjaa Linear algebra done right [1], jota voi kutsua moderniksi klassi-
koksi lineaarialgebran esittdmisessd. Lukijalta oletetaan Lineaarialgebra ja matriisilas-
kenta I € II kursseja vastaavat tiedot, kuten ne on esitetty Hisén, Oinosen ja Ridmon
luentomonisteissa [2] ja [5].
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Luku 1

Kertausta ja tiydennysta

Naissd luentomuistiinpanoissa oletamme tunnetuiksi Lineaarialgebra ja matriisilaskenta
I ja IT kurssin késittelemit asiat. Erityisesti oletetaan, ettd (ddrellisulotteisen) vektoria-
varuuden, linaarikuvauksen, kannan, dimension, sarakevektorin ja matriisin késitteet
ovat lukijan hallussa.

Merkintoja

Lineaarikuvauksen L: V — W kuva im L on aliavaruus
imL={Lv)eW:veV}CW
ja ydin ker L on aliavaruus
kerL={veV:Lkv)=0}CV.

Lineaarikuvausta id: V' — V, v — v, kutsutaan identtiseksi kuvaukseksi.

1.1 Matriisit ja lineaarikuvaukset

Téssé luvussa kerrataan joitakin asioita merkintojen kiinnittdmiseksi ja joidenkin uusien
kisitteiden esittelemiseksi. Luvun tirkein (uusi) kisite on sarakeavaruus R™ !, jota
kéytetdin jatkossa avaruuden R™ sijaan matriisien yhteydessd. Muutos on pitkélti for-
maali, joten aloitetaan motivoinnilla.

Motivointi

Aloitetaan tutusta euklidisesta avaruudesta R™. Yleensd ajatellaan, ettd avaruuden R”™
alkiot ovat reaalilukujen jonoja (z1,...,x,), missi siis z; € R jokaisella i € {1,...,n}.
Jono (z1,...,2,) taas puolestaan on formaalimmin kuvaus z: {1,...,n} — R, missi
x(i) = x; jokaisella i € {1,...,n}.

Vektoriavaruuden R™ alkiot ovat siis itseasiassa kuvauksia ja niiden yhteenlasku on
mééritelty kuvausten yhteenlaskun avavulla seuraavasti. Olkoot z: {1,...,n} — R ja



y: {1,...,n} — R funktiota ja olkoon a € R. T#lloin funktioiden yhteenlaskun nojalla
x+ay: {1,...,n} — R on funktio, joka on mééiritelty kaavalla

(z + ay)(i) = (i) + ay(i)

kaikilla ¢ € {1,...,n}. Jos kirjoitetaan x; = x(i) ja y; = y(i) jokaisella ¢ € {1,...,n} ja
merkitddn funktioita x ja y lyhyesti (x1,...,2,) ja (y1,-..,Yn), niin tdmé yhteenlasku
vastaa tdsmaélleen tapausta

(1, ..y xn) Falyty .. yn) = (1 + ay1, ..., Ty + ayn).

1.1.1 Matriisit ja sarakkeet formaalisti

Monissa ldhteissd sanotaan, ettd (m x n)-matriisi on reaalilukujen taulukko

aip - A1n

A=

Gml **° OGmn

eikd kisitteelle “taulukko” anneta tulkintaa. Yleensd merkitdén A = [a;;] € R™*" tai
A = (aj;) € R™*". Jatkossa voidaan myos merkitd Aj; tarkoittaen alkiota aj;. Tamé on
hyddyllinen merkinté erityisesti matriisitulon yhteydessa.

Kuten avaruuden R™ vektoreiden tapauksessa, (m x n)-matriisi A on itseasiassa
funktio A: {1,...,m} x {1,...,n} — R, (j,i) — aj;. Téalloin A(j,i) = aj; kaikilla
je{l,....m}jaie{l,...,n}.

Néin méédriteltdessd matriisien yhteenlasku ja reaalisella vakiolla voidaan mééritella
suoraan funktioiden vastaavien laskutoimitusten avulla. Ta4mé4 tarkoittaa seuraavaa. Ol-
koot A: {1,...,m} x{1,...,n} — Rja B:{l,....,m} x{l,...,n} — R (m x n)-
matriiseja (téissd mielessd) ja ¢ € R. Tdllin funktio A+ceB: {1,...,m}x{1l,...,n} = R
on (m x n)-matriisi, joka on mééritelty kaavalla

(A4 ¢B)(j,1) = A(j,1) + ¢B(j,1)

kaikilla j € {1,...,m} jai € {1,...,n}. Yleensi tdaméi laskutoimitus kirjoitetaan ly-
hyemmin
ail v A bir - bin aiprt+cbin -0 aip + chiy
+e = :
Gm1 - Amn b1 - bmm am1 + b1 0 A + comn

Jatkossa ei matriiseja tulkita funktioiksi vaan kiytetddn tuttua taulukkoesitysté.
Funktiotulkinta on kuitenkin hyddyllinen sarakeavaruuden R™*! miiritelméassi.
Reaalisten (m x n)-matriisien avaruutta merkitdan R™*", eli

R™"™ ={A: A on (m x n)-matriisi}.



Erikoistapauksessa n = 1 avaruutta R™*! kutsutaan sarakeavaruudeksi. Sarakeavaruu-
den R™*! alkiot ovat siis matriiseja

am1

Koska matriisien yhteenlasku ja skalaarilla kertominen tekee jokaisesta matriisiavaruu-
desta R™*" vektoriavaruuden, niin my6s R™*! on vektoriavaruus. Tadmé& avaruus on
itseasiassa isomorfinen avaruuden R™. Halutun isomorfismin antaa

T
. m mx1
O: R™ — R™ " (21,...,2m) —
Tm
Taméi isomorfismi on niin luonnollinen, etti yleensi avaruus R™ ja sarakeavaruus R™*!
samaistetaan ilman mitdén kommenttia.
Matriisitulo on syy, miksi sarakeavaruudet R™*! kannattaa erottaa euklidisista ava-

ruuksista R™. Palauteutaan mieleen, ettd mikili A € R™*" ja B € R™¥ niin AB €
R™** on matriisi, jonka alkiot (AB);; misriytyviit kaavasta

(AB)ji = AjeBu.
/=1

Niin ollen matriisin A € R™*" tulo sarakkeen x € R™*! kanssa on maéiritelty ja tulo

Az on sarakevektori avaruudessa R™*!. Kaava z — Az midrittelee siis kuvauksen
fa: R Rm*1 Koska
A(z + cy) = Az + cAy

kaikilla z,y € R™*! ja ¢ € R, niin kuvaus f4 on itseasiassa lineaarikuvaus.

Huomautus 1.1.1. Jatkossa kuvaus f4 tarkoittaa aina matriisin A € R™*™ mddrdadmdd
lineaarikuvausta fq: R — R™ 2 s Ax. Titd kuvausta voi kutsua (vaikka sitd em-
me tee) matriisin A kanoniseksi lineaarikuvauseksi.

Huomautus 1.1.2. Matriisi A = [aj;] € R™ ™ mddrittelee tietysti myds lineaariku-
vauksen f: R™ — R™ kaavalla

n n
f(.l‘l, e ,ZUn) = (Z A1;T54 -« -y Z amixi> .
=1 =1

Formaalisti f ja fa vastaavat toisiaan kaavalla f = ® 1 o f4 o ®, joten yleensi vaan
kirjoitetaan, ettd
a1l - Qip 1

flz1,...,xn) =
aml °°° Omn T,

ja matriisitulon antama avaruuden R™*1 sarakevektori samaistetaan avaruuden R™ vek-
torin kanssa ilman kommenttia.



Todetaan vield téamén luvun lopuksi, etti sarakkeet vy, ..., v, € R™*! misritteleviit
luonnollisella tavalla (m x n)-matriisin kaavalla

Uil ot Ul
A=
Uml *° Umn

missé
V14

v =
Umi

jokaisella i € {1,...,n}. Matriisia A merkitédén lyhyesti

A= [o1]---[on]
tai
A=lvy-vy].
Tamé merkintéd on hyodyllinen seuraavassa mielessé. Olkoon
x1
x=| : e R
xn

T&ll6in matriisitulon ja sarakeavaruuden yhteenlaskun nojalla pétee
x1

Az = [v] -+ - vy : =101+ + TpUp.

(Harjoitustehtéva.)

1.1.2 Nelibmatriisit

Palautetaan myo6s mieleen, ettid avaruuden R™*™ matriiseja kutsutaan nelidmatriiseiksi.
Neliomatriisia I = [Ij;] € R™*™, jolle pétee

1, j=i
1= T
7 {O,J#%
kutsutaan identtiseksi matriisiksi. Jos halutaan korostaa, ettd identtinen matriisi on

(n x n)-matriisi, merkitdan I, x,.

Huomautus 1.1.3. Identtisen matriisin I kertoimet I;; vastaavat niin sanotun Kro-
neckerin deltan arvoja. Yleisesti, jos S on joukko, niin Kroneckerin delta on funktio
d: 8 xS —{0,1}, joka mddritelliin kaavalla

1, s=t

M&”:{o,s¢o’

kaikilla s,t € S, ja jonka yhteydessi kdytetdin merkintid ds¢ = 0(s,t) kaikilla s,t € S.



Indenttisen matriisin I,,x,, sarakkeet ey, . . ., e, muodostavat avaruuden R™*! kannan,
niin kutsutun standardikannan. Huomaa, etti e; on siis vektori

€1

missé ej; = Ij; kaikilla j € {1,...,n} jai e {1,...n}, eli

1 0 0
0 1 0
€1 = 0 , €2 = yereyEn =
| 0 ] | 0] | 1]

Identtinen matriisi on erikoistapaus diagonaalimatriisista.
Maéritelma 1.1.4. Matriissi D € R™ "™ on diagonaalimatriisi, jos Dj; = 0 kaikilla
J# i

Esimerkki 1.1.5. Muita esimerkkejd diagonaalimatriiseista ovat

-2 0 a 0 0
03]  |o1]
Neliomatriisi A € R™™ on kddntyvi (tai sddnndllinen), jos on olemassa sellainen

matriisi B € R™*" etti
AB == BA = Inxn-

Talloin merkitdin A~! = B. Palautetaan my6s mieleen tulos, ettd neliomatriisi A on
kddntyvd, jos ja vain jos sen determinantti det(A) ei ole nolla.

Huomautus 1.1.6. Huomaa, ettid determinantti ja kddntyvyys on mddritelty ainoas-
taan neliomatriiseille.
1.1.3 Kolmiomatriisit

Mikéli halutaan ratkaista useita yhtaloryhmia

Az = y;
vektoreille y1, yo, ... on mielekésta yrittdd palauttaa ongelma yhtéléryhmiin
Tz = yi,
misséd T on yla- tai alakolmiomatriisi.
Madritelma 1.1.7. Matriisi U = [uj;] € R™*™ on ylékolmiomatriisi, jos uj; = 0

kaikilla j > i. Matriisi L = [l;;] € R™*™ on alakolmiomatriisi, jos lj; = 0 kaikilla j < i.
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Syy miksi yhtaloryhmén ratkaisu halutaan palauttaa néihin tapauksiin késitelldan
tarkemmin Choleskyn hajotelman yhteydessi luvussa 8.5.

Tehd#dn kaksi havaintoa. Ensimméinen havainto on, ettd neliomatriisi A € R™*™ on
sek# yla- ettéd alakolmiomatriisi, jos ja vain jos A on diagonaalimatriisi. Toinen havainto
on, ettéd yldkolmiomatriisien (tai vastaavasti alakolmiomatriisien) tulo on ylikolmiomatriisi
(vastaavasti alakolmiomatriisi). Havainto seuraa suoraan matriisitulon mééritelmésté ja
jatetadn lukijalle. Huomautettakoon kuitenkin, ettd téstéd seuraa, ettd kolmiomatriisin
k&dnteismatriisi on myos samaa tyyppié oleva kolmiomatriisi. Tarkka véite jatetddn lu-
kijan mietittavéiksi.

1.1.4 Vektoriavaruuden ja sarakeavaruuden samastaminen

Adrellisulotteiset vektoriavaruudet, vektoriavaruuden kanta, virittiminen ja vapaus on
madritelty aiemmilla kursseilla ja niita ei téssé kerrata. Palautetaan kuitenkin mieleen,
miten &arellisulotteinen vektoriavaruus V voidaan samaistaa sarakeavaruuden kanssa
valitsemalla avaruudelle V' kanta.

Olkoon V &irellisulotteinen vektoriavaruus ja (v1,...,v,) sen kanta. Talloin kuvaus
T
Py R v | = 101+ -+ Ty,
Tn

on lineaarinen isomorfismi. Tédmé& on helpointa osoittaa havaitsemalla, ettd ®y on li-
neaarikuvaus, joka kuvaa avaruuden R™*! standardikannan (ey,...,e,) avaruuden V
kannaksi (v1,...,v,), eli ®y(e;) = v; jokaisella j = 1,...,n. Néin ollen ®y on seké
injektiivinen etta surjektiivinen ja siten isomorfismi.

1.1.5 Lineaarikuvauksen ja sen esitysmatriisin samastaminen

Tarkastellaan nyt kuinka lineaariaarikuvauksen L: V — W esitysmatriisi A € R™*"
médrdytyy, kun avaruudet V' ja W samastetaan sarakeavaruuksien kanssa. Palautetaan
ensin mieleen kuinka sarakeavaruuksien véliset lineaarikuvaukset vastaavat (luonnolli-
sella tavalla) matriisilla kertomista.! T#ll4 tarkoitetaan seuraavaa.

Palautetaan kéasittelyéd varten mieleen lineaarikuvaustan kantalause.

Lause 1.1.8 (Kantalause). Olkoot V' ja W ddrellisulotteisia vektoriavaruuksia, olkoon
(v1,...,0,) avaruuden V kanta ja olkoot wy,...,w, € W wvektoreita. Tdlloin on ole-
massa tismdlleen yksi sellainen lineaarikuvaus f: V. — W, etti f(v;) = w; kaikilla
ie{l,...,n}.

Kantalause kertoo, etté ldhtoavaruuden kannan kuvat méadradvit lineaarikuvauksen
yksikésitteisesti. Tdméan vuoksi avaruuksien V' ja W vélinen lineaarikuvaus f: V. — W
voidaan mééritelld lyhyesti kaavalla v; — w;, mikdli (vy,...,v,) on avaruuden V kanta
ja wi,...,w, ovat avaruuden W vektoreita.

!T4ssd termi “luonnollisella tavalla” tarkoittaa, ettd vastaavuuden antava isomorfismi médritelldsin
ilman kannan valintaa.
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Sarakeavaruuksien viliset lineaarikuvaukset

Olkoon A € R™*™ matriisi. Kuten edelld on kisitelty matriisitulon avulla mééritelty

kuvaus
fa: RV 5 R™ s Ag,

on lineaarikuvaus.

Olkoon nyt L: R™ ! — R™*! Jineaarikuvaus. Nyt standarikannan es,...,e, kuvat
L(e1),...,L(e,) kuvauksessa L ovat sarakevektoreita avaruudessa R™*!. Olkoon nyt
A € R™*™ se matriisi, jonka sarakkeet ovat L(ey),..., L(ey), eli

A= Ja] -+ lan| = [L(en)] -+ |L(en)|.
Nyt standardikannan ja matriisitulon mééaritelmien perusteella
L(el) = a; = Aei

jokaisella ¢ = 1,...,n. Néin ollen kantalauseen perusteella pétee L(x) = Az kaikilla
x € R eli
L = fy.

Tamén vuoksi matriisia A kutsutaan lineaarikuvauksen L kanoniseksi esitysmatriisiksi
ja sarakeavaruuksien véliset lineaarikuvaukset vastaavat tdsmélleen matriisilla kertomis-
ta.

Mikali avaruuksille R?*! ja R™*! valitaan jotkin muut kannat kuin standardikannat,
niin lineaarikuvauksen L matriisi muuttuu vastaavasti. Téta késitellddn seuraavaksi.

Asrellisulotteisten vektoriavaruuksien viiliset lineaarikuvaukset

Olkoot V ja W &dérellisulotteisia vektoriavaruuksia ja olkoon L: V' — W niiden vélinen li-
neaarikuvaus. Kuvauksella L ei ole yksikésitteistd esitysmatriisia vaan matriisi maéraytyy
kannan valinnan mukaan.

Olkoot lisiksi (vy,...,v,) avaruuden V' kanta ja (w1, ..., w,,) avaruuden W kanta.
Maéritelldsn kuvaus gz : R™*1 — R™*! kaavalla

gL = Py} o Lo ®y,

missé isomorfismit @y ja ®yy ovat kuin luvussa 1.1.4, eli &y : R”*! — V on isomorfismi
e; — v; ja Oy R™1 & W on isomorfismi e; — w;. Téssé on kiytetty kantalauseen
antamaa mahdollisuutta méaritella ®y ja Py kanta-alkioiden avulla.

Kuvaus gy, on sarakeavaruuksien vélinen lineaarikuvaus, koska se on yhdiste linee-
arikuvauksista. N&in ollen silld on esitysmatriisi A € R"*", joka toteuttaa ehdon

gr(x) = Az
kaikilla z € R™¥!. Erityisesti siis piitee
(@} 0o Lo ®y)(z) = Az (1.1)

kaikilla z € R™*!. Témén vuoksi sanotaan, etti A on lineaarikuvauksen L: V — W
esitysmatriisina kantojen (v1,...,v,) ja (wy, ..., w,) suhteen.
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Huomautus 1.1.9. Yhtdilo (1.1) antaa hieman implisiittisen tavan tarkastella kuvauk-
sen L matriisia. Lasketaan tdman vuoksi vield auki, kuinka matriisin A kertoimet tulevat
estin vektoreiden koordinaattiesityksissd. Merkitddn

ar A1n
A =

am1 - Qmn

Olkoot nyt v = vy + - -+ Tpvp €V ja x € R™¥! sarakevektori, jolle pitee ®v () = v,
ely

X1
Ty,
Talloin

L(zyor + -+ 2pvn) = L(v) = L(®y (2)) = ®w(gL(2)) = Pw(Az)

aip - Q1n €1
= Oy
| @ml1 " Gmn Tn |
[ anz + -+ arnan
= Oy
| Gm1Z1 + -+ GmnTn

= (a11r1 + -+ + a1arp) wi + -+ (@11 + - F GnTn) Wi
Ndain ollen
L(vj) = L(®v(ej)) = Pw(Ag, €5) = arjwr + - + amjwm

jokaisella j =1,...,n. Tdmd antaa toisen tulkinnan kuinka matriisi A esittdd lineaari-
kuvausta L: V — W.

Kannanvaihtomatriisi

Tarkasteellaan vield kuinka kannanvaihtomatriisi syntyy téssé formalismissa, eli miten
lineaarikuvausta esittavit eri matriisit suhtautuvat toisiinsa.

Olkoon V &érellisulottinen vektoriavaruus sekéd olkoot (v1,...,v,) ja (vi,...,v})
avaruuden V kantoja. Merkitdin ®y: R™! — V isomorfismia, jolle pitee e; — v;
kaikilla i = 1,...,n, ja merkitiéin ®},: R™! — V isomorfismia, jolle pétee e; — v
kaikillai=1,...,n.

Huomautus 1.1.10. Huomaa, ettd

(@} 0 Dy 1) (vi) = DY (D' (v1)) = Py (er) = v
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jokaisella i € {1,...,n}, eli etti lineaarikuvaus
Vvod iV oV

vie avaruuden V' kannan (v1,...,v,) kannaksi (v, ..., v).

Lineaarikuvaus (®},)7! o @y : R™*! — R™! on avaruuden R™! isomorfismi. Néin
ollen on olemassa matriisi P € R™*" jolle pétee

((CIJ'V)fl ) CIJV) () = Px

kaikilla z € R"*!. Koska kuvaus (®},) "t o®y on isomorfismi (eli silld on kéiénteiskuvaus),
niin my6s matriisi P on kiisintyva (eli silli on kiifinteismatriisi P~1 € R™*").

Olkoon nyt W (toinen) aérellisulotteinen vektoriavaruus. Olkoot (wi,...,wp) ja
(wh, ..., w,,) avaruuden W kantoja ja olkoot lisiksi @y : R™*t — W ja &, : R™*1 —
W niitd vastaavat isomorfismit kantojen (wsi,...,wy,) ja (wf,...,w}) suhteen kuten

ylla. Olkoon nyt @ € R™*™ isomorfismin
(DY)~ o Dy R — R

matriisi. Myos @ on kddntyva.

Osoitetaan nyt, ettd matriisit P ja () ovat haluamamme kannanvaihtomatriisit. Tar-
kastellaan tdmin vuoksi lineaarikuvausta L: V' — W. Kuvauksella L on esitysmatriisi
A € R™*™ kannoissa (v1,...,0,) ja (wi,...,wy,) seki esitysmatriisi A € R™*" kan-
noissa (vf,...,v)) ja (wi,...,w),). Kiyttien ylli esitettyjd merkintoji saadaan, etti
matriisit A ja A’ toteuttavat kaikilla x € R™*! yht#lst

(CI);Vl oLo®y)(r) = Ax
ja
(@)~ o Lo @)(x) = A'z.
Koska &y o (I);Vl =idw ja Py o CD‘_,l = idy, niin kaikilla 2 € R™*! pitee

/

Az = ((®ly) o Lod})(2)
= () P oidy o Loidy o ®)(x)
= ((®f) o dw o <I>;V1 oLo®yo CIJ‘_/l o @) (x)
= (@)~ o @w) o (B! 0 Lo Dy) o (By! 0 B)) (x)
= (@)~ o Pw) o (By) 0 Lo dy) o (¥Y) ! o dy) 7)) ()
— (QAP e
Néin ollen

A =QAP .

Tamén vuoksi matriiseja @ ja P kutsutaan kannanvaihtomatriiseiksi.
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1.2 Aliavaruuksien summa ja suora summa

Maidritelma 1.2.1. Vektoriavaruuden V' aliavaruuksien W1 ja Wy summa on avaruu-
den V aliavaruus

W1+W2={ZU1+1U2€V:ZU1€W1, w2€W2}.

Mikdli Wi N Wo = {0}, niin alicvaruutta V 4+ V' kutsutaan suoraksi summaksi ja mer-
kitddan Wy & Wa.

Suoran summan mééritelmé voidaan kirjoittaa myos toisella tavalla lineaarisen riip-
pumattomuuden avulla.

Lemma 1.2.2. Olkoon V' vektoriavaruus ja olkoot W1 ja W aliavaruuksia. Télloin sum-
ma W1+ Wy on suora, jos ja vain jos aliavaruuksien W1 ja Wo vektorit ovat risppumat-
tomia toisistaan, eli ettd kaikilla nollasta poikkeavilla vektoreilla wy € W1 ja wo € Wo
yhtilon awi 4+ bwy = 0 ainoa ratkaisu on a = b = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd summa W7 + Ws on suora. Olkoot wy € Wiy ja we € Woy
nollasta poikkeavia vektoreita. Oletetaan, ettd awi + bwe = 0. Talléin aw; = —bws.
Koska aw; € Wi ja —bwe € Wy, niin aw; € Wi N Wa. Néin ollen aw; = 0, joten a = 0.
Talloin —bwy = 0, joten my6s b = 0.

Oletetaan nyt, ettd kaikilla nollasta poikkeavilla vektoreilla wi; € Wi ja we € Wo
yhtélon awy + bwe = 0 ainoa ratkaisu on a = b = 0. Osoitetaan, ettd Wy, N Wy = {0}.
Tehd&déan vastaoletus, ettd on olemassa nollasta poikkeava w € Wi N Wsy. Valitaan wy =
we = w. Talloin wy € Wi, wy € Wy ja wy + (—1)we = w — w = 0. TAmA on ristiriita,
joten w = 0. O

Korollaari 1.2.3. Olkoot V wvektoriavaruus, Wy ja Wa aliavaruuksia. Olkoon lisiksi
(wi,...,wg) aliavaruuden Wi kanta ja (wi,...,w)) aliavaruuden Wo kanta. Jos ali-

avaruuksien Wi ja Wo summa on suora, niin (vi,...,Ug,vq,...,v;) on alicvaruuden
W1 & Wy kanta.

Todistus. Selvésti (vi,...,vg, v, ..., v}) virittdd aliavaruuden Wy @ Wo, silld jokaisella
w € W@ W5 on olemassa sellaiset wy € Wi ja wy € Wa, ettd wy € Sp{vi,..., vk} jaws €
Sp{v},...,vy}. Osoitetaan nyt, ettd (vq,...,vg, ], ..., vy) on lineaarisesti riippumaton.

Olkoot ay,...,ax,b1,...,bs € R sellaisia, etté

ajvy + -+ apvg + bv) + -+ bpvy = 0.

Olkooot wi = ajvy + - - - + axvy ja wa = bv} + - - - + byvy. Koska w; = —ws, niin ehdosta
wy # 0 seuraa wy # 0 ja WiNWs, # {0}. Néin ollen wy = 0 ja wy = 0. Koska (v1, ..., vg)
ja (vl,...,vy) ovat kantoja, niin a1 = --- =ap =by =--- =b; = 0. O

Korollaarin seuraus on, etté aliavaruuden Wy @& W5 dimensio on aliavaruuksien Wi
ja Wy dimensioiden summa. Yleisemmin pétee seuraava tulos, jonka ainoastaan palau-
tamme mieleen.
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Korollaari 1.2.4. Olkoon V wvektoriavaruus ja olkoot W1 ja Wy ddrellisulotteisia ali-
avaruuksia. Talloin

dim(Wy + Wa) + dim(Wy N Wa) = dim Wy + dim Ws.

1.3 Sisatulo

Pythagoraasta sisdtuloon

Tavallisissa euklidisissa avaruuksissa R? ja R? kohtisuoruus on euklidisesta geometriasta
tuttu késite, joka yleensd ymmaérretddn intuitiivisesti kuvan perusteella. Yleisemmissé
vektoriavaruuksissa kohtisuoruuden ja kulman késitteet eivét ole perusteltavissa kuvalla
tai intuitiolla. Konseptuaalisesti oikea késite kulman ja kohtisuoruuden ymmératamiseen
on sisdtulo. Motivoidaan tédmé kommentti seuraavalla esimerkilla.

Esimerkki 1.3.1. Olkoot v = (z1,22) ja w = (y1,y2) vektoreita vektoriavaruudessa
R2. Oletetaan, etti kumpikaan vektoreista ei ole nollavektori 0. Tarkastellaan kolmiota
jonka kdrkipisteet ovat v, w ja origo sekd vektoreiden v ja w vdilistd kulmaa 6 € [0, 2]
origossa. (Piirrd kuva!) Merkitidn vektoreiden v, w ja w — v pituuksia symboleilla a, b
ja c. Talloin euklidisen tasogeometrian kosinilause sanoo, ettd

? = a® + b — 2abcos .

(Huomaa, etti jos v ja w ovat kohtisuorassa, niin @ = w/2 ja cosf = 0. Tdilléin kosini-
lause palautuu Pythagoraan lauseeksi.)
Toisaalta Pythagoraan lauseen perusteella tiedetddn, ettd vektoreiden v, w ja v + w

ovat
a=\/z}+2}, b=\/yi+u3, da c=+(y—21)*+ (y2 — x2)*

Ndin ollen tiedetddn, ettd

(y1 — x1)? + (y2 — 22)? = 2% + yi + 23 + y3 — 2abcosb.

Sieventimisen jilkeen saadaan
—2x129 — 2y1Yy2 = —2abcosf

eli
_ Tiw2 + 1Y 172 + Y192
cosf =

N A

Vektoreiden v ja w vilinen kulma 6 rigppuu siis funktion -: R? x R?2 — R,

((z1,91), (z2,92)) = 7172 + Y132,

antaman arvon suhteesta vektoreiden v ja w pituuteen. Funktiota -: R? x R? — R kutsu-
taan pistetuloksi avaruudessa R? ja se on yksi esimerkki vektoriavaruuden sisdtulosta.
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Maéritelma 1.3.2. Funktio (-,-): V x V — R on sisétulo vektoriavaruudessa V', jos
e kaikilla a,b € R ja v,v',w € V piitee
{av + bV’ w) = alv,w) + b{v', w), (ST1)
o kaikilla v,w € V pdtee
(v, w) = (w,v) (ST2)
ja
o kaikillav € V, v # 0, pitee
(v,v) > 0. (ST3)

Paria (V,(-,-)), jossa V on vektoriavaruus ja (-,-): VxV — R on sisitulo, kutsutaan
sisédtuloavaruudeksi.

Esimerkki 1.3.3. Pistetulo -: R" x R" — R,

(@1, mn), (Y1, -5 n)) = 211 + -+ Tayn,

on sisdtulo avaruudessa R™. Vastaavalla kaavalla voidaan mdadritelld pistetulo avaruuk-
siin R ja R, [tseasiassa funktio -: R™¥™ x R™*" 5 R,

aip -+ aip b -+ b

n m
o : = Z Z aijbij,

Gm1  ° Gmn bt -+ bmn =1g=1
mddrittelee sisdtulon (jota kutsutaan pistetuloksi) matriisiavaruuteen R™*™.

Sisdtulon ehtoa (ST1) kutsutaan lineaarisuudeksi, ehtoa (ST2) kutsutaan symmet-
risyydeksi ja ehtoa (ST3) positiividefiniittisyydeksi. Muutama huomatus on paikallaan.

Huomautus 1.3.4. Sisdtulon lineaarisuus kirjoitetaan usein yhtdpitdvdsti kahdessa
osassa: kaikilla a € R ja v,v',w € V pitee seki

(v + v, w) = (v,w) + (v, w)

ettd
(av,w) = a(v,w).

(Ehtojen yhtapitivyys on harjoitustehtivi.)

Huomautus 1.3.5. Sisdtulon symmetrisyydestd yhdessd lineaarisuuden kanssa seu-
raa, ettd sisdtulo on bilineaarinen eli lineaarinen molempien muuttujen suhteen: kaikilla
a,b € R jav,w,w €V seuraa

(v, aw + bw') = a{v,w) + b{v,w').

(Perustelu jdatetidn harjoitustehtivdiksi.)
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Huomautus 1.3.6. Sisdtulon posititvidefiniittisyydesti ja lineaarisuudesta seuraa, etti
vektorille v € V pdtee (v,v) = 0, jos ja vain jos v = 0. (Perustelu jitetidin jilleen
harjoitustehtiviksi.)

Ennen siirtymisté eteenpéin, tehdédan vield helppo huomio, etté sisdtulon rajoittuma
vektoriavaruuden aliavaruuteen on sisdtulo. Nain sisdtuloavaruuden aliavaruudella on
luonnollinen sisitulo.

Lemma 1.3.7. Olkoon (V, (-,-)) sisituloavaruus ja W C V aliavaruus. Tdalldin sisdtulon
(-, ) rajoittuma (-, ) |lwxw: WxW — R on sisitulo avaruudessa W, eli (W, (-, )|wxw)
on sisdtuloavaruus.

Todistus. Koska W on vektoriavaruus ja koska ehdot (ST1), (ST2) ja (ST3) pitevét
kaikilla v, v, w € V, niin ne pétevit myos kaikille v,v',w € W, silla W C V. O
Vektorin pituus eli normi

Sisdtuloavaruuden (V, (-, -)) vektorin v € V' pituus mééritelldéin kaavalla

loll = v/, o). (1.2)

Témé& pituuden médritelmé perustuu Pythagoraan lauseeseen ja on yleistys piste-
tulon ja pituuden vélisestd yhteydestd avaruudessa R™. Tamén yhteyden voi havaita
seuraavasti.

Esimerkki 1.3.8. Olkoon -: R™ x R™ — R (tavallinen) pistetulo

(@1, mn), (Y1, Yn)) = T1Y1 + - + Tl
Tilloin jokaisella v = (x1,...,x,) € R™ pdtee

2 2

2l = \fad + -2

Erityisesti siis avaruuksien R? ja R? vektoreille (z,y) € R? ja (x,y,2) € R? pitee

Izl = Va2 +y? ja (2, 2)] = Va2 +y? + 22

(Yhteys Pythagoraan lauseeseen seuraa piirtimdlld kuva.)

eli

Sisdtulon (-,-): V x V. — R mé##drddmad funktiota || - ||: V — [0,00[ kutsutaan
sisdtulon induksoimaksi (tai mddrddmdksi) normiksi. Tama on erikoistapaus yleisemmésté
normin késitteesta.

Madritelma 1.3.9. Vektoriavaruudessa V' mddritelty funktio || - ||: V' — [0,00[ on
normi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:
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o kaikilla v,w € V pdtee

lo +wll < [lolf + [lwl, (NT)
o kaikillav €V ja a € R pdtee
lav]] = [a] [[o] (N2)
Jja
o kaikilla v € V' \ {0} pitee
llv]| > 0. (N3)
Paria (V,||-]]), missa V' on vektoriavaruus ja ||-|| on normi, kutsutaan normiavaruudeksi.

Huomautus 1.3.10. Ehtoa (N1) kutsutaan kolmioepayhtéloksi, koska ehdosta seuraa,
ettd kolmen vektorin u,v,w € V. mddrddmdn kolmion sivut toteuttavat ehdon, ettd jo-
kainen sivu on pituudeltaan korkeintaan kahden muun sivun pituuksien summa.

Sisdtulon mdadrdadmd normi on yleisen normin erikoistapaus siind mielessd, ettd kol-
mioepdyhtdlon lisikst normi toteuttaa Pythagoraan lauseen: jos vektorit v,w € V' ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan, niin

lo +wl]* = (v +w, v+ w) = (v,0) + 2(v, w) + (w, w) = [[o]* + [[w]*.

Huomautus 1.3.11. Ehdoilla (N2) ja (N3) ei ole vakiintuneita nimid. Ehto (N3) voi-
daan antaa useilla ekvivalenteilla tavoilla. Huomaa, ettd ehdot (N2) ja (N3) yhdessdi
antavat, ettd ||v|| = 0, jos ja vain jos v = 0. (Harjoitustehtivdi)

Osoitetaan, ettd sisdtulon (-,-): V x V — R méa#radmi funktio || - ||: V' — [0, 00[
todella on normi.

Lause 1.3.12. Olkoon (V, (-,-)) sisdituloavaruus. Tdlléin funktio || -||: V' — [0, 00[, v —

(v, v), on avaruuden V normi.

Lauseen todistuksen vaativin kohta on kolmioepéyhtélon todistus. Se perustuu Schwarzin
lemmaan.

Lemma 1.3.13 (Schwarzin lemma?). Olkoon (V, {-,-)) sisituloavaruus ja || - ||: V — R
funktio v i— /(v,v). Talloin kaikilla v,w € V' pitee

[{v, w)| < JJv[[Jwl]].
Todistus. Voidaan olettaa, ettd v # 0 ja w # 0. Tarkastellaan suoraa
l={v+tweV:teR}

avaruudessa V ja etsitddn vektori v + tow € £, joka on kohtisuorassa suoran ¢ suunta-
vektoria w vastaan, eli ratkaistaan yhtalo

(v + tow,w) = 0.

2Tunnetaan myds nimilld Schwarzin epdyhtils ja Cauchy-Schwarzin epdyhtdls.
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Koska
(v + tow, w) = (v, w) + tolw,w) = (v, w) + to||w|?,
niin saadaan
(v, w)
[[wl]?

to =

Huomaa, ettéd |w|| > 0, koska w # 0.
Tarkastellaan nyt pisteen v 4 tgw € £ etéisyytti origosta. Koska

0< v —i—towH2 = (v + tow,v + tow) = ||1)H2 + 2to (v, w) —i—t%”wH2
= [[o]l* + to (2(v,w) + tolw]*) = ||v]|* + to (2(v, w) — (v, w))

2
— ol + to(v,w) = ol = 22 (0 0y = o] <<v’w>) ,

[[w]|? ]l

niin
(v, w)

[[]]

‘g ol

Niin ollen
(v, w)| < olll[w]].

O

Huomautus 1.3.14. Todistus osoittaa, ettd Schwarzin lemman taustalla on geomet-
rinen havainto, etti affiinin suoran (todistuksessa suora £) etdisyys origosta saadaan
etsimdlli se suoran piste (tdssi v + tow), jonka suuntavektori on kohtisuorassa affiinin
suoran suuntavektoria (tissi w) vastaan. Tdtd havaintoa ei suoraan kdytetty todistuk-
sessa, mutta seuraa suoraan laskemalla pisteen v + tw € £ etdisyys origosta nelioksi

taydentdimdlld, eli

v+ tw]]* = (v + tw, v + tw) = ||v]|* + 2t(v, w) + £2||w]

(v, w)
[[]l

~ Jloff* - (ﬁ;jﬁ))z + (G +tuw||)2

2 (v, w) ? 2
> [|v]|* = = ||v + tow]|".

[[]]

= [lvl* + 2t]w] + (tllwl))?

Ndin ollen piste v + tow € £ antaa suoran £ etdisyyden origosta.

Huomautus 1.3.15. Mikdli seki v ettd w ovat nollasta poikkeavia vektoreita, Schwarzin
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missd v/||v|| ja w/||w| ovat yksikkivektoreita. Eristyisesti Schwarzin lemma siis sanoo,
ettd yksikkovektoreiden sisdtulo on itseisarvoltaan korkeintaan yksi.
Lisdiksi vektoreiden v ja w vilinen kulma Z(v,w) € [0, 27 voidaan mdidritelld kaa-

valla
vow
cos Z(v,w) = <,>
[l ]|

Schwarzin lemma siis osoittaa, ettd sisdtulo on pistetulon luonnollinnen yleistys.

Todistetaan nyt lause 1.3.12, eli etté sisdtulon (-, -) médrdami funktio || - || toteuttaa
normin ehdot.

Lauseen 1.3.12 todistus. Osoitetaan ensin kolmioepéyhtilo. Olkoot v, w € V. Télloin
lv+wl? = (v +w, v+ w) = [|o]* + 2(v, w) + ||w||?
< [[v)1 + 2/{v, w)| + Jw]|?
< [Jol* + 2[|ow] + ]
2
= (vl + [[wl))

Niin ollen
[v+w| < o]l + [Jw]].

Kolmioepéyhtall on néin osoitettu.
Normin ehto (N2) seuraa ldhes vilittomésti. Olkoot v € V' ja a € R. Télloin

lav]| = v/{av, av) = v/a*(v,v) = al||v].

Osoitetaan vield normin ehto (N3). Olkoon v € V' \ {0}. Koska (v,v) > 0, niin

[ol = v/{v,v) > 0.

1.3.1 Kohtisuoruus

Mahdollisesti tarkein sisdtulon antama vektoreiden ominaisuus on kohtisuoruus.

Miaritelmi 1.3.16. Sisdtuloavaruuden (V, (-, -)) vektorit v ja w ovat kohtisuorassa (eli
ortogonaalisia) toisiaan vastaan, jos

(v,w) =0.

Kirjataan kaksi tdmén maéritelmén helppoa, mutta konseptuaalisesti térkeédé, seu-
rausta.

Lemma 1.3.17. Olkoon (V,(-,-)) sisituloavaruus. Jos vektori v € V on kohtisuorassa
katkkia avaruuden V wvektoreita vastaan, niin v = 0.
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Todistus. Koska oletuksen nojalla (v,v) = 0, niin v = 0 siséitulon méa#ritelmén kohdan

(ST3) nojalla. O
Lemma 1.3.18. Olkoon (V,(-,-)) ddirellisulotteinen sisituloavaruus ja (v1,...,v,) ava-
ruuden V kanta. Jos vektori v € V on kohtisuorassa kaikki kantavektoreita vy,..., v,

vastaan, niin v = 0.

Todistus. Koska (v1,...,v,) on avaruuden V kanta, niin on olemassa yksikésitteiset
reaaliluvut aq,...,a, € R, joille patee v = ajv; + - - - + a,v,. Néin ollen
n
(v,v) = (v,a1v1 + -+ + apvy) = Z%(U, v;) =0
i=1
ja siten v = 0. O

1.3.2 Ortonormaali kanta

Sisatuloavaruuden luonnollisimmat kannat ovat sellaisia, joiden alkiot ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan olevia yksikkovektoreita.

Miaritelma 1.3.19. Sisdtuloavaruuden (V,(-,-)) kanta (v1,...,v,) on ortonormaali,
jos
o ||vi|| =1 jokaisella i =1,...,n ja
e vektorit v; ja v; ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan kaikillai,j € {1,...,n}, i # j.
Huomautus 1.3.20. Yhtdpitivisti sisituloavaruuden (V,(-,-)) kanta (vi,...,v,) on
ortonormaali, jos
1, i=j
<U“"”j>:{ 0, i#j
kaikilla i,5 € {1,...,n}. Tdssi yhteydessd kdytetidn usein merkintdd (vi,vj) = 0;j,
missd
1, 1=y
Lukua 6;; kutsutaan Kroneckerin deltaksi.
Esimerkki 1.3.21. Avaruuden R" standardikanta (e1,...,e,) on ortonormaali piste-

tulon -: R™ x R™ — R suhteen.

Ortonormaalilla kannalla on ominaisuus, ettéd vektorin koordinaatit ja pituus madraytyvat
sisdtuloista vastaavia kannan alkiota vasten. Kirjataan tdmé tidrked huomio seuraavasti.

Lause 1.3.22. Olkoon (V,(---,---)) ddrellisulotteinen sisdituloavaruus ja (vi,...,vn)
ortonormaalikanta. Tdlloin jokaisella v € V' pdtee

v = (v,v1)v1 + -+ + (v, V)V, (1.3)

ja

HUH = \/<1),2)1>2+”-+ <U,Un>2. (1-4)
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Huomautus 1.3.23. Esityskaava (1.3) sanoo olleellisesti, etti vektorin koordinaatteja
ortonormaalin kannan suhteen ei tarvitse ratkaista yhtdloryhmdstd vaan, ettd ne voi-
daan laskea suoraan. Vektorin pituuden lauseke (1.4) on puolestaan jéilleen yksi versio
Pythagoraan lauseesta.

Lauseen 1.3.22 todistus. Osoitetaan ensin (1.3) todistamalla, ettid erotusvektori
w=uv—((v,01)v1 + -+ (V,U,)Vp)

on nollavektori. Lemman 1.3.18 perusteella riittdd osoittaa, ettd w on kohtisuorassa
jokaista kannan (v1,...,v,) vektoria vastaan. Olkoon ¢ € {1,...,n}. T&lloin

<w7vi> = <U - ((’U,’Ul>U1 +---+ <’van>vn)7vi>
= (v,vi) = (((v,v1)v1 + - -+ + (v, V) V), Vi)

= <U7 Ui> - Z«U) Uj>Uj, Ui> = <U7 ’U7l> - Z<U7 Uj><Uj, Ui>
j=1 Jj=1

= <U7Ui> - Z(vaj>6ij = <U,UZ‘> - <U7vi> = 0.
j=1

Niin ollen w = 0 ja viite seuraa.
Osoitetaan nyt (1.4). Olkoon v € V. T#lloin esityksen (1.3) perusteella

Il = (v, v) = <Z<v,vi>vivz<v’vj>vj>

i=1 j=1
n

= Z (v, v)(v,vj)(vi, v5) = Z (v, vi) (v, v5)i;

i,j=1 4,j=1
n n
= (v (v,v) =Y (v,0)%
i=1 i=1
O
Korollaari 1.3.24. Olkoon (V,(-,-)) ddrellisulotteinen sisdtuloavaruus ja (vi,...,vn)

ortonormaalikanta. Tdilldin vektoria v € V wvastaava sarakevektori x € R on
<U) U1>
(v, vn)

1.3.3 Ortonormaalin kannan olemassaolo

Lauseesta 1.3.22 seuraa, etté darellisulotteisella sisdtuloavaruudella on aina ortonormaa-
likanta.
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Lause 1.3.25 (Gram-Schmidt). Adrellisulotteisella sisituloavaruudella (V, (-,-)) on or-
tonormaalikanta.

Todistusta varten tarvitaan aputulos.

Lemma 1.3.26. Olkoon (V,(-,-)) sisituloavaruus, W C V aliavaruus ja (wi,...,wy)
aliavaruuden W ortonormaalikanta. Olkoon Py : V — W lineaarikuvaus

v = (v, w)wy + -+ (U, W)Wy,

Tilloin jokaisella v € V wvektorit Py (v) ja v— Py (v) ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Lisiksi Py |w = id eli Py (w) = w jokaisella w € W.

Todistus. Koska sisétulo on lineaarinen ensimmaéisen muuttujan suhteen, niin Py on
lineaarikuvaus.
Olkoon v € V' ja olkoon i € {1,...,n}. T&allin

(v — Pw(v),w;) = (v,w;) — (Pw(v),w;) = (v, w;) — <Z(v,wj)wj,wi>
j=1

= (v,w;) = > (v, wy)(wy, wi) = (v,wi) =Y (v, w;5)6

j=1 j=1

= (v, wi) — (v, wi) = 0.
Néin ollen v — Py (v) on kohtisuorassa aliavaruutta W vastaan. O

Huomautus 1.3.27. Kuvaus Py on itseasiassa niin sanottu ortonormaaliprojektio ali-
avaruudelle W . Tdhdn aiheeseen palataan luvussa 4.

Gram—Schmidtin todistus. Koska V on &érellisulotteinen vektoriavaruus, silld on kan-

ta (wi,...,w,). Muodostetaan ortonormaali kanta (v1,...,v,) induktiolla seuraavasti.
Madritelladan ensin Wy, = Sp{wy, ..., wi} jokaisella k € {1,...,n}.

Koska w; # 0, niin voidaan valita v1 = w; /||wi]|. Oletetaan nyt, ettd k € {1,...,n—
1} on sellainen luku, ettd on valittu sellaiset vektorit vy, ..., vy, ettd Sp{vy, ..., v} = Wi

ja ettd (v;,v;) = 0;; kaikilla 4,5 € {1,...,k}.
Olkoon nyt P, = Pw,: V — W} kohtisuora projektio aliavaruudelle Wj,. Koska
Wi41 € W, niin wi4q # Pr(wiy1) ja voidaan méaritella

Wi+1 — Pr(wr1)
w1 — Pr(wi1) ||

Vg+1 =

Koska Sp{v1,...,vp} = Wi ja wii1 € Sp{v, ..., Uk, Ugs1}, niin Sp{vy, ..., 0511} =

Wiy1. Selvisti ||vg+1]| = 1 ja lisdksi lemma 1.3.26 nojalla vektori wyy1 — Px(wgy1) on
kohtisuorassa aliavaruuden W}, vektoreita vastaan. Néin ollen (vq,...,vg+1) on aliava-
ruuden Wy 1 ortonormaalikanta. ]
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1.3.4 Sisatulon ja pistetulon samastus

Ortonormaalin kannan valinta samaistaa® sisituloavaruuden (V, (-, -)) sarakeavaruuden
(R™*1 ) kanssa, missi n = dimV ja - on tavallinen pistetulo. TAmé tarkoittaa siti,
ettd on olemassa isomorfismi néiden avaruuksien vililld, joka muuttaa sisétulon (-, -)
pistetuloksi. Kirjataan tdmé& havainto tarkasti.

Lause 1.3.28. Olkoon (V,(-,-)) ja (vi,...,vy,) ortonormaalikanta. Tdllin isomorfis-
mille ¥y : R™1 =V, e; — v; pitee

(v (z), Pv(y) ==y
kaikilla x,y € R™ 1,

Todistus. Olkoot

L1 n
r=| : | eR™ ja y=| : | eR™L
In Yn
Koska kanta (v1,...,v,) on ortonormaali, niin

(v (x), Pv(y)) = (@101 + - + LV, Y101+ -+ + Ynln) = T1Y1 + -+ + TnYn = T - Y.
O
Lause voidaan muotoilla yhtapitavésti kiddnteiskuvausten avulla.

Korollaari 1.3.29. Olkoon (V, (-,-)) ja (v1,...,vy) ortonormaalikanta. Tdlloin isomor-
fismille Wy : R™Y =V, e; +— v; pitee

(v,w) = &, (v) - 3 (w)

kaikilla v,w € V.

1.3.5 Aliavaruuden kohtisuorakomplementti

Miaritelma 1.3.30. Sisdtuloavaruuden (V,(-,-)) aliavaruuden W kohtisuorakomple-
mentti on joukko
Wt ={weV: (wv) =0 kaikillo v € W}.

Sisdtulon bilineaarisuudesta seuraa, ettd kohtisuorakomplementti on aina aliavaruus.

Lemma 1.3.31. Olkoot (V, {-,-)) sisdtuloavaruus ja W C V aliavaruus. Téllsin W+ on
aliavaruus.

3Suomen kielen lautakunnan tulkinnan mukaan voidaan perustellusti sekd “samastaa” ettd “samais-
taa”. Molemmat muodot esiintyvét téssd prujussa.
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Todistus. Olkoot w,w’ € W, a € R ja v € W. Talloin
(w+ aw’,v) = (w,v) + a(w',v) = 0.
Niin ollen w + aw’ € W+. Niin ollen W+ on aliavaruus. O

Kohtisuoralla komplementilla on tdrked ominaisuus, etté aliavaruuden ja sen koh-
tirsuoran komplementin summa on avaruuden suora summa. Tdmékin seuraa suoraan
sisatulon ominaisuuksista. Muotoillaan tdmé tulos tarkemmin seuraavasti.

Lemma 1.3.32. Olkoot (V,(-,)) sisituloavaruus ja W C V aliavaruus. Tallgin V. =
Weaewt.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd WNW+ = {0}. Olkoon w € WNW=. Téllgin w € W+
jawe W, eli
(w,w) = 0.

Niin ollen w = 0, eli W N W+ = {0}.

Osoitetaan nyt, ettd W+W+ = V. Olkoon P: V — W kohtisuora projektio jav € V.
Talloin P(v) € W ja kohtisuoran projektion mééritelmédn mukaan (v — P(v),w) = 0
kaikilla w € W. Niin ollen v — P(v) € W+ ja

v=P)+ (v—P)eW+W=.
U

1.4 Matriisin transpoosi ja lineaarikuvauksen adjungaatti

Transpoosi on karakterisesti matriiseihin liittyva késite.

Maéaritelméd 1.4.1. Matriisin A = (aj;) € R™*™ transpoosi on matriisi AT = (b;;) €
R™ ™ " jonka rivit ovat matriisin A sarakkeet, eli kaikilla € {1,...,n} jaj € {1,...,m}
pitee bj; = aj;.

Huomautus 1.4.2. Transpoosille on useita merkintdjia. Usein matriisin A transpoosia
merkitiin t(A) tai A'. Niissd luentomuistiinpanoissa kaytetddan merkintda AT .

Mikali siis

ail ai2 T Aln
A= a21 T a2n,
ml  Gm2 Amn,
niin
aixz a1 - am1
AT — a12 e am?2
A1n A2n Gmn
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Esimerkki 1.4.3. Konkreettiisia esimerkkeji transpoosista ovat esimerkiksi

T 1 2 3717 10 0
ol fee] W [ord] =200
¢ 00 1 34 1

Térkein syy kiinnostuksestamme transpoosiin liittyy huomioon, ettd pistetulo voi-
daan kirjoittaa transpoosin avulla. Vaikka viite seuraa suoraan matriisitulon méaritelméasta
ja jatetddn todistamatta, kirjataan se kuitenkin lemmaksi sen térkeyden vuoksi.

Lemma 1.4.4. Olkoon -: R™*! x R**! & R avaruuden R™* pistetulo. Télloin

zoy=aly

kaikilla x,y € R™ !,

Suoraan transpoosin mééritelméstd on helppo johtaa laskusédéantoja matriisin trans-
poosille. Kirjataan niistd ylos muutamia. Vaitteiden todistus jatetdédn harjoitustehtavéksi.

Lemma 1.4.5. Olkoot A,B € R™" ja a € R. Tilloin (A + B)T = AT + BT,
(eA)T = cAT. Lisiksi, jos C € R™¥, niin (AC)T = CTAT. Erityisesti, jos E € R™"
on kddntyvd matriisi, niin (E~4T = (ET)~1.

Koska matriiseilla on tirkeid rooli lineaarikuvausten teoriassa, herid luonnollinen
kysymys, mikd on matriisin transpoosin tulkinta lineaarikuvausten tapauksessa. Tdhé&n
on kaksi vastausta. Ensimmaéinen vastaus liittyy vektoriavaruuksien duaaliavaruuksiin
ja duaaliavaruuksien vélille indusoituihin lineaarikuvauksiin. Téat& tulkintaa késitellaan
liitteessd C. Kaisitellddn nyt ldhemmin kurssin materiaaliin liittyvéad tulkintaa eli li-
neaarikuvauksen adjungaattia. Téssd tulkinnassa aloitetaan vektoriavaruuden sijaan
sisétuloavaruudesta.

Madritelma 1.4.6. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) sisdtuloavaruuksia. Lineaariku-
vauksen f:V — W adjungaatti on lineaarikuvaus f*: W — V, joka toteuttaa ehdon
(f(v),wyw = (v, f*(w))y kaikilla v €V jaw € W.

Jokaisella lineaarikuvauksella sisétuloavaruuksien vililld on adjungaatti ja se 16ydetaén
kiinnittdmaélla avaruuksiin ortonormaalit kannat ja transponoimalla naissé kannoissa ole-
va lineaarikuvauksen esitysmatriisi. Tarkemmin tédmé tulos muotoillaan seuraavasti.

Lause 1.4.7. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, Yw) sisdtuloavaruuksia ja f:V — W li-
neaarikuvaus. Tadlloin lineaarikuvauksella f on adjungaatti f*: W — V. Lisdksi, jos
(V1y...,0n) ja (wi,..., W) ovat avaruuksien V' ja W ortonormaaleja kantoja ja A €
R™*™ on kuvauksen f esitysmatriisi ndissd kannoissa, niin kuvauksen f* matriisi ndissd
kannoissa on AT

Lauseen todistuksen varsinainen ydin on seuraavassa havainnossa, joka sanoo, etta li-
neaarikuvauksen f4: R™1 — R™*! 21— Az, adjungaatti on lineaarikuvaus f,r: R™*1 —
R"Xl, Y ATy.
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Lemma 1.4.8. Olkoon A € R™* "™, Tglloin

fa(@) -y = far(y)
kaikilla x € R™! ja y € R™*1,

Todistus. Olkoot z € R™*! ja y € R™*!. Tallsin
v far(y) =z - (ATy) = 2T ATy = (Az)"y = (Az) -y = fa(z) - y.
O

Lauseen 1.4.7 todistus. Olkoot (v1,...,v,) ja (wi,...,wy,) avaruuksien V ja W orto-
normaaleja kantoja seki olkoot Wy : R — V. e; — v;, ja Yyp: R™ — W, e; — w;,
isomorfismeja. T#ll6in kaikilla v,v' € V ja w,w’ € W pitee

(v, 0"y = (®v) ' (v) - (Bv) (V') (1.5)
ja
(w,w')y = (Pw) " (w) - (Pw) " (w'), (1.6)

missi - on pistetulo avaruuksissa R™*! ja R™*1,

Olkoon nyt A € R™*" lineaarikuvauksen matriisi n#issd kannoissa. Talloin f =
Dy o fao0 @;1, missd fa: R™1 — R™*1 on tuttu kuvaus x — Az.

Miiritelliéin lineaarikuvaus g: W — V kaavalla ¢ = ®y o fur o (@)L Olkoot
nyt v € V jaw € W. Merkitdin x = ®,,'(v) ja y = @y (w). Tilloin kaavan (1.5) ja
kuvauksen g mésritelmén nojalla patee

(v, g(w)y = (Bv) " (v) - (Bv) " (g(w)) = 2 - far (g (w)) =z - far (y)-

Toisaalta vastaavasti

(f),wyw = (Pw) ' (f(v) - (Bw)  (w) = fa(@} (V) -y = falz) - y.

Lemman 1.4.8 perusteella fa(x) -y =z - f4r(y). Néin ollen

(v, g(w))y = (f(v), whw

kaikilla v € V jaw € W. Kuvaus g on siis kuvauksen f adjungaatti f*. Liséiksi kuvauksen
f* esitysmatriisi on AT kuten haluttiin. O

Huomautus 1.4.9. Huomaa, ettd lauseen 1.4.7 todistuksessa on olennaista, ettd jonot
(v1,...,0,) ja (w1,...,wy) ovat ortonormaaleja kantoja. Tdtd oletusta tarvittiin sii-
hen, etti AT on kuvauksen f* esitysmatriisi. Kantojen ortonormaaliuden vaatimus on
luonnollinen, koska adjungaatti mdadritellidn sisdtulon avulla.
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1.5 Matriisin sarakeavaruus
Matriisin A € R™*" sarakeavaruus on sama kuin lineaarikuvauksen f4: R — R™mx1
kuva.

Madritelma 1.5.1. Matriisin A = [v1---v,] € R™*" sarakeavaruus on avaruuden
R™1 gligvaruus

Col(A) = {z1v) + - + zpv, € R™ L 2y 2, € R,
Suoraan matriisitulon méaéritelmésta havaitaan, etta
Col(A) = {Az € R™1: ¢ e R"Xl}.

Niin ollen suoraan kuvauksen fa: R™*! — R™X1 2 s Az, méiiritelmisti havaitaan,
etta

Col(A) = {Az e R™ 1 2 € RV} = {fa(z) e R™*L: 2 € R™ = im(fy),

eli ettd Col(A) on itseasiassa kuvauksen f4 kuva.

1.5.1 Matriisin sarakeavaruuden kanta

Usein on térkedé etsid matriisin A sarakeavaruuden Col(A) kanta. Aloitetaan havain-
nosta.
U1
Olkoon A = | --- € R™*™ matriisi. Talloin sarakkeet vy,...,v, € R™*! vi-
Un,
rittdviit sarkeavaruuden Col(A), eli

Col(A) = Sp{vi,...,vn}.

Vektoriavaruuksien yleisen teorian perusteella jono (v1, . .., v,) sisiltdd avaruuden Col(A)

kannan (v;;,...,v;, ), missd 1 <k <njal < <ip <--- < i <n. Kanta voidaan

loytas seuraavalla algoritmilla.

Ensimmdisen indeksin i1 valinta. Olkoon 41 € {1,...,n} pienin sellainen indeksi 1 <

1 < n, ettd vektori v; ei ole nolla-vektori, eli v;; # 0 ja v; = 0 kaikilla¢ =1,...,4 — 1.
Induktioaskel. Oletetaan, ettd on valittu indeksit 1 < i3 < .-+ < 4p. Jos vektorit

Viy, - .., 0, €ivit viritd aliavaruutta Col(A), niin voidaan valita pienin sellainen indeksi

i < ipy1 < n, etté
Vigoy & SP{viy, ..., vi )
Téatéd induktioaskelta voi toistaa alle n kertaa, joten induktio padttyy ja loytyy sel-
lainen 1 < k < n, etté
Col(A) = Sp{viys ..., vi, }-

Maéritelldan
P = [ Vip Vg } ERka.

Koska (vj,,...,v;,) on avaruuden Col(A) kanta, niin

Col(P) = Col(A).
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1.5.2 Matriisi sarakeavaruuden kantamatriisin ja yldkolmiomatriisin
tulona
Matriisi A voidaan luonnollisella tavalla kirjoittaa tulona matriisista P ja yldkolmiomatriisista.
Aloitetaan havainnosta. Olkoon 1 < j < n. Talléin on olemassa suurin sellai-
nen indeksi 1 < ¢ < k, ettd iy < j. Kannan (v;;,...,v;,) valinnan perusteella v; €
Sp{vi,, ..., v, }. Néin ollen
v; = t1jvi1 +---+ tgjvig.

Huomautus 1.5.2. Huomaa, etti jos i = j, niin tdlloin tj; = 1 ja muut kooordinaatit

tj1, .-, tje—1) ovat nollia. Huomataan myds, eltd koska iy < j, nuin £ < j.
Olkoon ) )
tlj
Lej kex1
t; = 0] € R
- 0 -
jokaisella 1 < j < n ja olkoon
T=[t1 - to]eR™,
Matriisi 7" on yldkolmiomatriisi.
Jaljella on osoittaa, etté
A= PT.

Aloitetaan jélleen havainnosta. Olkoon 1 < j < n. Talléin

vj = t150i, + -+ teyvi,
= tljvil 4+ tfjvil + Ovie-i-l + o+ Ovik

tlj
. - . tj | _ py
g [ vll c e rUu Ulg-i—l P U’Lk ] 0 — Pt]
- O -
Niin ollen matriisitulon mééritelmén nojalla
AZ[Ul Un]Z[Uil 'Uz'k][tl tn}ZPT.

Helppo esimerkki tastd matriisitulosta on seuraava.
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Esimerkki 1.5.3. Olkoon
0 01 2}

A:[vl vy U3 04]:[2 416

Algoritmi antaa kannan (vi,,vi,), missd

0 . 1
Vi = 9 Ja Vi, = 1]

Matriisi P on siis

P=1u, %]:[g ”

Matrizsi T loydetddn ratkaisemalla yhtdlot

Ptj = Uj
katkilla j = 1,...,4, eli ratkaisemalla matriisiyhtaloryhmd
0 1/0 0 1 2
2 1|12 41 6|
Rivioperaatiot antavat
2 012 4 0 4
0 1/0 0 1 2
ely
1 011 2 0 2
0 1{0 0 1 2|
Ndin ollen
1 2 0 2
= [ 0 01 2 ] '

1.6 Matriisin nolla-avaruus

Kuvauksen f4 ydin ker(f4) vastaa puolestaan matriiisin A nolla-avaruutta.

Misdritelmi 1.6.1. Matriisin A € R™*™ nolla-avaruus on avaruuden R™' aliavaruus
Null(A) = {z € R™!': Az = 0}.
Yksi lineaarikuvausten perustuloksista on, etté dérellisulotteisten vektoriavaruuksien

viliselle lineaarikuvauselle f: V — W pétee
dimV = ker(f) + im(f).

Matriiseille tulkittuna tdmé tarkoittaa, ettd matriisille A € R™*™ pitee
n = dim(Col(A)) + dim(Null(A)).

Matriisin sarakeavaruuden dimensiota kutstuun matriisin asteeksi.
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Madritelma 1.6.2. Matriisin A € R " aste rank(A) on sen sarakeavaruuden dimen-
sio, eli rank(A) = dim Col(A).

Matriisin asteen avulla voidaan helposti muotoilla matriisin kdantyvyys ja siihen liit-
tyvia tuloksia. Seuraava lemma seuraa suoraan vastaavista lineaarikuvausten tuloksista
ja todistus jatetddn lukijalle.

Lemma 1.6.3. Olkoon A € R™*". Tilloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:
1. matriisi A on kddntyvd,
matriisin A sarekkeet ovat lineaarisesti riippumattomia,

rank(A) = n,

e e

dim(Null(4)) = 0.

1.7 Matriisin riviavaruus

Maaritelma 1.7.1. Matriisin

al
— . mXn
A= : e R™* ™
am
missd a, . .., am € RY>™, riviavaruus on avaruuden RY™" aliavaruus

Row(A) = {z1a1 + -+ + zmam € RV 2y, ... 2y € R)
On syvillinen fakta, ettd dim Col(A) = dim Row(A).
Lause 1.7.2. Olkoon A € R™*™. T¢lloin dim Col(A) = dim Row(A).
Todistetaan ensin vastaava viite sisdtuloavaruuksien vélisille lineaarikuvauksille.

Lause 1.7.3. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, Yyw) ddirellisulotteisia sisituloavaruuksia ja
L:V — W lineaarikuvaus. Tdlloin adjungaatille L*: W — V' pdtee

dimim L = dimim L*.

Lauseen 1.7.3 todistuksen ytimessd on kuvauksen L* ytimen tulkinta kohtisuoran
komplementin avulla.

Lemma 1.7.4. Olkoot (V,{(-,-)v) ja (W, (-, \w) ddrellisulotteisia sisituloavaruuksia ja
L:V — W lineaarikuvaus. Tdlloin

(im L)t = ker L*.
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Todistus. Olkoon w € (im L)*. Tallsin
<Ua L*(w)>V = <L(U)7w>W =0

kaikilla v € V. Néin ollen L*(w) = 0, eli w € ker L*.
Olkoon nyt w € ker L*. Talloin jokaisella v € V' pétee

(L(v),w)w = (v, L*w)y = (v,0)y = 0.
Niin ollen w € (im L)*. O
Lauseen 1.7.3 todistus. Koska
dimim L* + dimker L* = dim W = dimim L + dim(im L)+ = dimim L + dim ker L*,
niin dimim L* = dimim L. O
Matriiseille tulkittuna lause 1.7.3 sanoo seuraavaa.

Korollaari 1.7.5. Olkoon A € R™*". Tillgin dim Col(A) = dim Col(AT).

Lauseen 1.7.2 todistus. Havaitaan aluksi, ettd matriisin A7 sarakkeet vastaavat mat-
riisin A rivejid. Olkoon nyt 7: R™™ — R™*1 g s 27 Transpoosin ominaisuuk-
sien perusteella 7 on lineaarikuvaus ja kuvaus R™*1 — RY>™™ 4 s 7 on kuvauk-
sen 7 kiinteiskuvaus. Niin ollen 7 on isomorfismi. Koska 7(Row(A)) = Col(AT), niin
dim Row(A) = dim Col(AT). Niin ollen korollaarin 1.7.5 perusteella

dim Col(A) = dim Col(AT) = dim Row(A).
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Luku 2

Ositetut matriisit

Joissain tilanteissa on merkintgjen kannalta hyodyllistd kirjoittaa matriisi M € R™*"
muodossa

(2.1)

A C
=5 5]

missi A € RF¥! B e Rm=k)xt ¢ ¢ REX(=0) jo D e RM=K)X(n=0) gyat matriiseja, eli

[ an T aie C11 T Cl(n—2) |
_ k1 T Qe Ck1 T Ck(n—1)
M=
b1 - bie di1 o di(n—r)
L bm—i)1  bm—rye dim-r1 0 dim—k)(n—0) |

Matriiseja A, B, C ja D kutsutaan jatkossa matriisin M alimatriiseiksi.

Huomaa, ettd yhtédlon 2.1 vasemman puolen matriisia ei siis varsinaisesti ajatella
‘matriisien matriisina’ vaan ainoastaan tapana merkiti matriisin A" alkioita matriisien
A, B, C ja D alkioiden avulla. Yhtdlon (2.1) vasenta puolta kutsutaan matriisin M
ositetuksi matriisiksi. Tassd luvussa tarkastellaan, miten ositetut matriisit liittyvét line-
aarikuvauksiin ja miten ne syntyvét luonnollisella tavalla aliavaruuksien suorista sum-
mista.

Ositettu matriisi syntyy, kun sarakeavaruuden R™*! standardikanta e, ..., e, ryh-
mitellsizin kahteen (tai useampaan) osaan kuvauksen fpr: R — R™*! ]5ht6- ja maa-
lipuolella. Tarkemmin, jos 1 </ <njal<k<mija

-4 ¢)

B D

missi A € RF*¢ ¢ e RF*(=0 B ¢ Rm=K)xl 15 D e RM=KF)x(=0 pnjin jokaisella
1 < </ pétee
e 5 el B]e- 5]
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missi Ae; € RF¥! ja Be; € Rm—k)x1,
Vastaavasti jokaisella £ + 1 < i < n pétee

Me: — A C o C o Ce;_yp
I B DT | DT | Deiy |
Huomautus 2.0.1. Ositetussa matriisissa alimatriisit vastaavat luonnollisella tavalla
alivaruuksien valisid lineaarikuvauksia. Tdatd on kdsitelty tarkemmin liitteessd B.

2.1 Laskentoa ositetuilla matriiseilla

Ositettuja matriiseja kiytetddn usein laskuissa, joten kirjataan niiden peruslaskusdanndot.
Todistukset ovat suoraviivaisia laskuja, joten ne jitetdéin harjoitustehtdviksi. Aloitetaan
yhteenlaskusta.

Lemma 2.1.1. Olkoot

A O
By D

Ay Oy

Ml:[ By Dy

:| c RmXTL ja M2 _ |: :| c Rmxn.

Jos matriisiyhteenlaskut A1 + Ao ja D1 + Do ovat hyvin mddriteltyjd, niin

aM1+M2:a|:A1 C1]+[A2 CQ:|:|:(1A1+A2 aCq + Cy

c RmX?’L
By D, By Do aB1+ By aD1+ Do

kaikilla a € R.

Huomautus 2.1.2. Edellisessd lemmassa kdytettien huomiota, ettd jos matriist yhteen-
laskut A1 + Aa ja D1+ Do ovat hyvin mddriteltyji (eli matriiseilla Ay ja Az on sama
mdadrd riveji ja sarakkeita kuten myéds matriiseilla Dy ja D), niin silloin myds yhteen-
laskut By + Bo ja C1 + Cs ovat hyvin mddriteltyja. Tdmdnkin havainnon toteaminen
jatetddan osaksi lemman todistusta. Huomaa, ettd on helppo osittaa matriisit My ja My
sellaisella tavalla, ettd yhteenlaskua ei voi suorittaa alimatriisien avulla.

Ositettujen matriisien kertolaskun kohdalla saadaan vastaava tulos.
Lemma 2.1.3. Olkoot

A Gy
By Dy

As Oy

Ml:[ By Do

] e R™™ g My = [ ] e Rk,

Jos matriisikertolaskut A1 Ao ja D1Do ovat hyvin mdadriteltyjd, niin

A Gy Ay Oy
By Dy By Do

MMy = |: |: A1A2 + ClB2 Alc2 + ClDQ

c Rmxk
Bi1As +D1By B1Cy+ DDy )
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2.2 Ositetun matriisin kiidnteismatriisi

Ositetun matriisin

A C

M:[B D

:| c Rnxn

k#dnteismatriisille ei ole yleistd kaavaa, joka perustuisi matriiseihin A, B, C ja D. Tahéin
on monia syitd. Yksi sellainen on, ettd yhdenkédn alimatriisin ei tarvitse olla kdantyvé
vaikka M olisi kddntyva. Télldinen tapaus on matriisi

Niin ollen on luonnollista tarkastella erikoistapauksia, joissa jokin alimatriiseista on
kadntyva. Tarkastellaan tarkemmin tapausta, ettd alimatriisi A on kddntyva. Aloite-
taan erikoistapauksista. Merkintgjen yksinkertaistamiseksi kdytetddn jatkossa identti-
sestéd matriisista Ipy, € R lyhyempéd merkitis I.

Lemma 2.2.1. 1. Jos neliomatriisit A ja D ovat kidntyvid, niin
A 0]t At o0
0 D |l 0 Dt ”
2. Jos neliomatriisit B ja C ovat kddantyvid, niin
ocl' [ o ¢!
B 0 Bt o0 |
3. Jokaisella matriisilla B € R"F*E pitee
1 o] [ 1 o0
B I | =B I |’
4. Jokaisella matriisilla C' € RF*(=F) piitee
1 ¢t |1 -c
0 I o0 I |
Todistus. Jokainen kohta voidaan todistaa suoralla laskulla tarkistamalla, ettd annettu

matriisi on ka#dnteismatriisi. Kohta (3) on mielenkiitoisin, joten tehdd#n siihen liityvit
laskut. Lemman 2.1.3 perusteella pétee

ERF IR
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Vastaavasti lasketaan
I 0 I 0| [T O
B I -B I| |0 I|"
Kohdan (3) viite on siis todistettu. O

Huomautus 2.2.2. Lemmalla 2.2.1 on erikoistapauksien kirjaamista syvempi mer-
kitys. Lemmassa tarkastellut matriisit ovat kannanvaihtomatriiseja tapauksissa, jois-
sa sarakeavaruuden R™™ standardikanta (ei,..., ek, €ki1,...,6n) on ositettu kahteen
osaan (e1,...,ex) ja (€xi1,...,en) ja nditi osia kdsitellidin eri tavoin. Esimerkiksi
kohdassa 8 kanta (e1,..., €k, €k11,--.,6en) vaihdetaan kannaksi (e; + Begiq,...,ex +
Bep,epi1,---,€n).

Annetaan nyt valttdméiton ja riittava ehto ositetunmatriisin kidintyvyydelle erikois-
tapauksessa, ettd alimatriisi A on kédéntyvé. Yleinen tapaus seuraa téstd erikoistapauk-
sesta kannanvaihdoilla. Lauseen ytimessd on ositetun matriisin hajoittaminen tuloksi,
joka tehdéén ensin.

Lemma 2.2.3. Olkoon
A C

M:{B D

:| c Rnxn

ositettumatriisi, jonka alimatriisi A € RE*F on kddntyvi neliomatriisi. Télloin

w=[ 8 S]=Tai pome][ES][4 Y]

Huomautus 2.2.4. Vdite voidaan todistaa suoralla laskulla (kuten alla) tai tekemdlld
kertomalla matriisia M ensin matriisilla

7]

o 7|

ja sitten matriisilla

loytden ndin puuttuvan matriisin.

Todistus. Suora laskulla saadaan

I 0 I cljrAaol] [ I 0 A C
BA™' D-BA7'C || 0 I 0 I| |BA!Y D-BA'C || 0 I
[ A C
| BAT'A (BAT'C+ D - BAT'0)
A C
| B D |’
O
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Lause 2.2.5. Olkoon
A C

M:[B D

:| c Ran

ositettumatriisi, jonka alimatriisi A € RF¥** on kddntyvi neliomatriisi. Talloin matriisi
M on kddntyvd, jos ja vain jos matriisi E = D — BA™YC on kddntyvd. Lisiksi talloin

Y= { (A' + A"ICE~'BA™Y) (—A"'CE™Y) ] ‘ (2.2)

(-E~'BA™Y) B!

Todistus. Olkoon
- I 0
~ | BAYY D—-BAlC |-

T&lloin Lemman 2.2.3 mukaan
[T 0 I clfaol ., [1 c][A OO
M_[BA‘l D—BA—ICHO IHO I]_M[O IHO I]’

missi madtriisit
I C . A0
o 1| 1 oI

ovat kddntyvid lemman 2.2.1 perusteella.

Oletetaan ensin, ettd matriisi D — BA~'C on kisintyvi. Talloin matriisi M’ on lem-
man 2.2.1 kohdan 3 perusteella kdéntyva. Nain ollen matriisi M on kééntyvien matriisien
tulona kadntyva.

Oletetaan nyt, ettd matriisi M on kédntyva. Koska matriisit

I C and A0

0 1 0 I
ovat k##intyvid, niin matriisi M’ on kiddntyvi. Koska matriisi M’ on kédntyvi, niin
sen sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia. N&in ollen neliématriisin D — BA~1C
sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, eli matriisi D — BA™'C on kidntyvi.

Osoitetaan vieli, etti kisinteismatriisilla M ~! on haluttu kaava (2.2). Koska matriisi
M on k#sintyvi, niin myos E = D — BA™'C on kéintyvi. Niin ollen

O I B I I S et I e R I 0 -
“IBD| T|o1I 0 I BA™! D-BA“'C

130 e 2]
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missé

Néin ollen pétee

yl_[AT ][ —C I o1"!
Lo I1]lo I BA™! E

[Atol[I -C I 0
Lo Ij|lo I —E~'BA™! E7!

[ 4t —47le I 0
Lo I —E1BA-l g1
[ (A t+AICE'BA™Y) —AlCET!
- —E-1BA! E-1

O]

Huomautus 2.2.6. Edellisestd todistuksesta sanottakoon, ettd mikdli olettaa matriisin
E kddntyvyyden, nitn matrisitn M kadntyvyyden voi helposti todistaa suoralla kertolas-
kulla. Tdmd ei kuitenkaan juurikaan selitd, maiksi vdite on totta ja miksi matriisin E
kadntyvyys on vdlttdmdton ehto matriisin M kddantyvyydelle.

Huomautus 2.2.7. Kuten ennen lauseen 2.2.5 vditettd mainittiin, mikdli ositetunmat-
T118IN
A C

M:[B D

:| c Ran

jokin toinen alimatriisi B, C tai D on kddntyvd, niin voidaan kysymys matriisin M
kadntyvyydestd palauttaa lauseen 2.2.5 tilanteeseen sopivalla kannanvaihdolla. Tdlloin
tietysti lauseessa estintyvd matriisi E muuntuu kannanvaihtoa vastaavalla tavalla. (Har-
joitustehtivi)

2.3 Sovellus: Matriisiavaruuksien vialisen lineaarikuvaus-
ten matriisi

Tahin mennessi on kisitelty sarakeavaruuksien vilisid lineaarikuvauksia fq: R™1 —
R™*! ja niiden matriiseja A € R™*™. Matriisitulon ominaisuuksien nojalla sama matrii-

si A € R™ ™ midrittelee jokaisella k € N lineaarikuvauksen Fq: R™*F — R"*k kaavalla
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X — AX. Myos télla lineaarikuvauksella on luonnollinen matriisi, joka liittyy matriisiin
A. Koska avaruus R™** on mk-ulotteinen ja avaruus R™** on nk-ulotteinen, on line-
aarikuvauksen esitysmatriisin siis oltava (mk) x (nk)-matriisi. Néin ollen se ei voi olla
matriisi A itse! Paljastuu, ettd avaruuksien R™** ja R™* luonollisissa kannoissa line-
aarikuvauksen F4 matriisi on sellainen ositettumatriisi, jonka alimatriisit ovat matriisin
A kopioita. Tehd&dén tdméa nyt tarkasti.

Tarkastellaan ensin avaruuden R™** kantaa. Palautetaan mieleen Lineaarialgebra
ja matriisilaskenta I kurssilta alkeismatriisit Ej; = (e%, € R™**_joiden kertoimet on
madritelty kaavalla

e%/ = 0jj/ 050 = { é’ 1=1 j.aj =J
, muutoin
kaikilla j,j" € {1,...,m} ja i,7' € {1,...,k}. Matriisi Ej; on siis se matriisi jonka i:s
sarake on standardikannan sarakevektori e;. Selvésti jokainen avaruuden A = (aﬂ)Rka
alkio voidaan esittdé yksikésitteiseti matriisien Ej; lineaarikombinaationa kaavalla

m
A == Z ajiEji.
j=1 i=1
(Harjoitustehtévi.) Niin ollen FEy1,..., Empi, Eo1,. .., Epne on vektoriavaruuden R™*F
kanta. Jarjestetddn nyt ndmai kantaalkiot jonoksi Ej, ..., E,; kaavalla

Ep(i-1)+; = Eji € R™F

missd j € {1,...,m}jai € {1,...,k}. Huomaa, etti avaruuden R™*! tapauksessa tam#
jarjestys tuottaa standardikannan eq,...,e,,.

Miritelmi 2.3.1. Kantaa E1, ..., Eny kutsutaan avaruvuden R™*F standardikannak-
si.

Huomautus 2.3.2. Huomaa, etti lineaarikuvaus R™ — R™¥F ¢, — E;, on (tuttu?)
isomorfismi, joka samaistaa matriisiavaruuden R™*F sarakeavaruuden R™ kanssa.

On térkedd huomata, ettd kantavektoreiden Fi, ..., Fp, jarjestykselld on vilid ja
ettd tatd kantaa kannattaa kutsua standardikannaksi ainoastaan kantavektoreiden téssé
jirjestyksesd. Syy tdhin selvidé tarkasteltassa lineaarikuvauksen X — AX matriisiesi-
tystd. Aloitetaan esimerkillA.

Esimerkki 2.3.3. Olkoot m =n = k = 2 eli tarkastellaan matriisia

a a
A= 11 12 e R2X2.
a1  a22

avaruuden R2*2 kannassa
10 00 0 1 ) 00
m=lo o] m=[V o] =0 o] um=[7 1]
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Suoralla laskulla havaitaan, ettd

| air are 10|
AE1|:CL21 a22:| 0 0 -

S
=
—

o O

] =anFE1 + anEo,

a a
AE2 _ 11 12
a1 Q22

] = a2l + axksy,

Q
)
N
o o

| a1 ar 0 1| _ i _
AE; = [ o } 0o l= tor ] =ap B3+ anky
ja
AB, = | T o 001 _ |0 ap | _ a12E3 + axnky.
az1 a2 01 0 ax

Ndin ollen lineaarikuvauksen Fa: R?*? — R?*2 X +— AX, matriisi kannassa
El, oy E4 on
a;; a2 0 0
o as1 a9y 0 0 A 0
Ma= 0 0 an a2 [ } '
0 0 a2 a2

Yleisessd, matriisin A € R™*" tilanteessa todistus toimii aivan samoin kuin ylld
késitellyssé erikoistapauksessa. Seuraavan lauseen todistus jétetédén siis harjoitustehtaviksi.

Lause 2.3.4. Olkoon A € R™" ja k € N. Tdlloin lineaarikuvauksen Fy: R™F —
R™ kX s AX, matriisi My € ROEIX0R) gparyuksien R™*F jo R™¥F standardikan-
noissa on ositettumatriisi

[A 0 -+ 0 0]
0 A 0 0
Ma = D
0 0 A0
[ 0 0 0 A |
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Luku 3

Isometriat

3.1 Isometriset lineaarikuvaukset

Sisatuloavaruuksien vélilld on luonnollista tarkastella lineaarikuvauksia, jotka séilyttavét
pisteiden véliset etdisyydet.

Madritelma 3.1.1. Sisdtuloavaruuksien (V, (-, -)v) ja (W, (-, -)w) vdlinen lineaarikuvas
L:V — W on pituuden sdilyttéd eli isometria, jos

I1L(v) = L) [lw = [lv = o'|lv
kaikilla v,v' € V.

Huomautus 3.1.2. Koska L: V — W on lineearikuvaus, niin etdisyyden sdilyttiminen
on yhtapitdvid vektorin pituuden sdailyttdmisen kanssa, eli ettd kaikilla v € V' pdtee

I1L()lw = [[ollv-

Nimittdin, jos  on pituuden sdilyttivi lineearikuvaus, niin katkilla v,v" € V pitee

1f () = F)llw = [[f (v =) lw = [l = [lv.

Toisaalta, jos f on etdisyyden sdilyttdvd lineaarikuvaus, niin silloin kaikilla v € V' pdtee

1F@)llw = [[f () = FO)llw = [lv = Ollv = [[v]lv.

On erittiin syvdillinen tulos (Mazurin ja Ulamin lause), ettd kaikki normiavaruuksien
valiset surjektiiviset etiisyyden sdilyttdvit kuvaukset ovat affiineeja (eli siirtoa wvaille
lineaarisia), eli muotoa v — L(v) + w, missi L on lineaarikuvaus ja w maaliavaruuden
vektori.

Isometrian méédritelmé herdttdd kysymyksen, ettd miksi sisdtuloavaruuksien yhtey-
dessé ei pikemminkin tarkastella sisétulon séilyttévia kuvauksia, eli lineaariaarikuvauk-
sia L: V — W, joille pétee (L(v), L(v"))w = (v,v")y kaikilla v,v" € V. Syy on yksinker-
tainen: ndmé ovat samoja kuvauksia.
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Lemma 3.1.3. Olkoot (V, (-, -)v) ja (W, (-, )w) sisdtuloavaruuksia. Lineaarikuvaus L: V —
W on isometria, jos ja vain jos (L(v), L(v'))w = (v,v")y kaikilla v,v" € V.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd (L(v), L(v'))w = (v,v')y kaikilla v,0" € V. Télllsin
jokaisella v € V pétee

IL@)[f = (L), L)w = (v, v)v = [[v][}.
Oletetaan nyt, ettd || L(v)|lw = ||v||v kaikilla v € V. Nyt lemman A.1.1 perusteella

(L(v), LW )w = 5 (I1L() + L)y = 1) = L))

(1L (v + )y = L) = 12()y)

M\H[\D\H[\DM—‘

(o + I = l0llY = 111%) = (v,2").
Nain ollen lineaarikuvaus L séilyttas sisdtulon ja vaite on todistettu. O

Lineaariset isometriat on helppo karakterioida ortonormaalien kantojen avulla.

Lause 3.1.4. Olkoot (V, (-,-)v) ja (W, (-, )w) sisdtuloavaruuksia ja (vi,...,v,) avaruu-
den V' ortonormaalikanta. Tdlldin lineaarikuvaus L: V — W on isometria, jos ja vain
jos wvektorit L(vy),...,L(vy,) ovat yksikkévektoreita, jotka ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan, eli
(L(vi), L(v;))w = 04
kaikilla i,j € {1,...,n}.
Todistus. Oletetaan ensin, ettd L on isometria. T&lloin isometrian méaritelmén nojal-
la ||L(v)|lw = ||villy = 1 kaikilla ¢ = 1,...,n. Vektorit L(vy),...,L(v,) ovat siis yk-
sikkovektoreita. Olkoot nyt i, j € {1,...,n}. Koska lemman 3.1.3 perusteella L séilyttda
sisdtulon, niin pétee
(L(vi), L(v;))w = (vi, vj)v = dij.
Oletetaan nyt, ettd vektorit L(vi),...L(v,) ovat yksikkévektoreita, jotka ovat koh-

tisuorassa toisiaan vastaan. Osoitetaan, ettéd L on isometria.
Olkoon v € V. Talloin

L(v) = L({v,vi)vi+- -+ (v, v5)vpn)) = (v,v1)L(v1)+- - -+ (v, vn) L(vp) = Z(v,vi)L(vi).
i=1
Koska
<L(Ui)a L(UJ)> = 52]7
1L ()5 = (L(v), L(v))w = < (vavz‘>vL(vi)aZ(Uavj>v13(vj)>
i=1 j=1 W
= vy (v, vy (L(v), L(v)w) = > _(v,v:)3 = [[v]|T
ij=1 i=1
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Edellisen lauseen suorana seurauksena saadaan, ettd lineaarinen isomorfismi on iso-
metria, jos ja vain jos se kuvaa ortonormaalin kannan ortonormaaliksi kannaksi.

Korollaari 3.1.5. Olkoon L:V — W lineaarinen isomorfismi sisdtuloavaruudesta

(V, (-, )v) sisituloavaruuteen (W, (-, )w) ja (v1,...,vn) avaruuden V ortonormaalikan-
ta. Tdlloin L on isometria, jos ja vain jos (L(vi), ..., L(vy,)) on avaruuden W ortonor-
maalikanta.
Todistus. Oletetaan ensin, ettd L on isometria. Koska L on isomorfismi, on (L(vy), ..., L(v,))
kanta. Koska L on isometria ja (vi, ..., v,) on ortonormaalikanta, niin lauseen 3.1.4 vek-
torit L(vi1), ..., L(v,) ovat yksikkovektoreita, jotka ovat keskenédén kohtisuorassa. Niin
ollen (L(v1),...,L(v,)) on ortonormaalikanta.

Oletetaan nyt, ettd (L(v1),. .., L(v,)) on avaruuden W ortonormaalikanta. T&ll6in
L on isometria lauseen 3.1.4 perusteella. 0

Koska lineearinen isometria saman ulotteisten vektoriavaruuksien vélilld vie ortonor-
maalin kannan ortonormaaliksi kannaksi, niin erityisesti kuvaus on t&lléin isomorfismi.
Kirjataan tdmaé tulos vield korollaariksi.

Korollaari 3.1.6. Olkoon L: V — W ddrellisulotteisten sisdituloavaruuksien (V, (-, -)v)
ja (W, (-, yw) vilinen isometria. Jos dimV = dim W, niin L on isomorfismi.

Korollaarin 3.1.5 avulla on my6s helppo tunnistaa tuttuja, jettd jotkin tutut isomor-
fismit ovat isometrioita. Seuraava esimerkki on hyodyllinen tarkasteltaessa isometrioiden
matriisiesityksia.

Esimerkki 3.1.7. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus ja (vi,...,v,) sen kanta. Tdlloin
luvussa 1.1 mdadritelty isomorfismi ®y : R™ = V|

z1
= TV + - T n,

Tn
on isometria sisituloavaruudesta (R™*1, ) sisdtuloavaruuteen (V, (-,-)). (Harjoitustehtivi)

Osoitetaan yleisen teorian sovelluksena tulos, ettéd aliavaruuksien vélinen isometria
aina laajenee koko avaruuksien véliseksi isometriaksi.

Lause 3.1.8. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) n-ulotteisia sisituloavaruuksia, olkoot
Vi CV ja Wy C W aliavaruuksia ja f1: Vi — Wy isometria. Tdllgin on olemassa
isometria f: V — W, jolle pdtee f|y, = fi1.

Todistus. Olkoon k = dimVj ja vi,...,v; aliavaruuden Vj ortonormaalikanta. Koska
fi: Vi — Wi on isometria, niin se on isomorfismi. Erityisesti siis dimV; = dim W
ja f(vi),..., f(vg) on aliavaruuden W; kanta. Merkitdéin w; = f(v;) jokaisella ¢ €
{1,...,k}. Koska f; on isometria, niin wy,...,w; on aliavaruuden Wj ortonormaali-
kanta.
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Koska dim Vi* = dimV — dimV; = n — k ja dim Wi = dim W — dim W) = n — k,
niin on olemassa aliavaruuksien Vf‘ cVija Wf- C W ortonormaalit kannat vgyq1,..., v,
ja Wity ... wy. Tallloin vy, ..., v, on avaruuden V ortonormaalikanta ja wi, ..., wy, on
avaruuden W ortonormaalikanta (harjoitustehtiavéi).

Maééritelladan nyt f: V — W kaavalla v; — w; jokaisella i € {1,...,n}. Télléin f on
isometria. Koska f(v;) = w; = fi1(v;) jokaisella ¢ € {1,...,k}, niin f|y, = f1. O

3.2 Ortogonaaliset matriisit

Sarakeavaruuksien viliset lineaarikuvaukset vastaavat luonnollisella tavalla matriiseja,
eli jokainen lineaarikuvaus L: R™*! — R™*! on muotoa = — Az, missi A € R™*" on
matriisi. Kuvaus L on siis kuvaus fq: R™! — R™*1 2 Az, kuten luvussa 1.1.

Lause 3.2.1. Matriisin A € R™*"™ mgddrittelemd lineaarikuvaus fo: R™1 — R™*1 on
isometria avaruudesta (R, -) avaruuteen (R™*1,.), jos ja vain jos AT A = I,«p,.

Huomautus 3.2.2. Lause saattaa vaikuttaa ensindkemdltd hyvin kryptiseltd. Huomaa
kuitenkin, ettd matriisitulon ja pistetulon mdadritelmistd seuraa suoraan, ettd matriisille

A= [a1| e |an} € R™™ pitee
(ATA)ij = CLZTCLJ' = a; - aj (31)

kaikilla i,5 € {1,...,n}, missi - on avaruuden R™ ' pistetulo. Matriisi I,,x, on ident-
tisenkuvauksen id: R™1 — R™¥1 2 &, matriisi, eli matriisi, jolle pitee

(Inxn)ij = 0ij
kaikilla i,j € {1,...,n}.

Todistus. Havaitaan aluksi, etté

A= [CH’ - \an} = [fA((fl)‘ | falen) |,

missi (e, ...,e,) on avaruuden R™*! standardikanta, joka on ortonormaali pistetulon
- R xR 5 R suhteen. Lisiiksi matriisitulon ja pistetulon mééritelmien perusteella
kaikilla 7,7 € {1,...,n} pétee

(ATA)ij = aj aj = (falei)" falej) = falei) - fale)). (3.2)
Oletetaan ensin, ettd f4 on isometria. Télloin lauseen 3.1.4 nojalla pétee
fale) - falej) = 64
kaikilla 4, j € {1,...,n}. Niin ollen yhtélostéd (3.2) seuraa, etti
(AT A);; = b
kaikilla 4,7 € {1,...,n}, eli etti AT A on identiteettimatriisi I,,x,.
Oletetaan nyt, ettd ATA = I,y,. Télloin yhtilostd (3.2) puolestaan seuraa, ett#

fa(es) - fa(e;) = 6;5 kaikilla 4,5 € {1,...,n}. Kuvaus fa on siis isometria lauseen 3.1.4
perusteella. ]

45



Lauseen 3.2.1 matriiseja kutsutaan ortogonaalisiksi.
Midritelmi 3.2.3. Matriisi A € R™*™ on ortogonaalinen, jos AT A = I,,x,.

Suoraan médritelméstéd havaitaan, ettd ortogonaaliset neliomatriisit ovat kadntyivia.
Seuraavan lemman todistus on kokonaisuudessaan olellisesti matriisin transpoosin tulo-
ominaisuuden (AB)T = BT AT sovellus.

Lemma 3.2.4. Olkoon A € R™*" ortogonaalinen neliomatriisi. Tdllgin A on kddntyvd,
AT = A7 ja kddnteismatriisi A~1 on ortogonaalinen. Jos lisiksi B € R™™ on ortogo-
naalinen, niin matriisi AB on ortogonaalinen.

Todistus. Olkoot fu: R™1 — R™1 z 1 Az, ja far: R — R 4 s ATy, Koska,
far o f4 = id, niin kuvaus f4 on injektio. Koska kuvauksen f4 ldhto- ja maaliavaruus
ovat sama avaruus R™*! ja R™*! on #irellisulotteinen, niin

dimim f4 = dimR™! — dimker f4 =n — 0= n.

Nain ollen f4 on surjektio. Koska fa on seké injektio ettd surjektio, niin f4 on isomor-
fismi ja matriisi A on kéintyvi. Néin ollen yht#lostd AT A = I seuraa AT = A~1,
Matriisi A~! on ortogonaalinen, koska

(A HTA L =AY TA = A4 = 1.
Viimeinen véite seuraa myds suoraan transpoosin ominaisuuksista, silla
(AB)'AB =BT ATAB=B"I,,,B=B'B=1.
O

Huomautus 3.2.5. Ensimmdisen pddattelyn olisi voinut tehdd toisinkin. Ortogonalisen
neliomatriisin A € R™™ mddrittelemd lineaarikuvaus fa: R™1 — R™¥1 on isomet-
ria ja siten injektio. Itseasiassa kaikki lemman 3.2.4 vditteet voi pdatelld kdayttimdlla
1sometrioita.

Huomautus 3.2.6. Koska identtinen matriisi I,x, on selvdsti ortogonaalinen, niin
lemma 3.2.4 osoittaa, ettd ortogonaaliset neliomatriisit

O(n) = {A e R™": ATA = I}

muodostavat ryhmdn, niin sanotun ortogonaaliryhmin O(n). Ryhmistd lisid algebran
kursseilla.

Yht#lo (3.1) karakterisoi ortogonaaliset matriisit seuraavasti.

Lemma 3.2.7. Matriisi A = [a1| e |an} € R™*™ on ortogonaalinen, jos ja vain jos

sen sarakkeet ay,. .., an, ovat yksikkovektoreita, jotka ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan
avaruudessa (R™*1 ),
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Todistus. Harjoitustehtava. O

Esimerkki 3.2.8. Kiertomatriisit

| cos —sind 259
Fo = { sinf cos ]GR

ovat ortogonaalisia jokaisella 6 € R. (Harjoitustehtivi: Selvitd miksi ndiitd matriiseja
kutsutaan kiertomatriiseiksi.)

Lemmojen 3.2.4 ja 3.2.7 avulla on helppo 16ytéé kaikki ortogonaaliset 2 X 2-matriisit.
Esimerkki 3.2.9. Olkoon
_|a ¢ 2x2
A= [ b d ] ceR

ortogonaalimatriisi. Koska a? + b* = 1, niin |a| < 1 ja on olemassa sellainen 0 € R,
ettd cos = a. Talldin joko b = sin@ tai b = —sin§ = sin(—0). Koska cos(—0) = cos(6),
niin voidaan olettaa, ettd cos = a ja sinf = b.

Olkoon nyt Ry kiertomatriisi kuten esimerkkissd 3.2.8. Koska

cos a
Reelz[sine]:[b]’

nin
R;l |: Z :| = e1.
Ndin ollen /
—1 1 C
RylA = [ Lo,
missd

d [
=]
Koska lemman 3.2.4 perusteella matriisi
1 ]
0 d |
on ortogonaalimatriisi, niin tiedetddn seki (¢')? + (d')?> =1 etti 1-¢ +0-d = 0. Ndiin
ollen ¢ =0 ja |d'| =1 eli pitee joko

w0

0

tai

RglA:[é _01]
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Ensimmdisessd tapauksessa

cosf —sinb a —b
ARe[siHQ cos @ ][ }

ja jalkimmdisessa tapauksessa

A—R 1 0 | | cosf —sinf 1 0 | | cosf sinf _la b
10 -1 | | sinf cosf 0 -1 | | sinf —cos@® | | b —a |’
Ortogonaaliset 2 X 2-matriisit voidaan siis luokitella ensimmdisen sarakkeen ja de-

terminantin avulla.

3.3 Sovellus: Matriisin QR-hajotelma

Ortonormaalin kannan avulla, mikd m x n-matriisi, jonka sarakeavaruuden dimsion on
n, voidaan kirjoittaa tulona ortogonaalisesta matriisista ja yldkolmiomatriisista. Tata
kutsutaan matriisin QR-hajotelmaksi. Hajotelma on térkeéa seké kdytéannon sovelluksissa
etté teoreettisesti, kuten tulemme havaitsemaan.

Lause 3.3.1. Olkoon A € R™ ™ sellainen matriisi, ettd dim Col(A) = n. Tdlléin on
olemassa sellainen ortogonaalimatriisi Q@ € R™*™ ja sellainen ylikolmiomatriisi R €
R™™  etti

A=QR.

Huomautus 3.3.2. Matriisi Q ei ole yksikdsitteinen, mutta ei mydskdidn mielivaltai-
nen. Matriisit Q) vastaavat sarakeavaruuden Col(A) ortonormaaleja kantoja. Tarkemmin
sanottuna matriisin Q sarakkeet muodostavat avaruuden Col(A) ortonormaalin kannan.
Todistus osoittaa lisdksi, ettd matriisin R diagonaalielementit ovat nollasta poikkeavia.
Se on stis kidntyvd neliomatriisi.

Todistus. Olkooon A = [al\ e |an} e Rm™x™,

Koska sarakeavaruuden Col(A) dimensio on matriisin A sarakkeiden lukumé&éra, niin
matriisin A sarakevektorit ay, ..., a, muodostavat sarakeavaruuden Col(A) kannan.

Hyodynnetisin nyt avaruuden Col(A) luonnollista sisétuloa, eli pistetulon -: R™*! x
R™*! rajoittumaa aliavaruuteen Col(A). Koska ay, ..., a, on avaruuden Col(A) kanta,
niin Gram—Schmidt ortonormeerausprosessi antaa avaruuden Col(A) ortonormaalin kan-
nan vi, . .., v,. Olkoon nyt ) niiden sarakevektoreiden muodostama matriisi Q € R™*",
eli @ = [vﬂ---\vn .

Ylidkolmiomatriisi R € R™ ™ syntyy nyt kannanvaihtomatriisina uudesta kannas-
ta vanhaan kantaan. Havaitaan ensin, ettd Gram—Schmidt prosessi on sellainen, etté
Sp{a1,...,a;} = Sp{vi,...,v;} jokaisella j € {1,...,n}, eli jokaisella j € {1,...,n} on
olemassa sellaiset 7 1,...,7;; € R, ettd

aj =1jav1+ 7505 = Tiav1 + e+ 7505 + 001 £ - A+ Ovp,
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missd r;; # 0.
Olkoon nyt r; € R"*! vektori

Talloin
aj = Qr;
Muodostetaan nyt sarakevektoreista ri,...,r, matriisi R € R¥X" eli asetetaan
R = [Tl"--‘Tk].

Nyt matriisitulon laskusdantéjen perusteella pétee, etté

A=[a|-Ja]=[Qr[-|Qm]=Q[r |- [r]=0QR
O

Huomautus 3.3.3. QR-hajotelma on hyddyllinen myds sellaisissa tapauksissa, missd
matriisi A ei ole neliomatriisi. Tdlldisessd tapauksessa QR-hajotelma voidaan muodos-
taa havaitsemalla, ettid matriisin A sarakkeet virittivit avaruvuden Col(A), joten sarak-
keiden joukosta voidaan valita avaruuden Col(A) kanta.

3.3.1 Yleinen tapaus

Tarkastellaan nyt yleistd matriisia A € R™*™, joka ei siis ole tayttd sarakeastetta, eli
rank A < n.

Palautetaan mieleen luvusta 1.5.2, ettd on olemassa sellaiset tiyttd sarakeastetta
oleva matriisi P € R™** ja ylikolmiomatriisi T' € RF*"| etti

A=PT.

Koska P on téaytta sarakeastetta, niin silld on lauseen 3.3.1 mukainen QR-hajotelma, eli
on olemassa sellaiset ortogonaalimatriisi Q € R™** ja ylikolmiomatriisi R € RF*", etti

P =QR.
Koska ylékolmiomatriisien tulo on yldkolmiomatriisi, niin matriisi Y = RT on yldkolmiomatriisia.

Nyt
A= PT =QRT = QY.
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Luku 4

Projektiot

4.1 Yleiset projektiot

Projektiolla tarkoitetaan useimmiten ortogonaalista projektiota, mutta projektio voi-
daan mééaritelld myos tédysin yleisesti ilman sisdtuloa.

Masritelmé 4.1.1. Lineaartkuvaus P: V — V on projektio, jos Po P = P.

Koska projektio P: V' — V on lineaarikuvaus, niin sen kuva im P = {Pv: v € V'}
on avaruuden V aliavaruus. Néin ollen voidaan mééritelld, ettd jos W on aliavaruus ja
W =im P, niin P: V — V on projektio aliavaruudelle W.

Seuraava havainto on projektion médritelmén uudelleen karakterisointi.

Lemma 4.1.2. Jos P: V. — V on projektio aliavaruudelle W, niin Ply = idw, eli
P(w) = w katkilla w € W, ja V = ker P & W. Toisaalta, jos P: V — V on lineaari-
kuvaus, jolle pitee Ply = idw ja V = ker P ® W, niin P on projektio aliavaruudelle
w.

Todistus. Olkoon w € W. Koska W = im P, niin on olemassa sellainen v € V, ettéi
P(v) = w. Tallsin P(w) = P(P(v)) = (P o P)(v) = P(v) = w. Tdm4 todistaa en-
simméisen ominaisuuden. Toinen ominaisuus seuraa kahdesta havainnosta. Havaitaan
ensin, etté jokaisella v € V pitee P(v— P(v)) = P(v) — P(P(v)) = P(v) — P(v) =0, eli
v— P(v) € ker P. Ndin ollen v = v — P(v) + P(v) =ker P+im P =ker P+ W, eli V =
ker P + W. Toiseksi havaitaan, ettd ker P Nim P = {0}, silld jokaisella v € ker P Nim P
pitee P(v) = v ensimmaiisen kohdan nojalla. Néin ollen V = ker P & W.

Osoitetaan nyt toinen véite. Olkoon P: V' — V sellainen lineaarikuvaus, ettd P|y =
idy ja V =ker P @ W. Osoitetaan, ettd Po P = P. Olkoon v € V. T&lléin on olemassa
yksikisitteiset vektorit v' € ker P ja w € W, joille piitee v = v + w. Nyt P(v) =
P +w) =P(v')+ P(w) = P(w), koska v" € ker P. Koska P|y = idy, niin P(w) =w
ja saadaan P(P(v)) = P(P(w)) = P(w) = w = P(v). O

Lemman 4.1.2 avulla on helppo mééritelld projektioita kéiyttden kantoja.
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Esimerkki 4.1.3. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja (vy, ..., v,) avaruuden
V' kanta. Valitaan 1 < k < n ja mddritellidin lineaarikuvaus P: V — V kanta-alkiota

kayttien kaavalla
s (U 1 < k
vi 0, i>k

Tdlloin jokaisella © € {1,...,k} pitee (P o P)(v;) = P(P(v;)) = P(v;) ja jokaisella
i € {k+1,...,n} pitee (P o P)(v;) = P(P(v;)) = P(0) = 0 = P(v;). Niin ollen

PoP = P eli P on projektio. Tdssi tapauksessa projektion P kuva on aliavaruus
W = Sp{vi,...,vx}. Tamin projektion matriisiesitys, eli kuvauksen P matriisi A on
ositettumatriisi
Iixk O
A= .
[ 0 0
Esimerkki 4.1.4. Edellisen esimerkin projektio P: V. — V on yleistys usemman muut-
tujan analyysisti tutusta koordinaattiprojektiosta m;: R™ — R, (z1,...,2,) — x4, kun
avaruudeksi V' valitaan euklidinen avaruus R™ ja kannaksi standardikanta (e, ..., ep).

Huomaa, ettd koordinaattiprojektiot eivdt ole formaalisti projektioita mddritelmdn 4.1.1
mielessd, koska niilld on eri ldhto- ja maaliavaruus.

4.2 Ortogonaaliprojektiot

Sisdtuloavaruudessa voidaan tarkastella tutumpia ortogonaaliprojektioita.

Madritelma 4.2.1. Sisdtuloavaruuden (V,(-,-)) projektio P: V. — V on ortogonaali-
projektio, jos jokaisella v € V' erotusvektori v — P(v) on kohtisuorassa kuva-avaruutta
im P vastaan, eli kaikilla v,v" € V pitee (v — P(v), P(v")) = 0.

Huomautus 4.2.2. Mdidritelmdn voi kirjoittaa toisinkin kdyttden lemman 4.1.2 tietoa,
ettd jokaisella projektiolle P: V. — V pdtee V. = ker P @ im P, josta seuraa, ettd v —
P(v) € ker P. Ndin ollen projektio P on ortogonaalinen, jos ja vain jos sen ydin ker P
on kohtisuorassa kuva-avaruutta im P vastaan, eli V- =ker P & im P on ortogonaalisten
avaruuksin suora summa.

Ortogonaaliprojektion mééritelmé voidaan antaa yhtépitdvésti myos toisin. Kirja-
taan tdmékin lauseeksi. Asiaan palataan vield mychemmin toisessa yhteydessé.

Lause 4.2.3. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus ja P:V — V projektio. Talléin P on
ortogonaaliprojektio, jos ja vain jos P on itseadjungoitu, eli kaikilla v,v' € V pitee

(P(v),v) = (v, P(v")). (4.1)
Todistus. Oletetaan ensin, ettd P on ortogonaaliprojektio. Olkoot v,v" € V. Télloin
(P(v),v") = (P(v),v" = P(v)) + (P(v), P(v)) = (P(v), P(v)).

Vastaavasti (v, P(v')) = (P(v), P(v')). Viite seuraa.
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Oletetaan nyt, ettd projektio P toteuttaa ehdon (4.1) kaikilla v,v" € V. Olkoot

v,v’ € V. Tallsin
(v="P(v), P(t')) = (P(v—P(v)),?") = (P(v) = P(P(v)),v") = (P(v) = P(v), P(v)) = 0.
O

Koska ortogonaaliprojektio on itseadjungoitu, niin sen kuva ja ydin ovat kohtisuo-
rassa toisiaan vastaan. Kirjataan tdmé tédrked huomio lauseeksi.

Lause 4.2.4. Olkoon (V, (-,-)) sisdtuloavaruus ja P: V — V ortogonaaliprojektio. Tallélin
aliavaruudet ker P ja im P ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, eli (v,w) = 0 kaikilla
v € ker P ja w € im P. Erityisesti ker P = (im P)™ .

Todistus. Olkoot v € ker P ja w € im P. Talloin w = P(w). Néin ollen
(v, 0) = (v, P(w)) = (P(v), w) = (0,w) = 0.
Osoitetaan nyt toinen viite. Edellisen kohdan nojalla ker P C (im P)*. Olkoon nyt
v € (im P)t. Tallsin (v, P(v)) = 0. Koska P on ortogonaaliprojektio, niin (P(v) —
v, P(v)) = —(v — P(v), P(v)) = 0. Koska
(P(v), P(v)) = (P(v) = v, P(v)) + (v, P(v)) = 0,
niin P(v) = 0 ja v € ker P. Niin ollen (im P)* C ker P. O

Esimerkin 4.1.3 projektio P: V' — V on ortogonaaliprojektio, jos kanta (v1,...,vy)
on ortonormaali. Kirjataan tdmé tarked havainto lemmaksi.

Lemma 4.2.5. Olkoon (V,(-,-)) ddrellisulotteinen sisdtuloavaruus, (v1,...,vy) avaruu-
den V' ortonormaalikanta ja 1 < k < n. Tdlloin kuvaus P: V — V', joka on mddritelty
kannan avulla kaavalla
{ Vi, ) S k
Vi —

0, i>k
on ortogonaaliprojektio.

Todistus. Esimerkin 4.1.3 perusteella lineaarikuvaus P on projektio. Riitt44 siis osoittaa,
ettd v — P(v) on kohtisuorassa kuva-avaruutta im P vastaan kaikilla v € V.
Olkoon v = x1v; + - - - + vy, € V. Téll6in
v—P(v) =z101 + - + Tpvp — P(zivr + -+ + zp0p)
= 2101+ TV + T 1 V1 oo+ TpUn — (101 + -+ TR0)
= Tk+1Vk+1 T+ + TnUn.
Néin ollen jokaisella j € {1,...,k} pétee

n
(v = P(0),v5) = (Tos1Vkr1 + -+ + Tnln, ) = Y i(vg, 0) = 0.
i=k+1

Vektori v — P(v) on siis kohtisuorassa kuva-avaruutta im P vastaan. O
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Edellinen lemma sanoo, ettéd ortogonaaliprojektiota on helppo 16ytda ortonormaa-
lijen kantojen avulla. Seuraava lause sanoo, ettd ortogonaaliprojektio kiinnitettylle ali-
avaruudelle on yksikésitteinen ja tdmé ortogonaaliprojektio voidaan ilmaista sisédtulon
avulla. Tama tarkoittaa sitd, ettd eri menetelmét projektion 16ytdmiseen johtavat aina
samaan lopputulokseen, eli lemman 4.2.5 projektioon.

Lause 4.2.6. Olkoon (V,(-,-)) ddrellisulotteinen sisdtuloavaruus ja W C V' aliavaruus.
Tdlloin on olemassa tismdalleen yksi ortogonaaliprojektio P: V. — V' aliavaruudelle W .
Lisikst, jos (vi,...,vx) on aliavaruuden W ortonormaalikanta, niin

k
P(v) = (v, 0)v; (4.2)

7j=1
kaikilla v € V.

Todistus. Osoitetaan ensin, etté kaavalla (4.2) annettu lineaarikuvaus P: V' — V on pro-
jektio avaruudelle P. Olkoon 1 < i < k. Télloin P(v;) = Zfﬂ(vj, vi)v; = 22?21 dijvj =
v;. Olkoon nyt k < i < n. Tallsin P(v;) = Z;?:l@j, vj)v; = 0. Néin ollen P on lemman
4.2.5 lineaarikuvaus ja siten ortogonaaliprojektio avaruudelle W.

Olkoon nyt Q: V — V jokin ortogonaaliprojektio avaruudelle W ja osoitetaan, ettd
pitee Q = P. Havaitaan aluksi, ettd im@Q = W =im P ja Q|w = id = Pl . Toisaalta
lauseen 4.2.4 perusteella pétee ker @ = W+ = ker P. Osoitetaan, ettd niistd havain-
noista seuraa Q = P. Olkoon v € V. Koska V = W @ W, niin on olemassa sellaiset
w €1im P ja w' € W, ettd v = w + w'. Niin ollen

Qv) = Q(w+w') = Q(w) + Qw') = Q(w) = P(w) = P(w) + P(w') = P(v).

4.3 Sovellus: Pisteen etiisyys aliavaruudesta

Kohtisuoruus on sisdénkirjoitettu ortogonaaliprojektion mé#ritelmédn, mutta silld on
syvempi merkitys: jos P: V — V on projektio aliavaruudelle W, niin kuvavektori P(v)
minimoi vektorin v etéisyyden projektion kuvaan W. Kirjataan tdmé tulos lauseeksi sen
tarkeyden vuoksi.

Lause 4.3.1. Olkoon (V,(-,-)) ja P:V — V ortogonaaliprojektio aliavaruudelle W .
Tdlloin kaikilla v e V jaw € W\ {P(v)} pdtee

o= P)[| <[lv—wl.
Erityisesti kaikilla v € V pitee

|lv — P(v)|| = min{|jv — wl||: w € W}.

93



Todistus. Olkoon v € V ja w € W. Koska W = im P, niin on olemassa sellainen v’ € V/,
ettd P(v') = w. Néin ollen

(v —P(v),w) = (v—P(v),P()) =0

ja

lv = wl* = |lv = P(v) + P(v) = w|* = [l = P(v) + P(v) — P(')||?
= |lv — P(v) + P(v — )| = (v — P(v) + P(v —v'),v — P(v) + P(v —v'))
= [lo — P(v)||” +2(v — P(v), P(v — ")) + [|P(v — ') ||?
= llo = P()|* +[|P(v = 0)|* = o = P()|* + [ P(v) — w|* > [[o = P(v)]*.

O]

4.4 Ortogonaaliprojektion matriisi

Kaytédnnosséd projektiokuvaus P: V — V aliavaruudelle W halutaan aina esittdd mat-
riisimuodossa. Yleisin kiyttotilanne on, etti on annettu aliavaruuden W c R™ ! kan-

ta ai,...,a; ja halutaan kirjoittaa projektio P avaruuden R™*! standardikannassa
(e1,...,epn) matriisin A = [a1| -+ |ag| avulla. Jos kanta ai, ..., ax on ortonormaali, ha-
luttu matriisi 16ytyy helposti lauseen 4.2.6 avulla. Jos taas kanta ai, ..., ax ei ole orto-

normaali, niin asiaa kannattaa ldhesty& toisella tavalla. Tamén vuoksi késittely jaetaan
néihin kahteen tapaukseen.
4.4.1 Ortonormaali kanta

Seuraava lause antaa matriisiesityksen projektiolle ortonormaalin kannan tapauksessa.
Huomaa, etti sarakeavaruudessa on sisdtulona aina pistetulo ellei toisin mainita.

Lause 4.4.1. Olkoon A = [a1| . |ak} € R™* ortogonaalimatriisi. Talloin P: R™! —

1
Rnx ,
z AA 2,

on ortogonaaliprojektio sarakkeiden virittdmdlle avaruudelle
Col(A) = Sp{aq,...,ar}.

Todistus. Koska vektorit ai, ..., a; ovat ortogonaalisia kesken&én, ovat ne lineaarisesti
riippumattomia, eli (aq,...,ax) on aliavaruuden Col(A) kanta ja viel&pé ortonormaali-
kanta. Lauseen 4.2.6 perusteella ortogonaaliprojektiolle P: R™*1 — R™*! pitee

k
Eajx

Jj=1
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kaikilla z € R™*!. Olkoon z € R™*!. Matriisituloa kiyttien saadaan

k k
J

k
P(x) = Z(aj ‘x)a; = (OJJTIE)CLJ' = Zaj(aT )=A [ alz - a;faf: ] = AATz.

j=1 j=1 7=1

4.4.2 Yleinen kanta

Projektion matriisin 16ytéminen on yleissé tapauksessa haastavampaa kuin ortonormaa-
lin kannan tapauksessa. Ratkaisun ytimessé on seuraava yleisiin sisétuloihin perustuva
havainto.

Lause 4.4.2. Matriisin A € R™*"™ sarakkeet ovat lineaarisesti risppumattomia, jos ja
vain jos matriisi AT A on kddntyvd.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia.
Midritellddn (-, -): R™! x R?™! — R kaavalla (z,y) = (Az) - (Ay) kaikilla z,y € R"*1.
T#llsin (-, -) on sisiitulo avaruudessa R"*! (Harjoitustehtivi). Koska AT A € R"*" niin
se on kddntyvi, jos yhtilolla AT Az = 0 on ainoastaan triviaaliratkaisu = 0. Olkoon
x € R yhtilon AT Az = 0 ratkaisu. Talloin

0=aT (AT Az) = (Az)T Az = (Az) - (Az) = (z, ),

eli z = 0. Niin ollen AT A on kifintyvé.
Oletetaan nyt, ettd AT A on kidntyvi. Osoitetaan, ettd f4 on injektio. Olkoon z €
R™*! sellainen, ettd Az = 0. Talloin AT Az = 0. Koska AT A on kéisintyvé, niin . = 0. [

Huomautus 4.4.3. Itseasiassa hieman enemmdn on totta: Olkoon A € R™*". Tilloin
Az = 0, jos ja vain jos AT Ax = 0. (Harjoitustehtivd.)

Huomautus 4.4.4. Lineaarikuvausten terminologiaa kdyttien voidaan tulos muotoilla
seuraavasti: Matriisin A € R™ " mddrddmd lineaarikuvaus fa: R™Y — R™¥ 2
Az, on injektio, jos ja vain jos lineaarikuvaus fur o fo: R™P = R s AT Az, on
isomorfismi, missi far: R™Y — R™1 on kuvauksen fa: R — R™ 1 qdjungaatti
- Huomaa myés, ettd mikdli matriisin A sarakkeet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan
olevia yksikkovektoreita, niin AT A = I,xp.

Lause 4.4.5. Olkoon A € R™*™ sellainen matriisi, jonka sarakkeet ovat lineaarisesti
riippumattomia. Tdalloin ortogonaaliprojektio P: R™*1 — R™*1 gligvaruudelle Col(A)
on lineaarikuvaus

y— A(ATA) 71 ATy,

Todistus. Lauseen 4.4.2 perusteella matriisi A7 A on kidntyvi. Osoitetaan, etts kuvauk-
sella P on matriisi A(ATA)~1AT. Olkoot ai,...,a, € R™*! matriisin A sarakkeet, eli

A:[a1|---|an]
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Olkoon y € R™*!, Koska y — P(y) on kohtisuorassa aliavaruutta Col(A) vastaan,
niin (y— P(y))-a; = 0 kaikillai € {1,...,n}, eli a! (y— P(y)) = 0 kaikilla i € {1,...,n}.
Niin ollen AT (y — P(y) =0 eli ATy = AT P(y).

Koska P(y) € Col(A) eli P(y) € im f4, niin on olemassa sellainen x € R™ !, etti
P(y) = Az. Niin ollen

AT Az = ATy,

Koska matriisi AT A on k#sntyvi, niin
z= (AT A)71ATy.
Nain ollen
P(y) = Az = A(ATA)~1 ATy,

Viite on todistettu. O
Huomautus 4.4.6. Jos olettaa matriisin AT A kdadntyvyyden, niin on helppo havai-
ta suoralla laskulla, etti annettu kaava mddrittelee projektion aliavaruudelle Col(A):
riittid kertoa matriisi A(AT A)"LAT itselliin. Sopivalla avaruuden R™ ! ortonormaa-

lin kannan valinnalla pystyy myds helposti osoittamaan, etti kaava mddrittelee orto-
gonaaliprojektion. Vaikeus on siis lopulta matriisin AT A kddntyvyydessd ja matriisin
A(ATA)~LAT loytamisessi.

Magtriisin A QR-hajotelman avulla voidaan kohtisuoran projektion matriisia analy-
soida pidemmdlle ja loytid geometrinen syy projektiomatriisin muodolle. Olkoon A =
QR, missi Q@ € R™*™ on ortogonaalimatriisi ja R € R™™ ylikolmiomatriisi. Talloin

ATA=(QR)TQR =RT'QTQR = R'R.
Koska matriist R on kddntyvd neliomatriisi, niin saadaan
det(AT A) = det(RTR) = det(R") det(R) = det(R)? # 0.

Nin ollen matriisin AT A kddntyvyys voidaan havaita suoraan QR-hajotelmasta.
Koska matriisit R ja RT ovat kidntyvid, saadaan lisiksi

A(ATA)—lAT — QR(RTR)—lRTQT — QRR—l(RT)—lRTQT — QQT

Huomaa, ettd timd tieto seuraa epdsuorasti jo lauseista 4.4.1 ja 4.2.6, koska matriisin QQ
sarakkeet muodostavat avaruuden Col(A) ortonormaalin kannan. QR-hajotelma antaa
kuitenkin suoran yhteyden projektion eri matriisiesitysten vdlille.

4.4.3 Yleinen tapaus

Tarkastellaan vield projektiota avaruudelle Col(A) tilanteessa, ettd matriisi A € R"™*"
ei ole tdyttd sarakeastetta, eli k = rank A < n. T&lloin voidaan hyodyntdd matriisin
A QR-hajotelmaa A = QR, missi Q € R™*F on ortogonaalimatriisi ja R € R¥*"™ on
yldkolmiomatriisi.
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Matriisi () on tayttd sarakeastetta ja sille péatee
Col(A) = Col(Q).

Niin ollen haluttu ortonormaaliprojektio P: R™*! — R™*1 garakeavaruudelle Col(A)
on itseasiassa lineaarikuvaus y — QQ7y.

Huomautus 4.4.7. Palautetaan mieleen, etti yleinen QR-hajotelma perustuu havain-
nolle, etti A = BT, missi B € R™*¥* on tdytti sarakeastetta ja T € RF*™ on ylikolmiomatriisi.
Niin ollen ortonormaaliprojektio P: R™*1 — R™*1 sqadaan myds kaavasta y — B(BTB)~1BTy.

4.5 Sovellus: Pienimmén neliosumman ratkaisu

Sovelletaan nyt projektioita pienimmén neliGsumman ratkaisun olemassa oloon. Esi-
tellddn ensin ratkaistavana oleva kysymys.
Klassisesti lineaarisen yhtéléryhmén ratkaiseminen vastaa seuraavaa kysymysta.

Ongelma. Olkoon y € R™*! ja A € R™*". Ratkaise yhtilo
Ar =y.

Jos vektori ei kuulu sarakeavaruuteen Col(A) eli jos y ei ole lineaarikuvauksen = +—
Az kuvassa, niin yht#lolld ei ole ratkaisua. Yleisesti siis yhtdlolld Az = y ei voi olettaa
olevan ratkaisuja ellei lineaarikuvaus x — Az ole surjektio.

Jos x — Az ei ole surjektio, niin onkin luonnollista kysy, miké vektori € R"*! an-
taa parhaimman approksimatiivisen ratkaisun, eli milla vektorilla & € R™*! vektoreiden
y ja Az etéisyys on mahdollisimman pieni. Uusi ongelma on siis seuraava:

Ongelma. (Pienimmin neliosumman ongelma) Olkoon y € R™*! ja A € R™*", Etsi
vektori & € R™ 1, jolle pitee

ly — A#]| = min{|ly — Az|: 2 € R},

Koska etéisyyden ||y — Az| minimi saadaan samalla vektorilla kuin etéisyyden ne-
lién |jy — Ax||?, niin titd approksimatiivista ratkaisua kutsutaan myds pienimmdn ne-
licsumman ratkaisuksi'.

Koska Az € Col(A) kaikilla € R™*!, niin pienin mahdollinen etiisyys on lauseen
4.3.1 perusteella ||y — P(y)||, missi P: R™! — R"*! on ortogonaalinen projektio aliava-
ruudelle Col(A). Niin ollen haettu approksimatiivinen ratkaisu on siis vektori & € R?*!,
joka ratkaisee yhtélon

Az = P(y).

Jos matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, timé yht#lo osataan rat-
kaista yksikésitteisesti projektion P matriisiesityksen avulla. Kirjataan tdmé lauseeksi.

Kirjoita etdisyys ||y — Az||* koordinaatien avulla termin “nelitsumma” selittéimiseksi.
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Lause 4.5.1. Olkoon A € R™*™ matriisi, jonka sarakkeet ovat lineaarisesti riippumat-
tomia. Tdlldin jokaisella y € R™*™ yhtdilolli

Ax =y
on yksikdsitteinen pienimmdn neliosumman (tai approksimatiivinen) ratkaisu
&= (ATA)T ATy e R,
eli & on yksikdsitteinen vektori, jolle pitee
ly — Az|| = min{[ly — Az|: z € R}
Huomautus 4.5.2. Pienimmdn neliosumman ratkaisu & on siis yhtdpitdvdsti yhtilon
AT Az = ATy
ratkaisu. Kirjallisuudessa tatd yhtdlod kutsutaan yhtdlén Ax = y normaaliyhtaloksi.

Lauseen 4.5.1 todistus. Olkoon P: R™! — R™*! ortogonaalinen projektio aliavaruu-
delle Col(A). Lauseen 4.4.5 perusteella

P(y) = A(ATA) " ATy

kaikilla y € R™*!. Lisdiksi matriisi AT A on kédntyvi lauseen 4.4.2 perusteella. Néin

ollen vektori
&= (ATA) ATy e R

on hyvin méaéritelty. Lisdksi
Az = A(ATA) ATy = P(y).

Koska matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, niin lineaarikuvaus x —
Ax on injektio. Niin ollen Z on yhtalon

ainoa ratkaisu.
Lauseen 4.3.1 nojalla

ly — Az|| = lly — P(y)]| = min{|ly — w]|: w € Col(A)} = min{|ly — Az|: = € R"*'}.

Viite on niin todistettu. O
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4.5.1 Yleinen tapaus

Tarkastellaan vield normaaliyhtilon muotoa tilanneessa, jossa matriisi A € R™*"™ ei ole
tayttéd sarakeastetta, eli k = rank A < n. Myo6s téssi tilanteessa normaaliyhtalolla

AT Az = ATy (4.3)

on ratkaisu. Ratkaisu ei kuitenkaan ole yksikésitteinen, kuten kohta huomataan.

Tarkastellaan ensin matriisin A7 nollaavaruutta Null(AT) ¢ R™*! eli lineaariku-
vauksen f,r: R™! — R™! ydint4 ker f,r. Koska kuvaus f,r on kuvauksen f4 adjun-
gaatti, niin yleinen teoria (lemma 1.7.4) paljastaa, etté

Null(AT) = Col(A4)*.
Olkoon P: R™*! — R™*! ortogonaaliprojektio aliavaruudelle Col(A). Tallin ker P =

Col(A)* = Null(AT).
Olkoon nyt y € R™*!, Tilléin

ATy = ATP(y) + AT (y — P(y)).

Havaitaan ensin, etti koska P(y) € Col(A), niin on olemassa sellainen # € R™ !, ett
Az = P(y). Huomaa kuitenkin, ettd Z ei ole yksikésitteinen. Havaitaan nyt, ettd koska
y — P(y) € ker P = Null(AT), niin AT (y — P(y)) = 0. Niin ollen

ATy = AT Az,
eli yleiselld normaaliyhtélslld (4.3) on ratkaisu.

Huomautus 4.5.3. Yl oleva todistus osoittaa, ettd yleisen normaaliyhtilon (4.3) rat-
kaisut antavat pienimmdn neliosumman ratkaisun yhteldlle Ax = y. Tdamd seuraa suo-
raan siitd havainnosta, ettd timdn yhtdlon ratkaisut ovat yhtilon Az = P(y) ratkai-
sut, missid P: R™*1 — R™¥! on ortogonaaliprojektio aliavaruudelle Col(A). Normaa-
liyhtdlon (4.3) ovat juuri timdn yhtdlon ratkaisut.

4.6 Sovellus: Lineaarisen mallin sovittaminen

Pienimmaén neliésumman menetelmé sopii my6s lineaarisen mallin sovittamiseen dataan.
Tissd ongelmassa lihtokohta on, ettd meille on annettu vektoreita by, ..., b, € R™*1,
jotka ajatellaan lahtoarvoiksi ja vektoreita yi, ..., yr € R™*! jotka ajatellaan mittaus-
tuloksiksi. Liséksi tehdddn oletus, ettd ndméa vektorit riippuvat toisistaan mallin (eli
lineaarisen yhtéloryhmaén) viélityksella

y; = Xb; + &4, (4.4)

missd X € R™*” on tuntematon matriisi ja &; € R™*! on hiiriovektori. Vektoreita ¢;
ajatellaan yleensi satunnaisiksi (eli nousevan jostain jakaumasta) ja matriisia X ajatel-
laan deterministiseksi. Koska yhtélo (4.4) on yhtépitavad yhtdlon

yi —ei = Xb;
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kanssa, niin jatkossa tarkastellaan vain lineaarista ongelmaa

yi = Xbi, (4.5)
missd i =1,...,k.
Kirjoitetaan nyt
V=ly o] ermt
ja
B=[b - by]|eR™

Nyt k kappaletta yhtélsitd (4.5) voidaan esittdd yhtend matriisiyht&lond
Y =XB, (4.6)

missd matriisit Y € R™*F ja B € R™* ovat tunnettuja ja X € R™*" on tuntematon
matriisi, joka halutaan ratkaista. Siirtymélld transpoosiin saadaan tdmé yhtdlo kirjoi-
tettua tutummassa matriisiyht&lé muodossa

yT = BTxT,

Tarkastellaan nyt tilannetta tarkemmin. Palautetaan ensin mieleen, ettd matriisia-
varuudessa R¥*™ on siséitulona tavallinen pistetulo -: RFX™ x RFXm _ R,

n
(aij) - (afy) = > aijal;.

ij=1

Niin ollen voidaan puhua pienimmén nelidsumman ratkaisusta (tai sovituksesta)
yhtélolle (4.6). Ongelman ratkaisu on formaalilla tasolla sama kuin sarakeavaruuksien
tapauksessa.

Lause 4.6.1. Olkoon B € R™* matriisi, jonka sarakkeet ovat lineaarisesti riippumat-
tomia. Tdlloin yhtdlon
BBTX" = By

ratkaisu X € R™*™ on yhtilén
Y =XB

pienimmdn neliésumman ratkaisu.

Viite on yksinkertainen esittédd, mutta varsin konstikas todistaa formaalisti ilman
matriisiavaruuksien vélisia lineaarikuvauksia ja ositettuja matriiseja.

Huomaa, etti avaruuden RF*™ sisitulo on sellainen, ettéd avaruuden R¥*™ standari-
kanta ej; on ortonormaalikanta. Néin ollen standarikantojen avulla méiritelty isomorfis-
mi RF>Xm — REMX1L ey €m(i—1)+j> On isometria. Témi sallii nelibGsumman ongelman
ratkaisemisen sarakeavaruuksissa.
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Todistus. Matriisi BT € RF*™ madrittelee lineaarikuvauksen Fgr: R?X™ — RFX™ A
BT A, matriisiavaruuksien R™*™ ja R¥*™ vilille. Talloin lineaarikuvauksen Fpr matriisi
Mpr € REMX(m) avaruuden RE™)*(Fm) standardikannassa on ositettumatriisi

BT 0 -~ 0 0 ]
0o BT 0 0
MBT: : ‘. :
0 0 BT 0

0o o0 --- 0 BT

Toisaalta matriisi Z = Y7 = [z1 - - - z,] € R¥*™ on avaruuden R¥*™ standardikannassa
sarakevektori

21
5 = : c Rmkxl
Zn
Vastaavasti matriisin X = [£1 -+ &,) € R™*™ transpoosi on matriisiavaruuden R™*™
standarikannassa sarakevektori
U1
v = : c anxl
. Y
Un
missi v] = #; jokaisella i € {1,...,n}. Nin ollen tarkasteltava pienimmiin nelitsumman
ongelma on
Yy = MBT'U
eli ) )
B 0 -~ 0 0
21 0 BT 0 0 v1
Zn 0 0 BT 0 Un
o 0 -+ 0 BT

Yleisen teorian mukaan yhtdlon ratkaisu on sama kuin yht&lén
MLz = ML Mgrv
ratkaisu. Koska MET = Mp, niin saadaan yhtalo
Mpz = Mgpgrv.
Tamé& matriisiyhtalo vastaa yhtéloryhméé

By, =BBTi#
By, = BBy,
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(Yksityiskohdat harjoitustehtévé.) Néin ollen pienimmén nelibsumman ratkaisu vastaa
yhtélon
BY = BB'X

ratkaisua. 0
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Luku 5

Kompleksiset vektoriavaruudet

Téarkein tyokalu &darellisulotteisten vektoriavaruuksien lineaarioperaattoreiden tutkimi-
sesséd, ovat ominaisarvot ja ominaisavaruudet. Tésséd luvussa laajennetaan ominaisarvo-
jen ja ominaisavaruuksien késitteet kompleksikertoimisille avauuruuksille tilanteeseen.
Syy tdhén laajennukseen yksinkertainen:

Kompleksikertoimisella matriisilla (ja lineaarikuvauksilla) on aina komplek-
sinen ominaisarvo.

Viite ei pédde reaalikertoimisille matriiseille ja lineaarikuvauksille. Esimerkiksi reaalisilla
2 x 2-matriiseilla kiertomatriiseilla ei yleensé ole ominaisarvoja, kuten kohta osoitetaan.

Téamén luvun tarkoituksena on siis antaa lyhyt kiytdnnollinen johdanto kompleksi-
siin vektoriavaruuksiin, eli vektoriavaruuksiin, jossa reaaliset kertoimet eli kerroinkunta
R, on korvatty yleisemmilla kompleksisilla kertoimilla eli kerroinkunnalla C. Tarvittavat
tiedot kompleksiluvuista kerrataan.

5.1 Motivointi: kompleksiset ominaisarvot

Tarkastellaan kiertomatriisia

sinf@ cosf

A [ cosf —sinf ]7

missd 6 € R\ 7Z, eli 0§ # kr kaikilla k € Z.

Matriisia A vastaava lineaarikuvaus f4: R?*! — R2X! 2+ Az, on perusesimerkki
lineaarikuvauksesta, jolla ei ole ominaisvektoreita. Témén voi jopa havaita konkreettisen
geometrisesti kuvasta. Tarkempi perustelu télle faktalle on, ettd jos kuvauksella f4 olisi
ominaisvektori € R?*! niin silld olisi my6s ominaisarvo A € R. Palautetaan ensin
mieleen, miksi ominaisarvoa ei ole.

Merkintdjen helpottamiseksi, merkitddn a = cosf ja b = sin 0. Tarkasteltava matriisi

on siis
a —b
=[5 7]
missi a? 4+ b? = 1. Lisiiksi b # 0, koska 6 # k7, niin b # 0.
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5.1.1 Kiertomatriisilla ei ole reaalisia ominaisarvoja

Jos nollasta poikkeava vektori x € R?*! on lineaarikuvauksen f4 ominaisvektori omi-
naisarvolla A € R, niin fa(x) = Az, eli Az = Az. Néin ollen nollasta poikkeava vektori
T toteuttaa yhtdlon

(A — )\IQXQ) =0

eli matriisi A — Alaxo €l ole kiddntyva. Tama tarkoittaa, etté

det (A — )\IQXQ) =0.

Koska
a— A —b
det (A — )\IQXQ) = det b (COS 0) _

= (a—2)? = (=)

= (a—\)? + b2,
niin saadaan yht&lo

(a—\)?%=—b?
ominaisarvolle A.
Koska b # 0, niin b > 0. Niin ollen
(a—M)?* <0,

joka on ristiriita, koska A oletettiin reaaliluvuksi. (Harjoitustehtidvé: Millaista matriisia
tarkastellaan, jos b = 0?7 Enté jos a = 07)

5.1.2 Kiertomatriisin kompleksiset ominaisarvot

Tarkastellaan nyt yhtaloa
(a—\)?=—b? (5.1)

ilman tulkintaa, ettd yhtélollda on yhteys ominaisarvoihin. Paljastuu, ettd tapaukset
b < 0 ja b > 0 ovat samankaltaiset, joten riittdé tarkastella tapausta b > 0.

Kiytetdsin nyt tietoa, ettd kompleksilukujen joukossa yht#lolla 22 = —b? on kaksi
ratkaisua
z=1b
ja
z = —ib.

Nain ollen jos sallitaan, ettd luku A on kompleksinen, saadaan yht&lot
a—A=1b ja a— A= —ib

eli
A=a—1ib ja AX=a-+1b.

Niin saadaan, ettid alkuperédiselld yhtélolla (5.1) on kaksi kompleksista ratkaisua.
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Huomautus 5.1.1. Huomaa, ettd ratkaisut a—1ib ja a+1ib ovat toistensa kompleksikon-
Jugaatteja. Tdmd ei ole sattumaa. Jatkossa osoitetaan, ettd reaalikertoimisen matriisin
aidosti kompleksiset ominaisarvot esiintyvdt pareittain.

5.1.3 Kiertomatriisin ominaisvektorit?

Edellisen luvun havaintojen perusteella on selvid, ettd matriisin A kompleksiset omi-
naisarvot A = a + ib ja A = a — ib eivit vastaa lineaarikuvauksen fq: R?*1 — R2x1
reaaliasia ominaisvektoreita.

Koska sarakeavaruus R?*! on oleellisesti R?, niin tarkastellaankin avaruuden R?
sijasta avaruutta C? laskutoimituksilla

(z1,w1) + (22, w2) = (21 + 22, w1 + wa)
ja
a(z,w) = (az,aw)

kaikilla (21,w1), (22, w2), (z,w) € C? ja a € C, seki tarkastellaan kuvauksen f, sijasta
kuvausta
oa: C* = C?  (z,w) > (az + bw, —bz + aw).

Kiinnitetdin nyt
A=a+1b

ja tarkastellaan onko yht&lolla

pa((z,w)) = A(z, w) (5.2)

eli yhtalslls
(az + bw, —bz + aw) = (Az, \w).

ratkaisuja (z,w) joukossa C2.
Koska avaruuden C? alkiot (z1,w) ja (22, ws) ovat sama alkio, jos ja vain jos 21 = 23
ja wi = wo, niin saadaan yht&ldpari

az +bw =Mz
—bz H4aw = w

eli yhtalopari
(a— M)z +bw =0
bz +(a—Nw =0.

Koska A = a + b, niin oikeasti olemme tarkastelemassa kahta yhtdloparia

—itbz  4+bw =0
—bz —tbw =0.

Koska b # 0, niin tdmé yhtélopari on ekvivalentti yhtéloparin

—z 4w =0
—z —w =0
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kanssa. Koska i> = —1, niin yhtéloparin ensimméinen rivi antaa

w 1w
2= — =

X — = tw
—i  —? ’

joka on sama ehto kuin minké yhtéloparin toinen rivi antaa. Néin ollen yhtélon (5.2)
ratkaisut ovat tdsmélleen vektorit

{(iw,w) € C*: w € C},

Tarkastellaan tété ratkaisujoukkoa vield lihemmin. Avaruuden C? laskutoimitusten
avulla saadaan, etté

Vi = {(iw,w) € C*: w € C} = {w(i,1) € C*: w € C}.

Koska
pa((z,w)) = afz,w)

kaikilla (z,w) € V), niin annattujen laskutoimitusten avulla on helppo havaita, etti
kaikilla « € C ja (z1,w1), (22, w2) € V) pitee a(z1,w1) + (22, ws2) € V.

Niin ollen, voidaan tulkita, ettid V) on itseasiassa avaruuden C? (kompleksisesti) 1-
ulotteinen aliavaruus ja kuvauksen ¢4 ominaisarvoa A vastaava ominaisavaruus. Tamé&
onkin on tulkinta, joka seuraavaksi formalisoidaan.

5.2 Maédritelmét ja perustulokset

Kompleksiset vektoriavaruudet eli kompleksikertoimiset vektoriavaruudet ovat itseasias-
sa todella helppo asia:

Vaihda kaikissa lineaarialgebran tutuissa késitteissd reaaliluvut kompleksi-
lukuihin. Tutut tulokset ja menetelmét pétevit.

Kirjataan nyt hieman formaalimmin ja tarkemmin tuon yleisperiaatteen seurauk-
set. Kompleksikertoiminen vektoriavaruus mééritelldén aivan kuten reaalinen vektoria-
varuus.

Maisritelma 5.2.1. Joukko V' laskutoimituksilla +:V XV —V ja -: CxV =V on
kompleksikertoiminen vektoriavaruus, jos

1. kaikilla v,w,u € V pitee v+ w =w+v ja (v+w)+u=v+ (w+u),

2. on olemassa nollavektori 0 € V', jolle pétee v+ 0 = v kaikilla v € V,

3. jokaisella vektorilla v € V' on vastavektori —v € V', jolle pdtee v + (—v) =0,
4. kaikilla vektoreilla v,w € V ja a € C pitee a(v + w) = av + aw,

5. jokaisella v € V ja kaikilla a,b € C pdtee (a + b)v = av + bv ja a(bv) = (ab)v ja
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6. lv = v jokaisella v € V.

Kompleksikertoimisen vektoriavaruuden aliavaruus maéritelladn aivan kuten reaali-
sessa tilanteessa.

Maédritelma 5.2.2. Kompleksikertoiminse vektoriavaruuden V' osajoukko W C 'V on
(kompleksikertoiminen) aliavaruus, jos av — w € W kaikilla v,w € W ja a € C.

Myo6s lineaarikuvaukset kompleksikertoimisten vektoriavaruuksien valilla méaaritellaan
kuten reaalisessa tilanteessa.

Maéritelma 5.2.3. Kuvaus f: V — W kompleksikertoimisten vektoriavaruuksien V ja
W wdlilld on (kompleksi)lineaarinen (tai C-lineaarinen), jos kaikilla v,w € V ja a € C
pdtee

flav+w) = af(v) + f(w).
Esimerkki 5.2.4. Tdrkein esimerkki kompleksisesta vektoriavaruudesta on
C"={(z1,..-,2n): 21,...,2n € C},
joka on reaalisen avaruuden R™ kompleksinen vastine. Sarake-,rivi- ja matriisiavaruudet
Cnxl, Cxn, C™ ™ mddritellidn kuten reaalisessa tapauksessa.
5.2.1 Virittaminen, lineaarinen riippumattomuus ja kanta

Virittdminen, lineaarinen riippumattomuus ja kanta maéaritelladn kuten reaalisessa ta-
pauksessa.

Maéritelma 5.2.5. Olkoon V' kompleksikertoiminen vektoriavaruus. Joukon S C 'V
virittdmé osajoukko Sp(S) on

Sp(S) ={av1 4+ +av, €V:neNay,...,a, €C, vq1,...,0, € S}.

Kuten reaalisen vektoriavaruuden tapauksessa, osajoukko Sp(S) on vektoriavaruuden
V aliavaruus. (Harjoitustehtivi)

Miaritelmi 5.2.6. Osajoukko {v1,...,v,} C V' on kompleksikertoimisen vektoriava-
ruude V virittdja joukko, jos V' = Sp(S). Tdlloin sanotaan myds, ettc V. on joukon
{vi,...,vn} virittama.

Madritelma 5.2.7. Kompleksikertoimisen vektoriavaruuden V' on ddrellinen osajoukko
{v1,...,v,} on lineaarisesti riippumaton (eli vapaa), jos kaikilla ai,...,a, € C ehdosta

aivy + -+ apvy, = 0,

seuraa, ettd a1 = --- = ap, = 0. Adreton osajoukko S C V on lineaarisesti riippumaton,
jos sen jokainen ddrellinen osajoukko on lineaarisesti risppumaton.

Miiritelmi 5.2.8. Adrellinen jono (v1,...,0,) € V™ on kompleksikertoimisen vekto-
riavaruuden V kanta, jos joukko {v1,...,v,} on avaruuden V wvapaa virittiji joukko.
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Tutut lauseet kantoihin liittyen patevét. Seuraavat lauseet todistetaan kuten reaalis-
ten vektoriavaruuksien tapauksessa: todistuksissa riittd& korvata jokainen R symbolilla

C.

Lause 5.2.9. Adrellisulotteisen kompleksikertoimisen vektoriavaruuden virittiji joukko
sisdltada kannan. Tarkemmin: Olkoon V ddrellisulotteinen kompleksikertoiminen vekto-

riavaruus ja S = {v1,...,v,} avaruuden V wvirittijijoukko. Tdlloin on olemassa k €
{1,...,n} ja sellaiset indeksit 1 <i; < --- < i <n, ettd (vi,...,v;,) on avarvuden V
kanta.

Lause 5.2.10. Jokainen ddrelisulotteisen kompleksikertoimisen vektoriavaruuden line-
aarisesti risppumaton osajoukko voidaan laajentaa kannaksi. Tarkemmin: Olkoon V

dadrellisulotteinen kompleksikeroiminen vektoriavaruus ja S = {v1,...,v,} lineaarisesti
risppumaton osajoukko. Talldin on olemassa k € N ja sellaiset vektorit vpi1, ..., Untk €
V, etti (v1,...,0p4k) on avaruuden V kanta.

Korollaari 5.2.11. Jokaisella ddrellisulotteisella kompleksikertoimisella vektoriavaruu-
della on kanta.

Lause 5.2.12. Adrellisulotteisen kompleksikertoimisen vektoriavaruuden jokaisessa kan-
nassa on sama mdadrd alkioita.

Midritelmi 5.2.13. Adrellisulotteisen kompleksikertoimisen vektoriavaruuden V di-
mensio dim V' on avaruuden V mielivaltaisen kannan alkioiden lukumdidrd. Avaruuden
V' dimensiota merkitian merkinndlld dim V.

Esimerkki 5.2.14. Avaruuden C™ standardikanta on ey, ..., ey, missie; = (014, .., 0n;)
jokaisella i € {1,...,n}. Ndin ollen dim C" = n.

Korollaari 5.2.15. Jokainen ddrellisulotteinen kompleksikertoiminen vektoriavaruus
on isomorfinen jonkin avaruuden C™ ! kanssa, eli tarkemmin: Jos V on n-ulottinen
kompleksinen vektoriavaruus, niin on olemassa lineaarinen isomorfismi ®: C"*1 = V.

5.2.2 Kompleksikertoimiset matriisit ja C-lineaarikuvaukset

Kompleksikertoimisten matriisien laskutoimitukset mééritellain kuten reaalisessa ta-
pauksessa. Erityisesti siis matriisitulo ja kd#&nteismatriisi on mééritelty kuten aiemmin,
kuten my0s transpoosi.

Kompleksikertoiminen matriisi A € C"™*" midrittelee lineaarikuvauksen ¢ 4 : C"*! —
C™*! kaavalla z +— Az, jossa Az on matriisin A ja sarakevektorin

21
z=| 1 | eCc™!

matriisitulo.
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Kompleksikojugaatin késite on hyodyllisté laajentaa matriiseille ja sarekevektoreril-
le. Matriisin

aix -+ Qln
A= : : e cmxn
m1  *°° Gmn
kompleksikonjugaatti on matriisi
aip -+ Qlp aip -+ Qlp
A= : : = : : e Cmxn
Gm1 - Amn Gm1 *°° Amn

Sarakevektorin z € C™*! kompleksikonjugaatti Z € C"*! on témén mésritelmin erikois-
tapaus.
Reaalikertoimiset matriisit voidaan tulkita luonnollisella tavalla kompleksi-

kertoimisina matriiseina, silld jokainen x € R on my6s kompleksiluku z + ¢ -0 € C, eli
R cC.

RmXTL

Huomautus 5.2.16. Algebran kursseilla opitaan, etti itseasiassa R on kompleksiluku-
jen kunnan C alikunta.

Koska R C C, niin reaalikertoiminen matriisi A € R”™*" on samalla my6s komplek-
sikertoiminen matriisi A € C™*", eli R™*" ¢ C™*", Kuten jatkossa huomataan, tita
havaintoa tarvitaan, kun tarkastellaan matriisin ominaisarvoja.

Huomautus 5.2.17. Huomaa, ettid matriisin A € R™*™ tulkitseminen kompleksikertoi-
misena tarkoittaa, etti ajatttelemme siti seki R-lineaarikuvauksen fa: R™1 — Rm*1
etti C-lineaarikuvauksen ¢ 4: C1 — C™*! esitysmatriisina.

Kantalause pétee kompleksilineaarisille kuvauksilla samassa muodossa ja samalla
todistuksella kuin reaalisessa tapauksessa.

Lause 5.2.18. Olkoot V ja W ddrellisulotteisia kompleksikertoimisia vektoriavaruuksia
sekd olkoon (v1,...,v,) avaruuden V' kanta ja olkoon (w1, ..., wy,) avarvuden W kanta.
Tdlloin C-lineaarinen kuvaus p: V- — W mddriytyy yksikdsitteisesti kannan (v, . .., vy)
alkioiden kuvista, eli kertoimet aj; € C, jotka toteuttavat ehdon

e(vi) = arjwr + -+ + amiwm
jokaisella i € {1,...,m} mdadradvit kuvauksen ¢ yksikdsitteisesti.

Kantalause siis sanoo, ettd myos kompleksisten lineearikuvausten tilanteessa, jokai-
sella lineaarikuvauksella ¢: V' — W on esitysmatriisi A € C™*", joka riippuu kantojen
valinnasta.

Huomautus 5.2.19. Tarkemmin sanoen, jos (vi,...,v,) on avaruuden V kanta ja
(w1, ..., wy) on avaruuden W kanta, niin lineaarikuvaukset ®y: C*1 — V e; = v;,
ja Py : C™ 5 W, ej — wj, ovat isomorfismeja ja yhdistetty kuvaus ¢ = @;Vl oo
Oy : CE — C™* L on lineaarikuvaus @ 4: CP*1 — C™X1 | 2+ Az, missi A € C™*",
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Kirjataan vield lineaarikuvausten peruslause kompleksisessa tapauksessa. Jélleen to-
distus on sama kuin reaalisessa tapauksessa.

Lause 5.2.20. Olkoot V ja W kompleksisia vektoriavaruuksia ja olkoon f:V — W
lineaarikuvaus. Jos V' on ddrellisulotteinen, niin im f on avaruuden W ddrellisulotteinen

aliavaruus ja
dimV = dimker f 4+ dimim f.

5.3 Kompleksiset sisdtuloavaruudet

Sisdtulo yleistyy kompleksikertoimiseen avaruuteen lihes sellaisenaan. Ainoa poikkeus
on, ettd kompleksisissa avaruuksissa sisdtulo on kompleksiarvoinen ja konjugaattisym-
metrinen.

Maaritelm& 5.3.1. Olkoon V' kompleksinen vektoriavaruus. Funktio (-,-)V x V. — C
on avaruuden V sisdtulo, jos kaikilla u,v,w € V ja A € C pdtee

o (positiivisuus) (v,v) € R ja (v,v) >0,

o (definiittisyys) (v,v) =0, jos ja vain jos v =0,
o (additivisuus) (u + v, w) = (u, w) + (v, w),
e (homogeenisuus) (v, w) = Av,w) ja

o (konjugaattisymmetrisyys) (w,v) = (v, w).
Paria (V,(-,-)) kutsutaan kompleksiseksi sisdtuloavaruudeksi.

Esimerkki 5.3.2. Funktio -: C* x C" — C,
(Z17"'7Zn> . (U}l,...,wn) == Zlﬁ"‘ "'+an7

on avaruuden C™ sisditulo. Kuten reaalisessa tapauksessa kutsutaan pistetuloksi. Sara-
keavaruuden C™ ' pistetulo mdadritellidin vastaavasti.

Kuten reaalisessa tapauksessa, funktio || - [|: V — R, v — 4/(v,v), on normi. N&in
ollen myo6s kompleksisissa avaruuksissa voidaan mééritelld ortonormaali kanta. Gram—
Schmidtin lauseen todistus toimii sellaisenaan myos kompleksisille sisétuloavaruuksille,
joten jokaisella &érellisulotteisella kompleksisella sisédtuloavaruudella on ortonormaali
kanta. Néité tuloksia ei todisteta néissd luentomuistiinpanoissa. Ne on todistettu yksi-
tyiskohtaisiesti Axlerin kirjan [1] luvussa 6.

Ortogonaalimatriisin vastine kompleksisessa tapauksessa on unitaarimatriisi. Maaritelméas
varten tarvitaan kongugaattitranspoosin kisite.

Maiédritelmé 5.3.3. Matriisin A € C™*" konjugaattitranspoosi on matriisi A* €
C™*™  joka on mddritelty kaavalla
A =A"
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eli kaavalla

(A%)ji = Aij.
kaikilla j € {1,...,n} jai € {1,...,n}.
Miidritelmi 5.3.4. Matriisi U € C™*™ on unitaarimatriisi, jos U~! = U*.

Kuten reaalisessa tapauksessa unitaarimatriisin U € C™*" sarakkeet muodosta-
vat avaruuden C™*! ortonormaalin kannan. Kirjataan tdméi lauseeksi, jonka todistus
jatetddn harjoitustehtévaksi.

Lause 5.3.5. Olkoon A = [a1]---|ay] € C"*™ matriisi. Talléin A on unitaarinen, jos
ja vain jos (ai,...,a) on avarvuden (C"*" ) ortonormaalikanta.

5.4 Kommentti

Kuten on varmaan helppo huomata, tésséd luvussa on ainoastaan kerrattu tunnettuja
tuloksia ja todettu niiden seuraavan kuten reaalikertoimisessa tapauksessa. Syy tahén
on se, ettd algebralliselta rakenteeltaan sekd R ettd C ovat kuntia. Yleisemmin vektoa-
varuudet voidaan maérittelld yleisen kunnan F avulla samoin kuin on nyt tehty erikseen
reaalilukujen ja kompleksilukujen kohdalla. Téssd luvussa kisitellyt lauseet pétevit suo-
raan yleisen kunnan yli mééaritellyille vektoriavaruuksille.
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Luku 6

Kompleksiset ominaisarvot ja
operaattorin ylikolmioesitys

Masdritelmi 6.0.1. Lineaarikuvausta L: V — V wvektoriavaruudesta V itseensd kutsu-
taan (lineaari)operaattoriksi. Mikdli vektoriavaruus on kompleksikertoiminen, kutsutaan
operaattoria kompleksiseksi operaattoriksi.

Kompleksisen lineaarioperaattorin L: V' — V ominaisarvot ja ominaisavaruudet
madritelladn kuten reaalisessa tapauksessa; ainoa ero on, ettéd kiytetain kompleksiluku-
ja reaalilukujen sijaan.

Maésritelmé 6.0.2. Olkoon V' kompleksinen vektoriavaruus. Luku N € C on komplek-
sisen lineaarikuvauksen f:V — V ominaisarvo, jos on olemassa sellainen vektori v €
V\ {0}, etti f(v) = Av. Ominaisarvoa \ vastaava ominaisavaruus on

E\f)={veV: f(v) = v}

Miaritelmi 6.0.3. Ominaisavaruus E(\, f) on epditriviaali avaruuden V' aliavaruus.
Tissd epdtriviaali tarkottaa, ettd E(X, f) # {0}. Huomaa, etti E(X, f) voi olla koko
avaruus V.

6.1 Kompleksiset ominaisarvot

Térkein syy tarkastella kompleksia vektoriavaruuksia on, ettéd jokaisella kompleksisella
lineaarikuvauksella V' — V on ominaisarvo.

Lause 6.1.1. Olkoon V ddrellisulotteinen kompleksinen vektoriavaruus, jolle dim V'
0, ja olkoon f:V — V lineaarikuvaus. Tdlloin on lineaarikuvauksella f on olemassa
ominaisarvo X € C.

Kuten aiemmin on todettu. Tdmé& on erittédin syvéllinen tulos ja ei pade reaalisten
vektoriavaruuksien viélisille lineaarikuvauksille. Se perustuu kompleksilukujen ominai-
suuteen, ettéd jokaisella kompleksikertoimisella polynomilla on juuri. Tata tulosta kut-
sutaan algebran peruslauseeksi.
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Lause 6.1.2 (Algebran peruslause). Olkoon P: C — C, z — an2™ + -+ + a1z + ao,
kompleksinen polynomi (eli ay,...,a, € C). Jos polynomin P aste deg P on wvéihintdin
yksi, niin polynomilla P on juuri, eli jos n > 1 ja a, # 0, niin on olemassa sellainen
A € C etti P(A\) =0.

Lisdksi tilloin on olemassa astetta (deg P) —1 oleva polynomi Q: C — C, jolle pitee
P(z) = (z = N)Q(z) kaikilla z € C.

jako.

Korollaari 6.1.3. Olkoon P: C — C komplesinen astettan > 1 oleva polynomi. Tdlldin
on olemassa a € C ja sellaiset \1,...,\, € C, etti

P(z)=a(z=X\)--(z =) =a][(z = N)).
j=1

Todistus. Olkoon P asteen 1 polynomi. T&lloin P on funktio z — a1z + ag, misséd a; # 0
jaag € C. Koska a1z+ag = a1(z — (—ap/a1)) kaikilla z € C, niin viite pétee, kun n = 1.

Oletetaan, etté viite pétee asteen n € N polynomeille ja olkoon P asteen n+ 1 poly-
nomi. Algebran peruslauseen nojalla on olemassa A € C ja sellainen asteen n polynomi
Q, ettd P(z) = (z — \)Q(z) kaikilla z € C. Viite seuraa soveltamalla induktio-oletusta
voidaan nyt soveltaa polynomiin Q). O

Huomautus 6.1.4. Korollaari pdtee myds asteen n = 0 polynomeille, kun funktio

0
z H(z — )
j=1

tulkitaan vakiofunktioksi z — 1.

Algebran peruslause ja kompleksikertoimisten polynomien teoria otetaan télla kurs-
silla annettuna. Aihetta on késitelty tarkasti esimerkiksi Axlerin erinomaisessa kirjassa
[1], jota kirjoittaja suosittelee tdssékin yhteydessi kaikille.

Todistetaan nyt ominaisarvon olemassaoloa kompleksisessa tapauksessa determi-
nanttien avulla. Lukijaa kehotetaan palaamaan kurssin Lineaarialgebra ja matriisilas-
kenta I matriaaliin ja tarkistamaan, ettd mééritelmét ja todistukset toimivat myds
kompleksisessé tilanteessa. Determinantin mééritelmé ja tarvittavat tulokset on késitelty
liitteessd E. Todistus ilman determinantteja, joka perustuu kompleksisten polynomien

Lauseen 6.1.1 todistus determinanteilla. Tarkastellaan ensin tapausta, ettd p: C* — C"
lineaarikuvaus ja A € C™*" sitd vastaava matriisi, eli ¢ = ¢ 4. Tarkastellaan funktiota
P:.C—C,

A= det(A — Alyxn)-
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Kuten reaalisessakin tapauksessa, determinantin kehityskaavojen perusteella, funktio P
on asteen m polynomi

A= (=D)"A" 4 ap A4 ar )\ + ag,

missé an_1,...,a0 € C ja ag = det A.
Algebran peruslauseen nojalla polynomilla P on juuri A, eli

Nain ollen, kuten reaalisten matriisien tapauksessa, matriisi A — I, x, €i ole kadntyva
ja yhtalolla
(A — )\Inxfn)v — O

on epitriviaali ratkaisu v € C"*!. Koska
p(v) = Av =\,

niin A on kuvauksen ¢ ominaisarvo.

Tarkastellaan nyt yleistd tapausta. Olkoon ®: C"*! — V isomorfismi. Tlloin ¢ =
1o fod: C! — C™! on lineaarikuvaus. Todistuksen alkuosan nojalla kuvauksella
@ on ominaisarvo A € C ja ominaisvektori & € C**!\ {0}. Olkoon v = ®(%). Nyt

F(0) = F(2(0) = @ (27 (p(2(0)))) = B((D)) = B(AD) = AB(D) = \v.

Néin ollen A on kuvauksen f ominaisarvo ja v on kuvauksen ¢ ominaisvektori. O

6.2 Ominaisavaruuksien summa on suora

On helppo huomata, etté eri ominaisarvoihin A # p liittyvit ominaisavaruudet E(A, f)
ja E(u, f) eivit leikkaa epétriviaalisti, eli ettd E(X, f) N E(u, f) = {0}. Tdméi havaitaan
seuraavasti. Olkoon v € E(\, f) N E(u, f). Téalloin A\v = f(v) = pv. Koska A # pu, niin
v = 0. Véite siis seuraa.

Yleisemmin pétee, ettd ominaisavaruuksien summa on suora summa. TAmé& on suora
seuraus seuraavasta lauseesta. Huomaa, ettd seuraavassa lauseessa ei ole tarkennettu
péteeko se reaalisille vai kompleksisille avaruuksille, koska se pédtee molemmille.

Lause 6.2.1. Olkoot V ddrellisulotteinen vektoriavaruus, f: V. — V operaattori ja
A, -y Am operaattorin f erisuuria ominaisarvoja sekd vi,...,v, € V' operaattorin
f ominaisvektoreita, joille pitee v; € E(N;, f) kaikilla i € {1,...,n}. Tdlloin jono
(v1,...,0,) on vapaa.

Todistus. Tehdddn vastaoletus, ettd jono (v1,...,v,) on lineaarisesti riippuva. Koska
jono (v1) on vapaa, niin on olemassa suurin sellainen luku 1 < k < n, ettd jono
(v1,...,vp—1) on vapaa. Talloin v € Sp{vi,...,vk_1} ja on olemassa sellaiset luvut
ai,...,ar € C, jotka kaikki eivit ole nollia, etté

a1v1 + -+ agvr = 0.
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Koska jono (v1,...,v_1) on vapaa, niin pétee ax # 0. Néin ollen

V= — <a11}1 + -+ 1 'Uk;_1> . (6.1)
ay a
Koska v € E(\g, f), niin
a ap—
o = 1) = = (2 o) o %L o))

a Af—
= - (1>\1vl e >\k—1vk—1)
Ak ag

Kertomalla yhtilo (6.1) vakiolla A\; ja vihentamélld saadusta yhtélostéd, saadaan

a Af— a [0
0=\ (11)1 too4 1Uk—1> - <1)\1v1 NP 1)\k—1vk—1>
ag ag ag ak

a Af—
= fl()\k — A+ -+ g(x\k — A1) Vk—1-
aj ay

Koska jono (v1,...,v,_1) on vapaa, niin
a;

e —N;) =0
ak(k )

jokaisella i € {1,...,k — 1}. Koska oletuksen nojalla \; # A; kaikilla i € {1,...,k — 1},
niin a; = 0 jokaisella ¢ € {1,...,k — 1}. Télloin yhtdlon (6.1) perusteella v = 0. TAméa
on ristiriita, koska v on ominaisvektori. Vastaoletus on siis vééra ja jono (vi,...,vy)
on lineaarisesti riippumaton. O

Seuraava korollaari jatetadn harjoitustehtaviksi.

Korollaari 6.2.2. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus, f: V. — V operaattori,
A,y ..oy A operaattorin f eri ominaisarvoja. Talloin

EQAL )+ + EQm, f) = EQAL ) @ -+ EQAm, f).
Erityisesti
dim E(Ay, f) + -+ + dim E(Ap, f) < dim V-
6.3 Kompleksikertoimisen operaattorin yldkolmioesitys

Kompleksisten ominaisarvojen olemassaolosta seuraa, etté jokaiselle operaattorille f: V —

V 16ytyy sellainen kanta, etté téissd kannassa operaattorilla on yldkolmiomatriisi. Yhtapitavasti
tdmé tarkoittaa, jokainen kompleksinen neliomatriisi voidaan kannanvaihdolla saattaa
yldkolmiomatriisin muotoon.

75



Madsritelma 6.3.1. Matriisi A = (aj;) € C**" on yléikolmiomatriisi, jos matriisin A
diagonaalin alapuoliset kertoimet ovat nollia, eli aj; = 0 katkilla j > i, eli

a1 a2 o Qip a1 a2 Gy
a1 a2 a2n 0 a9 aon
anl Aap2 - Ann 0 0 e Ann

Lause 6.3.2. Olkoon V n-ulotteinen kompleksinen vektoriavaruus ja f:V — V li-
neaarioperaattori. Tdlldin on olemassa sellainen avaruuden V' kanta (v1,...,vy), ettd
kuvauksen [ matriisi tissd kannassa on ylikolmiomatriisi, eli ettd lineaarikuvaus f =
O lofod: C — C™1, missi ®: C"*! — V on isomorfismi e; — v;, on lineaariku-
vaus fa: C1 — C™1, 2 — Az, missi A € C™™ on ylikolmiomatriiisi.

Ennen lauseen 6.3.2 todistamista muotoillaan se uudelleen matriiseille.

Korollaari 6.3.3. Olkoon A € C**"™ matriisi. Tdlloin on olemassa sellainen kannan-
vaihtomatriisi P € C™*" ja ylikolmiomatriisi T € C™*™, etti A = PTP~'.

Todistus. Tarkastellaan kuvausta f: C"*! — C"*!, z — Az. Olkoot nyt (vi,...,v,)
avaruuden C™*! kanta ja isomorfismi ®: C™"*! — C™*! kuten lauseessa 6.3.2. T#lloin

lineaarikuvaus f =& o fo® on lineaarikuvaus fr7, missé T on ylikolmiomatriisi.
Olkoon nyt P isomorfismin ®: C"*1 — C™*! matriisi, eli ®(z) = Pz. Téllsin

Tz= P APz

kaikilla z € C™*1, eli
A=PUP.

O]

Lauseen 6.3.2 perustuu yldkolmiomatriisin tulkintaan invarianttien aliavaruuksien
avulla.

Maisritelmé 6.3.4. Kompleksisen vektoriavaruuden V' aliavaruus W on operaattorin
f:V — V invariantti aliavaruus, jos fW C W.

Esimerkki 6.3.5. Triviaalit esimerkkit invarianteista aliavaruuksista ovat koko avaruus
V' ja nolla-avaruus {0}. Muita esimerkkeji operaattoreihin listtyvistd invarianteista ali-
avaruuksista ovat ydin ja kuva. Tdmdn luvun kannalta tdrkein esimerkki operaattorin
f:V = Vinvariantista aliovaruudesta on ominaisarvoon A € C listtyvd ominaisavaruus
E\ f)cCV.

Seuraava lemma kertoo kuinka yldkolmiomatriisit ja invariantit aliavaruudet liittyvét
toisiinsa. Lemma pétee seké kompleksisille etté reaalisille vektoriavaruuksille. Todistus
jatetddn harjoitustehtédvaksi.

Lemma 6.3.6. Olkoon V vektoriavaruus, (vi,...,v,) avaruuden V kanta ja f: V =V
operaattori. Talloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:
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1. lineaarikuvauksen f matriisi kannassa (v1,...,v,) on ylikolmiomatriisi,
2. f(vj) € Sp{v,...,v;} kaikilla j € {1,...,n} ja
3. Sp{v1,...,v;} on operaattorin f invariantti aliavaruus jokaisella j € {1,...,n}.

Lauseen 6.3.2 todistus. Todistetaan viite induktiolla avaruuden V' dimension suhteen.
Selvisti viite pitee tapauksessa n = 1, silld yksiulotteinen kompleksinen vektoriavaruus
on isomorfinen avaruuden C kanssa ja kompleksisella lineaarikuvauksella C — C on
1 x I-matriisi.

Olkoon n € N. Oletetaan, etta viite péatee kaikilla kompleksisilla vektoriavaruuksilla,
joiden dimensio on alle n. Olkoon V' n-ulotteinen kompleksinen vektoriavaruusja f: V —
V operaattori. Lauseen 6.1.1 nojalla operaattorilla f on ominaisarvo A € C.

Koska ker(f —Aidy ) # 0, niin im(f —Aidy) # V. Néin ollen lauseen 5.2.20 perusteella
dimim(f — Aidy) < dim V. Merkitédén U = im(f — Aidy).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd U on operaattorin f invariantti aliavaruus, eli ettd fU C
U. Olkoon u € U. Télloin

flu) = (f = Adv)(u) + Au

Koska (f — Aidy)(u) € im(f — Aidy) = U ja Au € U, niin f(u) € U. Néin ollen fU C U.
Koska fU C U, niin rajoittuma kuvaus f|y: U — U on hyvin médérilty, eli rajoittuma
flu on avaruuden U operaattori. Koska dimU < dimV = n, niin induktio-oletuksen
nojalla on olemassa avaruuden U kanta (uq, ..., ug), missd k = dim U, jossa kuvauksella
f|u on yldkolmiomatriisi esitys. Lemman 6.3.6 nojalla jokaisella j € {1,...,k} pétee

fuj) = (flu)(uj) € Spur, ... uj}.

Olkoon nyt (vi,...,vy) sellainen avaruuden V kanta, ettd v; = u; kaikilla j < k.
Osoitetaan, ettd f(v;) € Sp{vi,...,v;} kaikilla 1 < j < n. Viite pétee jo kaikilla
1 < j <k, joten voidaan olettaa, ettd k < 5 < n. T&lloin

fug) = (f = Adv)(v;) + vy,
missd (f — Aidy)(v;) € U = Sp{vi,...,vx}. Néin ollen

f(v,]) € Sp{U17 vy Uky U415 - - - 7Uj}'

Kuvauksella f on siis yldkolmiomatriisi esitys kannassa (v, ..., v,). O

6.3.1 Reaalisten matriisien ylidkolmioesitys

Lause 6.3.2 ei pdde reaalisten vektoravaruuksien tapauksessa. Syy tdhén on se, etté
ylakolmiomatriisilla 7' € R™*™ on véhintdan yksi ominaisvektori. Taméa ominaisuus on
vastaavan lineaarikuvauksen x — T'x ominaisuus ja siten se séilyy kannanvaihdoissa.
Niin ollen ollen esimerkiksi kiertomatriiseille ei ole ylikolmioesitysté. Yldkolmioesitys
kuitenkin on olemassa, mikéli polynomi t — det(A — ¢I) faktoroituu ensimmaéisen as-
teen tekiojoihin, eli polynomilla ¢ +— det(A — ¢I) on n reaalista juurta moninkerrat
huomioiden.

77



Lause 6.3.7. Olkoon A € R™*"™ sellainen matriisi, ettd polynomit — det(A—tI) fakto-
rottuu ensimmdisen asteen tekijothin. Talloin on olemassa sellainen kddntyvd matriisi
P € R™" ja ylikolmiomatriisi T € R™", etti A = PTP™!.

olemassa sellaiset luvut A1, ..., A, € R, ettd
det(A—tl) =c(t — A1) - (t = \p),

missd ¢ € R. Téllgin luvut Ay, ..., A, ovat matriisin A ominaisarvoja. Olkoon nyt v, €
R™ ™ matriisin A sellainen ominaisvektori, jonka ominaisarvo on ;.

Merkitdin Ay = A ja olkoon nyt P; € R™ "™ sellainen kdintyvd matriiisi, jonka
ensimméinen sarake on vy. Télloin P, L Ao Py on sellainen matriisi, ettd

Pl_lAQ.Plel = Pl_lA’UZ' = )\1P1_1U7; = )\161.

eli matriisin P 1A0P1 ensimmainen sarake on Ajej.
Olkoon nyt A; € R®=Dx(=1) matriisi, joka saadaan matriisista P LAgP; poista-
malla ensimméinen rivi ja sarake, eli

_ A1ob
Pl 1A0P1:|: 01 A11:|7

missd by € RIx(n=1),
Koska

det(P; ' AgPy—tI) = det(P; H(Ag—tI)Pr) = det(P; 1) det(Ag—tI) det(Py) = det(Ag—tI)

ja

det(P; ' AgPy — tI) = (A — t) det(Ay)
niin saadaan, ettd luvut Ag, ..., A, ovat polynomin ¢ — det(A; — ¢tI) juuria (monikerrat
huomioiden). Niin ollen viite seuraa induktiolla. O

6.3.2 Schurin lause

Korollaari 6.3.3 esitetéién yleensd vahvemmassa muodossa, ettd matriisi P voidaan vali-

ta ortogonaaliseksi. Tat4 tulosta kutsutaan Schurin lauseeksi. Schurin lause seuraa lihes
suoraan kompleksisesta Gram—Schmidt metetelmésta (eli kompleksisesta QR-hajotelmasta).
Kirjataan tarvittavat tulokset ylos.

Lause 6.3.8 (Kompleksinen QR-hajotelma). Olkoon A € C™" kddntyvd matriisi.
Talloin on olemassa sellainen unitaarinen matriisi Q € C™**™ ja sellainen ylikolmiomatriisi

ReC™n, etti A= QR.

Todistus. Koska matriisin A sarakkeet muodostavat avaruuden C**! kannan, niin Gram-—
Schmidt algoritmi tuottaa sellaisen ortonormaalin kannan uq, ..., u,, ettd

Q= [u1]--|uy] € C"
on unitaarimatriisi, jolle pitee, ettd matriisi Q7' A on ylikolmiomatriisi. (Harjoitus-

tehtédvi). O
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Lause 6.3.9 (Schurin lause). Olkoon A € C™*" matriisi. Tdllin on olemassa unitaa-
rimatriisi U € C™*" ja ylikolmiomatriisi T € C™" ", ettd A = UTU™.

Todistus. Korollaarin 6.3.3 perusteella on olemassa sellainen k#déntyva matriisi P €
C™*" ja ylikolmiomatriisi Y € C™*", etti A = PY P~!. Kompleksisen QR-hajotelman
nojalla on olemassa sellainen unitaarimatriisi Q € C"*" ja yldkolmiomatriisi R € C"*",
ctté P = QR. Tallsin

A= (QRY(QR)™ = QRYR™'Q™" = QRYR™)Q".
Koska ylédkolmiomatriisien tulo on yldkolmiomatriisi ja yldkolmiomatriisien ki&nteismatriisit

ovat ylikolmiomatriiseja, niin 7= RY R™! on ylikolmiomatriisi. O

Huomautus 6.3.10. Schurin lauseen todistus paljastaa, ettd mikdli matriisille A €
C™*™ on ylikolmioesitys jossain kannassa, niin sille on yldkolmioesitys ortonormaalissa
kannassa. Vastaava tulos pitee myds reaalisille matriiseille.

Schurin lauseella on myos reaalinen vastine.

Lause 6.3.11 (Reaalinen Schurin lause). Olkoon A € R"™™" sellainen matriisi, ettd
silli on n reaalista ominaisarvoa (kertaluvun mukaan laskettuna). Tdlloin on olemassa
sellaiset ortogonaalimatriisi O € R™" ja ylikolmiomatriisi T € R™ ™, etti A = OTOT.

Todistus. Lauseen 6.3.7 nojalla on olemassa sellaiset kdantyvd matriisi P € R™*" ja
ylikolmiomatriisi Y € R™*" etti A = PY P~!. QR-hajotelman nojalla on olemassa
sellainen ortogonaalimatriisi O € R™ " ja ylakolmiomatriisi R € R™*" ettd P = OR.
Nyt voidaan valita 7= RY R™%. O

6.4 Operaattorin diagonalisoituvuus

Palautetaan mieleen, ettd matriisi A = (a;;) € C™*" on diagonaalimatriisi, jos aj; = 0
kaikilla j # ¢, missd j,i € {1,...,n}.

Esimerkki 6.4.1. Matriisi

2 0
A= |0 1]
on diagonaalimatriisi. Selvdsti matriisi
o 1T
B= | 0 1 ]

on yldkolmiomatriisi, mutta et diagonaalimatriisi.

Miidritelmi 6.4.2. Adrellisulotteisen vektoriavaruuden V operaattori f: V. — V on

diagonalisoituva, jos on olemassa sellainen avarvuden V kanta (vy,...,vy), etti

f(vi) € Sp{wi}
kaikilla i € {1,...,n}, eli ettd operaattorin f matriisi kannassa (v1,...,v,) on diago-
naalimatriisi.
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Kaikki nelidmatriisit (tai operaattorit) eiviit ole diagonalisoituvia. Syy téhén on se,
ettd ominaisarvon algebrallisen monikerran ei tarvitse olla vastaavan ominaisavaruu-
den dimensio. Tarkemmin asian ilmaisee seuraava diagonalisointilause, joka pétee seké
kompleksisille ettd reaalisille vektoriavaruuksille, vaikka todistus on kirjoitettu kéyttden
kompleksilukuja.

Huomaa, ettéd Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I kurssin perusteella tiedet&din, etté
riittdvé ehto reaalisen vektoriavaruuden operaattorin f: V' — V diagonalisoitumiselle
on, ettd dim V' eri ominaisarvoa. Témén fakta on seuraavan lauseen erikoistapaus.

Lause 6.4.3. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja f: V. — V operaattori.
Olkoot A1, ..., A\ operaattorin f kaikki erisuuret ominaisarvot. Talldin seuraavat ehdot
ovat yhtdpitivia:

1. operaattori f on diagonalisoituva,
2. avaruudella V' on kanta, joka koostuu operaattorin f ominaisvektoreista,

3. on olemassa sellaiset avaruuden V 1-ulotteiset aliavaruudet Uy, ..., U,, jotka ovat
mvariantteja operaattorin f suhteen ja joille pitee V. =U; @ --- @ Uy,

5. dimV = dim EO, f) + - - + dim EQun, f).

Todistus. Ehdot (1) ja (2) ovat selvéisti yhtépitédvid. (Harjoitustehtava)
Oletetaan, ettd ehto (2) pétee ja olkoon (vi,...,v,) sellainen avaruuden V kanta,
jonka alkiot ovat kuvauksen f ominaisvektoreita. Osoitetaan, ettd ehto (3) on voimassa.
Olkoon U; = Sp{v;} jokaisella j € {1,...,n}. Olkoon j € {1,...,n}. Koska v; on
ominaisvektori, niin f(v;) = \jv; jollakin A\; € C. Néin ollen f(av;) = a\jv € U; kaikilla
a € C, eli fU; C Uj. Néin ollen aliavaruudet Uy, ..., U, ovat invariantteja operaattorin
f suhteen. Koska (vi,...,v,) on avaruuden V kanta, niin

V=Sp{n}@ - &Sp{v,}=U1®---®U,.

Niin ollen ehdosta (2) seuraa ehto (3).

Se, ettd ehdosta (3) seuraa ehto (2), jitetddn harjoitustehtéviksi. Témé osoittaa,
ettd ehdot (1), (2) ja (3) ovat yhtapitavii.

Riitté4 siis osoittaa implikaatiot (2) = (4) = (5) = (2).

Oletetaan, ettd ehto (2) patee ja olkoon (v1, ..., v,) avaruuden V kanta, joka koostuu
operaattorin f ominaisvektoreista. Koska jokainen avaruuden V vektori on niin ollen
lineaarikombinaatio operaattorin f ominaisvektoreista, niin saadaan

Korollaarin 6.2.2 nojalla tdimé summa on suora. Ehto (4) seuraa.
Oletetaan nyt, etté ehto (4) pétee, eli ettd

V=EOXN,f)® - ®E\nf)
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Valitaan jokaiselle E()\;, f) kanta (vj1, ..., vi,). Koska summa on suora, niin
(V115 -+« s U1y V215 - - -, Umk,, )
on avaruuden V kanta. Néin ollen
dimV = dimE(\, f) + - - + dim E(Apm, f),

eli ehto (5) pétee.
Osoitetaan lopuksi, ettd ehdosta (5) seuraa ehto (2). Oletetaan, ettd

dimV =dim E(Ay, f) + -+ + dim E(\, f).

Valitaan jokaiselle E()\;, f) kanta (v, ..., vi, ). Osoitetaan, ettéd

(Ula .. 7UTL) - (Ulla ey Uik, V215 - - 7’Umkm)
on avaruuden V kanta. Koska dim V' = n, niin riittdd osoittaa, ettd jono (vi,...,vy)
on lineaarisesti riippumaton. Tehdd#in vastaoletus, ettd on olemassa sellaiset kertoimet
ai,...,a, € C, jotka eivit kaikki ole nollia, etti

aivy + - + apv, = 0.

Talloin jokaisella p € {1,...,m} jaj € {1,...,ky} on olemassa yksikésitteinen sellainen
indeksi i € {1,...,n}, ettd vy; = v;. Merkitdén a,; = a; ja up = ap1vp1 + -+ + Apk, Vpk, -
Nyt

0:@1’01+...+anvn:ul+...+um7

missé up, € E()p, f) jokaisella p € {1,...,m}. Korollaarin 6.2.2 nojalla pétee u, = 0
kaikilla p € {1,...,m}. Koska (vp1,...,vp,) on avaruuden E()\,, f) kanta jokaisella
p e {l,...,m}, niin ap; = 0 kaikilla p € {1,...,m} ja j € {1,...,kp}. Nédin ollen a; =0
jokaisella i € {1,...,n}. Jono (vy,...,v,) on siis vapaa. Tama paattad todistuksen. [

Korollaari 6.4.4. Olkoon V' ddrellisulottinen vektoriavaruus. Jos operaattorilla f: V —
V on dimV eri ominaisarvoa, niin f on diagonalisoituva.

Todistus. Olkoot A1,...,A\,, missd n = dimV, operaattorin f ominaisarvot. Koska
dim E(\;, f) > 1, niin

dimE(\y, f) + -+ dim E(\,, f) > n = dim V
Koska aliavaruuksien E(A1, f),..., E(\,, f) summa on suora, niin
dimV =dim E(Aq, f) + - - + dim E(\,, f).

Operaattori f on siis diagonalisoituva lauseen 6.4.3 nojalla. O
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Esimerkki 6.4.5. Esimerkin 6.4.1 matriisi B on diagonalisoituva. Tdmd seuraa siitd,
ettd silld on kaksi ominaisarvoa 2 ja 1, joiden ominaisavaruudet ovat E(2, B) = Sp{e1 }
ja E(1, B) = Sp{ej1 —ez}. Selvisti (e1,e1 — ea) on avaruuden R**! (tai avaruuden C**1)
kanta. Téissi kannassa lineaarikuvaus pp: C**t — C?>*1, 2+ Bz, saa matriisin

o1

0 0
A= .
Operaattorin ¢ 4: C™! — C™ 1 2+ Az ainoa ominaisarvo on 0 ja E(0,¢4) = Sp{e1}.
Ndin ollen w4 ie ole diagonalisoituva. Matriisin A ylikolmioesitys saadaan, kun havai-
taan, ettd Aea = ea. Ndin ollen (v1,v2), missi vi = ez jave = e1, on sellainen avaruuden

C2*! kanta, etti matriisilla A on tissi kannassa ylikolmioesitys. Tamd ylikolmioesitys
on itseasiassa matriisi

10

0 0|

Esimerkki 6.4.6. Olkoon

82



Luku 7

Symmetrisen neliomatriisin
diagonalisointi

Téssd luvussa todistetaan térked symmetristen matriisien spektraalilause:

Matriisi A € R™ ™ on symmetrinen, jos ja vain jos on olemassa ortogonaali-
matriisi P, ettd PAPT on diagonaalimatriisi.

Tulosta varten tarkastellaan itse-adjungoituja lineaarikuvauksia, jotka ovat symmet-
risten matriisien vastine lineaarikuvausten puolella. Térkein aputulos tulee olemaan, etté
itse-adjungoitujen lineaarikuvausten (eli symmetristen matriisien) ominaisarvot ovat re-
aalisia.

7.1 Symmetriset neliomatriisit ja itseadjungoidut kuvauk-
set

Kuten luvussa 1.4 havaittiin, matriisin transpoosi vastaa sisdtuloavaruuksissa lineaa-
rikuvauksen adjungaattia. Symmetriset matriisit puolestaan vastaavat itseadjungoituja
kuvauksia.

Mssritelmi 7.1.1. Matriisi A € C™*™ on symmetrinen, jos AT = A.

Huomautus 7.1.2. Nelidmatriisin A = (aj;) € C"*" tapauksessa, A on matriisi (aj;).
Reaalisen matriisin A € R™" tapauksessa siis A = A. Reaalinen neliomatriisi A on siis
symmetrinen, jos AT = A.

Maaritelma 7.1.3. Sisdtuloavaruuden (V,(-,-)) lineaarioperaattori f: V.— V on it-
seadjungoitu, jos f* = f eli (f(v),w) = (v, f(v)) kaikilla v,w € V.

Reaalisessa tapauksessa néiden késitteiden yhteys seuraa lauseesta 1.4.7. Tarvittavat
muutokset reaalisista vektoriavaruuksista kompleksisiin jatetadn lukijalle.

Propositio 7.1.4. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus ja (vi,...,v,) avaruuden V orto-
normaali kanta. Tdllgin f: V. — V operaattori on itseadjungoitu, jos ja vain jos ku-
vauksen f esitysmatriisi A kannassa (vi,...,v,) on symmetrinen.
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd f on itseadjungoitu. Lauseen 1.4.7 kompleksisen version
nojalla adjungaatin f* matriisi tdssd kannassa (vi,...,v,) on A", Koska f = f*, niin
AT = A, eli A on symmetrinen metriisi.

Oletetaan nyt, etti operaattorin f esitysmatriisi A on symmetrinen eli AT = A.
Olkoon ®: C™*! — V isomorfismi e; — v;. Koska (fa)* = far = fa, niin lauseen 1.3.28
nojalla f = ®o f40®~! on oma adjungaattinsa. (Yksityiskohdat harjoitustehtivi.) Niin
ollen f on itseadjungoitu. O

7.2 Ominaisarvojen reaalisuus

Itseadjungoitujen lineaarikuvausten tédrkein ominaisuus on, ettd niiden ominaisarvot ovat
reaalisia.

Lause 7.2.1. Olkoon (V,(-,-)) kompleksinen sisituloavaruus ja f: V — V itseadjungoi-
tu operaattori. Tdlloin operaattorin f ominaisarvot ovat reaalisia.

Todistus. Olkoon A € C operaattorin f ominaisarvo ja v € V sitd vastaava ominaisvek-
tori. Talloin

Mo,v) = (W, ) = (f(v),0) = (v, f(v)) = (v, 20) = Av, ).
Koska v # 0, niin A = A eli A € R. O

Edellisen lauseen seurauksena saadaan, ettd symmetrisen matriisin ominaisarvot ovat
reaalisia. Erityisesti tdmé tulos kertoo, etti reaalisten nelidmatriisien A € R™*™ tapauk-
sessa kaikki yhtalon det(A — AI) = 0 juuret ovat reaalisia.

Korollaari 7.2.2. Symmetrisen matriisin ominaisarvot ovat reaalisia.

Todistus. Olkoon A € C™" ja @ : C™*! — C™ ! 2z — Az. Olkoon A matriisin A
ominaisarvo. Télloin A on operaattorin ¢4 ominaisarvo ja siten reaalinen. O

On syvallinen tulos, ettd reaalisella itseadjungoidulla operaattorilla on aina ominai-
sarvo. Todistetaan tdmé tulos hy6dyntiden kompleksisten operaattorien teoriaa.

Lause 7.2.3. Olkoon (V,(-,-)) reaalinen sisdtuloavaruus ja f:V — V itseadjungoitu
operaattori. Tdlloin operaattorilla f on ominaisarvo.

Todistus. Olkoon vy, ..., v, avaruuden V kanta ja olkoon A operaattorin f esitysmatriisi
téssi kannassa. Koska f on itseadjungoitu, niin A on symmetrinen, eli AT = A. Halutaan
osoittaa, etté lineaarikuvauksella f: R™*! — R™*! 2z — Az, ominaisarvo.

Koska A on reaalikertoiminen, niin A7 = A kompleksisena matriisina. Tarkastellaan
kompleksista lineaarikuvausta p4: C"*! — C™ ! 2 » Az. Lauseen 6.1.1 kuvauksella
@4 on ominaisarvo A € C. Koska A on symmetrinen, niin lauseen 7.2.1 nojalla A € R.
Osoitetaan, ettd A on reaalisen matriisin A, eli lineaarikuvauksen f4 ominaisarvo.
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lineaarikuvauksen ¢ 4 ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori. Koska ¢ 4 on C-lineaarinen
ja A on reaalinen, niin

va(z) = palz +iy) = pa(z) +ipa(y). = fa(z) +ifa(y).

Toisaalta, koska A € R, niin
Az +idy = Az = pa(z) = fa(z) +ifay).

Niin ollen Az = fa(x) ja Ay = fa(y). Koska z # 0, niin ainakin toinen vektoreista z ja
y on nollasta poikkeava ja siten operaattorin f4 ominaisvektori ominaisarvolla . O

Huomautus 7.2.4. Lauseen 7.2.3 voi todistaa kdyttimdttd kompleksisten vektoriava-
ruuksien teoriaa. Kiinnostunut lukija ohjataan jilleen Azlerin hienon kirjan [1] pariin.

Koska itseadjungoidun operaattorin méaritelmé perustuu sisédtuloon, ei ole suuri
yllatys, ettd itseadjungoidun operaattorin invariantin aliavaruuden kohtisuorakomple-
mentti on myd6s invariantti aliavaruus. Kirjataan tdmé tulos lauseeksi.

Lause 7.2.5. Olkoon (V,(-,-)) sisituloavaruus, f: V — V itseadjungoitu operaattori ja
W C V operaattorin f invariantti aliavaruus. Téllgin W+ on operaattorin f invariantti
alicvaruus eli fW+ c W,

Todistus. Olkoon v € W+. Halutaan osoittaa, ettd f(v) € W=, eli etti (f(v),w) = 0
kaikilla w € W. Olkoon w € W. Koska f on itseadjungoitu ja fW C W, niin

(f(v),w) = (v, f*(w)) = (v, f(w)) = 0.
Niin ollen f(v) € W+. 0

Kirjataan ylos my6s havainto, ettd itseadjungoidun operaattorin rajoittuma inva-
rianttiin aliavaruuteen on itseadjungoitu. Huomaa, etté sisdtulon rajoittuma aliavaruu-
teen on sisétulo siiné aliavaruudessa.

Lemma 7.2.6. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus, f: V — V itseadjungoitu operaattori

ja W C V operaattorin f invariantti aliavaruus. Talloin flyw: W — W on sisdtuloavaruuden

(W, (-,-)) itseadjungoitu operaattori.

Todistus. Olkoot w,w’ € W. Tallsin

(fln)(w), w') = (f(w), w') = (w, f*(w')) = {w, f(w')) = {w, (flw)W)).
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7.3 Spektraalihajotelma

Téssé luvussa todistamme spektraalihajotelman reaalisille itseadjungoiduille operaatto-
reille ja reaalisille symmetrisille matriiseille. Kompleksinen tapaus on késitelty esimer-
kiksi Axlerin kirjan [1] luvussa 7.B.

Lause 7.3.1 (Reaalinen spektraalilause). Olkoon (V,(-,-)) reaalinen sisituloavaruus ja
f:V =V operaattori. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtapitivia:

1. f on itseadjungoitu,

2. avaruudella V on operaattorin f ominaisvektoreista koostuva ortonormaalikanta
ja
3. operaattorilla f on diagonaalimatriisi, jossain avaruuden V ortonormaalissa kan-

nassa.

Kirjataan spektraalilause my6s matriisien tapauksessa. Ominaisuuksien johtaminen
jatetddn harjoitustehtédvaksi.

Korollaari 7.3.2. Olkoon A € R™*" neliomatriisi. Tdlldin seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid:
1. A on symmetrinen,
2. avaruudella R™ ! on matriisin A ominaisvektoreista koostuva ortonormaali kanta,

3. on olemassa sellainen ortogonaalimatriisi P € R™™™ ja sellainen diagonaalimat-
riisi D € R™" ettd
A=PDPT.

Lisdksi, tissd tapauksessa, matriisin D diagonaalielementit ovat matriisin A ominaisar-
v0ja.

Spektraalilause on merkittava tulos: Se antaa téaydellisen karakterisoinnin itseadjun-
goiduille operaattoreille ja symmetrisille matriiseille. Sen seurauksena tiedetédén, etté
reaalisella symmetriselld n X n-matriisilla on n lineaarisesti riippumatonta ominaisvek-
toria ja ettid se on diagonalisoituva.

Huomautus 7.3.3. Yleensd sanotaan, ettdi itseadjungoidulla operaattorilla f: V —V
(tai ekvivalensti symmetriselld matriisilla) on dim V' ominaisarvoa, kun ominaisarvot
lasketaan multiplisiteetin mukaan. Tdlld tarkoitetaan sitd, ettd ominaisarvoille Ay >
-oo > A\ pdtee

dim E(Ay, f) + -+ +dim E(\g, f) = dim V,

missd dim E (), f) on ominaisarvon \;j multiplisiteetti.

Huomautus 7.3.4. Symmetrisen matriisin A potenssit voidaan helposti laskea diago-
naaliesityksesta:

A? = AA=pPDPTPDPT = PD(PTP)DPT = PDDPT = P(D?)PT.
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Vastaavasti kaikilla &k € N saadaan
AF = p(D*)PT,

missi matriisi D* on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalielementit ovat matriisin D
diagonaalielementtien potensseja. Jos matriisin A ominaisarvot ovat nollasta poikkeavia,

nuin lisikst saadaan kaava
At =pD1pPT

matriisin A kddnteismatriisille, missi D' on diagonaalimatriisi, jonka diagonaaliele-
mentit ovat matriisin D diagonaalielementtien kddnteislukuja.

Spektraalilauseen todistuksessa tarvittavat térkeimmét aputulokset ovat ominaisar-
vojen olemassaolo (Lause 7.2.3) ja invariantin aliavaruuden komplementin invarianttius
(Lause 7.2.5).

Lauseen 7.3.1 todistus. Osoitetaan implikaatiot: (3) = (1), (1) = (2) ja (2) = (3).
Naistéa ensimmaéinen ja viimeinen implikaatio ovat helppoja.

Oletetaan, ettéd oletus (3) pétee ja olkoon (vi,...,v,) sellainen avaruuden V orto-
normaalikanta, ettd f = &y o fpo <I>‘_/1, missid @y : R”*! — V on isomorfismi e; — v; ja
D on diagonaalimatriisi. Koska DT = D, niin f* = f, eli (1) pétee.

Oletetaan nyt, etté (2) pétee ja olkoon (v, ..., v,) operaattorin f ominaisvektoreista
koostuva ortonormaalikanta ja olkoot Ay, ..., A\, vastaavat ominaisvektorit. Olkoon A €
R™™ kuvauksen f esitysmatriisi tdssd kannassa. Talloin

Dy (Ae;) = ®(falei)) = f(Pv(e) = fvi) = hivi = Mi®v(e;) = Qv (Nies).

Niin ollen Ae; = A\;e;. Matriisi A on siis ominaisarvoista Aq, ..., A, koostuva diagonaa-
limatriisi, eli (3) pétee.

Oleteaan lopuksi, ettd (1) on voimassa. Todistetaan viite induktiolla avaruuden V'
dimension suhteen. Viite pétee selvisti 1-ulotteisille avaruuksille. Olkoon nyt n € N
sellainen, etté viite pétee kaikille avaruuksille W, joiden dimensio on korkeintaan n.

Olkoon V' (n+1)-ulotteinen avaruus ja olkoon f: V — V itseadjungoitu operaattori.
Lauseen 7.2.3 nojalla operaattorilla f on ominaisarvo A € R. Olkoon u € V' ominaisarvoa
A vastaava ominaisvektori, jolle pétee ||ul| = 1, ja olkoon U = Sp{u}. Koska fU C U,
niin lauseen 7.2.5 nojalla fU+ C U'. Koska dimU > 0, niin dimU~+ < dim V. Koska
flyL: UL — Ut on itseadjungoitu operaattori sisituloavaruudessa (UL, (-,-)) lemman
7.2.6 nojalla, niin induktio-oletuksesta seuraa, etti on olemassa avaruuden UL orto-

normaalikanta (u1,...,ux), joka koostuu operaattorin f|;;. ominaisvektoreista. Télloin
(u,u1,...,ux) on avaruuden V' ortonormaalikanta, joka koostuu operaattorin f ominais-
vektoreista. ]
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Luku 8

Positiivisesti semidefiniitit
neliomatriisit

Tamé luku aloitetaan tarkastelemalla positiivisesti semidefiniittejd matriiseja ja niitéd
vastaavia positiivisia operaattoreita, joille todistetaan polaarihajotelma. Polaarihajotel-
man avulla todistetaan singulaariarvohajotelma yleisille neliomatriiseille ja operaatto-
reille. Sovelluksena todistetaan Cholesky-hajotelma positiivisesti semidefiniiteille mat-
riiseille.

8.1 Symmetrisen neliomatriisin definiittisyys
Yksi tapa luokitella symmetriset matriiisit on tarkastella niiden definiittisyytté.
Maidritelmi 8.1.1. Symmetrinen matriisi A € R™™™ on

e positiivisesti semidefiniitti, jos 27 Az > 0 kaikilla vektoreilla z € R™ 1,

e positiivisesti definiitti, jos 7 Az > 0 kaikilla nollasta poikkeavilla vektoreilla x €
Rnxl;

e negatiivisesti semidefiniitti, jos 27 Az < 0 kaikilla vektoreilla x € R™¥1,

e nagatiivisesti definiitti, jos 27 Az < 0 kaikilla nollasta poikkeavilla vektoreilla x €
Rnxl ja

e indefiniitti, jos A ei ole positiivisesti tai negatiivisesti semidefinitiitti.

Huomautus 8.1.2. Jos matriisi A € R"*"™ on negatiivisesti (semi)definiitti, niin tilloin
B = —A on on positiviisesti (semi)definiitti. Néin ollen usein tarkastellaan ainoastaan
posititvisesti (semi)definiitteji matriiseja.

Huomautus 8.1.3. Symmetrinen matriisi A on indefiniitti, jos on olemassa sellaiset
r € R™™ jo y € R™¥", etti 27 Az > 0 ja y' Ay < 0.

88



Jatkossa tarkastellaan pédosin positiviisesti semidefiniitteji matriiseja. Tyypillisid
esimerkkejé ovat seuraavat tutut matriisit.

Esimerkki 8.1.4. Olkoon E € R™*™ matriisi. Tdlloin matriisi A = ETE € R™™™ on
positiivisesti semidefiniitti. Tamd seuraa huomiosta, etti kaikilla x € R™1 pitee

2T Az = 2T ETEx = (Ex)T (Exz) = Ex - Ex > 0.

Esimerkki 8.1.5. (Jatkoa edelliseen esimerkkiin.) Positiivisesti definiitit matriisit ovat
tuttuja sisdtulojen teoriasta: Symmetrinen matriisi A € R™*™ on positiivisesti definiitti,
jos ja vain jos funktio (-,-): R x R™*! & R, (x,y) = 2T Ay kaikilla =,y € R™*!, on
sisétulo. Asiaa on kdsitelty tarkemmin littteessd A.

Esimerkki 8.1.6. Olkoon A € R positiivisesti semidefiniitti matriisi ja olkoon A €

kak
A B
=5 o]

sellainen matriisi, ettd

eli olkoon A matriisin A ns. (k x k)-paaminori. Tdlloin A on positiivisesti semidefiniitti.
Tdmé seuraa havainnosta, etti jokaisella x € R¥*F pitee

ol Az = [ o7 0}[;11, gHﬂzo.

Vastaavasti, jos A on positiivisesti definiitti, niin myds A on positiwisesti definiitti.
Samat vditteet patevit mydos matriisille C.

Huomautus 8.1.7. Ylld olevat esimerkit johdattavat helppoon huomioon, ettd positii-
visesti semidefiniitin matriisin diagonaalialkiot ovat ei-negatiivisa ja ettd positiivisesti
definiitin matriisin diagonaalialkiot ovat positiiviisia. Jalkimmdinen vdite ei kuitenkaan
pade kdadntien. Matriisi

A 1 -1 10 1 1 |10 1 1 (11
11 0 0 -1 1| |10 -1 1] |11
on positiivisesti semi-definiitti matriisi, jonka diagonaalialkiot ovat positiivisia.

Positiivisesti semidefiniittit matriisit vastaavat (terminologialtaan harhaanjohtavas-
ti) positiivisia operattoreita.

Maaritelm& 8.1.8. Olkoon (V. (-,-)) sisdtuloavaruus. Lineaarioperaattori f:V — V
on positiviinen, jos (f(v),v) > 0 kaikilla v € V.

Termien vastaavuus perustuu seuraavaan lemmaan. Huomaa, ettd yhteys ei riipu
avaruuteen V valitusta kannasta.

Lemma 8.1.9. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus. Tdlloin operaattori f: V. — V on
positiivinen, jos ja vain jos on olemassa avaruuden V kanta, jossa kuvauksen f matriisi
on positiviisesti semidefiniitti.
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Todistus. Olkoon (vy,...,v,) avaruuden V kanta ja ®: R™*! — V isomorfismi e; — v;.
Tallsin f = ® o f40®~ ! missi A € R™™ on matriisi. Nyt kaikilla x € R™*! pitee

el Az =z - fa(z) = (@(2), 2(fa(2))) = (D(x), f(2(2)))-

Néin ollen f on positiviinen, jos ja vain jos A on positiivisesti semidefiniitti. O

8.2 Sovellus: Nelibmuodot ja toisen asteen kayrit
Symmetristen neliomatriisien luokittelussa esiintyvii funktiota gq: R™*! — R,
z— z! Az,

missié A € R™ " on siis symmetrinen neliomatriisi, kutsutaan matriisin A neliémuodoksi
(engl. quadratic form). Néin ollen nelidmetriisien luokittulu (semi)definiitteihin ja inde-
finiitteihin nelidmatriiseihin on itseasiassa niiden neliomuotojen luokittelu.
Neliomuodoilla on térkeé rooli klassisessa geometriassa, esimerkiksi kartioleikkaus-
ten teoriassa, mutta myos pédakselien teoriassa. Raapaistaan nyt hieman pintaa tésté
asiasta.
Ennen varsinaista esimerkkié, palautetaan mieleen neliomatriisien yhteys sisdtuloihin.

Esimerkki 8.2.1. Olkoon A € R™*" positiivisesti definiitti matriisi. Tdlloin funktio
(-,-): R R 5 R joka on mddritelty kaavalla

(z,y) = 2T Ay

kaikilla x,y € R™ 1, on sisdtulo avaruudessa R™ . (Harjoitustehtivi) Lisiksi tdmdin
sisdtulon normille || - || : R™! — R pdtee

||| = VaT Az = Vaa(x).

Toisaalta, jos {-,-): R™1 — R on sisdtulo, niin on olemassa sellainen symmetrinen
positiivisesti definiitti matriisi A € R™", etti 2T Ay = (x,y) kaikilla z,y € R
(Harjoitustehtivi)

Tarkastellaan nyt yhteyttd toisen asteen kayriin ja aloitetaan koordinaattiakselien
suuntaisista ellipseisté.

Esimerkki 8.2.2. .

Olkoot ay, . ..,a, > 0 reaalilukuja ja olkoon
2 2
E={(x1,...,2,) € R": ﬁ+---+UC—” <1}
al Qp

(Piirrd tapaus n =2 ja a1 = az = 1 sekd tapaus n =2 ja a; =1 seki az = 2.)
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Olkoon A € R™" diagonaalimatriisi

A=
1
an
Télléin jokaisella x = [x1 - - - x,]T € R™L pitee
a1 1 2 2
T T
ga(z) = 2T Ax = [z1- -2, D=4
ay Qan
Qan Tn

Ndin ollen
E={(x1,...,2,) € R": ga([z1- xn]T) <1}

Huomautus 8.2.3. Huomaa, ettd edellisessd esimerkissd, matriisi A mddrittelee sisdtulon,
joten joukko E voidaan kirjoittaa myds titd sisdtuloa vastaavan normin ||-|| avulla muo-
dossa

E={(e1,....20) €R": |lfa1 o] || = \aallwr -~ 2a]T) <1},

Joukko E on siis kaikkien niiden pisteiden x € R™ joukko, joiden etdisyys origosta on
alle 1 normin (x1,...,x,) — Val Ax mddrddimdssi metritkassa. (Tdssi vektori x =
(71,...,2,) € R™ on samastettu sarakevektorin x = [x1,...,7,)7 kanssa.)

Tarkastellaan nyt samaa ilmi6té toisinpéin.

Esimerkki 8.2.4. Olkoon A € R™™ symmetrinen positiivisesti definiitti neliomatriisi
ja tarkastellaan joukkoa
E4 = {:C e R™*1. qA(a:) < 1}.

Spektraalilauseen nojalla on olemassa sellainen ortonormaalimatriisi P € R™ ™ ja
diagonaalimatriisi D € R™ ", ettqi PDPT = A. Tarkastellaan nyt neliomuotoa qa ja
esitetddan se neliomuodon qp avulla.

Olkoon x € R**"™. Tdlloin
qa(z) = 2" PDPTx = (PT2)"D(PTx) = qp(PTx).
Ndin ollen

Eq={z e R ¢p(PTz) <1}
o e B gp(PY) < 1)
={Pye Ry e R™, gp(y) < 1}.

Mddritelladn nyt
Ep={yc R gp(y) < 1}.
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Nyt
Ejr= PEp.

eli joukko E 4 on joukon Ep kuva kuvauksessa fp: y+— Py.
Koska D on diagonaalimatriisi, nitn saadaan, ettd

ap([y1---ya)") = digi + - + duys,
missd dy,...,d, > 0 ovat matriisin D diagonaalialkiot, eli

dq

dn

Niin ollen Ep on ellipsi avaruudessa R™1, joka edellisen esimerkin merkinndéin vastaa
ellipsid

yi Yn
e Un R™: 2 4+ ... n_o< 1L
{(ylv 7y)€ 1/d1+ +]-/dn_ }

Koska matriisi P on ortogonaalimatriisi, niin kuvaus fp on isometria, eli vekto-
reilla y ja Py on sama pituus pistetulon mddradmdssd metriikassa kaikilla y € R™ 1,
Ndin ollen myds joukko E4 on ellipsi. Siind missi Ep on ellipsi, jonka akselit ovat
koordinaattiakselien suuntaisia, ellipsin E 4 akselit ovat matriisin P sarakevektoreiden
suuntaisia. Nditd suuntia kutsutaan ellipsin E4 pddakseleiksi.

Maéritelmi 8.2.5. Olkoon A € R™ "™ symmetrinen matriisi ja olkoot P € R™ ™ sel-
lainen ortogonaalimatriisi ja D € R™ ™ sellainen diagonaalimatriisi, etté A = PDP~1,
Neliomuodon qu padekseliesitys on neliomuoto gp: R™ — R. Lisdksi matriisin P sa-
rakkeita kutsutaan neliomuodon q4 paiakseleiksi.

Huomaa, etté ylla esitetty méadritelmé ei rajoitu positiivisesti definiitteihin neliomatriiseihin
vaan on yleinen symmetristen matriisien méaritelmé. Samat tarkastelut jotka tehtiin yll&
positiivisesti definiiteille matriiseille on mahdollista tehda yleisille symmetrisille matrii-
seille, silla erotuksella, etté yhteytta sisdtuloon ei téssi tapauksessa enédé ole. Tarkastel-
laan kahta esimerkkii.

Esimerkki 8.2.6. Olkoot a,b > 0 ja
2 2

T
H = {(z1,22) € R?: ;1—?—

Talloin H on hyperbeli avaruudessa R?.
Olkoon
A= [

H = {(z1,22) € R*: qu([z120]7) = 1}.

o
=)
(S
| S

Talloin
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Esimerkki 8.2.7. Olkoon

1 0 0 O
010 O
M = 001 O
00 0 -1
Télloin x — X Mz on nelidmuoto
010 o || "
@l g 0 1 o = af + @ +af — .
0 0 0 -1 Tn

Matriisi M ei (selvisti) madrittele sisituloa, mutta mdadrittelee niin sanotun Minkows-
kin sisétulon avaruuteen R*. Minkowskin sisituloa kiytetddn yleisessi suhteellisuusteo-
riassa. Huomaa, ettd toisin kuin edellisissd esimerkeissd, tdssd tapauksessa

{z € R™1: qyy(z) = 0}
ei ole piste, vaan paraboloidi avaruudessa R**1.

Huomautus 8.2.8. Matriisien nelidmuotojen hyodyllisyys seuraa havainnosta, ettd toi-
sen asteen polynomi yhtdlot voidaan ratkaista neliomuotojen avulla. Tarkemmin asiaa
on kdsitelty liitteessd D.

8.3 Semidefiniitin matriisin ominaisarvot

Spektraalilauseen avulla on helppo havaita, ettd operaattori on positiviinen, jos ja vain
jos sen ominaiarvot ovat ei-negatiivisia. Kirjataan tdmé tulos matriiseille ja jétetaian
vastava todistus positiivisille operaattoreille harjoitustehtéavksi.

Lause 8.3.1. Olkoon A € R™ "™ symmetrinen matriisi. Talloin A on positiivisesti se-
midefiniitti, jos ja vain jos matriisin A ominaisarvot ovat ei-negatiivisia. Vastaavasti
matriisi A on posititvisesti definiitti, jos ja vain jos matriisin A ominaisrvot ovat posi-
titvisia.

Todistus. Oletetaan, ettd A on positiviisesti semidefiniitti. Olkoon A € R matriisin A
ominaisarvo ja x € R"*! vastaava ominaisvektori. T#lloin

0 <alAz = 2T (\x) = XaTz.

Koska 27z > 0, niin A\ > 0.
Oletetaan nyt, ettd A on symmetrinen matriisi, jonka ominaiarvot ovat ei-negatiivisia.
Talloin on olemassa sellainen ortogonaalimatriisi P € R™" ja sellainen diagonaa-

limatriisi D € R™ ™, jonka diagonaalialkiot Ai,...,\, ovat matriisin A ominaisar-
voja, etti A = PDPT. Lisiksi matriisin P sarakkeet (vi,...,v,) muodostavat ava-
ruuden R™! kannan. Olkoon nyt z € R™! ja olkoot a;,...,a, € R sellaisia, ett#
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T = a1vy + - + ayv,. (Itseasiassa a; = x - v; jokaisella i € {1,...,}.) Olkoon a € R™*!
sarakevektori a = [a1 - - - a,]T. Talloin x = Pa ja saadaan

2T Az = (Pa)T PDPT (Pa) = o’ PYPDPT Po = o Da = \ja? + - - + M\a2 > 0.

Matriisi A on siis positiivisesti semidefiniitti.
Vastaavat péittelyt antavat viitteen toisen osan, ettid matriisi A on positiivisesti
definiitti, jos ja vain jos matriisin A ominaisrvot ovat positiivisia. O

Edellinen lause yhdessé spektraalilauseen kanssa karakterisoi positiivisesti semidefi-
niitin matriisin kdéntyvyyden.

Olkoon A € R™ "™ positiivisesti semidefiniitti n matriisi. Talloin A on kddntyva, jos
ja vain jos A on positiivisesti definiitti.

8.4 Positiivisesti semidefiniitin neliomatriisin neligjuuri

Positiivisten operaattoreiden mielenkiintoinen ominaisuus on, etté niille voidaan mééritella
neliGjuuri.
Masritelmé 8.4.1. Olkoon V' wektoriavaruus. Operaattori g: V. — V' on operaattorin
f:V =V nelisjuuri, jos g> =gog=f.

Matriiseille sama mééritelmé saa seuraavan muodon.

Miidritelmi 8.4.2. Matriisi B € R™ ™ on matriisin A € R™ " nelidjuuri, jos B> = A.

Matriisien kielelle kéidnnettyné positiivisen operaattorin nelijuuren olemassaolo tar-
koittaa, ettd jokaiselle positiivisesti semidefiniitille matriisille A € R™*™ on olemassa
sellainen positiivisesti semidefiniitti matriisi B, ettd B2 = A. Tamé on helppo seuraus
spektraalilauseesta. Kirjataan tdméi tulos kahdella tavalla. Aloitetaan teknisestd huo-
miosta, josta tulokset seuraavat.

Lemma 8.4.3. Olkoon P € R™ "™ ortonormaalimatriisi ja

A
D — - c Rnxn
An
diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat ei-negatiivisia. Tdlloin matriisille B =

PDPT pitee
B? = pD*pPT.

Lisiksi matriisin D diagonaalialkiot ovat matriisin B ominaisarvoja, matriisin D? dia-
gonaalialkiot ovat matriisin B?> ominaisarvoja ja matriisin P sarakkeet ovat matriiseiden
B ja B? ominaisvektoreita.

94



Todistus. Koska PTP = I, niin
B2 =pPDPT'PDPT = PDDPT = PD?PT.

Osoitetaan nyt, ettd matriisin P sarakkeet ovat molempien matriisien ominaisvektoreita.
Olkoon P = [vy - - - vy,]. Télloin jokaisella i € {1,...,n} pétee

Bv; = (PDPT)v; = PD(PTv;) = PDe; = P(\ie;) = \iPe; = My

eli matriisin P sarakkeet ovat matriisin B ominaisvektoreita ja matriisin D diagonaa-
lialkiot ovat niitd vastaavat ominaisarvot. Vastavasti

B%*v; = BBv; = B(\jv;) = \iBv; = M.
O

Lause 8.4.4. Olkoon A € R™™™ positiivisesti semidefiniitti matriisi. Tdlloin on olemas-
sa positiviisesti semidefinditti matriisi B € R™ ™, jolle pitee B?> = A.

Todistus. Spektraalilauseen nojalla matriisilla A on ominaisarvot Aq,..., A, seki sel-
lainen ortonormaalimatriisi P € R™*", joka koostuu matriisin A ominaivektoreista, ja
sellainen diagonaalimatriisi D € R™*", jonka diagonaalialkiot ovat matriisin A ominai-
sarvoja, ettd A = PDPT. Merkitésn

A1
D =
An
Lauseen 8.3.1 perusteella ominaisarvot Ay, - - - , A, ovat ei-negatiivisia. N&in ollen matriisi
A2
D1/2 —_
A2

on hyvin méaéritelty, jolle matriisitulon méa&ritelmén nojalla pétee
D'Y2p'? = D.

Niin ollen matriisi B = PDY2PT on positiivisesti semidefiniitti matriisi, jolle pétee
lemman 8.4.3 perusteella pitee B? = A. O

Positiivisella operaattorilla on itseasiassa tésmélleen yksi neliGjuuri, joka on positi-
viinen operaattori. Sama tulos pétee tietysti myos semidefiniiteille matriiseille. Huomaa
kuitenkin, ettd matriisiesitys PDY2PT ei ole yksikésitteinen vaan riippuu sarakevekto-
reiden jérjestyksesta.
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Lause 8.4.5. Olkoon (V,(-,-)) sisdituloavaruus ja f: V — V postiviinen operaattori.
Talloin on olemassa yksikdsitteinen positiivinen operaattori g: V- — V| jolle pdtee f =
G =gog:V-V.

Todistus. Olkoon (vi,...,v,) avaruuden V kanta ja A € R™ " kuvauksen f matriisi
téssd kannassa. Koska A on positiivisesti semidefiniitti, niin lauseen 8.4.4 perusteella on
olemassa positiivisesti semidefiniitti matriisi B € R™*", jolle pitee B2 = A. Olkoon nyt
g: V. — V lineaarikuvaus, jonka matriisi on B. Télloin g on positiivisesti definiitti ja
9> =gog=f.

Osoitetaan nyt yksikésitteisyys. Olkoon h: V' — V sellainen positiivinen operaat-
tori, ettd h? = f. Olkoon v1,...,v, avaruuden V kanta, joka koostuu operaattorin f
ominaisvektoreista, ja olkoot Aj,...,\, vastaavat ominaisarvot, eli f(v;) = A\;v; kaikilla
i € {1,...,n}. Osoitetaan, etti h(v;) = Vv \v; kaikilla i € {1,...,n}. Taméi osoittaa
halutun yksikésitteisyyden, silld talloin h(v;) = g(v;) kaikilla i € {1,...,n}.

Olkoon v € V operaattorin f ominaisvektori ja A € R vastaava ominaisarvo. Osoite-
taan, ettid h(v) = v wv.

Koska h on positiivinen operaattori, on olemassa avaruuden V kanta wi, ..., w,, joka
koostuu operaattorin h ominaisvektoreista. Olkoot 1, ..., u, vastaavat ominaisarvot.
Tallsin h?(w;) = h(h(w;)) = h(piw;) = p2w; jokaisella i € {1,...,n}. Koska wy, ..., wy,
on kanta, niin on olemassa sellaiset ay,...,a, € R, ettd

V= a1wW1 + -+ apWy.
Talloin
adwy + -+ apdw, = v = f(v) = flaqwy + -+ - + apwy)
= alf(wl) + 4+ anf(wn)

2 2
= a1 pjwi + -t a1y, W

Niin ollen a;A = a;u? kaikilla i € {1,...,n}. Jokaisella i € {1,...,n} pitee siis, joko
a; = 0 tai y; = v/A. Néin ollen

h(v) = alh('LUl) + -+ anh(wn) = al\/le + -4 an\/Xwn — \/XU.

8.5 Sovellus: Choleskyn hajotelma

Cholesky hajotelmalla tarkoitetaan positiivisesti semi-definitiin matriisin A € R"*"
esittdmistd kahden kolmiomatriisin tulona

A=R"R

missd R on yldkolmiomatriisi, jonka diagonaalielementit ovat ei-negatiivisia. Koska Cho-
leskyn hajotelma kirjoiteaan usein yldkolmiomatriisin R sijaan alakolmiomatriisin 1" =
RT avulla muodossa

A=T1T7T,
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niin jatkossa kaytetain taté esitystapaa Choleskyn hajotelmasta. Tarkka mééritelmé on
siis seuraava.

Maédritelmi 8.5.1. Positiivisesti semi-definiitin matriisin A € R™*™ Choleskyn hajo-
telma on A = TTT, missi T € R™*" on alakolmiomatriisi, jolle pitee tjj > 0 kaikilla
j=1...,n.

Huomautus 8.5.2. Mddritelmdssd oletetaan, etti matriisi A on positiivisesti semide-
fingitti. Tamd ei ole lisdoletus matriisille A, silld kaikki matriisit, jotka voidaan kirjoit-
taa muodossa TTT, jollakin alakolmiomatriisilla T, ovat positiivisesti semidefiniittejd.
Témd seuraa suoraan (tutusta) huomioista, etti kaikilla v € R™ ! pitee

(TTNz -2 =T(T"z) -z = (TTz) - (TTx) > 0.

Choleskyn hajotelman hyodyllisyys liittyy yhtdloryhmien numeeriseen ratkaisemi-
seen. Tarkastellaan matriisiyhtéalod Ax = y, missd A € R™*™. Oletetaan, ettd tunnetaan
matriisin A Cholesky hajotelma, eli etti A = TT7, missia T € R™" on alakolmiomat-
riisi. T&lloin

T(TTz) = Az =y

eli voidaan aloittaa ratkaisemalla yht#lo
Tz=y

Tamé yhtaloryhma voidaan ratkaista tehokkaalla eliminointimenetelmélld kuten seuraa-
va esimerkki osoittaa. Témén jilkeen riittdd ratkaista yhtdlo 77z = z samalla mene-
telmalla.

Esimerkki 8.5.3. Olkoot

2 00 1
T=1]1120 ja y=1| 2
01 2| 3
Tdlloin yhtdlosta
2 00 21 1
110 z | =] 2
01 2 z3 3

seuraa vélittomdsti, etti 21 = 1/2, zp =2 — 21 = 3/2 ja 23 = 3(3 — 20) = 3/4.
Seuraava lause on luvun péédtulos.

Lause 8.5.4. Positiivisesti semidefiniitilld matriisilla A € R™*™ on Choleskyn hajotel-
ma.

Todistus. Lauseen 8.4.4 nojalla matriisilla A on olemassa yksikésitteinen positiviisesti
semidefiniitti neligjuuri B. Olkoon k = rank(A).
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Olkoon nyt ortogonaalimatriisi Q € R™** ja ylikolmiomatriisi R € R**™ matriisin
B QR-hajotelma, eli B = QR. Koska B on symmetrinen matriisin, niin

RTR=RTQTQR = (QR)'QR = B'B = B? = A.
Valitaan nyt 7= R”. O

Huomautus 8.5.5. Huomaa, ettd mikdli rank(A) < n, niin edellisen lauseen todistus
antaa alakolmiomatriisin T, joka ei ole neliomatriisi vaan n X k-matriisi. Huomaa kui-
tenkin, ettd lisidmdalld matriisiin QQ nollasarakkeita ja matriisitn R nollarivejd, molem-
mat matriisit voidaan tdydentdid neliomatriiseiksi Q' ja R', joille pitee, etti (R')TR = A.
Téllsin T = (R')T on Cholesky hajotelman mukainen alakolmiomatriisi. (Harjoitus-
tehtivi)

Positiivisesti definiittien matriisien Choleskyn hajotelma on yksikésitteinen ja ala-
kolmiomatriisi on neliomatriisi. Todistetaan tdmé seuraavaksi.

Lause 8.5.6. Positiivisesti definiitin matriisin A € R™*™ Choleskyn hajotelma A =
TTT on yksikdsitteinen.

Todistus. Oletetaan, ettd T ja L ovat sellaisia alakolmiomatriiseja, ettd A = TT7 ja
A=LLT.

Koska A on positiviisesti definiitti, niin se on kd#ntyvé korollaarin 8.3 perusteella.
Néin ollen my6s matriisit 7" ja L ovat kd#ntyvii.

Koska TTT = LL™T, niin

[=7'Lr™(TT) "' = (L 'T)(TT (LT ) = (') (L) T)

Nain ollen
(L)t = L7'T.

Koska matriisi L~'T on alakolmiomatriisi ja (L~!7T)7 on ylikolmiomatriisi, niin L=1T
on diagonaalimatriisi. Merkitsiin D = L~!7T. Tallsin T = LD ja

LLT = A=1T" = (LD)(LD)" = LD?*L".

Koska L on k#sntyvi, niin D? = I. Niin ollen matriisin D jokainen diagonaalialkio on
joko 1 tai —1. Koska matriisien 7" ja L diagonaalialkiot ovat positiviisia, niin D = I ja
T=L. O

Positiivisesti semidefiniitin matriisin Choleskyn hajotelman ei tarvitse olla yksikésitteinen,
kuten seuraava (helppo) esimerkki osoittaa.

Esimerkki 8.5.7. Osoitetaan, ettd matriisilla

A=

o O =
o O O
_ o O



on useampi Choleskyn hajotelma ratkaisemalla matriisin T kertoimet suoraan suoraan
yhtilosti A =TTT.

Olkoon
a 0 O
T=1b ¢ 0
d e f
Talloin
1 0 0 a 0 O a b d a? ab ad
0 00 |=1]bc¢c O 0 ¢c e | =] ab b2+c2 bd + ce
00 1 d e f 00 f ad bd+ce d?+e? + f2

Nin ollen matriisi T on yhtilon A = TTT ratkaisu, jos ja vain josa=1,b=0, ¢ =0,
d =0 ja e® + f? = 1. Ndin ollen yhtdilolli A= TTT on useampia ratkaisuja.

8.5.1 Choleskyn hajotelman iteratiivinen ratkaiseminen

Todistetaan ratkaisualgoritmia varten aputulos.

Lemma 8.5.8. Olkoon

_ | an b’ nxn
A_{b A}GR ,

positiivisesti semidefiniitti matriisi, missi A € RO=Dx(=1) on symmetrinen matriisi

ja b € RO=UX1 on sarakevektori. Jos ai1 = 0, niin b = 0. Jos a; £ 0, niin matriisi
A— a—hbbT on positiviisesti semidefiniitti.

Todistus. Tarkastellaan ensin tapausta a1 = 0. Osoitetaan véite induktiolla dimension
n suhteen. Aloitetaan ensimméisesté epétriviaalista tapauksesta n = 2. Huomaa, etté
tapauksessa n = 1, vektori b on ns. tyhja vektori.

Koska a1 = 0, niin
0 b
A pu—
]
missé b, d € R. Koska A on positiivisesti semidefiniitti, niin jokaisella x € R pétee

0 b T x
0<[x 1}{1) d} {1]:[6 xb+d][1}:xb+xb+d:2xb+d.
Néin ollen b = 0.

Oletetaan nyt, etti viite pétee kaikille positiivisesti semidefiniiteille (n—1) x (n—1)-
matriiseille. Olkoon nyt A positiivisesti semidefiniitti n x n-matriisi

0 v~T b
A=| v A T |,
¥ ow d
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missi v € RO=2X1 55 4y € R ("=2) gyat vektoreita, b/, d € R lukuja ja A’ € R(=2)x(n=2)
matriisi.
Koska matriisin A (n — 1):s pddminori

0 o
Ap1 = |: v 1[1/ :| )
on positiivisesti semidefiniitti, niin induktio-oletuksen nojalla v = 0. Né&in ollen
0o 0 ¥
A=1|0 A T
bV o w d

Koska A on positiivisesti semidefiniitti, niin

S
0 0 v 0

0<[z 0 -~ 01]]0 A o D =2zt +d
bV ow d 0
_1-

Niin ollen ' = 0 ja induktioaskel on todistettu.
Osoitetaan nyt, ettd tapauksessa a1; # 0 matriisi B = A — ibbT on positiivisesti

semidefiniitti. Olkoon z € R(=1*1 ja
— 1Ty
= a1l e R™*1,
Koska A on positiivisesti semidefiniitti, niin

T 1T
OSyTAy:[_ahbTxa:T][aél I}l][ al;bx]

~ — LTy
= [ —bTx +2Tb ‘ — L pTab? + 2T A ] [ an }
11 €T

Lor o 1 707 Lop o7 T i
=—0z)——zbbr— —babx+a Az

ai ai ain

_ 1 .
=zl Az — — 2T (bb)z = 2T Bz
ai
Viite on néin osoitettu. O

Algoritmi iteratiiviselle ratkaisemiselle

Choleskyn hajotelman iteratiivinen ratkaiseminen perustuu seuraavaan induktio todis-
tukseen. Selvésti Cholesky-hajotelma voidaan 16ytéd jokaiselle positiivisesti semidefi-
niitille 1 x 1-matriisille. Oletetaan, ettéd Cholesky-hajotelma osataan 1oytdid jokaiselle
positiivisesti semidefiniitille (n — 1) x (n — 1)-matriisille.
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Olkoon

_ | a1 bT nxn
A_[ b A]ER

positiivisesti semidefiniitti matriisi, missi A € R(@=1Dx(n-1)
sesti semidefiniitti matriisi ja b € R(®~1*1 on sarakevektori.

Olkoon nyt
[ a
c

x(n—1)

on symmetrinen positiivi-

:| c Rnxn

~N o

alakolmiomatriisi, missi 7 € R~ on alakolmiomatriisi, jolla on ei-negatiivinen
diagonaali, ¢ € R (=1 on rivivektori ja a € R on ei-negatiivinen reaaliluku.
Koska

0 a cr a® ac”
7T = | Y i _
[c THO TT] [ac cc +TTT |7
niin matriisi 7" ratkaisee yhtélon
A=TT7T,

jos ja vain jos matriisi T, vektori ¢ ja luku a toteuttavat yhtilot

Kiésitelldan kaksi tapausta.

Tapaus a1 = 0. Tissé tapauksessa lemman 8.5.8 nojalla piitee b = 0. Koska A on posi-
tiviisesti definiitti (n — 1) X (n — 1)-matriisi, niin on olemassa sellainen alakolmiomatriisi
T, ettd TTT = A. Niin ollen voidaan valita a = 0, ¢ = 0 ja yhtilon A = TT7 ratkaisu
T.

Tapaus a1y > 0. Valitaan nyt a = /a11 ja ¢ = éb. Koska lemman 8.5.8 perusteella
matriisi A — %bbT on positiivisesti semidefiniitti, niin induktio-oletuksen nojalla on
olemassa sellainen alakolmiomatriisi 7', ettd A — a—hbbT =777,

Tamé paiattad induktioaskeleen todistuksen.

Huomautus 8.5.9. Tdssd iteratiivisessa ratkaisussa riittid siis ratkaista luku a ja vek-
tori ¢ matriisin ANtapauksessa, ja siirtyd sen jalkeen ratkaisemaan vastaavat luku ja
vektori matriisille A jne.

Huomautus 8.5.10. Lukija on saattanut jo huomata, ettd olemme antaneet konstruk-
titvisen todistuksen positiivisesti semidefiniitin matriisin Choleskyn hajotelman olemassa
ololle.
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8.6 Polaarihajotelma

Polaarihajotelma jakaa yleisen operaattorin f: V' — V kahteen osaan f = S o g, missi
g: V — V on positiivinen operaattori ja S: V — V on isometria. Tuloksen syviilllisyys
on siiné, ettd heuristisesti jokainen operaattori on isometriaa vailla positiivinen. Mat-
riisien kielelld tamé tarkoittaa sitd, ettd jokaisella A € R™*"™ on olemassa sellainen po-
sitiivisesti semidefiniitti matriisi B € R™*" ja sellainen ortogonaalimatriisi O € R™*",
etta

A=0B.

Polaarihajotelman positiivinen operaattori g on itseasiassa operaattorin f*f = f* o
f: V. — V nelijuuri. Tdtd varten tulee (tietysti) tietdd, ettd f* o f on positiivinen
operaattori. Tamén faktan todistus on sama kuin matriisin AT A positiivi semidefiniit-
tisyyden todistus. Todistetaan se kuitenkin suoraan mééritelmisté.

Lemma 8.6.1. Olkoon (V,(-,-)) sisdituloavaruus ja f: V. — V operaattori. Tdlloin
f*f:V =V on positiivinen operaattori.

Todistus. Olkoon v € V. Adjungaatin méédritelmén nojalla pitee

(f7e f)(w),v) = {(f*(f(v),v) = (f(v), f(v)) = 0.

Otetaan nyt kdyttoon kdyttoon merkintéd operaattorin f* f neliojuurelle.

Maaritelma 8.6.2. Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus ja f: V. — V operaattori. Mer-
kitdin /f*f: V — V siti yksikdsitteisti operaattoria, joka on operaattorin f*of:V —
V positiivisesti definiitti nelidjuuri, eli positiivista operaattoria, jolle pétee v/ f* fo/f*f =
frolf.

Lause 8.6.3 (Polaarihajotelma). Olkoon (V,(-,-)) sisdtuloavaruus ja f: V — V ope-
raattori. Tdlloin on olemassa sellainen isometria S: V — V, ettd

f=5cvff.

Polaarihajotelman ytimessd on havainto, ettd jokainen vektori v € V' kuvautuu ku-

vauksissa f ja \/f * f saman pituisiksi, eli || f(v)|| = |[v/f*f(v)||. TAdm& on vélttdmaton
ehto isometrian S olemassaololle. Kirjataan td&mé# havainto lemmaksi.

Lemma 8.6.4. Olkoon (V,(-,-)) sisituloavaruus ja f:V — V operaattori. Tdlloin

1f )l = [V f(
kaikilla v € V.
Todistus. Olkoon v € V. Koska f*o f = +/f*f o+/f*f, niin

||f(v)||2=<f(v),f(v)>=<v,f* = (v, VI VI fv))
= (VI f), v f* —le/f* ()]*.
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Polaarihajotelman todistus. Koska v/f*f on positiivinen operaattori, voidaan valita ava-
ruuden V kanta, joka koostuu operaattorin /f*f ominaisvektoreista vy, ..., v,. Nimi
vektorit voidaan jérjestééd niin, ettd vastaavat ominaisarvot ovat suuruusjérjestyksessé
AL > A2 > -+ > A, Olkoon liséksi k € {1,...,n} suurin luku, jolle Ay # 0.

Olkoon nyt Vi C V operaattorin v/f*f kuva, eli Vi = im /f*f. Koska vy, ..., v, on
avaruuden V kanta ja /f* f(v;) = \jv; jokaisella ¢ € {1,...,n}, niin

Vi =Sp{f(v1),..., f(vn)} = Sp{v1,..., vk},

missé vq, ..., v, on aliavaruuden V; kanta.
Maiéritelladn nyt lineaarikuvaus Si: V3 — V kaavalla v; — )\i f(v;) jokaisella i €
{1,...,k}. Osoitetaan ensin, ettd

S10VI T =1

Havaitaan ensin, etti jokaisella i € {1,...,k} pitee Télloin

(S10 VIR = 8 (VIT@)) = 8 (iwi) = NS (0) = M-S (03) = f(03).

Olkoon nyt i € {k+1,...,n}. Tdlloin lemman 8.6.4 nojalla
1 (a)ll = IV f*f (wi)ll = [[Aiwil| = 0.

Nain ollen
(S o/ T Nw) =S (VITTw)) = Svi) = 0= ().

Koska v1,...,v, on avaruuden V kanta, niin

Ston [*f=1T

Osoitetaan nyt, ettd S7 on isometria. Olkoon v € V;. Téll6in on olemassa sellainen
w €V, ettd v = /f* f(w). Néin ollen lemman 8.6.4 nojalla pitee

1510 = IS1(VF*F )l = 1) = IV F*F )]l = [Jol].

Kuvaus S; on siis isometria Sy: Vi — Wi, missda W; = im S; = im f. Lauseen 3.1.8
nojalla on olemassa sellainen isometria S: V' — V, ettd S|y, = S1. Koska Vi = im v/ f* f,

niin
So /T f =510\ =F.
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Luku 9

Yleisen neliomatriisin
diagonalisointi

Luvun térkein tulos on todistaa lineaarioperaattoreiden singulaariarvohajotelma (luku
9.1):

Olkoon A € R™ ™ nelibmatriisi ja s1,...,8, sen singulaariarvot. T&llin
on olemassa sellaiset ortogonaaliset matriisit P € R™*™ ja Q € R™ ™ seké
diagonaalimatriisi D € R™*", etté

A=rPDQT.

Matriisin A singulaariarvohajotelma PDQT vaikuttaa muotonsa puolesta spektraa-
lilauseen antamalta hajotelmalta A = QDQ™. Niilld kahdella hajotelmalla on kuitenkin
kaksi merkittdvad eroa. Ensinnékin siind missd spektraalilause pdtee ainoastaan sym-
metrisille matriiseille, niin singulaariarvohajotelma pétee kaikille neliomatriiseille. Toi-
seksi, spektraalilauseessa diagonaalimatriisi D on matriisiin A ominaisarvojen matriisi ja
matriisi () on matriisin A ominaisvektorien matriisi. Yleisen matriisin singulaariarvoa-
jotelmassa néin ei ole, silld yleiselld matriisilla A ei valttdmétta edes ole ominaisarvoja.

Singulaariarvohajotelman olemassaolon todistus antaa tulkinnan singulaariarvoha-
jotelman matriiseille P, @) ja D. Matriisi D koostuu ns. singulaariarvoista, jotka ovat
matriisin A7 A ominaisarvojen neligjuuria. Liséiksi todistuksesta tullaan havaitsemaan,
ettd matriisi Q on matriisin A7 A ominaisvektoreiden matriisi. Todistuksesta ei kuiten-
kaan vilttimittd heti huomaa, ettd matriisi P on matriisin AAT ominaisvektoreiden
matriisi. Témén seikan voi kuitenkin havaita helposti singulaariarvohajotelmasta seu-
raavasti.

Huomautus 9.0.1. Olkoon A = PDQT matriisin A € R™" singulaariarvohajotelma.
Talloin

AAT = (PDQT)(PDQTYT = PDQT(QT)T'DTPT = PDQTQDPT = PD*PT.
Niin ollen diagonaalimatriisi D? on matriisin AAT ominaisarvojen matriisi ja matrii-

sin P sarakkeet koostuvat matriisin AAT ominaisvektoreista. Timdn voi havaita seu-
raavasti. Olkoot dy,...,d, matriisin D diagonaalialkiot, eli D = [ dier -+ dpen }
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Tillin D? = [ d%el d?len ] Koska P = [ pPL o DPn ] on ortogonaalimatriisi,
niin PT = P~ ja saadaan

(PD*PTp;, = PD*(PTp;) = PD%c; = P(d}e;) = d?Pe; = d2p;.

Niin ollen jokainen matriisin P sarake on matriisin PD?>PT ominaisvektori. Tarkem-
min sanottuna, matriisin P i:s sarake p; on matriisin PD*PT ominaisvektori ominai-
sarvolla d?.

9.1 Singulaariarvot ja singulaariarvohajotelman olemassao-
lo

Maéritelma 9.1.1. Olkoon (V, (-,-)) sisdtuloavaruus. Luku s € R on lineaarioperaatto-
rin f: V — V singulaariarvo, jos s on operaattorin /f*f: V — V ominaisarvo.

Huomautus 9.1.2. Huomaa, ettd +/f*f on posititvinen operaattori ja siten lauseen
8.3.1 nojalla singulaariarvot ovat aina ei-negatiivisia,

Huomautus 9.1.3. Palautetaan mieleen, ettd spektraalilauseen (lause 7.3.1) perus-
teella lineaarioperaattorilla «/ f*f sanotaan olevan dimV ominaisarvoa multiplisiteetti
huomioden, eli ettd ominaisarvoille \y > --- > X\, > 0 pdtee

dim EO\, /5 f) + -+ 4+ dim E(A\, /f*f) = dim V.

Sanotaan, ettd operaattorilla f: V — V on dimV singulaariarvoa, kun multiplisiteetti
huomioidaan. Dimensiota dim E(\;, v/ f*f) kutsutaan operaattorin f singulaariarvon \;
moninkerraksi (eli multiplisiteetiksi).

Lause 9.1.4. Olkoon (V,{(-,-)) n-ulotteinen sisituloavaruus ja f: V. — V lineaariku-

vaus, jonka singulaariarvot ovat si,...,S,. Tdlloin on olemassa avaruuden V sellaiset
ortonormaalit kannat (v1,...,v,) ja (w1,...,wy), ettd
f(v) = s1(v1,v)wy + -+ - + sp(vp, V)wy, (9.1)

kaikilla v e V.

Todistus. Polaarihajotelman (lause 8.6.3) perusteella on olemassa sellainen isometria

S:V =V, ettd
f=5o\FT.

Olkoon nyt v1,...,v, avaruuden V ortonormaalikanta, jonka muodostavat operaattorin
V[*f sellaiset ominaisvektorit, ettd /f*f(v;) = s;v; kaikilla ¢ € {1,...,n}. Olkoot
lisdksi w; = S(v;) jokaisella ¢ € {1,...,n}. Koska S on isometria, niin wy,...,w, on
avaruuden V ortonormaalikanta.

Osoitetaan nyt (9.1). Olkoon v € V. Koska vy, ..., v, on ortonormaalikanta, niin

v = (v1,0)v1 + -+ + (Un, V).
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Talloin

VI ) =V f (o1, 0)o1 + -+ -+ (vn, v)vn)
FAf(ur) + -+ (on, 0)/ f* f(vn)

v1,0)8101 + -+ - + (Vp, V) SpUp.
Néin ollen
f) =S/ f f(v)) =8 ((vi,v)s101 + - - - + (Vn, V) SpVn)
= (v1,0)815(v1) + - + (Vp, V) 8RS (V)

= s1(v, v)wy + -+ + $p(Vp, V)W,

Singulaariarvohajotelma on matriisimuodossaan hieman vaikuttavampi.

Korollaari 9.1.5. Olkoon A € R™" ja s1,...,8, matriisin A singulaariarvot. Talloin
on olemassa sellaiset ortogonaaliset matriisit P € R™*™ ja QQ € R™™™, elti

A= PDQT,
missd D on singulaariarvojen diagonaalimatriisi

S1
D=

Sn

Todistus. Olkoon fs: R™! — R™1 g s Az. Talloin lauseen 9.1.4 perusteella on
olemassa sellaiset ortormaalit kannat vy,...,v, ja wi, ..., w,, ettd

Az = fa(z) = s1(v1 - 2)wi + - + 8,(vy - B)wy, = 51 (VI 2)wy + -+ sp (v 2wy,
Olkoot P = [wy -+ -wy] € R ja Q = [v1 - - - vy) € R™™. Tallin
Az = s1(v] 2)wy + -+ + sp (vl 2)w, = PDQTx.
O

Huomautus 9.1.6. Singulaariarvohajotelman olemassaolon todistus antaa yhden me-
netelmdn singulaariarvohajotelman loytimiseen seuraavasti. Olkoon A € R™™ neliomatriisi.
Resepti:

1. Laske matriisin AT A spektraaliarvohajotelma AT A = QDQT . Matriisin A singu-
laariarvohajotelman matriisi () on tdmd matriisi QQ ja singulaariarvohajotelman
diagonaalimatriisi on matriisi DY/2.

2. Ratkaise matriisi P yhtilésti A = PDY/2QT.
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Huomautus 9.1.7. Ylld esitetyn reseptin viimeinen vaihe on houkuttelevaa yrittdd rat-
kaista kayttamdalld luvun alussa ollutta havaintoa, etti P on matriisin AAT omainais-
vektoreiden matriisi, eli tiedosta, ettd

AAT = PDPT.
Tissi on kuitenkin omat vaaransa'. Tarkastellaan seuraavaa esimerkkii. Olkoon
0 1
A= [ ol ] .
Tallgin ATA = AAT = I. Tdlloin matriisin AT A positiivisesti semidefiniitti neliojuuri
on identtinen matriisi ja sille voidaan valita spektraalihajotelma Q@ = D = 1. Jdljelld on
stis matriesin P valinta.

Tarkastellaan nyt samaa identtistd matriisi matriisia AAT , mutta toisesta suunnista.
Koska jokaiselle ortogonaalimatriisille P € R?*2 pitee, ettd PPT = I, niin

AAT =1=pPPT = pPIPT

antaa matriisin AAT spektraalihajotelman, millid tahansa ortogonaalimatriisilla P €
R2%2. Téssd tilanteessa kuitenkin ainoastan matriisi P = A antaa halutun singulaariar-
vohajotelman PDQT matriisille A.

Tapaus ATA = AAT = I ei ole kuitenkaan mikddn erikoistapaus, vaan sama ongel-
ma tulee esiin myds muiden matriisien A kohdalla. Matriisin AAT spektraalihajotelma
PDPT ei nimittdin ole yksikdsitteinen matriisien P ja D suhteen. Ensinndkin matrii-
sin D diagonaalialkioden jdrjestysti voi vaihtaa jo toisaalta matriist P voidaan vath-
taa matriisiin PQ, jos ortogonaalimatriisille Q pitee, ettdi QDQT on diagonaalimatrii-
st. Erds tdlldinen tapaus syntyy tilanteessa, jossa Q kommutoi matriisin D kanssa, eli
QD = DQT, silli tillsin (PQ)D(PQ)T = P(QDQTYPT = P(DQQT)PT = PDPT.
Jokaiselle matriisille D voidaan loytdd tdalldinen kommutotmvamatriisi Q vathtamalla
jokin sarakevektoreista v; vektoriksi —uv;.

9.2 Singulaariarvohajotelman yleistyksi&a

Polaarihajotelma ja singulaariarvohajotelma yleistyvét lineaarikuvauksille f: V. — W.
Todistukset ovat oleellisesti samoja ja osa jatetddn harjoitustehtéviksi.

Perustavanlaatuinen havainto on, etté sisdtuloavaruuksien (V, (-,-)v) ja (W, (-, )w)
lineaarikuvauksella f: V' — W on adjungaatti f*: W — V. Néin ollen lineaarikuvaus
f: V. — W maédrittelee operaattorin f*f: V — V, joka on positiivinen. Tdmé& seuraa
seuraavasta havainnosta. Olkoon v € V' operaattorin f*f ominaisvektori, jonka ominai-
sarvo on A. Télloin

Aol = Mo, v) = (v, dv) = (v, f* f(v)) = (f(v), f(v)) = | f ()]

'Kiitokset Joonas Nuutiselle kommentista. Aiempi komentti oli harhaanjohtava, koska kommentti
koski ainoastaan matriisia D eikd matriisin P valintaa liittyvid epéaselvyyksiéi.
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Niin ollen operaattori v/ f* f on yksikésitteisesti mééritelty ja kuvauksen f singulaa-
riarvot voidaan méaéritelld seuraavasti.

Madritelma 9.2.1. Olkoot (V, (-,-)v) ja (W, (-, )w) sisituloavaruuksia. Luku s € R on
lineaarikuvauksen f:V — W singulaariarvo, jos s on operaattorin +/ f* f ominaisarvo.

Polaarihajotelma saa nyt seuraavan muodon.

Lause 9.2.2. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) sisituloavaruuksia, joille pitee dimV <
dim W, ja olkoon f:V — W lineaarikuvaus. Tdlléin on olemassa sellainen isometria

S:V =W, etti
f=8SV[If.

Todistuksen idea. Kuten tapauksessa V = W, havaitaan ensin, etti

IF I =V F1l-

Olkoon nyt v1, . .., v, avaruuden V kanta, joka koostuu operaattorin v/ f* f ominaisvekto-
reista, joille pitee /f*f(v;) = s;v; jokaisella i € {1,...,n}. Olkoot nyt Vi = im+/f*f =
Sp{vi,..., v} sekd Sy: Vi — W lineaarikuvaus v; — S%,f(vi) kuten lauseessa 8.6.3. Nyt
sama argumentti kuin lauseen 8.6.3 todistuksessa antaa véitteen. (Harjoitustehtéva) O

Huomautus 9.2.3. Huomaa, ettd dimV < dim W wdlttamdaton oletus isometrian S
olemassaololle.

Singulaariarvohajotelma saa téssé tilanteessa seuraavan muodon. Viite todistetaan
aivan kuten lauseen 9.1.4 tapauksessa, joten todistus sivuutetaan. (Harjoitustehtdvi)

Lause 9.2.4. Olkoot (V,{(-,")v) ja (W, (-, )w) sisdtuloavaruuksia ja f:V — W lineaa-

rikuvaus sekd s1, . . ., sy sen singulaariarvot. Tdlloin on olemassa sellainen avaruuden V'
ortonormaalikanta v1, ..., v, ja sellainen avaruuden W ortonormallikanta wy, ..., wm,
etta

F(v) = s1(vi,v)wr + -+ + 8p(vn, V)W,

Matriiseille tédtd singulaariarvohajotelman yleisys saa seuraavan muodon. Viitteen
todistaminen jétetddn jalleen harjoitustehtaviksi.

Lause 9.2.5. Olkoot m > n ja olkoon A € R™*"™ matriisi, jonka singulaariarvot ovat
$1,...,8n. Tdlloin on olemassa ortogonaaliset matriisit P € R™*™ ja ) € R™™, joille
pdtee

D
A:P[ 0 }QT,

missi 0 € RO"=X1 on nollamatriisi ja D € R™™ on singulaariarvojen diagonaalimat-
71157
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Huomautus 9.2.6. FEdellisen luvun havainnot singulaariarvohajotelmassa esiintyvisti
matriiseista P, QQ ja D ovat edelleen voimassa:

1. Matriisi D on matriisin AT A singulaariarvohajotelman diagonaalimatriisin ne-
ligjuuri.

2. Matriisi Q on matriisin AT A ominaisvektoreiden matriisi.
3. Matriisi P on matriisin AAT ominaisvektoreiden matriisi.

Tdamdn faktan todistus jatetdidn harjoistehtiviksi.

9.3 Sovellus: Pddkomponenttianalyysi

Singulaariarvohajotelmaa kutsutaan historiallisista syistd usein (esimerkiksi tilastotie-
teessd) padkomponenttianalyysiksi. Mééritelmid varten kerrataan singulaariarvohajo-
telman tulos.

Olkoot (V, (-,-)v) ja (W, (-, -)w) sisétuloavaruuksia ja f: V — W operaattori, jonka
singulaariarvot ovat s; > --- > s, > 0. T&lloin on olemassa sellaiset avaruuden V' ja W

ortonormaalit kannat (v1,...,v,) ja (w1, ..., wy), ettd
n
flv) = Z si(vi, v)wj.
i=1
Madritelma 9.3.1. Kannan (vi,...,vy,) vektoria vy sanotaan operaattorin f k:nneksi
paaakseliksi.

Seuraava lause on singulaariarvohajotelman suora seuraus.

Lause 9.3.2. Olkoot (V,(-,-)) ja (W, (-, )w) sisdtuloavaruuksia ja f: V — W lineaari-
kuvaus, jonka singulaariarvot ovat sy > --- > s, > 0. Tdlloin

s = min || (0)] < max 1£(0)] = 1

Todistus. Olkoon nyt v € V sellainen, etté ||v|| = 1. T4llsin

n n n
LF@)P = (sifvi,v))? =) si{vi,0)® < 57> (v, 0)% = st||v]|* = 7.
i=1 i=1 i=1
Nain ollen
max || f(v)[| < s1.
lvll=1
Vastaavasti
n n n
IF@)IP = (sifvi,v)? =D si(vi,0)® > 52 Y (v, 0)* = s2||v]|* = s7..
i=1 i=1 i=1
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Néin ollen
min [ f(v)]| > sp.
[[o]|=1
Koska ||f(v1)|| = s1 ja || f(vn)] = Sn, viite seuraa. O

Muilla singulaariarvoilla voidaan tehdé vastaava analyysi. Kirjataan se seuraavasti.

Korollaari 9.3.3. Olkoot (V,(-,-)v) (W, (-, )w) sisdtuloavaruuksia ja f: V — W pos-
titvinen operaattori, jonka singulaariarvot ovat s1 > - -+ > s, > 0 ja vastaavat pdadakselit
ovat v1,...,v,. Merkitiin Vi, = Sp{vk, ..., v} jokaisella 1 < k < n. Tdilldin

max v =S
= s

Todistus. Olkoon Wy, = Sp{wg, ..., wy,}. Talléin f|y, : Vi — W), on hyvin mééritelty ja

max |[f(v)]| = max || flv, (v)]

lvl|=1,0€ Vi f[oll=1

Nain ollen edellisen lauseen perusteella

max | flv, (v)[| = s
lvll=1
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Luku 10

Determinantti ja jalki

Matriisin determinantti on néissé luentomuistiinpanoissa oletettu tunnetuksi késitetteeksi.
Sité on tosin kéytetty vain kerran: osoittamaan, ettd yhtélolla Az = Az on epétriviaaleja
ratkaisuaj, jos ja vain jos det(A — A\I) = 0. Kompleksisten matriisien determinantista
emme ole puhuneet vield mitdan.

Téssd luvussa tarkastellaan ensin neliomatriisien determinantin perusominaisuuksia
ja tdmén jélkeen operaattorin determinanttia. Jotkin determinantin perusominaisuuk-
sien todistuksista on jitetty liitteeseen E. Determinantin jilkeen kisitellddn lyhyesti
toista neliomatriiseihin liittyvaé suuretta eli jéalked.

Determinantilla ja jéljella on molemmilla térked ominaisuus:

Operaattorin f: V' — V jokaisella esitysmatriisilla on sama determinantti ja
jokaisella esitysmatriisilla on sama jalki.

Tamé& ominaisuus tarkoittaa, ettd determinantti ja jélki ovat operaattorin niin kutusut-
tuja invariantteja.

10.1 Matriisin determinantti

Suurin osa determinanttien ominaisuuksista on helpointa todistaa matriisien avualla.
Matriisin determinantti ma&ritelldén tyypillisesti induktiivisesti matriisin koon suh-
teen. Palautetaan tamé lihestymistapa ensin mieleen. Aloitetaan kuintekin 2x 2-matriisien
sijaan 1 x 1-matriisista.
Matriisin A = [a] € C*! determinantiksi méiritelldsn det A = a. Olkoon nyt n >
2 ja oletetaan, ettd (n — 1) x (n — 1)-matriisien determinantti on mééritelty. Talloin
neliomatriisin A = [a;;] € C™*"™ determinantiksi mééritelldéan

det A = Z(—l)j+1aj1 det(/ljl),
j=1

missé Ajl e C=1x(=1) on se nelidmatriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla
7:s rivi ja ensimméinen sarake. Tdm#a mé&ritelmé johtaa vilittomaésti tuttuun kaavaan
2 X 2-matriisin determinantille.
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Esimerkki 10.1.1. Olkoon

A:[Z 2]6@2“.

Talloin R
Ap =1d ja Ag =]
Jja . X
det A = (—1)'"tadet(Ayr) + (—1)> b det(Ay;) = ad — be.

Téstd indutiivisesta médritelméstd voidaan todistaa helposti induktiolla joitakin
matriisien ominaisuuksia kuten, ettd kaikilla A € C"*™ ja a € C pitee det(aA) =
a"™ det(A). Monet determinantin perusominaisuudet seuraaavat kuitenkin luonnollisem-
min determinantin mééritelméstd permutaatioiden avulla. Ta&m& méadritelmé ja perus-
tulosten todistukset on annettu liitteessd E. Luetellaan téssé nyt niistd keskeisimméit.
Aloitetaan determinantin tulosa&nnosté.

Lause 10.1.2. Olkoot A, B € C"*". Tqlloin det(AB) = det(A) det(B).

Korollaari 10.1.3. Olkoon P € C™" kddntyvi matriisi. Tdlloin det(P~1) = ﬁ(},).

Korollaari 10.1.4. Olkoon A € C™*" ja P € C™*"™ kddntyvd matriisi. Tdlldin
det(PAP™1) = det(A).

Toinen determinantin tunnettu ominaisuus on, ettd neliomatriisilla ja sen transpoo-
silla on sama determinantti. Tamé& perustellaan usein niin sanotuilla kehityskaavoilla.
Liitteessd tdmaé tulos todistetaan suoraan determinantin toisesta méadritelmasta.

Lause 10.1.5. Olkoon A € C™*". Tillgin det(AT) = det(A).
Korollaari 10.1.6. Olkoon P € R™ " ortogonaalimatriisi. Tdllgin |det(P)| = 1.
Todistus. Koska PT = P~1, niin

det(P)? = det(PT) det(P) = det(PTP) = det(I) = 1.

O
10.1.1 Determinentti ominaisarvojen tulona
Aloitetaan kompleksisten matriisien tuloksesta.
Lause 10.1.7. Olkoon A € C™*"™ neliomatriisi ja olkoot \1,. .., \, matriisin A ominai-

sarvot algebrallisen kertaluvun mukaan laskettuna. Tdlloin det A = Ay -+ \y.
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Todistus. Olkoon
A=prp!

matriisin A yldkolmioesitys, missid P on kddntyvd matriisi ja T ylikolmiomatriisi

t11 tie - tin

0 foo ton
T = . )

0 0 -ty

Tillsin
det(A) = det(PTP™ ') = det(P) det(T) det(P~1) = det(T) = t11 - - - tun,

missd on kiytetty kehityskaavasta seuraavaa tietoa, ettd ylidkolmiomatriisin determi-
nantti on diagonaalialkioiden tulo.

Jéljelld on siis havaita, ettd matriisin 7' diagonaalialkiot ovat matriisin A ominaisar-
voja. Tdmé seuraa suoraan seuraavasta havainnosta. Olkoon A € C. Télloin

A— N =PTP ' X[ =P(T-\)P 1,

joten
det(A — AI) =det(T — AI) = (t11 — A) -+ (tnn — A).

Viite seuraa. O

Reaalisessa tapauksessa sama tulos pétee symmetristen matriisien erikoistapaukses-
sa.

Lause 10.1.8. Olkoon A € R™ "™ symmetrinen matriisi ja A1, ..., A, Sen ominaisarvot
kertaluvun mukaan laskettuna. Tdlloin

det(A) = Ap-- A

Todistus. Spektraalilauseen nojalla on olemassa ortogonaalimatriisi P € R™*™ ja diago-
naalimatriisi D € R™*" jonka diagonaalialkiot A1,..., A, ovat matriisin A ominaiarvot
multiplisiteetti huomioiden, joille piatee A = PDPT. Niin ollen

det(A) = det(PDPT) = det(P) det(D) det(PT) = det(P) det(D) det(P~!)
=det(D) = A\; -+ Ap.

O]

Yleisesti reaalisessa tilanteessa determinantin itseisarvo on singulaariarvojen tulo.

Lause 10.1.9. Olkoon A € R™™ "™ neliomatriisi. Tdlloin
|det(A)| =81+ sp

missd $1, ..., Sy ovat matriisin A singulaariarvot kertaluvun mukaan laskettuna.
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Todistus. Singulaariarvohajotelman perusteella on olemassa sellaiset ortogonaaliset mat-
riisit P € R™*"™ ja @Q € R™*"™ seké diagonaalimatriisi D € R™*™, jonka diagonaalialkiot
81,...,8n ovat matriisin A singulaariarvot kertaluku huomioiden, etté

A=QDP".
Koska | det(Q)| =1 ja | det(PT)| = 1, niin
|det(4)] = | det(QDPT)| = | det(Q)]| det(D)] | det(PT)| = 51 - s,

10.2 Sovellus: Ositetun matriisin determinantti

Kuten luvussa 2 havaittiin, ositetun matriisin kdantyvyytté ei voi lukea suoraan alimat-
riisien kddntyvyydestd. Determinantin kehityskaavojen (tai luvussa E esitetyn permu-
taatioihin perustuvan maéritelmén) avulla voidaan kuitenkin helposti laskea joidenkin
ositettujen matriisien determinantteja. Kootaan tdhén joitakin téllaisia tuloksia.

Aloitetaan havainnosta, ettéd ositetujen yld- ja alakolmiomatriisien determinantti on
diagonaalimatriisien tulo.

Lause 10.2.1. Olkoon
A C

0 D

missd A ja D ovat neliomatriiseja. Tdlloin

M:[ ]GR"X”

det M = (det A)(det D).

Vastaavasti

A 0

det[c D

] = (det A)(det D).

Johdetaan nyt kaava ositetun matriisien determinantille erikoistapauksessa, etté osi-
tetun matriisin

v-[45]

B D

alimatriisi A on kdantyva. Talloin

=[5 5] [k oomre ][4 §1 [0 0]

Nain ollen determinantin tulokaavan avulla saadaan seuraava tulos.

Lause 10.2.2. Olkoon

[ 5]

B D

sellainen ositettu neliomatriisi, jonka alimatriisi A on kadntyva. Talloin

det(M) = det(D — BA™'C) det(A).
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10.3 Sovellus: Cramerin sdinto ja kddnteismatriisin kaava

Yksi determinantin (teoreettisia) sovelluksia on antaa kaava matriisin kddnteismatriisille.
Tarkka viite on seuraava.

Lause 10.3.1. Olkoon A € C™ " kddntyvd matriisi. Talloin

_ 1 .
Al = 7detAadJA’

missi adjA € C™™ on matriisi, jonka alkiot ovat (adjA)j; = (—1)7+ det(Aj;).

Matriisia adjA kutsutaan matriisin A (klassiseksi) adjungaatiksi ja ylla matriisi /ljz-
on alemmin esitelty matriisi, joka saadaan matriisista A poistamalla j:s rivi ja i:s sa-
rake. Valittu terminologia on harmittavasi harhaanjohtavaa, silld matriisin (klassisella)
adjungaatilla ei ole mitdan tekemisté lineaarikuvauksen adjungaatin kanssa.

Lauseen 10.3.1 todistuksen ytimessd on niin kutsuttu Cramerin sdéanto, joka todis-
tetaan seuraavassa lemmassa. Lemman viitettd varten annetaan seuraava méidritelma.
Olkoon A = [ay - - - a,,] € C™*™ matriisi, jonka sarakeet ovat a1, ..., a, € C"*!, ja olkoon
b € C™*! sarake. Télloin jokaisella i € {1,...,n} merkitiin

Ai(b) = [a1---ai—1 b ajr1---ay] € C*7,

eli A;(b) on se matriisi, joka saadaan korvaamalla matriisin A i:s sarake sarakkeella b.
Cramerin sdintd sanoo, etté yhtdlon Az = b ratkaisu x voidaan laskea matriisien
A;(b) determinanteista. Viite on seuraava.

Lemma 10.3.2. Olkoon A € C™" kdidntyvi matriisi ja b € C™¥'. Tdlloin yhtdilon
Ax = b yksikdsitteiselle ratkaisulle © = [x1 - -~ z,]7 € C™! ptee

= det Al(b)
Y detA
jokaisella i € {1,...,n}.
Todistus. Olkoon e, ...,e, avaruuden C"*! standardikanta ja olkoon i € {1,...,n}.
Koska
Ii(x) =[e1---€i—1 T eiq1- - €n),
niin
AL(I') = A[€1 €1 X €j41 en}
= [A61 s A€i+1 Azx A€i+1 < Aen]
=[a1 -+ ai—1 b aiy1 -+~ an] = Ai(D).
Koska

det I;(z) = x,
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niin
det(A)z; = det(A) det(I;(z)) = det(Al;i(z)) = det(A;(b)).
Koska A on kddntyvé, niin det(A) # 0 ja

_ det(4;(0))
YT T det(4)

Todistetaan nyt Cramerin sddnnon avulla kdédnteimatriisin kaava.

Lauseen 10.5.1 todistus. Merkitiin A=Y = [c1---¢,] € C™", missd ¢; = [e15---cni]! €
C™*™ jokaisella i € {1,...,n}.

Koska AA™! = I = [e1---e,], niin Ac; = e; jokaisella i € {1,...,n}. Cramerin
kaavan (lemma 10.3.2) nojalla

_ det Aj(e,-)
G T et A

jokaisella j € {1,...,n}.

Kehitetddn matriisin A;(e;) determinantti sarakkeen j suhteen, jolloin saadaan

det(Aj(ei)) = (—1)j+i det(Aji) = ad_](A)]Z
Néin ollen

11
~ det A

adj(A).
10.4 Sovellus: Sylvesterin kriteeri

Determinantin avulla voidaan karakterisoida positiivisesti definiitit matriisit. Tata kut-
sutaan Sylvesterin kriteeriksi. Lausetta varten esitelldin matriisin pddminorin késite.

Méésritelmd 10.4.1. Neliomatriisin A = [aj;] € C™" k:s paaminori Ay, € CF** on
matriisi Ay, = [aji];?,izl € C™*" eli k x k-matriisi Ay, jolle pitee

[ A G
A_[Bk Dk]’

missi By, € Cv=k)xk ¢y e Ck*x(n=k) 44 D, e Cn—k)x(n—Fk)

Huomautus 10.4.2. Matriisin A pddaminorilla Ay, on tulkinta lineaarikuvauksena. Ol-
koon @ 4: C™*1 — C™*1 matriisia A vastaava lineaarikuvaus z — Az. Tdlloin DA Ckx1 —
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CF*L on yhdistetty lineaarikuvaus ©A, = DI 0 QA 0iy, missdpry: C™* — CF<1 on pro-
jektio

z1
21
2k —
2k
Zn
ja i : CF*1 — C™1 on lineaarikuvaus
J
T
Z1 :
2k
}_)
0
2k
0

Témé havaitaan seuraavasti. Olkoon z = [z1 - - - 2z;,]T € CF*L. Tillsin
( o ip)(z) = A C z | Arz + Ci0 B Az
PAC - B Dy 0| Brz + D0 - Biz |-
Niin ollen

(prpopacir)(z) = [ Tixk 0] [ g:i ] = Arz = pa,(2).

Muotoillaan ja todistetaan nyt Sylvesterin kriteerio.

Lause 10.4.3. Symmetrinen matriisi A € R™*™ on positiivisesti definiitti, jos ja vain
jos det(Ag) > 0 jokaisella matriisin A padminorilla Ay, missi k € {1,...,k}.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd A on positiivisesti definiitti. Olkoon k € {1,...,n} ja

merkitdian
| Ap Gy
A= [ By Dy ] '

T&llsin jokaisella 2 € RF*! pitee

T . A Cy T
:L'Akl'—[x 0]|:Bk Dy 0 >0

ja epdyhtalo on aito, jos x # 0. Néin ollen Ay on positiviisesti definiitti. Lauseen 8.3.1
nojalla matriisin A; ominaisarvot ovat reaalisia ja positiivisia. Koska det A; on ominai-
sarvojen tulo, niin det A > 0.
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Osoitetaan nyt induktiolla dimension suhteen, ettd matriisin A € R™*" pdaminoreiden
Ay, ehdosta det Ay, > 0 jokaisella k € {1,...,n} seuraa matriisin A positiivi definiit-
tiys. Viite selvisti pétee, jos n = 1. Oletetaan, ettéd viite péatee kaikilla symmetrisilla
(n — 1) x (n — 1)-matriiseilla. Olkoon nyt A symmetrinen (n x n)-matriisi, jolle pétee
det Ay > 0 kaikilla k& € {1,...,n}.

Osoitetaan ensin, ettd matriisilla A on korkeintaan yksi negatiivinen ominaisarvo.
Tehd&dn vastaoletus, ettd matriisilla A on kaksi negatiivista ominaisarvoa A € R ja
i € R jaolkoot # = [z1--- 2,7 € R jay = [y1---yn]! € R™! niitd ominaisarvo-
ja vastaavat ominaisvektorit. Talloin 27 Az = AzTx < 0 ja yT Ay = puy’y < 0. Koska
A # p, niin spektraalilauseen (eli lauseen 7.3.1) perusteella vektorit = ja y ovat koh-
tisuorassa toisiaan vastaan, eli z7y = 0. Olkoon w = y,z — x,y € R™¥!. Merkitiin
w=[wywy]T € R jab=[w - -w, 1] € R(=1)x1,

Koska A,_1 on symmetrinen (n — 1) x (n — 1)-matriisi, jolle pitee det(An—1)r =
det Ag > 0 kaikilla k£ € {1,...,n — 1}, niin Ay on positiivisesti semidefiniitti. Ndin ollen
Wl A > 0. Koska wy, = ynn — Tnyn = 0, niin @7 A = w! Aw. Koska z ja y ovat
matriisin A ominaisvektoreita, niin saadaan

w? Aw = (ynz — 20y) T A(ynz — z0y)
= (g — 2ny") Alynz — z0y)
=22l Az — ypxp (acTAy + yTAx) + 22yT Ay
= yixTAx — YnTyp (,u:UTy + )\yTx) + $%yTAy
=22l Az + x%yTAy < 0.
Tamaé on ristiriita. Néin ollen matriisilla A on korkeintaan yksi negatiivinen ominaisarvo.
My6s tdmé on ristiriita, koska télloin det A < 0 vastoin oletustsa. Néin ollen matriisin

A ominaisarvot ovat positiivisia. Matriisi A on siis positiivisesti definiitti lauseen 8.3.1
nojalla. O

10.5 Operaattorin determinantti

Matriisin determinantin vastine lineaarikuvauksille on operaattorin determinantti. Maaritelma
perustuu seuraavaan tulokseen.

Lemma 10.5.1. Olkoon f: V — V ddrellisulotteisen vektoriavaruuden operaattori sekd

olkoot (v1,...,vp) ja (wi,...,wy) avaruuden V kantoja. Tdlloin operaattorin f esi-
tysmatriisille A € R™" kannassa (v1,...,v,) ja esitysmatriisille B € R™*" kannassa
(wi,...,wy) pdtee

det(A) = det(B).

Todistus. Olkoon P € R™*™ kannanvaihtomatriisi avaruuden V' kannasta (v1,...,v,)
kantaan (wr,...,w,). Tarkemmin sanottuna, olkoon ®: R™*! — V isomorfismi e;
v; ja olkoon W: R™ ! — V isomorfismi e; — w;. Talldin A € R™ ™ on médritelméin
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nojalla lineaarikuvauksen ®~'o f o ®: R™! — R™¥! esitysmatriisi ja B € R™*" on
lineaarikuvauksen W' o f o W: R™! — R™ ! esitysmatriisi. Lisiksi

B =PAP !,

missi P € R™ ™ on lineaarikuvauksen ¥~! o ®: R™*! — R™*1 matriisi.
Niin ollen determinantin tulosdinnén nojalla (lause 10.1.2) pétee

det(B) = det(PAP™1) = det(P) det(A) det(P~1) = det(P) det(A) det(P)~! = det(A).
O

Miaritelmi 10.5.2. Operaattorin f: V — V determinantti det(f) on sen esitysmat-
riisin A determinantti det(A).

Suoraan matriisitulon maaritelméstd saadaan, ettd yhdistetyn kuvauksen determi-
nantti on determinanttien tulo. Todistus jatetddn harjoitustehtavéksi.

Lemma 10.5.3. Olkoot f,g: V — V operaattoreita. Tdlldin det(go f) = det(g) det(f).

Samoin suoraan médritelmésta ja vastaavasta tulokseksesta matriiseille seuraa, etti
operaattorilla ja sen adjungaatilla on sama determinantti.

Korollaari 10.5.4. Olkoon (V,(---,---)) sisdtuloavaruus ja f: V. — V operaattori.
Tdlloin det(f*) = det(f).

Todistus. Olkoon (v1,...,v,) avaruuden V kanta ja A € R™*™ operaattorin f esitys-
matriisi tdssid kannassa. Koska A7 on operaattorin f* esitysmatriisi samassa kannassa,
niin
det(f*) = det(AT) = det(A) = det(f).
O

Vastavasti voidaan osoittaa, ettd kompleksisen operaattorin determinantti on omi-
naisarvojen tulo. Tulos seuraa suoraan vastaavasta tuloksesta matriiseille.
10.6 Matriisin ja operaattorin jalki

Jélki on determinantin ohella toinen operaattoreiden ja neliomatriisien tédrkeé invariant-
ti. Matriisin jdljen mé&&ritelm4 on erittdin helppo.

Msiaritelma 10.6.1. Neliomatriisin A € C**™ jilki (engl. trace) on matriisin A dia-
gonaalielemettien summa, eli

tr(A) = a1 + -+ + ann,

missi A = [aji].

119



Kuten determinantille myds matriisin jéljelle pétee tulokaava. Jéiljen tapauksessa
tulokaava sanoo, ettd tulomatriisin jalki ei riipu tulontekijoiden jérjestyksesté.

Lause 10.6.2. Olkoot A, B € C"*". Tqlloin tr(AB) = tr(BA).
Todistus. Koska

=1 i=1 k=1 k=1 i=1 k=1
niin véite pétee. [

Jéljen tulokaavasta seuraa, etté operaattorin esitysmatriiseilla on sama jélki. Mer-
kitddn tdma tulos lemmaksi. Todistus jatetddn harjoitustehtaviksi.

Lemma 10.6.3. Olkoon f: V — V ddrellisulotteisen vektoriavaruuden operaattori sekd

olkoot (v1,...,v,) ja (wi,...,w,) avaruuden V kantoja. Tdlldin operaattorin f esi-
tysmatriisille A € R™ " kannassa (v1,...,v,) ja esitysmatriisille B € R™*™ kannassa
(wi,...,wy) pdtee

tr(A) = tr(B).
Miéaritelmi 10.6.4. Operaattorin f: V — V jilki on sen esitysmatriisin A jilki tr(A).

Lauseen suorana sovelluksena saadaan, ettd matriisin jéljelle triviaalisti patevét tu-
lokset péatevit myos lineaarikuvauksille.

Kirjataan nyt muutama matriisin ja operaattorin jalkeen liittyva perustulos lauseiksi.
Toisin kuin determinantin tapauksessa ndmé tulokset ovat hyvin suoraviivaisia todistaa
ja ne jéatetddn harjoitustehtaviksi.

Lause 10.6.5. Olkoot A, B € C™*"™ neliématriiseja ja a € C. Tdlloin
tr(A + aB) = tr(A) + atr(B).
Lisdksi tr(AT) = tr(A).

Korollaari 10.6.6. Olkoon ddirellisulotteinen vektoriavaruus, olkoot f,g: V — V ope-
raattorieta ja olkoon a € C. Tdlloin

tr(f + ag) = tr(f) + atr(g).
Lisdiksi tr(f*) = tr(f).

Kuten determinantin tapauksessa, operaattorin jélki voidaan mééritelld yleisesti il-
man esitysmatriisia: jalki on operaattorin ominaisarvojen summa, kun ominaisarvot las-
ketaan algebrallisen multiplisiteetin mukaan.

Lause 10.6.7. Olkoon A € C™*" neliomatriisi ja olkoot A1, ..., A\, € C sen ominaisarvot
kertaluvun mukaan laskettuna. Tdlloin

tr(A) = A+ + An.
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Todistus. Olkoon A = PTP~! matriisin A yldkolmioesitys, missi matriisin 7' diagonaa-
lialkiot ovat 11, ..., tu, € C. Tilloin

tr(A) = tr(PTP™ ) = tr(TPPY) = tx(T) = t11 4+ - - - + tun.

Koska matriisin T" diagonaalialkiot ovat matriisin A ominaisarvoja samoilla kertaluvuilla,
niin viite seuraa. O

Jalleen vastaava symmetrisid matriiseja koskeva tulos seuraa spektraalilauseesta.

Lause 10.6.8. Olkoon A € R™ "™ symmetrinen matriisi. Talloin
tr(A) =X+ + N\
missi A\ > - -+ > A\, ovat matriisin A ominaisarvot kertaluku huomioiden.

Todistus. Olkoot P € R™n x n ortogonaalimatriisi ja D € R™ " diagonaalimatriisi,
jonka diagonaalialkiot Ay, ..., A, matriisin A ominaisarvot multiplisiteetti huomioiden,
joille patee A = PDPT. Tallsin

tr(A) = tr(PDPT) = tr(DPPT) = tr(D) = Ay + -+ + An.
O

T&ta ominaisarvoihin liittyvaa tulosta voidaan soveltaa monin eri tavoin. Annetaan
tastad esimerkki.

Esimerkki 10.6.9. Ei ole olemassa sellaisia matriiseja A, B € C"*" ettdi AB— BA =
1. Jos tilldiset matriisit A ja B olisivat olemassa, niin

tr(I) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0.

Toisaalta tiedetddn, ettd tr(I) =n # 0.
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Liite A
Sisiatulo extra

A.1 Normista sisdtuloon

Koska normi kertoo ainoastaan yksittdisen vektorin pituuden, on helppo jaada vaiku-
telmaan, ettd sisdtulon méirittelemd normifunktio sisidltdd vihemmén informaatiota
kuin alkuperéinen sisétulo, eli ettd normifunktiosta ei voi péatelld vektoreiden vélisié
sisdtuloja. Nain ei kuitenkaan ole siité yksinkertaisesta syysté, ettd kolmion sivujen pi-
tuuksien suhteet madradvit vektoreiden viliset kulmat (ks. kosinilause). Tarkemmin
voidaan sanoa, ettd mikali normi on sisdtulon méadrddma, niin sisédtulo voidaan rekon-
struoida normifunktiosta. Tamé havainto voidaan formalisoida seuraavasti.

Lemma A.1.1. Olkoon (V,(:,-)) sisatuloavaruus ja ||-|| sisitulon (-,-) médradimd norms.
Talloin kaikilla v,w € V pdtee

(Il +wl* = [lol* = flw]?) (A1)

DN |

<U7w> =

Todistus. Todistus on suora lasku, joka jitetédén harjoitustehtaviksi. (Aloita yhtalosté
v+ wl|? = (v+w,v +w).) O

Toinen asiaan liittyva kysymys on, ettd milloin vektoriavaruuden V normi |- ||: V —
[0,00[ on jonkin sisdtulon (-,-): V x V — R méa#drddmi. Ylldttden vastaus on hyvin
elegantti.

Sisétuloavaruuksissa (V, (-, -)) pétee niin sanottu suunnikassdidntd, eli sisdtulon madradmalle
normille || - || pétee kaikilla v,w € V yhtélo

I+ wl® + [lv — wl® = 2 (ol|* + [[w]®) - (A.2)

Suunnikassdénnon todistus on jélleen suora lasku ja se jatetddn harjoitustehtéviksi.
Eleganttia on se, ettd sunnikasséanto karakterisoi ne normifunktiot, jotka ovat sisdtulon
madraamid. Todistus ei kuitenkaan ole aivan helppo.

Lause A.1.2. Olkoon (V,||-||) normiavaruus. Tdlloin ||-|| on sisdtulon (-,-): VxV — R

mdadrdadamd, jos ja vain jos normi || - || toteuttaa suunnikassiinnon (A.2) kaikkilla v, w €
V. Lisiksi sisitulolle (-,-) pitee (A.1) kaikilla v,w € V.
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Todistus. Y& todettiin, ettd sisdtulon méarddmé normi toteuttaa suunnikassddnnon,
eli ettd suunnikassdéinté on véalttdmaton ehto. Osoitetaan nyt, ettd suunnikassdianto
on riittdva ehto. Oletetaan siis, ettd normi || - || toteuttaa suunnikassdédnnoén (A.2).
Madritellddn nyt (-,-): V x V — R kaavalla

1
(,w) = 5 ([v+w]® = JJol* = [|w]*)
kaikilla v, w € V ja havaitaan, ettd

1
(v,0) = 5 (121" = [o]]* = [lo]*) = 5 (4llo]* = 2[l0]1%) = [lvl*.

| =

Normi || - || on siis sisdtulon (-,-) médrddma, jos (-,-) on sisétulo. Osoitetaan siis, etté
(+,-) on sisitulo. Havaitaan kuitenkin ensin, ettd suunnikassiénnon perusteella

1 1
(v, w) = 5 ([v+wl* = Jol* = [lw]*) = 5 (lv+w]* = ([o]* + [lw]))

— 1 ||’U + ’LU||2 _ ”U + wHZ + HU — w||2 — HU + wH2 — HU — w”2
2 2 4

kaikilla v,w € V.
Koska || - || on normi ja kaikilla v € V' piitee (v,v) = ||v||?, niin (-,-) on positiividefi-
niitti. Lisdksi, (-,-) on symmetrinen, silld kaikilla v,w € V pétee

_ vt wlP v —wl? _ flwtol? =l = @+ w)l? _ flwt ol = o+ wl®

(v, w) = 1 4 1 = (w,v).

Nain ollen jéljelld on osoittaa, etté
(v+v,w) = (v,w) + (v, w) (A.3)

ja etta
(av,w) = a(v, w) (A.4)

kaikilla v,v',w € V ja a € R.
Aloitetaan yhtdlén (A.3) todistuksella. Olkoot v,v',w € V. Havaitaan ensin, etti
suunnikassddnnon perusteella pétee

2 2 _ 120 — w||?
(2o, = 204wl — 120 = u]
v+ (v +w)[* = v+ (v —w)|?
4
_ 2[[v)1? + 2||v + wlf* = [Jv — (v + w)||* = 2|Jv[|* = 2[|lv — w|]* = Jv = (v —w)||?
4
_ 2ot wl? — || = wl® — 2o — w|® + ||w|?
4

2wl =2 —w|?
— 1 —

2(v, w).
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Vastaavasti, tai kdyttamalld symmetrisyytti, padtelldin, etté
(v, 2w) = 2(v,w).

Niin ollen suunnikassdinnon nojalla saadaan

1
v+, w) =1 ||v+v +w”2 lv+v — w||2)
1 1 1 1
=3 (I 30+ 0 4 G0 = 0 = Jo) + (= 0P
1 1 1 1
4(2uv+ S0P +207 + S0l = 0+ Jo) - (' + Gu)l?)

- 1 (210 = G0 + 2167 = S0l = 1w - Jo) - = Ful?)

1 1 1
= 3 (204 0P + 20 + 30l = o - vI?)
1 1 1
- 1 (210 = P+ 210 = F? = o - 1)
1 1 1 1 1
= 5 (2 JolP = 2o = i) + (20 + GulP - 210 - Fui?)

1 1
=2 2
(v, sw) + 20/, 2}
= (v,w) +
Yht&ls (A.3) on néin todistettu.
Yhtalon (A.4) todistus on hankalampi. Se tehdddn vaiheittain: ensin luvulle —1,

sitten luonnollisille- ja kokonaisluvuille, sitten rationaaliluvuille ja lopuksi reaaliluvuille

Schwartzin epayhtilon avulla.
Ensimmaéinen havainto on siis, ettéd kaikilla v, w € V pétee

+ (v, w).

1 1
(ow) =7 (l-v+ wl? = | —v—w|?) = 7 (o= w[? = [l + wl[?) = —(v, w).
Toinen havainto on, ettéd induktiolla saadaan, ettd kaikilla v, w € V ja m € N pitee
(mv, w) = m(v,w).

Koska viite patee nyt kaikilla luonnollisilla luvuilla m € N, niin ensimmaéisen havain-
non perusteella se pidtee myos kaikilla m € Z. Téastd saadaan, ettd viite pétee kaikilla
rationaaliluvuilla p/q € Q. Tamé& havaitaan seuraavasti. Olkoot ¢ € N ja p € Z. Tillsi

a{(p/q)v,w) = (q(p/q)v,w) = (pv,w) = p(v, w)

e].l
= —{(v,w).
<(p/Q)va> q< ) >

124



Ennenkuin osoitetaan, etté viite péatee kaikilla reaaliluvuilla, osoitetaan, ettd funktio
(-,-) toteuttaa Schwarzin epdyhtélon, eli ettd kaikilla v, w € V pétee

(v, w)| < [[v]ll|w]]-
Olkoot v,w € V. Jos w = 0, niin viite pétee, joten voidaan olettaa, ettd w # 0. Valitaan

(v, w)
lwl>”

ty =
Tillsin

0 < [lv —tow||* = (v — tow, v — tow)
= [v]l* = 2to(v, w) + t3]|w|®

(v, w)?

lwl>

ww? | (ow?
[l " TP

2 2
= lv]|” -2 = |lvll” -
Schwarzin epdyhtélo seuraa.

Osoitetaan nyt Schwarzin epayhtélon avulla, ettéd kaikilla a € R pétee

(av,w) = a(v,w).

Olkoot v,w € V ja olkoon a € R. Olkoon lisdksi (r;) jono rationaalilukuja, joka
suppenee lukuun a, eli r; — a kun ¢ — oo. Tall6in

[{av, w) = rifv, w)| = [(av, w) = (riv, w)| = [(av = riv,w)| = [{(@ = ri)v, w)]

< [l(a = ri)vllflw] = a = rif[[oll|w]] = 0,

kun ¢ — oo, eli

lim (v, w) = (av,w).
1—00

Néin ollen
a(v,w) = lim r;{(v,w) = (av,w).
1—00

Viite on todistettu. O

A.2 Jokainen vektoriavaruus on sisituloavaruus

Kantalause sanoo, etti jokaisella dérellisulotteisella avaruudella V' on kanta (v1,...,v,),
missi n = dim V. Kanta puolestaan samastaa avaruuden V sarakeavaruuden R™*!
kanssa; isomorfismiksi voidaan ottaa ®y: R™! — V| joka kuvaa standardikannan
(e1,...,en) kannaksi (vy,...,v,). Avaruus R™*! on myos sisituloavaruus; standardi va-
linta sisdtuloksi on pistetulo -: R™1 x R™*! — R. Siini missi ®, siirtdi lineaarisen ra-
kenteen, siirtda se myos sisdtulon ja tekee avaruudesta V sisdtuloavaruuden. Formaalisti
tdmé osoitetaan seuraavasti.
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Lause A.2.1. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja (vy,...,v,) avaruuden V
kanta. Olkoon lisiksi ®y : R™1 — V lineaarinen isomorfismi, jolle pditee Dy (e;) = v
kaikilla i € {1,...,n}. Tdllin funktio (-,-): V x V — R, joka on mddiritelty kaavalla

(v,w) = D1 (v) - Dy (w)
katkilla v,w € V', on sisdtulo avaruudessa V.

Todistus. Pitaé tarkastaa sisidtulon ehdot niiden tietojen avulla, ettd @y on isomorfismi
ja etté pistetulo on sisdtulo. Tamé jatetddn harjoitustehtaviksi. O

Korollaari A.2.2. . Jokainen ddrellisulotteinen vektoriavaruus on sisdtuloavaruus: Ol-
koon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus. TdllGin on olemassa sisdtulo (-,-): VxV — R.

Todistus. Jokaisella aarellisulotteisella vektoriavarudella on kanta. N&in ollen silld on
myos sisdtulo lauseen A.2.1. O

Huomautus A.2.3. Tarkkaavainen lukija on jo varmaan huomannut, ettd luvun otsi-
kossa puhutaan ainoastaan vektoriavaruuksista eikd ddrellisulotteisista vektoriavaruuk-
sissa kuten lauseessa A.2.1 ja korollaarissa A.2.2. Tamd ei ole vahinko. Itseasiassa jo-
kaisella vektoriavaruudella on kanta ja jokaisella vektoriavaruudella on sisdtulo. Tdmda
et kuitenkaan ole tamdn kurssin keskeistd asiaa ja siksi nditd asioita kdsitellddn ainoas-
taan liitteessd G.

Tarkastellaan vield millainen on lauseessa A.2.1 mééritelty sisétulo (-,-): VxV — R,

silld se selvésti riippuu kannan (vy,...,v,) valinnasta.

Téta sisdtuloa on luonnollisinta tarkastella tapauksessa, jossa V on sarakeavaruus
R™! ja (v1,...,v,) on jokin avaruuden R™*! standardikannasta (e1, ..., e,) poikkeava
kanta. Talloin isomorfismi ®y: R™*! — V on lineaarikuvaus = — Az, missié A on
sarakevektoreiden (v1,...,v,) muodostama matriisi, eli

A= {v1|'~|vn]

Niilla merkinnoilld kaanteiskuvaus <I>‘_/1 on lineaarikuvaus = — A~ lz.
Niilld merkinnoilld saadaan, ettéd kaikilla v, w € R™! pitee

(v,w) = &1 (v) - By (w) = (A1) - (A w).
Koska x - y = 27y kaikilla ,y € R™*!, niin néin ollen saadaan
(v,w) = (A" ) - (A7 w) = (A 2)T (A w = 2T (A HTA Yy = 2T ((A_l)TA_l) Y.
Muutama huomio on paikallaan:

e Lukuunottamatta matriisia (A~1)T A1, tdmé#n sisdtulon matriisiesitys on kuin
pistetulon.
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e Matriisissa (A~1)TA~! on kirjoitettu kannanvaihtomatriisin A~ avulla. Matrii-
si A7! vie kannan (v1,...,v,) standardikannalle (ej,...,e;). Jos isomorfisimin
®y sijaan aloitettaisiin isomorfismista Wy : (I>(/1: V — R™! joka vei kannan
(v1,...,v,) standardikannalle, kirjoitettaisiin sisitulon kaava matriisin A~ sijas-
ta kuvauksenn Wy matriisin B = A~! avulla, eli (v,w) = v7 (BT B)w kaikilla
v,weV.

A.3 Sisdtulon matriisiesitys ja symmetriset matriisit

Ensindkemaélté sisdtulon méaritelmésta voi jia vaikutelma, ettd kyseessé on hyvin ab-
strakti késite. N&in onkin ddretonulotteisten vektoriavaruuksien tapauksessa. Téssé lu-
vussa osoitetaan, ettd ddrellisulotteisissa vektoriavaruuksissa sisdtulot kuitenkin vastaa-
vat symmetrisid positiividefiniittejd neliomatriiseja. Téssé mielessé kaikki dérellisulotteisen
vektoriavaruuden sisidtulot ovat samankaltaisia. Aloitetaan méaritelmista.

Madritelma A.3.1. Neliomatriisi A = (A;5)i; € R™™ on symmetrinen, jos A;; = Aj;
kaikilla i, € {1,...,n}, eli AT = A.

Madritelma A.3.2. Neliomatriisi A = (A;j)ij € R™™ on positiividefiniitti, jos 27 Az >
0 kaikilla z € R™1\ {0}.

Jokainen symmetrinen ja positiividefiniitti matriisi B € R™*™ méirittelee sisétulon
n-ulotteisessa vektoriavaruudessa V. Taté varten riittaa valita vektoriavaruudelle V' kan-
ta.

Lause A.3.3. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus, (vi,...,v,) avaruuden V
kanta ja B € R™ ™ symmetrinen ja positiividefiniitti matriisi. Mdadaritellidn funktio
(-,): VxV =R kaavalla

(v,w) = 2T By

katkilla v,w € V, missd x ja y ovat vektoreita v ja w vastaavat sarakevektorit kannassa
(v1,...,0,). Tdlloin (-,-) on sisitulo avaruudessa V.

Todistus. Osoitetaan sisdtulon ominaisuudet. Aloitetaan lineaarisuudesta. Olkoot v, v’, w €
V jaa,b € R. Olkoot lisiksi , ',y € R™*! vektoreita v, v/ ja w vastaavat sarakevektorit
kannassa (v1,...,v,). Télloin ax + ba’ on vektoria av + bv’ vastaava sarakevektori, silld
luvun 1 merkinnéilld pitee @y (ax + bx') = Py (az) + Py (br') = aPy (z) + bPy (') =
av + bv'.

Néin ollen

(av 4+ ', w) = (azx + ba')T By = (ax” + b(2")") By = ax” By + b(«') By
= a(v,w) + b(v', w).

Osoitetaan nyt symmetrisyys. Olkoot jilleen v, w € V ja olkoot € R™*! jay € R™*!
vektoreita v ja w vastaavat sarakevektorit kannassa (vi,...,vy).
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Koska oletuksen mukaan BT = B ja yleisesti tiedetiiin, ettid (CD)T = DTCT kaikilla
matriiseilla C' € R"*™ ja D € R™*P niin
(v,w) = 2" By = 2" B (y")" = 2" (y"B)" = (y" Ba)" =y" Bz = (w,v).

Toiseksi viimeisessd yhtasuuruudessa kiytettiin trivialiteettia, ettd 27 = z kaikilla z €
Rlxl.

Osoitetaan vield sisétulon positiividefiniittisyys ehdon (ST3) mukaisesti. Olkoon v €
V\ {0} ja x € R™! vastaava sarakevektori. T&lloin x # 0. Niin ollen

(v,v) = 2T Bx > 0,
koska B on positiividefiniitti matriisi. ]

Edellisen lauseen mukaan, jokainen symmetrinen ja positiividefiniitti neliGmatriisi
maéérittelee sisdtulon. Seuraava lause osoittaa, ettd kddntden jokainen sisdtulo voidaan
esittdad tdlldisend matriisina.

Lause A.3.4. Olkoon (V,(-,-)) ddrellisulotteinen sisituloavaruus ja (vi,...,vy) avaruu-
den V' kanta. Tdlléin matriisi
bu -+ bm (vr,v1) -++ (vp,v1)
B = : : = : :
bln T bnn <'U17 Un> T <vn7 Un>

on sisdtulon (-,-) matriisiesitys, eli symmetrinen ja positiividefiniitti matriisi, joka to-
teuttaa ehdon

(v,w) = 2T By (A.5)
kaikilla v,w € V, missi x € R™! ja y € R™! ovat vastaavat sarakevektorit.

Todistuksen péédttely on kaksiosainen. Ensin havaitaan, ettd koska sisdtulo on bili-
naarinen, niin se madraytyy tdysin kanta-alkioiden sisétuloista. Tdmé& havainto on ana-
loginen sen kanssa, ettd kanta-alkioden kuvat méaraéavat lineaarikuvauksen. Matriisin B
olemassaolo seuraa téstd havainnosta. Tdmén jédlkeen on helppo tarkastaa, ettd matriisin
B ominaisuudet seuraavat vastaavista sisdtulon ominaisuuksista.

Lauseen A.3.4 todistus. Osoitetaan ensin (A.5). Olkoot v = zjv; + -+ + zpv, € V ja
w=y1v1 + - + ypvn € V seki olkoot z,y € R™*! vastaavat sarakevektorit.
Sisdtulon bilineaarisuuden ja matriisitulon perusteella

(v, W) = (T1V1 + - + TpUn, Y101 + -+ -+ YnUn)

<szvz,zijj> 3 <:c Zy]%> -y < iijj>

=1

n n n n n
T E (vi, yjvj) E x; E yj (vi, vj) E x; E y;Bij = E T E Bijy;
1 =1 =1 j—=1 =1 j=1
n

I
M:

7

x; Bijy; = :UTBy.

I
M:

=1 j=1
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Ehto (A.5) on néin osoitettu.
Sisédtulon symmetrisyyden nojalla

Bij = (vi,v5) = (vj,vi) = Bij

kaikilla 7,5 € {1,...,n}. Niin ollen BT = B.
Osoitetaan vield, ettd matriisi B on positiividefiniittinen. Olkoon

1
T = : e R™!

In

sarakevektori, joka ei ole nollavektori. Olkoon v = x1e1 + -+ - + zpe, € V. Koska z # 0,
niin v # 0. Néin ollen ehdon (A.5) perusteella pétee

T Bx = (z1e1 + -+ + Tnen, T + -+ 2pen) = (v,0) > 0.
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Liite B

Ositetut matriisit ja suorat
summat

Ositettu matriisi liittyy vektoriavaruuksien suoriin summiin seuraavalla tavalla. Seuraa-
vassa lauseessa oletetaan, ettéd ddrellisulotteiset avaruudet V' ja W on esitetty aliava-
ruuksiensa suorana summana, eli V =V’ @ V" ja W = W' & W" joillain aliavaruuksilla
V.V VijaW W"'cWw.

Oletetaan, etté avaruuden V aliavaruuksille V' ja V" on valittu kannat (v, -+, vp)
ja (vf,---,v’_,) ja ettd avaruuden W aliavaruuksille W’ ja W” on valittu kannat

(wh,...,wy) ja (wy,...,w! ). Lisdksi oletetaan, ettd avaruudet V' ja W on varustettu

: / / " " s / / " "
kannoilla (v7,..., v, 07, ...,0v"_,) ja (Wi, ..., w,wl,...,w! ).

Lause B.0.1. Olkoot f": V' — W', "V - W" ¢: V" - W ja ¢": V" — W"
lineaarikuvauksia. Talloin kuvaus F:'V — W, joka on maddritelty kaavalla
F(@ivy + -+ 2oy + 2o + - Fag vy ) = ['(@v) + -+ 2jvp)
+ [ (@) £+ 2y)
+g' (@) + -+l vy )
g 4 )
katkilla v = 2\ + - - - + vy + 2o + -+ 2 _ 0, €V, on hyvin mddritelty lineaa-
rikuvaus, jonka matriisi on
A C
B D |’

A = (a;;) € RF* on kuvauksen f' matriisi,
B = (bi;) € R**("=0 on kuvauksen f" matriisi,
o C=(cj) € Rm=K)XC on kuvauksen g’ matriisi ja
D=

dz-j) € R¥><(=0 on kuvauksen g" matriisi.
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Huomautus B.0.2. Kommentoidaan jo ennen todistusta, mitd tarkoittaa, etti F' on
hyvin mddritelty. Huomaa, ettid kuvausten [’ ja ¢ maaliavaruus on W' ja etti kuvaus-
ten " ja g" maaliavaruus on W". Koska W' ja W" ovat avaruuden W aliavaruuksia,
nin voidaan jokaisen kuvauksen maaliavaruudeksi vathtaa W. Ndin ollen kuvauken F
mddritelmdssd oleva yhteenlasku on siis avaruuden W vektoreiden yhteenlasku ja kuvaus
on hyvin madritelty.

Lauseen B.0.1 todistus. Osoitetaan ensin, ettd F' on lineaarikuvaus. Olkoot v = zjv] +
etz + ka2l e Vijaw =yl -y gl oyl o, eV
sekd a € R. Merkitédn o' = 2jvj + -+ azpv, € V0" = 2o + -+ 2 _ ", eV
sekid w' = yivi+-- -ty € Vijaw” = yivl +-- -4yl _ ol , € W Tallsin v = ' +0"
jaw=w +w”. Nyt

F(av +w) = F((av" +w') + (av” +w"))
_ f’(av'—i—w') —|—f"(av'+w')—i—g'(cw”+w")+g”(av”+w”)
= (af' (V') + /(W) + (af" () + f"(w"))
+ (ag'(v") +g/(w//)) + (Clg”(UH) +g//(w//))
=aF(v) + F(w).

Néin ollen F' on lineaarinen.

Osoitetaan vield, ettd kuvauksella F' on haluttu matriisi, eli lasketaan kuvavektorei-
den F(v}),...,F(vy), F(v{),...,F(v]_,) esitykset kannassa (wi, ..., w},w{,...,wl ).
Olkoon M € R™*™ kuvauksen F' matriisi nédissé avaruuksien V' ja W kannoissa.

Olkoon ensin i € {1,...,¢}. Télloin

F(vp) = f'(v;) + f"(v)) = (aliwll + et akiw;c) + (buw/f et b(n—k)iwx—k)

= ayw) + - + agiwy + brw] + - + b pyiwn -

Koska vektori v} on kannan (v{,...,v,vY,...,v._,) i:s vektori, niin saadaan, ettd mat-

riisin M 4:s sarake on matriisin [ B 1:s sarake.

Olkoon nyt i € {1,...,n — ¢}. T&lloin
F(v) = g'(v]) + 4" (v]) = (crowy + -+ + cpawy) + (driw] + -+ + diupyiwy )
= Cliw/l + -+ ckiw; + dlz’wlll + -+ d(n,k)zw;.i_k

"

Koska vektori v] on kannan (v],...,vp,v7,..., v _,) ¢+ i:s vektori, niin saadaan, etté

n—~¢
matriisin M ¢ + i:s sarake on matriisin [ g ] 1:s sarake. Nain ollen
A C
M= [ 4.0 ] |
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Liite C
Duaaliavaruudet

Téassd luvussa tarkastellaan uudestaan transpoosiin ja adjungaattiin liittyviad késitteité
ja havaitaan kuinka ne johdattavat vektoriavaruuden duaalin kisitteeseen. Aloitetaan
sisdtuloavaruudesta (V, (-, -)).

Miééritelldén jokaisella v € V kuvaus v*: V' — R kaavalla w +— (v, w). Koska sisétulo
on bilineaarinen, niin v* on lineaarikuvaus. Liséksi, jos v1,v2 € V ja a € R, niin vektorin
v = v + avy médrittelemi lineaarikuvaus v* = (v 4+ avy)* on itseasiassa lineaarikuvuas
vl + avs, eli kaikilla w € V pétee

v (w) = (v,w) = (v1 + ave, w) = (v1,w) + alvy, w) = v} (w) + avy(w) = (vi + avy) (w),

missd viimeisessd yhtdsuuruudessa kiytettiin kuvausten yhteenlaskun mééaritelméaa.
Itseasiassa jokainen lineaarikuvaus avaruudelta reaaliluvuille voidaan kirjoittaa ku-
vausten v* lineaarikombinaatioina. Tarkka lause on seuraava

Lause C.0.1. Olkoon (V,{(-,-)) sisituloavaruus ja vi,...,v, avaruuden V ortonormaa-
likanta. Tdlléin vy, ..., v}, on vektoriavaruuden

V*={f:V = R: f on lineaarinen}
kanta.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd Sp{v},...,v}} = V*. Olkoon f € V*eli f: V — R on
lineaarikuvaus. Téllloin jokaisella w = ajv1 + - -+ + a,v, € V pétee

fw) = f(arv1 + -+ apvn) = a1 f(v1) + -+ + anf(vn)
= f(v1)(vi,w) + -+ + f(vn)(vn, w)
= f(v1)vf(w) + f(vn)vp(w)
= (f(v)v] + -+ + f(vn)vy) (w).

Niin ollen
f=flu)vy + -+ f(vn)v), € Sp{v],..., v}
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Osoitetaan nyt, ettd jono vj,..., v, on vapaa. Oletetaan, ettd on olemassa sellaiset
a1,--.,an € R, ettéd
ajv] + -+ +ayv, =0.

Olkoon v = aqv1 + ... + apv,. Tilloin aiemman laskun perusteella

vt =a1v] + - apvy,

eli v*(w) = 0 kaikilla w € V. Koska
0 =v"(v) = (v,0) = [|v]],
niin v = 0. Néin ollen a; = 0 kaikilla ¢ € {1,...,n}. O

Maidgritelma C.0.2. Avaruus V* = {f: V — R: f on lineaarinen} on vektoriavaruu-
den V duaaliavaruus ja sen alkiota kutsutaan funktionaaleiksi.

Huomautus C.0.3. Duaaliavaruuden V* mdadritelmdssd ei vaadita, ettd V on sisdtu-
loavaruus, vaan ainoastaan, ettd V on vektoriavaruus. Sisdtuloa ei ilseasiassa tarvita
mydskddn edellisessd lauseessa vaan seuraava tulos pdtee: Olkoon V ddrellisulotteinen

vektoriaqvaruus ja vi,...,v, sen kanta. Tdlloin funktionaalit v}#: V — R, jotka on
mdadritelty kaavalla vj#(vi) = 0;j katkilla i,5 € {1,...,n}, on avaruuden V* kanta.
(Harjoitustehtivi)

Lauseesta C.0.1 seuraa, ettéd dérellisulotteinen avaruus V on isomorfinen duaaliava-
ruuden V* kanssa. Sisdtuloavaruuksille isomorfisuuden osoittaminen ei vaadi kannan
valintaa ja siksi todistus tehdédédn sisdtuloavaruuksien tapauksissa. Huomaa, ettéd kaikki
darellisulotteiset vektoriavaruudet voidaan varustaa sisédtulolla.

Korollaari C.0.4. Olkoon (V,(-,-)) ddrellisulotteinen sisituloavaruus. Tdlloin kuvaus
t: V= V* v 0¥, on isomorfismi.

Todistus. Kuvaus ¢* on jo osoitettu lineaarikuvaukseksi. Koska dim V' = dim V* riittda
osoittaa, ettd ker. = {0}. Olkoon v € V sellainen, ettd «(v) = 0. Télloin v* = 0. Koska

0 = v*(v) = (v, v), niin v = 0. Kuvaus ¢ on siis injektio. O
Huomautus C.0.5. Tottakai vdiite seuraa myds tiedosta, etti t(vy),...,t(v,) on ava-
ruuden V* kanta, jos vi,...,v, on avaruuden V kanta.

Tarkastellaan nyt vektoriavaruuksien V' ja W vilisté lineaarikuvausta L: V — W.
Maéaritelladn uusi kuvaus L*: W* — V* kaavalla f +— fo L. Huomaa, ettd téssa f € W*
eli f: W — R on lineaarikuvaus ja L*(f) = fo L: V — R on lineaarikuvaus. Kuvaus
L* on itseasiassa lineaarikuvaus.

Lemma C.0.6. OlkootV ja W sisdtuloavaruuksia ja L: V — W lineaarikuvaus. Talloin
L*: W* = V*, f+— folL, on linecaarikuvaus.
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Todistus. Olkoot f1, fo € W* ja a € R. Télloin

L*(fi+af2) =(fi+afe)oL=fioL+afooL=L"(f1)+al*(f2).
O

Sisdtuloavaruuksien (V, (-,-)v) ja (W, (-, -)w) vélinen lineaarikuvaus L*: W* — V*
vastaa lineaarikuvauksen L: V — W adjungaattia L*: W — V. Merkitdén hetkellisesti
adjungaattia symbolilla adj(L): W — V.

Lause C.0.7. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) sisituloavaruuksia ja L: V — W lineaa-
rikuvaus. Tdlloin jokaisella w € W pdtee

L*(w) = (adj(L)w)"
Todistus. Olkoon v € V. Talloin
(L*(w))(v) = w*(L(v)) = (w, L(v))w = (adj(L)w, v)v = (adj(L)w)"(v).
O

Huomautus C.0.8. Formaalisti timd yhteys voidaan esittid isomorfismien vy : V —
V* ja vy : W — W* avulla kdyttien kommutoivaa kaavioita

W adj(L) v

W* L V*
Koska adjungaatin esitysmatriisi on alkuperéisen kuvauksen esitysmatriisin trans-
poosi, saadaan sama tulos duaaleiden vélille indusoidulle kuvaukselle. Todistus jatetaan
harjoitustehtévéksi.

Korollaari C.0.9. Olkoot (V,(-,-)v) ja (W, (-, )w) sisituloavaruuksia ja L:V — W
lineaarikuvaus. Mikdli vy, ...,v, ja wi,...,w, ovat avaruuksien V ja W kantoja ja
A € R™" kuvauksen L esitysmatriisi ndissd kannoissa, niin kuvauksen f*: W* — V*

esitysmatriisi duaalikannoissa vy, ..., v¥ ja wi,...,wk, on AT.
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Liite D
Nelibmuodot ja geometria

D.1 Neliomuodosta matriisiin

Matriisien neliomuotojen hytdyllisyys seuraa havainnosta, ettd toisen asteen polynomi
yvhtéalot voidaan ratkaista neliomuotojen avulla.
Aloitetaan yleisen neliomuodon méiritelméistéa

Maiédritelma D.1.1. Funktio ¢: R™ — R on nelibmuoto, jos se on homogeeninen toisen
asteen polynomi, eli muotoa

q(x1,...,xn) = E CijTiTj
1<i<j<n

kaikilla (x1,...,z,) € R, missd ¢;j € R kaikilla 1 <i < j <n.

Huomautus D.1.2. Yieisesti asteen m € N polynomi p: R® — R on homogeeninen,
jos p(Az) = A"p(x) kaikilla v € R™.

Jokainen neliémuoto on jonkin symmetrisen neliomatriisin neliomuoto.

Lemma D.1.3. Olkoon q: R™ — R neliomuoto. Tdlldin on olemassa sellainen symmet-
rinen matriisi A € R™™ etti g = qa.

Todistus. Oletaan, etté

q(x1,...,xn) = Z CijTi%;

1<i<j<n
kaikilla (21,...,2,) € R?, missd ¢;; € R kaikilla 1 <i < j <n.
Maaritellddan
Cij/2, 1< ]
Qi5 = Cij, 1= j
Cji/2, 1>

Olkoon A = [aj;] € R™™. T#llin jokaisella x = [z - - - z,]T € R™*! piitee
ga(z) = 2" Az = q(=).

(Harjoitustehtéva) O
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D.2 Toisen asteen polynomiyhtélon ratkaiseminen nelimuotojen
avulla

Tarkastellaan nyt padakseleiden sovelluksena yleisté toisen asteen polynomia p: R® — R
ja yhtalon
p(z) = 0 (D.1)

ratkaisemiseta, eli ratkaisujoukkoa
R, ={z € R": p(xz) = 0}.
Huomautus D.2.1. Tason R? erikoistapauksessa timd vastaa toisen asteen yhtilon
cllm% + c1ox120 + 022:16% + bix1 + boxs +a =0,
missd c11, 12, C22, b1, b2, a € R, ratkaisujen etsimistd.

Yleinen tulos jakautuu tapauksiin, jotka riippuvat polynomista p.
Tarkastellaan tdmén vuoksi ongelmaa neljissé vaiheessa:

e Ensimmadisessi yhtélo p(z) = 0 kirjoitetaan nelidmuodon ja sisétulon avulla.
e Toisessa nelimuoto kirjoitetaan pidakselimuodossa.

e Kolmannessa vaiheessa sisédtuloon liittyvéit termit yhdistetédéin nelicmuodon ter-
meihin, mikéli neliomuodon pa#akseliesitys sen mahdollistaa. Témé on nelidksitdydentdmisen
korkeampiulotteinen vastine.

e Jiljelle jadvat tapaukset késitelldén esimerkin muodossa ja jétetddn harjoitus-
tehtéviksi.

Ensimméinen vaihe on siis polynomin tulkitseminen neliémuodon ja sisétulon avulla.

Lemma D.2.2. Olkoon p: R™! — R toisen asteen polynomi. Tilloin on olemassa
sellainen neliomatriisi A € R™", sellainen vektori R™ ! ja sellainen luku a € R, ettd

p() = @) + b3+ a.
Todistus. Olkoon .
(T, @) = Z CijTiTs + sz‘xz‘ +a
1

1<i<j i=

tarkasteltava polynomi. Olkoon ¢: R™*! — R neliémuoto

(xl,...,xn): Z CijCCZ'CCj.

1<i<y

Olkoon nyt A € R™"™ se symmetrinen matriisi, jolle pitee ¢ = ¢4. Olkoon liséksi
b=[by---b,)T € R™¥L. Tllsin

plx)=q(z)+b-z+a=qa(x)+b-z+a

jokaisella z € R™*1, O
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Toinen vaihe on yleisen neliomuodon g4 pédakseliesitykseen siirtyminen. Ta&mé an-
taa meille matriisin P. Huomaa, ettd seuraavan lemman todistus on oleellisesti tehty
esimerkissé 8.2.2.

Lemma D.2.3. Olkoon p: R™*! = R toisen asteen polynomi, joka on muotoa
p(z) =qa(z)+b-z+a

jollakin symmetriselld matriisilla A € R™", jollakin vektorilla b € R™ ! ja jollaikin

a € R. Tdlloin on olemassa sellainen ortogonaalimatriisi P € R™™™ ja diagonaalimatriisi
D € R™" et

p(Py) = ap(y) + (PTh) -y +a.
kaikilla y € R™*1,

Todistus. Olkoon y € R™*!. Talléin
p(Py) =qa(Py) +b-Py+a
= (Py)LA(Py) +bT Py +a
=y PTPDPT Py + (PTH)y +a
=y Dy + (PTb) -y +a=qp(y) + (PTb) -y +a.
O

Edellisen lemman varsinainen hyo6ty paljastuu seuraavasta lemmasta, joka vastaa
nelioksi tdydentdmistd. Huomaa, etté nelioksi ei voi tdydentié sellaisten muuttujjien y;
suhteen, joiden toisen potenssin kerroin on nolla.

Lemma D.2.4. Olkoon D € R™*" diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovatdy,...,d, €
R ovat kaikki nollasta poikkeavia ja olkoon b = [by - -- bo)t € R Téllsin on olemassa
sellainen vektori b € R ja vakio a € R, ettd

ap(y) +b-y=ap(y—b)+a
kaikilla y € R™*1,
Todistus. Olkoon y = [y1 -+~ y,])T € R"*!. Koska d; # 0 kaikilla i € {1,...,n}, niin

qD(y)+b-y:d1yf+---+dnyi+b1y1+---+bnyn
= (d1y} +biyn) + -+ + (dnyp + buyn)

b by,
—di (B + = )+ +dn 92+ Ly
dq dy,
by \? b1 \2 by \ 2 by \ 2
—d1<<y1+2d1> _<2d1> ++dn yn+2dn — 2dn
by \? by \ 2 by \ 2 by \ 2
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Merkitéén b; = b;/(2d;) jokaisella i € {1,...,n} ja b= [by---by]T € R"*!. Olkoon myos

~ bl 2 bn 2
a-—(dl <2dl> ++dn(2dn> )

ap(y) +b-y=qply+0b)+a.

Talloin

Kirjataan nyt yleinen tulos, jonka ndmé& lemmat yhdessé todistavat.

Lause D.2.5. Olkoon p: R™*! — R toisen asteen polynomi. Mikili
p(z) =qa(z)+b-y+a

jollain neliomatriisilla A € R™ ™, vektorilla b € R™ ! ja luvulla a € R ja matrii-
sin A spektraalihajotelma A = PDPT on sellainen, ettid matriisin D diagonaalialkiot
di,...,d, ovat kaikki nollasta poikkeavia, niin

p(z) =0
jos ja vain jos vektorille y = [y1 - - yn|T = Pz pitee
d - ot dy (Yo — = = — ] .
! (yl 2d1> T (y 2d1) e ; 24,

Huomautus D.2.6. Lauseen sanoma on, ettd yleinen toisen asteen polynomiyhtdlo
p(z) = 0 avaruudessa R™ voidaan tissa tapauksessa saattaa avarvuden R™ ortogonaa-
lhikuvauksella, jota edustaa matriisi P, yhtdloksi, jossa ei ole toisen kertaluvun ristiter-
mejd, eli muotoon

dy (y1 — 01)2 + -+ dn(yn — cn)2 +a=e.

Yhden muuttujan tapauksessa tamda vastaa yhtdldd

dy—c)*+a=0 eli (y—c)*= ,

jonka ratkaisut ovat

jose—a/d>0.

Lukijaa voi tésséd vaiheessa alkaa vaivaamaan, ettd mitd tapahtuu, jos spektraaliha-
jotelmassa matriisi D siséltdd nollia, eli ettd nolla on matriisin A ominaisrvo. T&lloin
polynomin p ratkaisujoukko on paraabeli (tai sen yleistys). Késitellién tdmé yhden esi-
merkin valossa.
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Esimerkki D.2.7. Olkoon p: R3*! — R neliémuoto

p([z1zoas])”) = 27 — 23 — x5

kaikilla [ 1 To X3 ]T € R3x1L,

Olkoot
1 0 O
A= -1 0
0 0 0

jab=[0 0 —1]" e R, Tallgin
p(x) =qa(z) +b-x.
Koska A on jo diagonaalinen, niin spektraalihajotelmassa P = I ja D = A.
Nyt yhtdlo
p(z) =0

vastaa yhtdlod

T3 = 3 — 23.

avaruudessa R3. (Piirri kuva.)
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Liite E
Determinantin maaritelma

Téssé luvussa osoittetaan, ettd determinantin induktiivinen mééritelmé voidaan purkaa
my0s auki kaavaksi, joka antaa deteminantin ilman induktiivista méaritelméas. Maaritellaan
tatd varten permutaation ja transposition késitteet ja permutaation merkki.

E.1 Permutaatiot

Madritelma E.1.1. Joukon {1,...,n} bijektiota o: {1,...,n} — {1,...,n} kutsutaan
permutaatioksi. Permutaatio o: {1,...,n} — {1,...n} on transpositio, jos on olemassa
sellaiset luwout 1,5 € {1,...,n}, i # j, ettd o(i) = j, o(j) = i ja o(k) = k kaikilla
Ee{l,...,n}\ {47}

Joukon {1,...,n} permutaatioiden joukkoa
Sym(n) ={o: {1,...,n} — {1,...,n}: 0 on permutaatio}

kutsutaan joukon {1,...,n} symmetriaryhmdksi, koska kahden permutaation yhdiste
on permutaatio ja permutaation kédnteiskuvaus on permutaatio. Né&in ollen joukon
{1,...,n} permutaatiot muodostavat ryhmén algebrallisessa mielessé.

E.1.1 Permutaation merkki

Permutaation merkki on permutaatioon liittyvé luku 1 tai —1, joka kuvastaa samanai-
kaisesti kahta permutaation o: {1,...,n} — {1,...,n} ominaisuutta:

e sitd vaihtaako o lukujen 1 < i < 5 < n jirjestyksen parillisen vai parittoman
monta kertaa ja

e sitd tarvitaanko permutaation o esittdmiseen parillinen vai pariton mé&ira trans-
positioita.

Yleensd méaritelméksi valitaan jalkimmainen ominaisuus. Téssé esityksessé valitaan
kuitenkin ensimmaéinen, koska se on sekd méaaritelmaéllisesti helpompi etté teoreettisesti
mielenkiintoisempi.
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Miiaritelma E.1.2. Permutaation o € Sym(n) merkki sign(o) € {—1,+1} on

sign(o) = (-1)F,
missi k € N on niiden lukuparien (i,7), missd 1 < i < j < n, lukumddrd, joille pditee
o(y) <o(i).

Huomautus E.1.3. Suoraan mddritelmdstd havaitaan, ettd transposition merkki on
aina —1 ja ettd identtisen permutaation merkki on 1.

Osoitetaan nyt, ettd permutaatioiden yhdisteen merkki on merkkien tulo.
Lause E.1.4. Olkoot o, 7 € Sym(n). Tdlldin sign(o o 7) = sign(o)sign(r).

Todistus. Ennen varsinaisen véitteen todistamista tehddédn havainto. Olkoon n € N ja
P: R" - R polynomi

P(xz1,...,2,) = H (xj — ;)

1<i<j<n
kaikilla (z1,...,2,) € R™.
Olkoon o € Sym(n) permutaatio ja mééritelliin polynomi P, : R™ — R kaavalla
Pa(xlv s 73771) = P(xa(l)a s 7'I0(n))
kaikilla (z1,...,z,) € R™. T&lloin
Po(zy,..en) = ] @og) = o)
1<i<j<n

kaikilla (z1,...,2,) € R™

Olkoot 1 < i < j < n. Télléin joko o(i) < o(j) tai o(i) > o(j). Jos o(i) < o(j), niin
monomi (Z4(;j) — T4(;y) on polynomin P tulontekijé. Jos puolestaan o(i) > o(j), niin
monomi —(Z,(;) — T4 (;)) on polynomin P tulontekiji. Havainnon perusteella

Py(x1,...,xy) =sign(o)P(x1,...,2n),
kaikilla 1, ..., z,, eli polynomeina
P, =sign(o)P.
Olkoot nyt o, 7 € Sym(n) permutaatioita. Koska
sign(o o 7)P(21, ..., %n) = P(To(r(1))s - - ZL’U(T(n)))
Pr(@o(1),- -+ To(n))

= Slgn(T)P( xa(n))
= 51gn(T)Pg(x1, . xn)
= sign(7)sign(o)P(x1,...,Ty)

kaikilla (z1,...,z,) € R™, niin

sign(o o 7) = sign(o)sign(7).
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Edellisesté lauseesta seuraa suoraan permutaation merkin toinen tulkinta.

Korollaari E.1.5. Olkoon o € Sym(n) permutaatio ja oq,...,aq sellaisia transposi-
tioita, etti o =1 o--- o ay. Tdlloin

sign(o) = (—1)%.

Huomautus E.1.6. Lause E.1.4 osoittaa, ettd permutaation merkki sign(-) mddrittelee
ryhmdhomomorfismin sign: Sym(n) — Fo, missd Fy = {—1,1} on kahden alkion multi-
pilikatitvinen ryhmd.

Huomautus E.1.7. Lauseen E.1.4 todistus saattaa vaikuttaa tdysin hihasta vedetyltd.
(Se ei ole kirjoittajan keksimd!) Silla on kuitenkin syvdillinen tulkinta.

Joukon Sym(n) permutaatiot permutoivat luonnolisella tavalla avaruuden R™ kooro-
dinaatteja. (Itseasiassa jokaisella permutatiolla o kuvaus (21, ..., %n) = (To(1), -+ - To(n))
on avaruuden R™ lineaarinen isomorfismi.) Ndiin ollen jokainen permutaatio o € Sym(n)
itseasiassa mddrittelee kuvauksen avaruuden R™ polynomien avaruudelta itseensd kaa-
valla Q — Qy, missd @@ on avaruuden R™ polynomi ja Q, on mddritelty vastaavalla
tavalla kuin todistuksessa polynomi P,.

Koska joukko Sym(n) on kuvausten yhdistimisen suhteen ryhmd, niin edelld olevat
kuvaukset Q — Q, mddrittelevit ryhmdn Sym(n) toiminnan polynomien avaruuteen.
Koska polynomille P pitee, ettd joko P, = P tai P, = —P, niin paljastuu, ettd ryhmd
Sym(n) toimii aliavaruuteen Sp{P} kuten ryhmd Zo ja toiminta mddrdytyy permutaa-
tion merkistd. Aiheesta lisdd maisteriopinnoissa tai hakusanalla group action interne-
tistd.

E.1.2 Permutaatiot transpositioiden yhdisteen&

Osoitetaan vield tédydellisyyden vuoksi, ettd jokainen permutaatio on transpositioiden
yhdiste. Yhden alkion joukon {1} tapaus jatetddn lukijalle.

Lemma E.1.8. Olkoonn > 2. Jokainen joukon {1,...,n} permutaatio o: {1,...,n} —
{1,...,n} voidaan kirjoittaa yhdistettynd kuvauksena transpositioista.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Oletetaan ensin, ettd n = 2 ja ettd o: {1,2} —
{1,2} on permutaatio. T&ll6in, joko o = id tai o on transpoosi 7: {1,2} — {1,2}, jolle
pitee 7(1) = 2 ja 7(2) = 1. Koska id = 7 o 7, niin véite pétee.

Oletetaan nyt, ettd viite patee luvullan € N jaolkoono: {1,...,n+1} — {1,...n+
1} permutaatio. Olkoon nyt ¢ = o(n + 1) ja olkoon 7: {1,...,n+ 1} — {1,...,n+ 1}
transpoosi 7(i) = n + 10. T&dlléin 7 o ¢ on permutaatio, jolle pétee (T o o)(n + 1) =
T(o(n+1)) = 7(i) = n+ 1. Néin ollen p: {1,...,n} — {1,...,n}, j — (T 00)(j), on
joukon {1,...,n} permutaatio.

Induktio-oletuksen mukaan on olemassa sellaiset transpositiot 71,..., 7, ettd p =
T10---0T. Laajennetaan transposititiot 71, ..., 7, joukon {1,...,n+ 1} transpositioiksi
asettamalla 7;(n + 1) = n+ 1 jokaisella j € {1,...,k}. Néin ollen néille uusille transpo-
sitioille 71, ..., 7% (joista kdytetddin samaa merkintédéd) pétee

TOTLOTEL = 0.
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(Harjoitustehtéva) O

E.2 Determinentin méiritelmi permutaatiolla

Maééaritelladn nyt neliomatriisin determinantti toisella tavalla kidyttden permutaatioita.

Maisritelma E.2.1. Matriisin A = [aj;] € C™*™ determinantti (Ie\t(A) on

det(A) = D sign(0)as)io@2  dogmn-
o€Sym(n)

Determinantin d/e\t() médritelmé on suunnattoman hyoddyllinen. Todistetaan sen
avulla determinantin perusominaisuudet. Osoitetaan ensin, ettd determinantti el muutu
transpoosissa. Tamé perustuu havaintoon, ettd méaritelmé voidaan antaa myo6s toisella
tavalla.

Lemma E.2.2. Olkoon A € [aj;] € C"*™ neliomatriisi. Tdlloin

d/e\t(A) = Z Sign(a)ala(l)aQU(Q) © Opg(n)-
c€Sym(n)

1

Todistus. Olkoon o € Sym(n) permutaatio. Koska myés o~ on permutaatio, niin luvut

Ug(o=1(1))o—1(1)s - - -+ Yg(o—1(n))o—1(n) OVAL lUVUL Qy(1)1, - - -, G (n)n wudelleen jérjestettynd.
Néin ollen
Uo(1)1%(2)2 """ Ao(n)n = Qo(c=1(1))o=1(1) """ > Qo(o=(n))o~ () = Ao=1(1) """ Ano=1(n):

Koska jokaisella o € Sym(n) pitee sign(o—!) = sign(o), niin

(Te\t(A) = Z Sign<a)alo(l)a2a(2) ©po(n)

oc€Sym(n)

= > sign(0)aie-1a1) Gno-1(n)
o€Sym(n)

= Z Sign(a_l)ala—l(l) T Apo—1(n)
o€Sym(n)

Niin ollen, koska summa yli joukon Sym(n) summausindeksilli 0= € Sym(n) vastaa
summausjérjesyksen muuttamista, niin

det(A) = > sign(oTNage-10) - Gpo-1(n)

o€Sym(n)

= Z sign(ff*l)ala—l(l) ©lno1(n)
o~ 1eSym(n)

= Z Sign(T)alT(l) T an'r(n)‘
TE€Sym(n)
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Seuraava lause on oikeasti vain edellisen lemman korollaari, mutta kirjataan kuiten-

kin lauseeksi sen tédrkeyden vuoksi.
Lause E.2.3. Olkoon A € C"*™ neliématriisi. Tdlloin (Te\t(A) = d/e\t(AT).

Todistus. Lemman E.2.2 perusteella

det(AT) = 3" sign(@)(A oy -+ (A ) o

o€Sym(n)
= Z Sign(J)Ala(l) T Ana(n) = det(A).
o€Sym(n)

O

Osoitetaan seuraavaksi, ettd matriisin rivejé tai sarakkeita permutoitaessa matriisin

determinantti muuttuu permuaation merkilld. Todistetaan vaite sarakkeille
véiite seuraa transponoimalla.

. Riveille

Lause E.2.4. Olkoon A = [aj] = [a1---a,] € C"" neliématriisi, missi vektorit

ai,...,an € C™1 ovat matriisin A sarakkeet. Olkoon & € Sym(n) permutaatio
det [ag(l) e ag(n)] = sign(§)det A.

Todistus. Merkitaan

Talloin

d/&(B) = Z Sign(a)ba(l)l Tt bo(n)n

oc€Sym(n)
= > sign(0)age - botemn

= sign(§)sign(o o £)a(oe)(1))1 " * Aoog)(n))n

=sign(¢) Y sign(o 0 &)agmoe) (1)1 Uoot)(n)n
o€Sym(n)

. Tdalloin

Havaitaan nyt, ettd kuvaus P: Sym(n) — Sym(n), joka on méiritelty kaavalla o +—

o o &, on bijektio, jonka kiinteiskuvaus P~! on médritelty kaavalla o +— o o &
ollen summa yli kaikkien permutaatioiden o € Sym(n) sama kuin summa yli

144

—1. Niin
kaikkien



permutaatioiden o o ¢ € Sym(n). Néin ollen

det(B) = sign(€) > sign(o 0 £)ago) (1)1 Aaot) (m)n

o€Sym(n)

=sign(¢) Y sign(o 0 &)amog) (1)1 Uoo) (m)n
oof€Sym(n)

=sign(¢) Y sign(r)ar)1 - Grmyn = sign(€)det(A).
TESym(n)

O]

Askeiselld lauseella on téarkei korollaari: jos nelidmatriisissa on kaksi samaa sareketta
tal riviéd, niin determinantti on silloin nolla.

Korollaari E.2.5. Olkoon A = [a; - - - a,] € C™*" sellainen matriisi, ettd a; = a; jollain
i # j. Tallgin det(A) = 0.

Todistus. Olkoon ¢ € Sym(n) transpositio, jolle o(i) = j. Koska a,; = a; = a; ja
Ag(j) = @i = aj, niin

det(A) = det [a1 - an] = det [a,(1) - ay()] = sign(o)det a1 -+~ ay] = —det(A).

Néin ollen det(A) = 0. O

Osoitetaan myo6s determinentin lineaarisuus sarakkeiden suhteen. Otetaan téta var-
ten kiyttoon merkintd. Olkoon A = [ag---a,] € C™*™ matriisi, jonka sarakkeet ovat
ai,...,an, € C™1 Olkoot i € {1,...,n} jav € C™*L. Merkitdin

Al(v) = [a1 SR 7R I P T B an] e Ccnem,

Lause E.2.6. ) Olkoot v,w € C™!, ay,...,a, € C™! ja a € C. Tilloin jokaisella
i€ {l,...,n} pitee

o~

det(4; (v + aw)) = det(4;(v)) + adet(4; (w)).
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Todistus. Todistus on suora lasku. Koska

det(A;(v + aw)) = > sign(o)(Ai(v + aw)) o)1 -+ (Ai(v + aw)) o -+ (Ai(0 + aw)) o (yn

o€Sym(n)

= Z sign(o)ag(1y1 - (va'(i) + awo(i)) © o (n)n

o€Sym(n)
= 3 siEmo)asn v Ao
o€Sym(n)
+a Z sign(0)ao(1)1 -+ W (i) -+ Ao (nyn
oc€Sym(n)
= > sign(0)(Ai(©)oq - (Ai0))ogiyi - (Ai(©))o(mn
o€Sym(n)
+a Z sign(a)(Ai(w))U(l)l tet (A’L(w))a(z)z T (Az(w))a(n)n
o€Sym(n)

= det(4;(v)) + adet(A;(w)),
niin véite pétee. ]
Todistetaan askeisen tuloksen avulla térkeé determinanttien tulokaava.

Lause E.2.7. Olkoot A = [a1---ay],B = [by---b,] € C"" neliématriiseja, missi
ai,...,an,b1,..., by € CPL. Tilloin

det(AB) = det(A)det(B).

Todistus. Koska
AB = [Aby - - - Ab,] = [A(Bey) - - - A(Bey,)]

ja
n
Be; = § bmiiemi
m;=1
jokaisella ¢ € {1,...,m}, niin matriisitulon lineaarisuuden ja determinantin sarakeline-
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aarisuuden (lause E.2.6) nojalla

det(AB) = det

< Z bm11€m1> A ( i bmnnemn>]
mi=1 mnp=n

= d/e\t [( zn: bm11A6m1> ( zn: bmnnAemn>]
m1—1 Mn=

= Z Z bmll mnndet [Aeml ’ Aem"]

mi1=1 mn—l
= Z Z UERE mnndet [am, * -+ am, ]
mi=1 mp=1
Korollaarin E.2.5 nojalla determinantti det [ay,, - - - G, ] on nolla, jos indeksit mq, ..., my,
saavat saman arvon. Toisaalta, jos indeksit m, ..., m, saavat kaikki eri arvoja, niin sil-
loin kyseessa on joukon {1,...,n} permutaatio. Néin ollen

(Ie\t(AB) = Z Z b1 - mnndet [@my - - am,, ]

mi1=1 mp=1
= Z bo’(l)l e bg(n)ndet [ao(l) e ao’(n)]
oc€Sym(n)
= Z bo(1)1 " * " bo(nynsign(o)det [ay - - - ay]
oc€Sym(n)
- (Ie\t(A) Z sign(0)by (1)1 ** * bo(nyn = (Ie\t(A)(T(;c(B).
o€Sym(n)

E.3 Determinantin kaksi méiaritelmia yhtyvét

Osoitetaan nyt, ettd ndma kahdella eri méaritelméé yhtyvét.
Lause E.3.1. Olkoon A € C™*" neliématriisi. Tdlloin &(;G(A) = det(A).

Todistus. Kasitellddn ensin tapaus n = 1. Koska Sym(1) = {id: {1} — {1}}, niin
matriisille A = [a] € C'*! piitee

(Te\t(A) = sign(id)a = a = det(A).

Oletetaan nyt, etté (Te\t(B) = det(B) pétee kaikilla (n — 1) x (n — 1)-matriiseilla B,
missd n € N. Olkoon A € C™"*". Merkitaan

Sym(n,i) = {o € Sym(n): o(1) =i}
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jokaisella i € {1,...,n}. Télloin joukot Sym(n,1),...,Sym(n,n) ovat pistevieraita ja
niiden yhdiste on Sym(n).

Maééritelldén jokaisella ¢ € {1,...,n} permutaatio 7: {1,...,n} — {1,...,n} kaa-
valla
J+1, jg<i
7i(j) = L, j=i
2 3>t

Madritellaan liséksi kuvaus T;: Sym(n) — Sym(n) kaavalla o — 70 o. Téll6in jokaiselle
o € Sym(n, i) pitee, ettd T;(0) on permutaatio, jolle patee

(Ti(0))(1) = (i 0 0)(1) = 7i(o(1)) = 7 (i) = 1,

eli T;(o) € Sym(n, 1). Itseasiassa T; on joukon Sym(n) bijektio itselleen, jonka kééteiskuvaus
on o + 7, ' o0 ja jolle pitee T;(Sym(n,i)) = Sym(n,1). (Harjoitustehtivi) Koska
sign(7;) = (—1)""", niin my®s sign(r; ') = (—1)""!. (Harjoitustehtivi)

Madsritellasin nyt, ettd A; on se matriisi, joka saadaan permutoimalla matriisin A
rivit permutaatiolla 7;, eli matriisin A; rivi j on matriisin A rivi Ti_l(j) jokaisella j €
{1,...,n}. Tdlloin

&;E(A) = Z Sign(a)ao(l)lao(Q)Q *Qg(n)n

o€Sym(n)

:Z Z Sign(0)ay(1)180(2)2 " * * Ao (n)n

i=1 g€Sym(n,i)

= Z Z sign(7; " o f)a(rglog)(1)1‘1(T;105)(2)2 T O Yog) ()
i=1 £€Sym(n,1)

= sign(r!) Y sign(©) (e (Aide (A e(mn
i=1

£eSym(n,1)
= Z(—l)i_laz‘l Z sign(§)(Ai)e(2)2 (A e(nn
=1 £eSym(n,1)

Koska matriisi A;; saadaan matriisista A; poistamalla sen ensimméinen rivi ja bijek-
tio s: {1,...,n — 1} — {2,...,n}, j — j + 1, samaistaa permutaatiot Sym(n,1) ja
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permutaatioita Sym(n — 1) luonnollisella tavalla (harjoitustehtévé), niin

Z(—l)i_laﬂ Z sign(§)(Ai)e2)2* (Ai)g(min
=1 £eSym(n,1)
= Z(—l)iflail > sign(Q(Ai)eqy - (Ai) ety 1

¢eSym(n—1)
= Z i alldet An).

Nain ollen induktio-oletuksen perusteella pétee

n n

(Te\t(A) = Z(—l)iilaﬂd/e\t(Ail) = Z(—l)iilail det(Aﬂ) = det(A).

i=1 =1
O

E.4 Sovellus: Determinantin kehityskaava ja matriisin kadntyvyys

Todistetaan kehitetyn teorian sovelluksen determinantin kehityskaava. Palautetaan tété
varten mieleen seuraava merkinté. Olkoon A = [a;;] € C™*™ matriisi ja olkoot i,j €
{1,...,n}. Talloin Aj; € C(=1x(n=1) 5n se matriisi, joka saadaan matriisista A poista-
malla sen j:s rivi ja i:s sarake.

Lause E.4.1. Olkoon A = [aji] = [a1---a,] € CY", missd ay,...,a, € C™ ovat
matriisin A sarakkeet. Tdlloin jokaisella i € {1,...,n} pitee
n
det(A) = (=1)*iaj; det(Aj).
j=1

Todistus. Olkoon ¢ € Sym(n) permutaatio, jolle pétee (i) = 1, £(k) = k + 1 kaikilla
k <ija &(k) = k kaikilla k > 4. T#llsin sign(¢) = (—1)"L.

Merkitédén B = [by] = [ag(l) _ ag(n)}. Télloin Bj; = Aj;. Néin ollen determinantin
induktiivisen mé&ritelméan perusteella pétee

det(A) = (Te\t(A) = sign({)cfe\t(B) = sign(§) det(B)

n

= sign(€) Y (=1)7*"bj1 det(Bj1)
j=1

= (-1)! Zn:(—l)jﬂajz‘ det(A;i)

=D (=) ajidet(4;)
j=1
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Osoitetaan seuraavaksi matriisin kdédntyvyyttd ja determinantteja koskeava tulos.
Tulos perustuu havaintoon, etté kddntyvan matriisin sarakkeet ovat lineaarisesti riippu-
maattomia.

Lause E.4.2. Olkoon A = [a1---a,] € C™*", jolle pitee dim Col(A) < n, eli jonka
sarekkeet eivdt ole riippumattomia. Tdlloin det(A) = 0.

Todistus. Koska dim Col(A) < n, niin on olemassa sellainen i € {1,...,n}, ettd sarake
a; on muiden sarakkeiden lineaarikombinaatio, eli

a; = 2161 + -+ - + Zpany,

missé z; = 0. Néin ollen determinantin sarakelineaarisuuden ja permutaatio-ominaisuuden
nojalla pétee

det(A) = (TG;E(A) = (Te\t [a1 i1 A Q410 an]

etlar - ai—1 (z1a1 + - + 2pGp) Qi1+ an)

Il
o

= szdet lai---ai—1 ag aiy1---ay) = 0.
k=1

[
Korollaari E.4.3. Neliomatriisi A € C™*™ on kddntyvd, jos ja vain jos det(A) # 0.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd nelidmatriisi A € C"*" on kédntyvé. Talléin tulokaavan
perusteella det(A)det(A™!) = det(A)det(A™!) = det(AA~!) = det(I) = 1. Niin ollen
det(A) # 0.

Toisaalta, jos det(A) # 0, niin dim Col(A) = n. Néin ollen matriisin A sarakkeet
muodostavat avaruuden C™*! kannan. Niin ollen kuvaus ¢4: C**! — C™!, 2 — Az,
on isomorfismi. Kédnteiskuvauksen gogl matriisi on siis matriisin A kéénteismatriisi. [
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Liite F

Toinen todistus kompleksisen
ominaisarvon olemassaololle

Téssa liitteessa annetaan toinen todistus kompleksisen ominaisarvon olemassaololle,
eli lauseelle 6.1.1. Todistus perustuu seuraavaan méaritelmasn.

Maésritelma F.0.1. Olkoon f: V' — V lineaarioperaattori ja P: C — C polynomi
z apz™ + -+ a1z + ag. Talloin P(f): V — V on kaavalla
v an f"(v) + -+ a1 f(v) + ao,
mddritelty lineaarioperaattori, missi f"(v) = f(f*~1(v)) kaikilla n > 1 ja f° = idy.
Tarvitsemme myos pienen lemman.

Lemma F.0.2. Olkoon f: V — V lineaarioperaattori ja olkoot P: C — C ja Q: C — C
polynomeja. Merkitiin mydét PQ: C — C ndiden polynomien tuloa, eli funktiota z —
P(2)Q(z). Tdlloin

PQ(f) = P(f) 0 Q(f) = Q(f) o P(f).
Todistus. Olkoon P: C — C polynomi z — Z;‘n:o ajzj ja @Q: C — C polynomi z —
> o brz®. Téllsin

n

7 (i ajzj) <§:0 bkzk> - Z (“ﬂjznbkz ) N i ajbrz’ .

j=0 §=0 k=0

Koska f on lineaarikuvaus, niin kaikilla v € V' pétee

S ) = Y

Ms INNgE

0 k=0 7=0 k=0

=Y a;f! (Zbkﬁ*k ) > 4@
j=0 J=0
= P(£)(Q(N)()) = (P(£) e Q(f))(v
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Edellisen lemman merkitys on seuraava. Olkoon P: C — C polynomi z — ag +
a1z + -+ + apz". Tekijoihin jaon perusteella P voidaan kirjoittaa muodossa P(z) =
a(z — A1)+ (z — Ap) = aPi(z) - Py(z), missd P;: C — C on polynomi z — z — ;.

Lemman F.0.2 nojalla kaikilla f: V — V pétee

P(f)(v) = a0+ arf(v) +--- +anf"(v) = a(Pr(f) o -0 Pu(f)) (v),
missd P;(f): V — V on operaattori P;(f) = f — Nidy.

Lauseen 6.1.1 vaihtoehtoinen todistus. Olkoon n = dim V' ja olkoon v € V' \ {0} (jokin)
vektori. Koska jonossa

(v, f(v), f2(v),... f"(v))

on n+ 1 jésenté, niin se ei ole lineaarisesti riippumaton. Néin ollen on olemassa sellaiset
kertoimet ay, ..., a, € C, joista jokin on nollasta poikkeava, ettd

apv +arf(v) + - +anf"(v) = 0.

Havaitaan ensin, etté jokin kertoimista ay, ..., a, ei ole nolla. Jos néin pétisi, niin silloin
0 = agv. Talloin ag = 0, silld v # 0. Tama on ristiriita, koska jokin kertoimista aqg, .. ., a,
ei ole nolla. Olemme siis padtelleet, ettéd jokin kertoimista aq, ..., a, €i ole nolla.
Olkoon P: C — C polynomi z — ag + a1z + - - - + a,z". Kompleksisten polynomien
tekijoihin jaon (Korollaari 6.1.3) nojalla on olemassa a € C ja sellaiset Aq,..., A, € C,
etta
Pz)=a(z— A1) - (2 — An).

Lemman F.0.2 nojalla
O=apt+arf(v)+ - +anf"(v) =a(f —Midy) o---o (f — \idy)(v).

Koska v # 0, niin péiteellddn, ettd on olemassa sellainen ¢ € {1,...,n}, ettd w =
((f = XNip1idy ) -0+ (f = Apidy)) (v) # 0, mutta (f — A\;idy ) (w) = 0. Néin ollen jokin
operaattoreista f — A\;idy ei ole injektio ja on olemassa sellainen vektori v € V, etté
f(v) = A\;0. Operaattorilla f on siis ominaisarvo ;. O
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Liite G

Adretdnulotteiset
vektoriavaruudet

To be written.
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