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Yleensd katsotaan, ettd teorian motivoimiseksi
tulisi olla joitakin epétriviaaleja esimerkkejd. Joskus
epétriviaalit esimerkit paljastuvat juurikin nimensa
veroisiksi.

Tasosta avaruuteen

Jussi Viisila kirjoitti vuoden 1968 Arkhimedeksen
numerossa 2 otsikolla “Onko n-ulotteista funktioteo-
riaa olemassa?” kvasikonformigeometrian tutkimuk-
sesta korkeampiulotteisissa eukliidisissa avaruuk-
sissa ([16]). Hieman aikaisemmin Gehring ([2]),
Mostow ([10]) ja Véisald ([3]) olivat ottaneet en-
simmaéiset askeleet teorian kehittédmisessd. Reshet-
nyak puolestaan tutki systemaattisesti rajoitetun
védaristymén kuvauksia, jotka eivat olleet home-
omorfismeja, ja julkaisi sarjan artikkeleita ni-
iden perustuloksista ([11]). Reshetnyakin tutkimaa
kuvausluokkaa ryhdyttiin mydhemmin kutsumaan
kvasisdannollisiksi kuvauksiksi. Vaisdla pasdttddkin
Arkhimedes-artikkelinsa positiiviseen toteamukseen,
ettd m-ulotteinen funktioteoria selvésti on olemas-
sa. Kuin vahvistuksena télle toteamukselle Olli Mar-
tio, Seppo Rickman ja Jussi Viisild julkaisivat pi-
an tdmén jélkeen kolmen artikkelin sarjan ([7, 8, 9])
kvasisdannollisten kuvausten geometrisesta teoriasta
vuosina 1969-1971.

Heuristisesti kvasisd&énnollinen kuvaus on ana-
lyyttisen kuvauksen vastine korkeampiulotteisis-
sa avaruuksissa. Kompleksianalyysin perushuomioi-
ta on fakta, ettd kompleksisesti derivoituva ku-
vaus on konforminen eli kulmat siilyttdvd. Tason
alueiden konformikuvausten joustavuuteen turtuu
yleensd kovin nopeasti ja niiden teorian ottaa
itsestdéinselvyytend. Liouvillen lause palauttaakin

talloin maanpinnalle: suunnistuksen sdilyttivi kon-
formikuwvaus'® Q@ — R™
(n > 3) alueelta (eli avoimelta yhtendiiselti os-
ajoukolta) Q on Mdébius-kuvaus eli muotoa x +
Mz + vy, missi vg € R", A € R ja A € SO(R")
eli orthogonaalinen lineaarikuvaus.

Liouvillen lause paljastaa, ettd korkeampiulottei-
sissa eukliidisissa avaruuksissa ei voi odottaa tason
kaltaista rikasta teoriaa ilman, ettd konformisuudes-
ta luovutaan. Kvasikonformisuus onkin, jo nimensi
puolesta, konformisuuden heikennys, jossa ei vaadi-
ta kulmien sdilymistd vaan sallitaan kulmien rajat-
tu muuttuminen. Tamé& heuristinen periaate voidaan
formalisoida méarittelemalld, ettd kuvaus f: Q —
R™ on kvasisddnndllinen, jos on olemassa vakio K >
1, jolle pétee

eukliidisen avaruuden R™

IDf(2)|[" < K det(Df(x)) (1)

melkein kaikkialla alueessa €2. Madritelméssé siis ver-
rataan kuvauksen f venytysté, jota kuvastaa oper-
aattorinormi ||Df(x)||, pisteessi x € Q kuvauksen
antamaan tilavuuden muutokseen, jota puolestaan
kuvastaa Jakobin determinantti det(Df(z)). Su-
unnistuksen sdilyttdvd konformikuvaus toteuttaa
ehdon ||[Df(z)||" = det(Df(x)) melkein kaikkialla
ja epayhtéls (1) kertoo, kuinka konformisuuden vaa-
timusta on tarkalleen ottaen heikennetty.

Teorian mielekkyyden kannalta ku-
vaukselle f tulee lisdksi asettaa  joitakin
sadnnollisyysvaatimuksia. Luonnollisin oletus

on sopiva Sobolev-saannollisyys, jotta Df voidaan
ymmértdd heikkona derivaattana ja ettd kuvauk-
sen Jakobin determinantti det Df on integroituva.

ISivuutetaan tarvittavat sddnnollisyysoletukset.



Ehtoa (1) kutsutaan kvasikonfromisuusehdoksi ja
kvasisdannollisidi homeomorfismeja kvasikonformiku-
vauksiksi.

Kvasisdannollisten kuvausten teorian perustulos
on Reshetnyakin lause: kvasisddnndllinen kuvaus on
joko vakio tai diskreetti ja avoin?, eli haarautuva peit-
ekuvaus. Kvasisadnnolliset kuvaukset ovat siis topol-
ogisilta ominaisuuksiltaan tason analyyttisten ku-
vausten kaltaisia.

On itseasiassa  suhteellisen
kvasisadannollisia  kuvauksia.

helppoa  16ytaa
Suljettujen Rieman-
nin monistojen diffeomorfismit ovat kvasikon-
formisia, joten peitekuvausten avulla saadaan
paljon esimerkkeji. Koska bilipschitz-kuvaukset ovat
kvasikonformisia, on paloittain lineaarinen topologia
pullollaan kuvauksia kolmioitujen monistojen valill&,
jotka ovat kvasisddnnollisid, kunhan avaruuksiin
valitaan sopivat Riemannin metriikat. N&in ollen
kysymys pikemminkin on, millaisia ovat sellaiset
kvasisddnnolliset kuvaukset, joiden tutkimista ei voi
palauttaa muihin teorioihin.

Viisédlan vuoden 1968 Arkhimedes—artikkeli aset-
taa yhdeksi tavoitteeksi Picardin lauseen vasti-
neen korkeammissa ulottuvuuksissa. Tason Picardin
lausehan on yksi klassisen kompleksianalyysin pe-
rustuloksista: analyyttinen kuvaus f: C — C, joka
jattaa saavuttamatta kaksi pistettd, on wvakio. Tun-
netusti klassinen Picardin lause on tarkka:
pleksinen eksponenttikuvaus exp: C — C jattai
saavuttamatta origon eli yhden pisteen.

kom-

Zorich antoi 1967 esimerkin kvasisddnnéllisestd
kuvauksesta R™ — R"™, joka jattdd saavuttamat-
ta origon ([17]). Zorichin kuvaus on tason ekspo-
nenttikuvauksen vastine. Konstruktio ei ole mon-
imutkainen ja sen voi hahmotella seuraavasti. Olkoon
A: R - S"1 kuvaus, joka on hahmoteltu kuvas-
sa 1 (tapauksessa n = 3), ja olkoon Z: R™ — R" ku-
vaus (z,t) — e'A(z). Nyt Z kuvaa jokaisen suoran
{z} x R (x € R"1) origosta lihteviiksi puolisuorak-
si ja jokaisen (hyper)tason R*~1 x {t} ef-siiteiseksi

2Kuvaus on avoin, jos jokaisen avoimen joukon kuva on
avoin. Vastaavasti kuvaus on diskreetti, jos jokaisen kuvapis-
teen alkukuva on diskreetti joukko.

pallokuoreksi. Kuvaus Z on kvasisddnnollinen, jos
A kuvaa jokaisen tason R? kolmioinnissa kiytetyn
kolmion puolipalloksi samalla bilipschitz-vakiolla.

©)

Kuva 1: Alexander-kuvaus

Zorichin kuvausta pidettiin pitkddn optimaalise-
na konstruktiona saavuttamattomien pisteiden suh-
teen. Kvasisddnnollisten kuvausten ominaisuuksista
pédétyy helposti lopputulemaan, ettd mikéli olisi
olemassa kvasisddnnollinen kuvaus R* — R", jo-
ka jattdisi saavuttamatta useamman kuin yhden
pisteen, olisi kuvauksen oltava huomattavan mon-
imutkainen, ja siten lilan monimutkainen ollakseen
olemassa.

Picardin lauseen kvasisdéannollisille
todisti Rickman 1980.

kuvauksille

Lause (Rickmanin Picardin lause [12]). Olkoot n >
3 ja K > 1. Tdllgin on olemassa sellainen luku
g0 = q(n,K) > 1, ettd kvasisiannollinen kuvaus
f:R®™ — R"™, joka toteuttaa epdyhtdlon vakiolla K,
jattdada saavuttamatta korkeintaan qo pistetta.

Picardin lausetta voi pitééa ensiaskeleena kohti kva-
sisddnnollisten kuvausten arvojen jakautumisteori-
aa; Rickman todistikin Ahlforsin defekti-relaation
kvasisddnnollisille kuvauksille pian tdmén jélkeen
([13]). Toisin kuin klassinen Picardin lause, Rick-
manin Picardin lause jattdd auki mahdollisuuden,
ettd kvasisddnnollinen kuvaus voisi jattdd saavut-
tamatta useampia arvoja. Vastoin odotuksia néin
todellakin voi kdyda!

Lause (Rickmanin Picard-konstruktio [14]). Olkoon
g € N ja olkoot y1,...,y4 € R3  erillisid pis-
teita. Talloin on olemassa kvasisddnnéllinen kuvaus



f: R = R3, joka jittid saavuttamatta tismilleen
pisteet y1,...,Yq, eli R3\ fR® = {y1,..., v}

Kaksi vuosikymmentd myShemmin

Rickmanin konstruktio oli saavuttanut jo ldhes
myyttisen maineen aloittaessani jatko-opinnot 2000-
luvun alussa. Lukemaanhan tdma tietysti houkutteli
ja sainkin Rickmanilta kopion artikkelista.

Kuva 2: Rickmanin artikkeli ja kolmioita luvusta 7.

Artikkelia tankattuani selveni, mistd konstruktio
oli maineensa saanut. Luin paperia sdinnollisesti
noin puolisen vuotta. Pé&styédni noin puoleen
viliin, missé kaksiulotteinen deformaatioteoria alkaa,
tajusin, ettéd en ollut oikeastaan ymmértédnyt mitdan
sithen asti lukemastani. Prelimin#direistd selvisin,
mutta en ollut ymmaéartinyt, mitd luvussa kolme
késitellystéd kolmion trianguloinnista oikeastaan seu-
raa. Jotta en olisi masentunut tdysin, lopetin
lukemisen siihen ja palasin takaisin oikeisiin t6ihin
viitoskirjakysymysten pariin. David (Drasin) kertoi
minulle vuosia mychemmin, ettd hdnen mielestdén
konstruktiossa kaytetyt tekniikat ovat niin elemen-
taareja, etté valistunut lukiolainen pystyisi lukemaan
paperin. En ollut ihan samaa mielt#.>

Rickmanin paperi todellakin on kaikinpuolin
vaikea. Kaksiulotteisen teorian ndkokulmasta lause

3David tosin jatkoi, etts elementaari ei ole aina synonyymi
helpolle.

itsessdédn on yllattdvd. Todistus puolestaan on
pitkd konstruktio. Toisin kuin dimensiossa kaksi, ei
kolmessa ulottuvuudessa ole yleisté eksistenssiteori-
aa. Kaikki pitéa siis tehdd késin ja tdstd muodostuu
suurin esitystekninen ongelma: kolmiulotteiset kon-
struktiot tulee kuvailla sanallisesti hyédyntéen mah-
dollisesti joitakin kaksiulotteisia havainnekuvia. Luk-
ijan tulisi siis oikeastaan olla jo valmiiksi sopival-
la aaltopituudella ymmaéartadkseen kuvailun, mutta
konstruktio on jotain sellaista, mihin ei monikaan ole
aikaisemmin térménnyt.

Esityksesséd on toinenkin mielenkiintoinen piirre.
Artikkeli etenee lineaarisesti, mutta késittely on
lokaalia. Konstruktion esitys toki rakentuu jo esitel-
tyjen vaiheiden péaille, mutta eri vaiheet ovat ldhes
riippumattomia toisistaan, joten on luonnollista es-
itelld metodit lokaaleina konstruktiona. N&in ollen
kokonaiskuvan muodostaminen kuvauksesta on lop-
pujen lopuksi aika hankalaa. Kokonaisuus on kuin
kolmen kohdan sykli, jonka yhtidkédan vaihetta ei voi
motivoida ilman muita.

Picardia Purduessa

Jatko-opintoni  veivdt minut tutkimaan kva-
sisdédnnollisten kuvausten topologisia obstruktioita.
Viitoskirjan edetessd tuli yhd selvemméksi, ettéd
jossain vaiheessa pitdd Rickmanin konstruktioon
tarttua uudestaan. Kvasisddnnollisten kuvausten
teoriassa on loppujen lopuksi aika vdh&n todella
epétriviaaleja esimerkkejd. Hieman dramatisoiden
voisi sanoa, ettd niistd suurin osa on Rickmanin
késialaa ja niistd monet perustuvat Picard-esimerkin
metodeihin (kuten esimerkit [4, 5] Juha Heinosen
kanssa). Rickmanin esimerkeistd viimeisin [15] kva-
sisdsnnollisestd kuvauksesta R* — #2(S? x S?)
on téssd suhteessa piristdva poikkeus, vaikka si-
itakin voi l0ytda mielenkiintoisia yhtymékohtia
Picard-konstruktioon. Esimerkeistd pédttelin, etta
Rickmanin konstruktio tulisi hallita, jos aikoo
kuvauksia rakennella.

Tutustuin David Drasiniin paremmin lukuvuonna
2005-2006. David oli Helsingissd viettdmésséd sap-
attivuotta tarkoituksenaan keskustella Rickmanin



kanssa Picard-konstruktiosta. Olimme tavanneet Da-
vidin kanssa jo paria vuotta aikaisemmin ja tiesin,
ettd David oli tunnustettu Rickman-konstruktion
asiantuntija. Olin itse syksyn 2005 poissa ja ldhdosséi
kevialla ulkomaille, mutta ehdimme Davidin kanssa
tavata muutaman kerran véitoskirjapapereideni ti-
imoilta. Kerroin Davidille olevani
Rickman-konstruktiosta, mutta kumpikaan ei tart-
tunut asiaan sen kummemmin. Tapasin Davidin uud-
estaan syksylld 2007 Juha Heinosen muistotilaisu-
udessa ja kerroin Davidille haluavani ymmaértas kon-
struktion. Olin itse Michiganissa, joten oli helppo
sopia vierailu seuraavalle kevéaille. En tiedd mité
David asiasta ajatteli, mutta oli valmis ottamaan yh-
den klopin viikoksi vieraakseen paperia lukemaan.

Viikko Davidin luona Purduessa oli matemaat-
tisesti perin mielenkiintoinen. David oli jérjestényt
toimiston kayttooni ja sovimme, etté luen Rickmanin
paperia ja kidyn aina tarvittaessa konsultoimassa Da-
vidi&. Niinp4 aina parin tunnin vélein kipitin Davidin
huoneelle pyytaméin tulkintaa lukemastani. Néain vi-
ikko eteni parin tunnin ja puolen sivun péatkissé.
Lopputulema viikosta ei sivuméérallisesti ollut kovin
paatdhuimaava, mutta intensiivisen lukemisen an-
siosta tekstiin alkoi péaisté sisélle. Koska kokonaisku-
va ei kuitenkaan vield alkanut hahmottua, sovimme,
ettéd tulisin vield loppukevéistd uudelleen lukemaan
paperia. Aiheen tiimoilta on tullut Purduessa kiytyé
sittemmin vuosittain.

kiinnostunut

Kuva 3: Purduessa

Kolmivaiheinen konstruktio

Rickmanin konstruktiossa on olennaisesti kolme vai-
hetta: caving, deformation ja sheets. Vaikka es-
imerkiksi Lewisin todistuksesta [6] Rickmanin Pi-
cardin lauseelle voidaan helposti padtelld joitakin
vaatimuksia konstruoitavalle kuvaukselle, ei ole a
priori kovinkaan selvd#, miksi kuvaus kannattaa
maééritelld juuri néitéd vaiheita kdyttaen.

Teknisesti ottaen Rickmanin konstruoima ku-
vaus on paloittain lineaarinen eli konstruktios-
sa kolmioidaan sek#d 1dhtd- ettd maaliavaruus ja
tamén jéalkeen kuvaus mééritelladn kolmio kerral-
laan. Kolmiointi tulee ymmértda yleistetyssd mie-
lessé, eli kdytetty kolmiointi ei formaalisti aivan vas-
taa simplisiaalista kompleksia.

Konstruktion pédideat tulevat parhaiten esille
kahden saavuttamattoman pisteen tapauksessa, eli
kuvauksen f: R® — R3? \ {#e3/2} tapaukses-
sa. Rickmanin idea on jakaa maaliavaruus R3
kolmeen alueeseen Uj, Us ja Us, joista jokainen
siséltdd tdsmaélleen yhden saavuttamattomista pis-
teistd, missd oo ajatellaan yhdeksi saavuttamat-
tomista pisteistd. Saavuttamaton piste voidaan
ajatella alueen keskelld olevaksi ’silméksi’. Alueet Uy,
U, ja Us voidaan valita vapaasti ja on luonnollista
valita alueiksi yksikkopallon yla-, ala- ja ulkopuoli.
Tassd konfiguraatiossa alueet ovat kvasikonformises-
ti ekvivalentteja yksikkopallon B? kanssa ja konfig-
uraation kaksi aluetta koskettavat toisiaan joukossa,
joka on bilipschitz-ekvivalentti tason yksikkokiekon
D kanssa. Lisdksi kaikki kolme aluetta koskettavat
toisiaan yksikkoympyrilld S!.

Valitsemalla kolme pistetti yksikkoympyraltd St
(kuten kuvassa 1) havaitaan, ettd alueiden Uy, Us
ja Us reunat muodostavat simplisiaalisen kompleksin
S = S* U B?, joka koostuu kolmesta kolmiosta
(eli 2-simpleksisté) 71, 72 ja 73. Rickmanin idea on
konstruoida nyt lihtéavaruuteen R? haarautuva 2-
ulotteinen pinta P, joka on kompleksin S haarautu-
va peite. Konstruktio on toteutettava niin, ettd haa-
rautuva peitekuvaus P — S voidaan jatkaa kva-
sisdéinnolliseksi kuvaukseksi R? — R3\ {4e3/2}.

Huomautuksena sanottakoon, ettd on triviaalia



konstruoida abstrakteja komplekseja P, joka ovat
haarautuvia peitteitd kompleksille S. Todellinen
haaste on upottaa tilldiinen kompleksi avaruuteen R?
niin, ettd P jakaa avaruuden R? kvasipalloihin, joilla
on olennaisesti sama reuna. Témé& viimeinen kom-
mentti vaatii selityksen. Samalla paljastuvat kon-
struktioon liittyvét vaikeudet.

Jos pidetddn kiinni valinnasta, ettd kuvauksen
f tulee olla simplisiaalinen eli kuvata kolmiot
kolmioille, niin péaddytdin seuraavaan havaintoon.
Olkoon 7 kompleksin P 2-simpleksi. Télloin fr = 7;
jollain ¢ € {1,2,3}. Koska kolmioilla 71, 7 ja 73
on yhteiset sivut ja kuvauksen f tulee olla avoin,
havaitaan, ettd kompleksissa P tulee olla kolmiot 7/
ja 7", joilla on yhteinen sivu kolmion 7 kanssa ja
joille pétee, ettd {fr, fr', fr"} = {m,m,3}. Niin
ollen kompleksin P jokaisella kolmiolla on ainakin
yksi sellainen sivu, johon liittyy vdhintdan kaksi uut-
ta kolmiota.

Kylmén hiki nousee kuitenkin vasta sitten, kun
huomaa, etté kolmiot 71, ™ ja 73 ovat kukin kahden
alueista Uy, Us ja Us reunalla ja 7; C OU;NOU},, missé
indeksit toteuttavat ehdon {i, 7, k} = {1,2,3}. Néin
ollen kompleksin P tulee jakaa avaruus R? kolmeen
osaan 21, (2o ja 23 niin, ettd jokainen kolmioista 7,
7/ ja 7" kuuluu kahden eri alueen reunaan. TAmé&
ehto seuraa vaatimuksesta, ettd lopullisen kuvauk-
sen R3 — R? tulee jatkaa kompleksien vilinen ku-
vaus P — S.

Ottamalla
paddytddn havaintoon, ettd kompleksin P tulisi
jakaa avaruus R? sellaisiin osiin 1, €9 ja 3, joiden
reunojen Hausdorfl-etdisyys olisi olennaisesti noin
yhden kolmion 7 lapimitta. Alueiden Qq, Q9 ja 3
reunat muodostavat siis karkean vastineen Wadan
jarville. Lisdksi kuvauksen f: P — S jatkaminen
koko avaruuteen asettaa lisdehdon, ettd alueiden
Q; tulee olla rajoittamattomia ja kvasikonformisesti
ekvivalentteja yksikkopallon B? kanssa.?

huomioon nama vaatimukset

Rickmanin ratkaisu néihin ongelmiin on kolmivai-

4Tarkasti ottaen joukkojen €; ei tarvitse olla yhtenéisii.
Komponenttien tulee kuitenkin toteuttaa vastaavat kombina-
tooriset ehdot.

heinen. Ensimméinen vaihe on caving, missi hian kon-
struoi kaksiulotteisen kolmioidun kompleksin ]5, joka
ei vielé ole haluttu kompleksi P, mutta joka karkeasti
jakaa lihtoavaruuden R3 lihes halutunlaisiin osiin
Ql, QQ, Q5. Niills joukolla on ominaisuus, ettéa o9,
ei ole Hausdorff-etédisyydessi kovin kaukana joukosta
9Q; N Oy, missi {7, 7, k} = {1,2,3}. Témi vaihe on
konstruktion teknisesti vaativin osa ja késittdd noin
puolet artikkelista.

Kompleksi P konstruoidaan kompleksista P
ryhmittelemélld kolmiot pareiksi ja korvaamal-
la jokainen kolmiopari kuudella kolmiolla. T&t&a
korvausoperaatiota varten kompleksi P ositetaan
2-soluhin, joiden rakenne koodataan triangulaa-
tion 2-simpleksien kosketusgraafin virittdviin pui-
hin. Téamén jélkeen jokaisessa kuuden simpleksin
ryppadssd yliméardiset sivut liimataan ja yhteinen
simpleksi ’avataan’ puun méadrdamalla tavalla ni-
in, ettd simpleksit muodostavat keskelle kaytavin
joukolle €, joukkojen € ja Qj véliin (kuva 4).
Jokainen kuuden simpleksin paketti antaa lokaalin
kaksinkertaisen haarautuvan peitteen kompleksille
S ja niin saadaan haluttu haarautuva peitekuvaus
P — S. Tamé on Rickmanin sheet-konstruktio.

Kuva 4: Kaytava.

Jéljellda on enédd kuvauksen f: P — S jatkaminen.



Rickman ratkaisee ongelman kaksiulotteisten paloit-
tain lineaaristen haaratuvien peitteiden deformaatio-
teorialla. Ensimméinen huomio on, etti alueen (;
reuna on topologisesti hyvin lihelli tasoa R?. Kah-
dentamalla sopivasti kompleksin 0f); 1-simpleksejé,
voidaan itseasiassa olettaa, ettd 0€); on topolo-
gisesti R?. Niin ollen rajoittumaa f|0€; voidaan
ajatella paloittain lineaarisena haarautuvana peit-
ekuvauksena R? — S?, missd maali S? puolestaan
on topologinen vastine reunalle 9U;. Rickman todis-
taa tédmén jédlkeen, ettd jokainen télldinen kuvaus
voidaan lokaalisti viedd normaalimuotoon ’isotopial-
la’ pitkin haarautuvia peitekuvauksia. Kayttden tata
havaintoa hén konstruoi alueeseen €2; laskevan jonon
alueita ©; D ;1 D Q;2 D -+, luo kopiot kuvaukses-
ta f jokaiselle reunalle 0€; j, (k > 0) pitden tarkasti
kirjaa kuvauksen asteesta, ja liimaa synnytetyt ku-
vaukset deformaatioilla yhteen. Prosessi synnyttié
kvasisddannollisen kuvauksen f;: ©; — U;. Koska ku-
vaukset f; yhtyvéit reunalla P, on haluttu kuvaus
f: R — R3\ {£e3/2} nyt luotu.

Rickmanin konstruktiota analysoitaessa kaksi
seikkaa pistdd silmédn. Ensimméinen havainto on,
etté konstruktion ensimmaéiset vaihteet eivét oikeast-
aan mitenk&édn riipu dimensiosta kolme. Heuristisesti
sheet-konstruktio, eli kompleksin P luonti komplek-
sista P, on kodimension 1 konstruktio ja sama idea
toimii kaikissa dimensiossa n > 3. Vaikka kompleksin
P luonti on tuskallinen induktiivinen prosessi, voi
myds sen yhteydesséd huomata saman ilmion eli etté
alueiden luominen ei muutu olennaisesti vaikeam-
maksi korkeammissa dimensioissa. Rickmanin tulok-
sen todistaminen dimensioissa n > 3 riippuu néin
ollen kuvauksen P — S jatkamiseen kéytetyn defor-
maatioteorian yleistdmisesté.

Rickmanin deformaatioteoria perustuu kaksiulot-
teisten haarautuvien peitekuvausten ominaisuuteen,
ettd kuvauksen lokaalit ominaisuudet voidaan lukea
suoraan kuvauksen lokaaleista indekseistd haarapis-
teissd. Hyodyntéden tétd tietoa Rickman voi defor-
moida kuvauksen lokaalisti normaalimuotoon, joka
riippuu ainoastaan kuvauksen asteesta. Korkeam-
missa dimensiossa kuvauksen haarajoukosta yleisesti
tiedetddn ainoastaan, ettd se on kodimension kaksi

kompleksi. Niin ollen jo dimension kolme haarautu-
vien peitekuvausten deformaatioteoria on huomat-
tavan monimutkainen eikéd deformaatioon perustu-
vaa Picard-konstruktiota tunneta edes dimensiossa
n = 4.

Hieman ylldttden deformaatioteorian voi kon-
struktiossa kuitenkin ohittaa téysin, jos kompleksin
P konstruoi bilipschitz-kategoriassa kvasikonformi-
kategorian sijaan. Rickmanin deformaatiomenetelmé
johtaa nimittiin kuvaukseen, joka ominaisuuksiltaan
muistuttaa puolikasta Zorich-kuvausta eli kuvaus-
ta Z| (R? x [0,00)). Zorich kuvaus puolestaan fak-
toroituu kahteen kuvaukseen, joista ensimméinen
R3 — S? x R on BLD-kuvaus® ja jatko S? x R —
R3\ {0} on konformikuvaus.

Namé ideat yhdistdmaéalld havaitsee, ettd mikali
kompleksin P voi konstruoida siten, ettd haarautuva
peitekuvaus P — S on BLD-kuvaus ja kompleksin
P komplementaariset komponentit ovat sisdisessi
geometriassaan bilipschitz-ekvivalentteja ylemmé&n
puoliavaruuden kanssa, niin kuvauksen P — S
jatkaminen avaruuteen R3 on itseasiassa triviaalia,
eikd konstruktiossa ole mitdédn dimensiosta riippu-
vaa.

Hieman yllattévasti paljastuu, ettd sopivan kodi-
mension 1 kompleksin P konstruoiminen on vaikein-
ta dimensiossa n = 3. Konstruktioon liittyvét
topologiset kysymykset tulevan olennaisesti esiin jo
kolmessa ulottuvuudessa ja korkeammissa dimensios-
sa on itseasiassa enemmén vapauksia tarvittavien
bilipschitz-ominaisuuksien todistamiseen. Todistusta
varten on luonnollisempaa konstruoida induktiivises-
ti suoraan alueet €21, Q9 ja Q3 kompleksin P sijasta
(kuva 5).

Vaikka Picard-konstruktiota varten joukon P =
0 U 90y U 003 tulee olla trianguloitu, samal-
la argumentilla voi konstruoida myos bilipschitz-
kontrolloidut Wadan jéarvet: Olkoot n > 3 ja p >
1. Tdllown on olemassa avoimet erilliset yhtendiset
joukot $y,...,8,, joiden sulkeumien yhdiste on

SMetristen avaruuksien vilinen haarautuva peitekuvas
h: X — Y on BLD-kuvaus, jos on olemassa sellainen vakio
L > 1, ettd jokaiselle avaruuden X polulle v piitee £(v)/L <
l(ho~y) < Lé(vy), missé £(vy) on polun v pituus avaruudessa X.



Kuva 5: Induktion ensivaiheet; joka askeleessa skaala
kolminkertaistuu.

R"™, jotka ovat sisdiseltd geometrialtaan bilipschitz-
ekvivalentteja avoimen puoliavaruuden R~ x [0, co)
kanssa ja joilla on yhteinen reuna 02 = --- = 0€),.
Toisin kuin tason R? avaruuden R™ voi siis jakaa
mielivaltaisen suureen #dérelliseen mé#raan sisiiselté
geometrialtaan eukliidisia puoliavaruuksia, joilla on
yhteinen reuna.

Yhdistamalld tehdyt havainnot paddytdin tulok-
seen, ettd Rickmanin Picard-konstruktion taustal-
la on itseasiassa BLD-kuvaus eukliidisesta avaruud-
esta Riemannin monistolle, joka yhdistettynd kon-
formikuvaukseen antaa halutun kvasisdédnnollisen
kuvauksen punkteeratulle pallolle.

Lause ([1, Theorem 1.2]). Olkoon n > 3 ja olkoot
Yi,-.-Yp € S pisteitd. Tdlloin on olemassa sel-
lainen Riemannin metrikka g avaruudessa M =
S\ {yi,...,yp}, ettd on olemassa BLD-kuvaus
R™ — (M, g) ja kvasikonformikuvaus (M, g) — S™\
{y1,.- - up}-

Korollaari ([1, Theorem 1.1]). Olkoon n > 3 ja
olkoot y1,...,yp, € R™ pisteitd. Tdlléin on olemassa
kvassisdadnnollinen kuvaus f: R™ — R", joka jdttdd
saavuttamatta tismdlleen pisteet yi,...,Yp.
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