0 Johdanto
Dynaamiset optimointimenetelmät ovat kehittyneet paljon viimeisen 50 vuoden aikana. Klassisesta variaatiolaskennasta (calculus of variations) on varsinkin taloustieteessä siirrytty optimiohjausteoriaan (optimal control theory), joskus puhutaan myös optimisäätöteoriasta.

Paljon käytetty menetelmä on myös dynaaminen ohjelmointi, missä hyödynnetään mm. Bellmannin kehittämiä teorioita. Lisäksi numeeriset optimointimenetelmät ja –algoritmit ovat kehittyneet erityisen paljon tietokoneiden laskentakapasiteetin kehittyessä. Tällä kurssilla keskitytään optimiohjausteorian alkeiden esittämiseen siten, että teoriaa pystyy soveltamaan yksinkertaisiin luonnonvarataloustieteen ongelmiin. 

Dynaamisten menetelmien kursseja ovat mm. YE12.2, Y2.2 kansantaloustieteen laitoksella. Dynaaminen optimointi ja taloudelliset sovellukset - 31E580 HKKK:lla ja Mat-2.148 Dynaaminen optimointi TKK:lla.
1 Optimiohjausteorian alkeita 
Kaikissa kurssilla esitetyissä malleissa oletetaan, että luonnonvaran tila (tilamuuttuja = state variable) muuttuu ajassa ennalta tiedetyllä tavalla. Tämä on tietenkin voimakas oletus, sillä useiden luonnonvarojen tilasta vallitsee suuri epävarmuus.
Tuttuna tavoitteename on hyödyntää luonnonvaraa optimaalisesti, esim. maksimoida siitä saatavaa yhteiskunnallista hyötyä tai voittoa. Tällä kurssilla harjoittelemillamme menetelmillä optimointi voidaan tehdä pitkällä aikavälillä, eli periaatteessa useiksi vuosiksi eteenpäin.
Taloudellinen toiminta vaikuttaa luonnonvaran tilaan, mikä on otettava rajoitteena huomioon. Luontoa ei voida tyypillisesti hyödyntää mielivaltaisesti nykyhetkellä, koska tulevaisuudessa luonnonvara voi jopa ehtyä kokonaan.
Optimiohjausongelma: Miten ohjata (ohjausmuuttuja = control variable) luonnonvaran tilaa siten että tavoite saavutetaan?
Vastaus: Optimaalinen ohjaus jokaisena ajanhetkenä tuottaa optimaalisen tilatrajektorin, eli optimaalisen luonnonvaran aikauran.

Voimme siis etukäteen määritellä kaikille tuleville vuosille optimaalisen luononvaran hyödyntämisen ja siitä seuraavan optimaalisen luonnonvaran määrän. Mikäli tästä optimaalisesta ohjauksesta poiketaan jonain vuonna, luonnonvaran nettonykyarvo (tavoite) välttämättä laskee.
1.1 Nykyarvoinen maksimiperiaate (present value)

Määritellään ongelma formaalisti:

Luonnonvaran tilan muuttuminen kuvataan liikeyhtälössä
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Differentiaaliyhtälö, joka riippuu tilasta x ja ohjauksesta u. Eli luonnonvaran määrän muutokseen vaikuttavat edellisen hetken luonnonvaran määrä ja luonnonvaran hyödyntäminen u. Jatkossa merkitsemme uusiutumattoman resurssin hyödyntämistä q:lla ja uusiutuvan hyödyntämistä h:lla.
T on tarkastelun loppuhetki. Funktio f on jatkuva ja differentioituva funktio.
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Alkuarvo luonnonvaran tilalle on tiedossa. Eli tiedämme tarkasti kuinka paljon luonnonvaraa on hyödynnettävissä nykyhetkellä.
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Loppuehto luonnonvaran tilalle. Tämä jätetään monesti avoimeksi, eli luonnonvaran lopputilalle ei aseteta erityisiä ehtoja.
Tavoite funktio(naali):
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Maksimoidaan tavoitefunktion arvoa, joka riippuu tilasta x ja ohjauksesta u. Otetaan lisäksi huomioon ehdot (1) – (3). Jälleen g on jatkuva ja differentioituva funktio. Optimiohjaus on sellainen käypä funktio u, joka maksimoi tavoitefunktion arvon.

Optimiohjaus löytyy Pontryaginin (1962) maksimiperiaatteesta:

Muodostetaan ensin Hamiltonin funktio
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Tässä 
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 on liittotilamuuttuja. Kyseessä on siis hyvin samantapainen operaatio kuin Lagrangen menetelmässäkin. 
Hamiltonin funktion tulkinta: Ensimmäinen osa yhtälöstä (5) mittaa luonnonvaran hyödyntämisestä saatavaa välitöntä hyötyä. Toinen osa taas mittaa luonnonvaran kasvun arvoa, eli varjohinta kertaa funktio f, joka yhtälön (1) perusteella on sama kuin resurssin kasvu. Eli Hamiltonin funktion maksimointi tarkoittaa välittömän hyödyn ja tulevaisuuden hyödyn summan maksimointia.

Maksimiperiaateteoreema: Optimiratkaisu x(t), u(t), 
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(t) yllä olevaan ongelmaan toteuttaa seuraavat ehdot

(i) Optimaalinen ohjaus maksimoi Hamiltonin funktion 
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Tämä on siis vastaava kuin staattisen optimoinnin ensimmäisen kertaluvun ehto (eke tai FOC = First Order Condition).

(ii) Tila- ja liittotilamuuttujat toteuttavat differentiaaliyhtälöparin
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Tämä on siis sama kuin resurssirajoite (yhtälö 1), eli liikeyhtälö toisin ilmaistuna.
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Ehdon (8) tulkinta on seuraava: Luonnonvaran hyödyntämisen rajavaikutus tavoitefunktioon täytyy olla yhtä kuin varjohinnan muutos ajassa. Täten siis jokaisella ajanhetkellä yhden luonnonvarayksikön hyödyntämisen tai hyödyntämättä jättämisen arvoa mittaa varjohinnan eli liittotilamuuttujan muutos.
Mikäli optimiohjausongelmassa ei ole kiinnitetty loppuhetkeä T tai lopputilaa x(T) lisätään maksimiperiaatteeseen transversaalisuusehto. 

Vapaa loppuhetki T:
(9)
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Ehdon mukaan hetkellä T tavoitefunktioon ei enää kerry lisää hyötyjä. Äärettömän horisontin tapaukseen transversalisuusehtoja ei välttämättä tarvita.
1.2 Käypäarvoinen maksimiperiaate (current value)
Käypäarvoinen Hamiltonin funktio:
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(11a) 
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(11b) 
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käypäarvoinen liittotilamuuttuja
Käypäarvoinen maksimiperiaate
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 , eli ensimmäinen ehto pysyy ennallaan

Hyödynnetään nykyarvoisen maksimiperiaatteen ehtoa 8 ja ehtoa 11a:
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Lasketaan ehdon 11b avulla varjohinnan aikaderivaatta:
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Yhdistetään (13) ja (14), jolloin saadaan käypäarvoisen maksimiperiaatteen toinen tärkeä ehto:
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Lisäksi liikeyhtälö (1) ja transversaalisuusehto (9) pysyvät ennallaan.

Jatkossa ongelmat ratkotaan käypäarvoisina ja merkitään yksinkertaisuuden vuoksi käypäarvoista Hamiltonin funktiota H:lla.
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