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1 Avaruuksien R? ja R? vektorit

Koulussa tason ja kolmiulotteisen avaruuden vektoreita késiteltiin yleensa kompo-
nenttimuodossa. Eris tason vektori saattoi olla vaikkapa v = 3i — 2j. Huomattiin,
ettd jokaisella koordinaatiston pisteelld on paikkavektori, jonka komponentit ovat
pisteen koordinaatit. Esimerkiksi pisteen (3, —2) paikkavektori olisi edelld mainit-
tu vektori v.

Kun vektorin kasitettd yleistetddn korkeampiin ulottuvuuksiin, osoittautuu
helpommaksi késitella vektoreita ja avaruuden pisteitd samalla tavalla. Esimerkiksi
merkinté (3, —2) tulee tarkoittamaan seké pistettd (3, —2) ettd ylld méariteltya
vektoria v. Télloin voidaan myo6s luopua hieman kémpelostéd yksikkévektoreiden
i, J ja k kiytosta.

Tassé luvussa kasitelldan tason ja kolmiulotteisen avaruuden vektoreita. N&ité
avaruuksia kutsutaan nimilld R? ja R3.

1.1 Kaksiulotteisen avaruuden vektorit

Miaritelma 1.1. Avaruus R? koostuu reaalilukupareista. Toisin sanoen
R? = {(a,b) | a € R ja b € R}.
Avaruuden R? alkioita kutsutaan vektoreiksi.

Huom. 1. Maéaritelma tarkoittaa sopimusta. Téssé siis sovitaan, mitd avaruu-
den R? vektoreilla tarkoitetaan. Méiritelmés ei tarvitse perustella millddn tavalla.

Huom. 2. Tarkalleen ottaen vektori (a,b) on niin kutsuttu jarjestetty pari. Té-
maé tarkoittaa sité, ettd lukujen a ja b jirjestykselld on véalia. Esimerkiksi jarjestetty
pari (1,2) ei ole sama kuin jarjestetty pari (2,1).

Huom. 3. Jos joukko-opin merkinnit (esim. €, C, \) eivit ole tuttuja, voit
katsoa apua kurssisivulla olevasta tiedostosta ”Joukko-opin merkint6ja”.

Vektoreita merkitdan téssa tekstissé yleensa kirjaimella, jonka péalld on viiva.
Voidaan esimerkiksi kirjoittaa v = (a, b). Luvut a ja b ovat télloin vektorin v kom-
ponentteja. Avaruuden R? vektoreissa on aina kaksi komponenttia, ja avaruutta
R? kutsutaan kaksiulotteiseksi.

Esimerkki 1.2. Esimerkiksi v = (4,—1) ja 4 = (3,—V/5) ovat avaruuden R?
vektoreita. Vektorin v komponentit ovat 4 ja —1. Vektorin u komponentit ovat
puolestaan % ja —/5.

Kaksiulotteisen avaruuden vektoreita voidaan havainnollistaa eri tavoin. Eras
tapa on ajatella vektorit koordinaatiston pisteina. Vektoria (a, b) vastaa piste, jon-
ka vaakakoordinaatti on a ja pystykoordinaatti b. Kuvassa 1.1 on esitetty vekto-
reita (1,3) ja (—3,2) vastaavat tason pisteet.

Vektoria (a, b) voi kuvata myos pisteen (a, b) paikkavektorina eli suuntajanana,
jonka ldhtopiste on origo ja padtepiste (a,b). Vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavat
paikkavektorit on myos esitetty kuvassa 1.1.
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Kuva 1.1: Tason pisteet, jotka vastaavat vektoreita (1,3) ja (—3,2), sekd samoja
vektoreita vastaavat paikkavektorit.

Pisteen ja paikkavektorin lisiksi avaruuden R? vektoria voi havainnollistaa
mistd tahansa pisteestéd ldhtevilld suuntajanana. Suuntajanan paikalla ei ole vé-
lid. Ainoastaan sen suunta ja pituus merkitsevit. Vektoria (a, b) vastaavalla suun-
tajanalla on sama suunta ja pituus kuin pisteen (a, b) paikkavektorilla. Kuvassa 1.2
on esitetty vektoria (1,3) vastaavia suuntajanoja seké vektoria (—3,2) vastaavia
suuntajanoja.

A

‘\

™

N

Kuva 1.2: Vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavia suuntajanoja.

Avaruuden R? vektori on siis talld kurssilla mééritelménsa mukaan kahdesta
reaaliluvusta koostuva jarjestetty pari. Vektoreita voidaan kuitenkin havainnollis-
taa pisteind, paikkavektoreina tai suuntajanoina. Se, millainen havainnollistamis-
tapa on paras, riippuu siitd, mita ollaan tekemassé. Usein vektoreita kasiteltdessa
on pystyttiava vaihtamaan sulavasti yhdesté esitystavasta toiseen.

Koulusta tutut tason yksikkévektorit ovat médritelmian mukaan i = (1,0) ja
7 = (0,1). Kyseisii merkintoji ei juurikaan kiytetd tilld kurssilla.

1.2 Vektorien laskutoimitukset

Vektoreille voidaan méaritella erilaisia laskutoimituksia. Yhteenlasku tapahtuu
lisddmalla kummankin yhteenlaskettavan vektorin komponentit yhteen.
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Miiritelmi 1.3. Oletetaan, ettd v = (vi,v2) € R? ja w = (w1, we) € R
Vektoreiden v ja w summa on vektori

v+ w = (v + wi, v + wy).

Liséaksi vektoreita voidaan kertoa reaaliluvuilla. Tata operaatiota kutsutaan
skalaarikertolaskuksi.

Miiritelmi 1.4. Jos v = (v, v2) € R? ja ¢ € R, médritelldin
cv = (cvy, cvg).

Vektorien yhteydessé reaalilukuja kutsutaan usein skalaareiksi, ja siitd johtuu
my0s skalaarikertolaskun nimitys.

Esimerkki 1.5. Tarkastellaan vektoreita v = (4, 1) ja w = (—3, 2). Niiden summa
on

v+w=(4+(-3),1+2)=(1,3).

Yhteenlaskua voidaan havainnollistaa geometrisesti (ks. kuva 1.3). Vektorien sum-
ma nahdidn asettamalla vektoreita vastaavat suuntajanat perdkkéin niin, etté
jalkimmainen vektori alkaa siitd, mihin ensimmaéinen pééttyi. Summavektorin al-
kupiste on ensimméisen vektorin alkupiste ja péaétepiste jalkimmaéisen vektorin
paatepiste.

Kuva 1.3: Vektorit v ja w sekd niiden summa v + w.

Tutkitaan sitten skalaarikertolaskua. Maaritelmian mukaan

2 =(2-4,2-1) = (8,2)

1 1 1 1
T
2 2 2 2

Vektorit 20 ja —%17 on piirretty kuvaan 1.4. Huomataan, etté skalaarilla kertomi-
nen venyttad vektoria vastaavan suuntajanan pituutta, mutta siilyttda sen suun-
nan, kuitenkin niin, ettd negatiivisella skalaarilla kertominen k&dntdd suunnan
vastakkaiseksi.

Madritelma 1.6. Vektorille (—1)v kiytetddn merkintdd —o. Summalle v + (—w)
puolestaan kiytetdan merkintad v—w. Tatd kutsutaan vektorien v ja w erotukseksi.
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Kuva 1.4: Skalaarimonikerrat 2v ja —%’D.

Esimerkiksi vektorien (—1,6) ja (4,2) erotus on
(_1’6) - (47 2) = (_176) + (_1)(47 2) = (_176) + (_47 _2) = (_554)

Vektorien erotuksen voi méarittad kuvan perusteella samaan tapaan kuin sum-
man. Nyt vain jalkimmaisen vektorin suunta on kdadnnettédva. Vektorien summaa
ja erotusta on havainnollistettu kuvassa 1.5.

Kuva 1.5: Summa v + w seké erotukset v — w ja w — v.

1.3 Kolmiulotteinen avaruus

Kaikki edelld esitellyt késitteet voidaan mééritelld myos kolmiulotteisessa avaruu-
dessa. Avaruus R? on joukko

{(a,b,¢) | a.b,c € R}.

Avaruuden R? alkioita nimitetddn myos vektoreiksi. Niitd voidaan ajatella ava-
ruuskoordinaatiston pisteini, paikkavektoreina tai suuntajanoina. Yhteenlasku ja
skalaarikertolasku méaaritelladn komponenteittain samalla tavalla kuin avaruudes-
sa R2.

Kolmiulotteisen avaruuden yksikkovektorit ovat i = (1,0,0), 7 = (0,1,0) ja
k= (0,0,1). Niitdkisin merkintojé ei jatkossa tulla juuri tarvitsemaan.



2 Avaruus R"

Edellisessé luvussa késiteltiin avaruuksien R? ja R® vektoreita eli reaalilukupa-
reja ja reaalilukukolmikoita. N&itd avaruuksia voidaan yleistdd méarittelemalld
n-ulotteinen avaruus R™.

Maaritelma 2.1. Oletetaan, ettd n € {1,2,3,...}. Avaruuden R" alkiot ovat
reaaliluvuista koostuvia n-jonoja. Toisin sanoen

R"™ = {(v1,v2,...,0p) | v1,02,...,0, € R}.

Avaruuden R" alkioita kutsutaan vektoreiksi.

Jos v = (v1,v2,...,v,) € R™ niin lukuja vy, ve,...,v, kutsutaan vektorin
v komponenteiksi. Sovimme, ettd ellei toisin mainita, vektorin v komponentteja
merkitddn symboleilla v, vo, ..., vy.

Yleisille n-ulotteisen avaruuden vektoreille maaritellddn laskutoimitukset sa-
moin kuin kaksi- ja kolmiulotteisessa tapauksessa.

Maaritelma 2.2. Oletetaan, ettd v € R", w € R" ja ¢ € R. Télléin
V4w = (0 +wi, vatws, ..., v, +wy) ja

cv = (cv, cvg, ..., CUp).

Ensimmaéisté laskutoimitusta nimitetddn vektorien yhteenlaskuksi ja toista skalaa-
rikertolaskuksi.

Vektorien yhteydessé reaalilukuja kutsutaan skalaaretksi. Jos v € R™ ja c € R,
vektoria cv nimitetddn vektorin v skalaarimonikerraksi.

Huom. Ainoastaan samanulotteisen avaruuden vektoreita voi laskea yhteen.

Maaritelma 2.3. Vektorin v vastavektori on skalaarimonikerta (—1)v. Sitd mer-
kitaan —v. Vektoreiden v ja w erotus on summa v + (—w). Sitd merkitddn v — w.
Vektoria (0,0, ...,0) kutsutaan nollavektoriksi. Sille kiytetiin merkintéé 0.

Esimerkki 2.4. Merkitddn v = (—5,3,0,1,—1) ja w = (—2,—4,2,3,5). Talléin v
ja w ovat avaruuden R® vektoreita. Lasketaan vektorit 20 — 3w ja —bv — -

20 — 3w = (—10,6,0,2, —2) — (=6, —12,6,9,15) = (—4, 18, —6, —7, —17)
—50 — w = (25,—15,0,—5,5) — (=2, —4,2,3,5) = (27, —11, -2, —8,0).

Voidaan osoittaa, ettd avaruuden R"™ vektoreille patevit koulusta tutut las-
kusd&annot.



Lause 2.5. Oletetaan, ettid v,w,u € R™ ja a,b € R. Talloin pdtee:

1. v+w=w+0v (vaihdannaisuus)
2. (u+v)+w=u+(v+w) (liitdnndaisyys)

3. v+0=10

4. v+ (-0)=0

5. a(v+w) =av+ aw (osittelulaki)

6. (a+b)v=av+bv (osittelulaki)

7. a(bv) = (ab)v

8. lo=w.

Huom. Lause tarkoittaa viitetté, joka voidaan perustella todeksi nojautumalla
maéadritelmiin ja aikaisemmin todeksi osoitettuihin véaitteisiin.

Todistus. Todistetaan esimerkin vuoksi kohta 1 ja jatetddn loput kohdat har-
joitustehtéviksi. Oletetaan kuten lauseessa, ettd v € R™ ja w € R™. Talloin
v = (vi,...,0n) ja w = (wy,...,wy), ja luvut vi,...,v, ja wi,...,w, ovat re-
aalilukuja. Jokaisella i € {1,...,n} patee v; + w; = w; + v;, koska reaalilukujen
yhteenlasku on vaihdannainen. Nyt ndhdéan, etta

v+ w = (v +wi, va +way ..., Vy + Wy)
= (w1 + vy, wy + V2, ..., Wy + V) =W+ 0.

Viite on todistettu. O

Tasovektorien yhteydessé todettiin, ettd skalaarikertolasku sailyttad (tai kaén-
téd) vektorin suunnan. Otetaan tdmé havainto yleisten vektorien yhdensuuntai-
suuden méaaritelméksi.

Maaritelma 2.6. Avaruuden R™ vektorit v ja w ovat yhdensuuntaiset, jos v = rw
jollakin r € R\ {0}. Talloin merkitdan v || w.

Esimerkki 2.7. Vektorit v = (—-2,1) ja w = (6, —3) ovat yhdensuuntaiset, silld
_1

v = —3w. Vektorit v ja u = (3,—1) eiviit puolestaan ole yhdensuuntaiset, mika
voidaan péadtelld seuraavasti. Jos olisi olemassa r € R, jolle pétisi v = ru, niin
taytyisi olla

(—=2,1)=7r(3,-1) = (3r,—r).

—— ——

v u
Siispd —2 = 3r ja 1 = —r. Ensimmaéisen yhtdlon mukaan r = —2/3, mutta toisen
yhtalon mukaan r = —1. Tamé on mahdotonta, joten ei ole olemassa sellaista

lukua r, jolle pitee v = ru. Siten vektorit v ja u eivét ole yhdensuuntaiset.
Vektorit v, w ja u on esitetty kuvassa 2.6.

Yhdensuuntaisuuden mééritelmia voidaan myos yleistdd ottamalla mukaan
useampia vektoreita. Télloin paadytaan késitteeseen, jota tarvitaan jatkossa hyvin
monesti vektoriavaruuksien ominaisuuksia tutkittaessa.
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Kuva 2.6: Esimerkin 2.7 vektorit v, w ja u.

Maaritelma 2.8. Vektori w € R™ on vektoreiden vy, ve, ... v, € R" lineaarikom-
binaatio eli lineaariyhdistelmd, jos on olemassa sellaiset reaaliluvut ay,as,...,ag,
etta
w = a1v1 + agv2 + - -+ + A V.
Esimerkki 2.9. Merkitdan v, = (1,1), v2 = (—1,2) ja w = (5, —1). Vektori w on
vektoreiden v; ja vy lineaarikombinaatio, silla
3v; — 209 = 3(1,1) — 2(—1,2) = (3,3) — (—2,4)
=(5,—-1) =w.

301

w w

Kuva 2.7: Vektori w on vektoreiden v; ja v9 lineaarikombinaatio.

Edellisessé esimerkissé arvattiin, mitkd kertoimien a; ja ag pitdd olla, jotta
patisi w = a1v1 + agve. Mybhemmin esitellddn keino kertoimien selvittdmiseksi
kaikissa mahdollisissa tilanteissa.
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3 Suorat ja tasot

Téssé luvussa kisitellddn avaruuksien R? ja R3 suoria ja tasoja vektoreiden nako-
kulmasta.

3.1 Suora

Havaitsimme skalaarikertolaskun tulkinnan yhteydessé, etté jos ¥ on miké tahansa
nollasta poikkeava tason R? vektori ja t on jokin reaaliluku, niin vektori to on
yvhdensuuntainen vektorin v kanssa. Télloin ndhdadn myo6s, ettd naitd vektoreita
vastaavat koordinaatiston pisteet sijaitsevat samalla suoralla. Voidaan siis sanoa,
ettd vektorijoukkoa

{tv |t e R} (1)

vastaava pistejoukko muodostaa koordinaatiston suoran. Kullakin kertoimen ¢ va-
linnalla saadaan jokin suoran pisteistd. Jos valitaan ¢ = 1, saadaan alkuperdinen
piste v.

Kun edelld mainitussa esityksessi tv valitaan ¢ = 0, saadaan nollavektori 0.
Nollavektori on siis aina mukana muotoa (1) olevassa suorassa. Jos halutaan muo-
dostaa vektoreista suora, joka ei kulje origon kautta, on origo ensin "siirrettava”
haluttuun paikkaan. Tamé nékyy seuraavassa maadritelméssa. Maaritelma toimii
yhté hyvin kaksi- kuin kolmiulotteisessakin avaruudessa.

Maaritelmd 3.1. Olkoon n = 2 tai n = 3. Avaruuden R" suora on joukko
{p+tv|teR},

missd p € R ja v € R"\ {0}. Vektoria p kutsutaan suoran paikkavektoriksi ja
vektoria v suoran suuntavektoriksi.

Olkoon S avaruuden R? suora. Jos (a,b) € S, niin sanotaan, etti piste (a,b)
on suoralla S tai ettd suora S kulkee pisteen (a,b) kautta. Vastaavia ilmauksia
kiytetddn avaruudessa R3.

Huom. Y4 ei ole annettu mitd tahansa suoran kuvailua, vaan suoran mdd-
ritelmd. Emme siis ole ldhteneet esimerkiksi jostakin suoran geometrisestd muo-
toilusta ja ilmaisseet saman asian vektoreilla, vaan maéritelleet suoran késitteen
taman kurssin tarpeita varten uudelleen.

Esimerkki 3.2. Esimerkiksi joukko
S={(-1,2)+t(-2,-1) |t e R}

on suora. Se on piirretty kuvaan 3.8. Mairitelmén mukaan miké tahansa suoran
S piste voidaan kirjoittaa summana vektorista p = (—1,2) ja jostakin vektorin
v = (=2, —1) skalaarimonikerrasta. Esimerkiksi (—5,0) = p+20v ja (3,4) = p— 20,
joten (=5,0) € S ja (3,4) € S. Siis suora S kulkee pisteiden (—5,0) ja (3,4)
kautta.
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Kuva 3.8: Suora S avaruudessa R2.

Toisaalta piste (4, 2) ei ole suoralla S. Jos nimittéin (4,2) = (—1,2)+t(—2,—1)
jollakin t € R, niin 4 = —1 — 2t ja 2 = 2 — t. Ensimmaéisen yhtédlon perusteella
t = —5/2 ja toisen perusteella ¢ = 0. Tamé& on mahdotonta, joten ei ole olemassa
sellaista lukua ¢ € R, jolle patee (4,2) = (—1,2) + t(—2,—1). Siispa (4,2) ¢ S.

Ryhdytdan seuraavaksi maarittdmaédn suoraa, joka kulkee annettujen pistei-
den kautta. Sitd ennen otetaan kiytto6n muutama merkinté. Oletetaan, ettd A
ja B ovat avaruuden R? tai R? pisteitd. Vektori AB on vektori, jota vastaavan
suuntajanan alkupiste on A ja padtepiste on B (ks. kuva 3.9). Origoa on tapana
merkiti kirjaimella O. Siten pisteen A paikkavektorille saadaan merkinté OA.

A B

Kuva 3.9: Vektorit OA, OB ja AB.

Esimerkki 3.3. Tutkitaan, millainen on pisteiden A = (—1,5) ja B = (2,2)
kautta kulkeva suora. Tatd varten tarvitaan suoralle paikkavektori. Paikkavekto-
riksi kily minki tahansa suoran pisteen paikkavektori, esimerkiksi vektori OA =
(—1,5). Suuntavektoriksi kiy mikéa tahansa suoran suuntainen vektori, esimerkiksi
vektori

AB=0B - 0A=(2,2) — (-1,5) = (3,-3).
Néin saadaan suora {(—1,5) +¢(3,—3) | t € R}.
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Kuva 3.10: Suora {(—1,5) + (3,-3) | t € R}.

Varmistutaan vield siité, ettd annetut pisteet A ja B todellakin ovat suoralla.
Huomataan, ettd (—1,5) = (—1,5)4+0-(3,—-3) ja (2,2) = (—1,5) + (3, —3). Siten
pisteet A ja B ovat suoralla.

Vastaavalla menetelmélld on aina mahdollista méarittaa kahden pisteen kautta
kulkeva suora, vaikka asiaa ei sen tarkemmin tissé osoitetakaan.

Suoran paikka- ja suuntavektorit eivéit ole yksikésitteisié, silld sama suora voi-
daan kirjoittaa joukkona {p + tv | t € R} usealla eri tavalla. Itse asiassa on
mahdollista osoittaa, etté

e vektoriksi p voidaan valita suoran minké tahansa pisteen paikkavektori

e vektoriksi v voidaan valita miké tahansa suoran suuntainen vektori.

Viitteita ei todisteta téssa; todistukset voi halutessaan laatia hieman haastavam-
pana harjoitustehtévana.

Esimerkki 3.4. Esimerkin 3.2 suoralle S = {(—1,2)+¢(—2,—1) | t € R} on mah-
dollista valita paikkavektoriksi piste (3,4) ja suuntavektoriksi vektori (—4,—2).
Talloin S voidaan kirjoittaa muodossa

{(3,4) + s(—4,-2) | s € R}.

Vaikka tdmé joukko onkin dkkiseltddn katsottuna erilainen kuin suoran S alku-
perdinen méaritelmé, on joukoissa tdsmélleen samat alkiot. Asiaa on havainnol-
listettu kuvassa 3.11.

Osoitetaan vield huolellisesti, ettd joukot S = {(—1,2) +¢(—2,—1) | t € R} ja
S" ={(3,4) + s(—4,—2) | s € R} ovat samat. Kaksi joukkoa osoitetaan samoiksi
ndyttamalla, ettd kumpikin on toisen osajoukko.

”C”: Osoitetaan ensin, ettd S C S’. Tamé tehddin nayttamalld, ettd jokainen
joukon S alkio on joukossa S’. Oletetaan, ettd a € S. Joukon S maéaritelman
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V= (—2, —1) p= (37 4)

Kuva 3.11: Suoran paikkavektori ja suuntavektori eivit ole yksikésitteisia.

perusteella péatee a = (—1,2) + ¢t(—2,—1) jollakin ¢t € R. Huomataan, etté

a=(-1,2)+t(-2,-1) = (=1,2) + (=2 + 2+ t)(-2,-1)
(-1,2) —2(—=2,-1) + (2 + t)(-2,-1)

= B4+ @2 1) = (3,4) + 1 (~4,-2)

Koska (2 +t)/2 € R, viimeisestd muodosta nédhdadn, ettd a € S’. (Joukon S’
méadritelméssi voidaan valita s = (2 4 ¢)/2.) On siis osoitettu, ettd S C S’.

”D”: Osoitetaan sitten, ettd S’ C S, eli nidytetddn, ettd jokainen joukon S’
alkio on joukossa S. Oletetaan, ettd a € S’. Nyt a = (3,4) + s(—4, —2) jollakin
s € R. Huomataan, etta

a= (3a 4) + S(_47 _2) = (374) + (_47 _2) + (8 - 1)(_47 _2)
—(—1,2) 4 (s = 1)(—4,—2) = (—1,2) + 2(s — 1)(=2,—1).

Koska 2(s — 1) € R, ndhdaan, ettd a € S. Néin on osoitettu, etta S’ C S.

3.2 Taso

Kolmiulotteisessa avaruudessa voidaan maéritelld tasot samaan tapaan kuin suo-
rat. Nyt tarvitaan kuitenkin kahta suuntavektoria, ja ndiden téytyy olla erisuun-
taiset.

Maisritelmi 3.5. Avaruuden R3 taso on joukko
{p+sv+tw|s,teR}

missd p € R3, 0, w € R3\ {0} ja vektorit v ja w eivit ole yhdensuuntaiset. Vektoria
p kutsutaan tason paikkavektoriksi ja vektoreita v ja w tason suuntavektoreiksi.

Olkoon T avaruuden R3 taso. Jos (a, b, c) € T, niin sanotaan, etté piste (a, b, c)
on tasossa T tai ettd taso T kulkee pisteen (a,b,c) kautta. Tasoa ja siind olevaa
pistettd on havainnollistettu kuvassa 3.12.
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- (a,b,¢)

N

0

Kuva 3.12: Piste (a, b, ¢) on tasossa T'.

Kuten suorien kohdalla voidaan tasojenkin tapauksessa osoittaa, ettd sama
taso on mahdollista kirjoittaa usealla eri tavalla joukkona {p+ sw +tv | s,t € R}.
Tarkemmin sanoen

e vektoriksi p voidaan valita tason minké tahansa pisteen paikkavektori
e vektoreiksi w ja v voidaan valita mitka tahansa tason suuntaisen vektorit,

kunhan w ja v eivit ole yhdensuuntaiset.

Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 3.13. Tarkka todistus jatetadn jalleen
(haastavaksi) harjoitustehtévéaksi.

<

w _ N
-~ v w S
N ]\
(0] (0]

Kuva 3.13: Taso voidaan kirjoittaa eri tavoin joukkona {p + sw + tv | s,t € R}.

Esimerkki 3.6. Mééaritetddn pisteiden A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C =
(—=2,0,1) kautta kulkeva taso T. Valitaan ensin tason paikkavektori. Esimerkik-
si tason pisteen A paikkavektori OA = (0,1,0) kiy tihin tarkoitukseen. Lisiksi
tarvitaan tason suuntaiset suuntavektorit:

AB=0B-0A=(-1,2,2) ja AC=0C —OA=(-2,-1,1).

Huomaa, etté vektorit eiviit ole yhdensuuntaiset, silli AB # r AC kaikilla nollasta
poikkeavilla reaaliluvuilla r. (Tadmé& pitéisi tietysti todistaa tdsméllisesti, mutta
sivuutamme sen.) Néin saadaan taso

T ={0A+ sAB +tAC | s,t € R}
={(0,1,0) + s(-1,2,2) + t(-2,-1,1) | s,t € R}.
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4 Avaruuden R" aliavaruudet

Edellisessé luvussa kisittelimme avaruuksien R? ja R? suoria ja tasoja. Osoittau-
tuu, ettéd erityisesti origon kautta kulkevat suorat ja tasot ovat lineaarialgebran
kannalta mielenkiintoisia. Téassé luvussa yleistdmme téllaiset suorat ja tasot ava-
ruuteen R” ja tutkimme niin kutsuttuja aliavaruuksia.

Maiaritelma 4.1. Vektoreiden vy, ..., v, € R™ virittama aliavaruus on joukko
span(vy, ..., 0;) = {a101 + agv2 + - - - + agvy | a1, a2, ..., a € R}

Vektoreiden virittama aliavaruus koostuu siis kaikista vektoreiden lineaarikom-
binaatioista. Englannin kielen verbi "span” tarkoittaa virittdmista tai ulottamista.

Esimerkki 4.2. Esimerkiksi avaruuden R? suora
S={0+t(-3,1) |t € R} ={t(-3,1) | t € R}
on vektorin (—3,1) virittdmai aliavaruus, eli S = span((—3,1)). Avaruuden R3 taso
T={0+1t-3,1,2) +5(2,2,0) | t,s € R} = {t(-3,1,2) + 5(2,2,0) | t,s € R}

taas on vektorien (—3,1,2) ja (2,2,0) virittdmé& aliavaruus, joten voidaan merkita
T =span((-3,1,2),(2,2,0)).

Tutkitaan hieman, millaisia aliavaruuksia voidaan virittii avaruuksissa R? ja
R3. Nollavektorin virittimi aliavaruus on span(0) = {a-0 | a € R} = {0}.
Aliavaruudessa on siis ainoastaan nollavektori.

Oletetaan sitten, ettd v € R?\ {0} tai v € R?\ {0}. Tilloin vektorin v virittima
aliavaruus span(v) = {av | @ € R} on vektorin v suuntainen suora. Tamén suoran
paikkavektori on nollavektori, joten suora kulkee origon kautta.

Jos taas v, w € R?\ {0} ja ¥ ja w eivit ole yhdensuuntaisia, vektorien v ja w
virittdma aliavaruus span(v, w) = {sv +tw | s,t € R} on taso, joka kulkee origon
kautta.

span(0) span(®)

Kuva 4.14: Nollavektorin virittdmé aliavaruus on {0}. Vektorin v # 0 virittdma
aliavaruus on origon kautta kulkeva suora. Kahden vektorin virittdma aliavaruus
voi olla origon kautta kulkeva taso.

Aliavaruus yleistdé siis origon kautta kulkevan suoran ja tason késitteitd. Seu-

raava esimerkki osoittaa, miksi juuri origon kautta kulkevat suorat ja tasot ovat
erityisen kiinnostavia.
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Esimerkki 4.3. Tarkastellaan origon kautta kulkevaa suoraa
S =span(v) = {tv | t € R},

missd v € R? \ {0}. Jos w, u € S, niin w = av ja u = bv joillakin a, b € R.
Nyt w + u = (a + b)v, joten summa w + u on suoran S alkio. Liséksi jos ¢ € R,
niin cw = ¢(av) = (ca)v. Siten kaikkien suoran S alkioiden skalaarimonikerrat ovat
edelleen suoran S alkioita. Tavallaan suora S on oma pieni avaruutensa avaruuden
R? siséissé, ja sielld voidaan laskea vektoreita yhteen ja kertoa niité reaaliluvuilla.
Sama pétee origon kautta kulkeviin tasoihin.

Tilanne on aivan toinen, jos suora tai taso ei kulje origon kautta. Tutkitaan
vaikkapa esimerkin 3.2 suoraa

S ={(-1,2) +t(-2,—1) | t € R}.
Nyt esimerkiksi (—1,2) ja (—3,1) ovat suoralla S. Summa (—1,2) + (-3,1) =

(—4, 3) ei kuitenkaan ole suoralla S (ks. kuva 4.15). Myoskaéan skalaarimonikerta
2-(—1,2) = (—2,4) ei ole suoralla S.

Kuva 4.15: Esimerkin 3.2 suora S, joka ei ole aliavaruus.

Edelld tehdyt havainnot voidaan yleistdd minka tahansa vektoreiden viritta-
malle aliavaruudelle. Jos aliavaruuden kaksi vektoria lasketaan yhteen, on summa
edelleen aliavaruudessa. Samoin aliavaruuden vektoreiden skalaarimonikerrat ovat
aliavaruudessa. Lisdksi nollavektori kuuluu aina aliavaruuteen.

Lause 4.4. Oletetaan, etti v1,v2,...,0, € R™. Olkoon W = span(vy,...,0).
Tdlloin seuraavat vditteet patevdt:

a) Josu, we W, niinu+w € W.
b) Josw e W jaceR, niincw e W.
c) 0eW.
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Todistus. Osoitetaan kohta a) ja jitetddn loput kohdat harjoitustehtéviksi. Ole-
tetaan, ettd u,w € W. Nyt u = a1v1 + - -+ + agvy joillakin aq,...,ar € R ja
w = b1vy + - - - + bgvy, joillakin by, ..., b € R. Huomataan, etté

ﬁ—f—U_}:(G11_)1+"'+ak5k)+(b1’l_)1-‘r"'-i-bk'l_}k)
= (a1 —i—bl)?_}l + -+ (ak -l-bk)?_}k.

Siten v +w € W. O

Esimerkki 4.5. Tutkitaan, kuuluuko vektori w = (-2, 3,2, —1) vektoreiden
v =(0,-1,2,1), v2=(2,0,1,—-1) ja wv3=(4,2,2,0)

virittdméaén aliavaruuteen span(vy, vg,v3). On siis selvitettavi, onko olemassa re-
aalilukuja =1, x9, x3, joille patee

T1U1 + Tov2 + T3V3 = W.

Toisin sanoen on péateltava, onko w vektoreiden v, v3 ja v3 lineaarikombinaatio.
Sijoittamalla annetut vektorit yll4 olevaan yht&l6on saadaan

x1(0,—1,2,1) + 22(2,0,1, —1) + 23(4,2,2,0) = (-2, 3,2, —1)
ja laskemalla kerto- ja yhteenlaskut auki yhtélo voidaan vield muuttaa muotoon
(2xo + 4x3, —x1 + 223, 221 + 22 + 223, 1 — x2) = (—2,3,2,—1).

Kun tarkastellaan jokaista komponenttia erikseen, saatua vektoriyhtélod vastaa
yhtaloryhma

209 +4x3 = -2

—x1 +2x3 = 3
2r1 + 10 + 223 = 2
r1 — T2 = -1

Miten téllainen yhtéloryhmaé ratkaistaan? Ennen kuin syvennymme enemmaén vek-
toreiden virittamiin aliavaruuksiin, on syyta perehtya yhtaloryhmien ratkaisemi-
seen.
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5 Lineaariset yhtaloryhmat

Edellisen luvun lopun esimerkissd paddyttiin yhtéloryhméén, jonka ratkaisemi-
sesta riippui, kuuluuko tietty vektori erdiden toisten vektorien virittdmaén aliava-
ruuteen. Taméantyyppisia tilanteita esiintyy lineaarialgebrassa jatkuvasti, ja ky-
symykset voivat olla hyvin monimuotoisia. Esimerkiksi mainitussa esimerkissé ei
itse asiassa tarvittu yhtdloryhmén varsinaista ratkaisua, vaan oli ainoastaan osoi-
tettava sen olemassaolo. Toisissa kysymyksissd olennaista saattaa olla, onko mah-
dollisia ratkaisuja yksi vai useampia. Joidenkin yhtéléryhmien kohdalla haluamme
selvittda, minkalaisen aliavaruuden ratkaisut muodostavat.

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan yhtaloryhméa

3x+2y+z2=1
—r + 2y =-1
20 4+4y+2=0

Kysymyksessa on niin sanottu lineaarinen yhtéaloryhma, koska yhtéalot ovat kaikki
ensimméisen asteen yhtaloita. Yritetddn ratkaista yhtaloryhmaé eli 16ytaa sellaiset
luvut z, ¥ ja z, ettd kaikki ryhmén yhtalot toteutuvat yhta aikaa.

Aloitetaan ratkaisemalla toisesta yhtélosta x:

—r+2y=-1 <<= xz=2y+1.

Sijoitetaan sitten saatu x ensimméiseen yhtéloon, ja ratkaistaan z:
32y+1)+2y+2=1 <= 6y+3+2y+z2=1 < z2=—-8y—2.
Sijoitetaan sitten sekd x ettd z kolmanteen yhtdloon, jotta voitaisiin ratkaista y:
22y +1)+4y—8y—2=0 <= 4dy+2+4y—8y—2=0 < 0=0.

Paddyttiin tulokseen 0 = 0. Miten tdméa pitéisi tulkita? Onko ratkaisuja yksi
vai useampia? Péateekd yhtdlo ehkéd kaikilla luvuilla? Selvastihdn « ja z kuitenkin
riippuvat y:sté, koska ne ratkaistiin ylla y:n lausekkeina. Mutta samalla tavoinhan
y:n voitaisiin ajatella riippuvan x:std ja z:sta. Vai olisiko sijoitus pitdnyt tehda
jossain toisessa jarjestyksessa?

Esimerkki osoittaa, ettd yhtaloryhmien monimutkaistuessa tarvitaan jokin jér-
jestelméllinen menetelmé, jota kdyttdmalla seké saadaan aina varmasti jokin vas-
taus ettd pystytddn tulkitsemaan vastauksen merkitys. Tassd luvussa esiteltava
Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmé redusoi minké tahansa lineaarisen yhta-
16ryhmén sellaiseen muotoon, ettd kaikkiin (ainakin télla kurssilla tarvittaviin)
kysymyksiin voidaan helposti antaa vastaus.
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5.1 Lineaarisen yhtidloryhman maaritelma

Lineaarinen yhtdloryhmd on yhtaloryhma, joka on muotoa

aiizr +  apxz: + - 4+ awmT, = b
azizy +  axnry + - 4+ awmr, = b
am1T1 + amaT2 + -+ appTn = by
missé aii,...,amn,01,...,0m € R. Symbolit x1,z9,...,x, ovat yhtiléiden tun-
temattomia. Lukuja ai, ..., Gmy nimitetddn yhtaloryhmén kertoimiksi ja lukuja
b1,ba, ..., by vakioiksi. Jos tuntemattomia on viahén, niitd merkitdén yleensa sym-
boleilla x, ¥, z ja niin edelleen.
Esimerkiksi
—4x1 + \/?:132 + 2r3 = 4
€1 + %wg = 0
5r1 + 2z + llzz = -3
—6%2 - 321‘3 = 4

on lineaarinen yhtaléryhma.

Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaiseminen merkitsee sita, etta 1oydetdan kaikki
ne luvut, jotka tuntemattomien x1,...,x, paikalle sijoitettuina toteuttavat yhté
aikaa kaikki yhtalot.

Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemisen kannalta oleellista ovat vain kertoi-
mien ja vakioiden arvot, esimerkiksi tuntemattomien nimitykselld ei ole merkitys-
ta. Kaikki tieto yhtaloryhmaésté voidaankin tiivistda lukutaulukkoon eli matriisiin,
jossa luetellaan kaikki kertoimet sekd vakiot. Kun késitellaén yhtaléryhmien sijas-
ta matriiseja, on kirjoitettavaa paljon vahemmaén, silld tuntemattomia ei tarvitse
kirjata ylos.

Esimerkiksi edellé esitellyn yhtéaloryhmén matriisi on

—4 /3 2| 4
1 0 g o
5 v2 11| -3

0 -6 -32| 4

Selkeyden vuoksi kertoimet on tapana erottaa vakioista pystyviivalla. Viivalla ei
kuitenkaan ole matemaattista merkitystd. Huomaa, ettd matriisiin on kirjoitettava
nolla niiden termien kohdalle, jotka puuttuvat yhtdloryhmaésta. Kyseisten termien
kertoimena on nimittdin nolla.

Kappaleessa 8 tutustutaan matriisien teoriaan yleisemmin. Téssé luvussa ké-
sittelemme vain yhtaloryhmistéd saatuja matriiseja.

5.2 Alkeisrivitoimitukset ja porrasmatriisit

Seuraavaksi kdydédan lapi menetelmé, jolla voidaan ratkaista mikd tahansa lineaa-
rinen yhtéléryhmaé. Ideana on muokata yhtéaléryhmaésta uusia yhtéloryhmié, joilla
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on samat ratkaisut kuin alkuperéiselld yhtéloryhmaélla. Viimeisend saatu yhtéa-
l6ryhmé on sellaisessa muodossa, josta sen ratkaisuja koskeviin kysymyksiin on
helppo vastata. Koska viimeisen yhtéloryhmén ratkaisut ovat samat kuin alkupe-
raisen yhtaloryhmén, myos alkuperéisen yhtaloryhméan ratkaisut ja niiden luonne
tunnetaan.

Maaritelma 5.2. Yhtaloryhmia kutsutaan ekvivalenteiksi, jos niilla on tédsmaél-
leen samat ratkaisut.

Ryhdymme muokkaamaan yhtéloryhmié niin kutsutuilla alkeisrivitoimituksil-
la. Niiden avulla tuotetaan uusia yhtaloryhmia, jotka ovat ekvivalentteja alkupe-
riaisen yhtaloryhmén kanssa. Koska matriisien kéasitteleminen on helpompaa kuin
yhtéaloryhmien, tehdaan alkeisrivitoimitukset suoraan matriiseille.

Maaritelma 5.3. Seuraavat kolme operaatiota ovat alkeisrivitoimituksia:

1) Vaihdetaan kahden rivin paikka matriisissa.
2) Kerrotaan jokin rivi nollasta poikkeavalla reaaliluvulla.
3) Lisétdan johonkin riviin jokin toinen rivi reaaliluvulla kerrottuna.
Alkeisrivitoimituksille kédytetdédn tdssd materiaalissa seuraavia lyhennysmer-
kint6ja
e R; <+ Rj;: vaihdetaan rivien 7 ja j paikat (i # j).
e aR;: kerrotaan rivi ¢ luvulla a # 0.
e R; + bR;: lisdtéén riviin ¢ rivi j luvulla b kerrottuna (i # j).

Esimerkki 5.4. Seuraavassa on annettu esimerkit erilaisista alkeisrivitoimituk-
sista:

—4 3 4 1 2| -1 1 2| —1 1 2| -1
1 2|-1 Rio R -4 3| 4 Ry—5R -4 3| 4 —ﬁs -4 3| 4
5 3 2 5 3 2 0 -7 7 0 1]-1
0 6 4 0 6 4 0 6 4 0 6 4

Maaritelma 5.5. Matriisi A on riviekvivalentti matriisin B kanssa, jos B saadaan
matriisista A alkeisrivitoimituksilla.

Esimerkiksi edellisen esimerkin matriisit

—4 3| 4 1 2] -1
1 2| -1 . |-4 3| 4
5 31 2f 0 1]-1
0 6| 4 0 6| 4

ovat riviekvivalentit. Alkeisrivitoimituksia voidaan ajatella tehtédvin myo6s nolla
kappaletta. Siten jokainen matriisi on itsenséd kanssa riviekvivalentti.
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Lause 5.6. Jos yhtdloryhmida vastaavat matriisit ovat riviekvivalentit, yhtaloryh-
mdt ovat ekvivalentit.

Lause voidaan muotoilla my6s toisin: jos yhtaloryhmia vastaavat matriisit ovat
riviekvivalentit, yhtaloryhmilld on tdsmaélleen samat ratkaisut. Alkeisrivitoimituk-
sen tekeminen ei siis muuta yhtaloryhman ratkaisuja. Lauseen todistus on esitetty
luvun lopussa.

ail a2 ... Q1p by C11 Cl2 ... Cin dy
as1 a9 e A2n bg alkeisrivie C21 C29 e Con, d2
toimituksia

Aml Am2 ... Qmn bm Cml Cm2 --- Cmn dm
a11x1 + -+ ay = by c11x1 + -+ Cipn = dy
a21T1 + -+ + Aopxy = by €121 + -+ Cony, = do

{— samat

o ratkaisut N _

Am1T1 + -+ Oy Tn = bm Cm1ZT1 + -+ Cmn®p = dm

Kuva 5.16: Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmén perusta.

Yhtaloryhmaé ratkaistaessa on tavoitteena muuttaa yhtaloryhméan matriisi al-
keisrivitoimituksilla niin kutsutuksi redusoiduksi porrasmatriisiksi, josta ratkaisut
on helppo lukea. Méaritelldan ensin porrasmatriisi.

Maaritelma 5.7. Matriisi on porrasmatriisi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1) mahdolliset nollarivit ovat alimpina
2) kullakin rivilld ensimméainen nollasta poikkeava alkio, ns. johtava alkio, on

ylemman rivin johtavan alkion oikealla puolella.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat porrasmatriiseja. Niiden johtavat alkiot
on lihavoitu.

13 3 2 3 004 00 =3 -3 —-41 1 0 -3 6
00 0 -3 000 -1 7 11 0 000 5 —-11
000 0 000 01 =3 0 000 O 0

Porrasmuoto auttaa jo yhtaloryhmén ratkaisemisessa, mutta se ei ole tietyssé
mielessé yksikésitteinen. Tarkemmin sanoen kutakin matriisia vastaa useampi kuin
yksi sen kanssa riviekvivalentti porrasmatriisi. Kun alkeisrivitoimituksia kéytetdéan
lisad, paadytdaan lopulta alkuperaistéd matriisia vastaavaan redusoituun muotoon,
joka on kullekin matriisille yksikésitteinen.
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Maaritelma 5.8. Matriisi on redusoitu porrasmatriisi, jos seuraavat ehdot toteu-
tuvat:

1) matriisi on porrasmatriisi

2) jokaisen rivin johtava alkio on 1

3) jokainen johtava alkio on sarakkeensa ainoa nollasta poikkeava alkio.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat redusoituja porrasmatriiseja. Johtavat yk-
koset on jédlleen lihavoitu.

3280 0O 01 -53 0 0 -3 1 3 0 0 -3 8
00 1 -3 0 00 01 0 -—-11 0 01 -3 5 —11
00 0 0 0 00 0O 01 -3 000 0 0 0
Esimerkki 5.9. Matriisi
1 00 4
01 0]-2
0 01 3

on redusoitu porrasmatriisi. Sitd vastaava yhtaloryhma on

r = 4
Tro9 = —2
r3 = 3

Huomataan, ettd matriisista nakyy suoraan yhtdloryhméan ratkaisu.

5.3 Gaussin—Jordanin eliminointimenetelma

Tavoitteena on muuttaa yhtdloryhméan matriisi alkeisrivitoimitusten avulla re-
dusoiduksi porrasmatriisiksi, josta ratkaisut ndkyvit suoraan. Voidaan osoittaa,
ettd miké tahansa matriisi voidaan muuttaa talla tavoin redusoiduksi porrasmat-
riisiksi ja ettd alkeisrivitoimitusten kédyttdmisjarjestys ei vaikuta tulokseen. Seu-
raava esimerkki ndyttda, kuinka tdmé tehdaén.

Esimerkki 5.10. Muutetaan madtriisi

2 -1 3 2
1 0 21
-1 -2 0 3
redusoiduksi porrasmatriisiksi. Aloitetaan ensimmaisesté sarakkeesta. Vaihtamal-

la ensimmaéisen ja toisen rivin paikat, saadaan ensimméisen rivin johtavaksi al-
kioksi 1:

1021
el 9 1 3 2
-1 -2 0 3
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Taman jalkeen johtavan alkion alla olevat alkiot on helppo muuttaa nolliksi. Va-
hennetédén ensin toisesta rivistd ensimmaéinen rivi luvulla 2 kerrottuna:

10 21
il g -1 -1 0
-1 -2 0 3

Lisataan sitten kolmanteen riviin ensimmaéinen rivi luvulla 1 kerrottuna:

1 0 21
Rstl 1o 1 —1 0
0 -2 2 4

Nyt ensimmaéinen sarake on halutussa muodossa. Siirrytddn muokkaamaan tois-
ta saraketta. Muutetaan ensin sen johtava alkio ykkoseksi, jotta voidaan toimia
samoin kuin edelld. Kerrotaan siis toinen rivi luvulla —1. Saadaan matriisi

—_
)

—1-R2
—

o
N~ DN
= O =

0 —

\)

Toisen rivin johtavan alkion avulla voidaan muuttaa sen alla oleva alkio nollaksi.
Lisdtdan kolmanteen riviin toinen rivi luvulla 2 kerrottuna. Saadaan matriisi

R3+2R2

S O =
S = O
= =N

1
0,
4
joka on porrasmatriisi.

Jatketaan muokkaamista niin, ettd saadaan aikaan redusoitu porrasmatriisi.
Muutetaan ensin viimeinenkin johtava alkio ykkoseksi:

NI
oy
@

o = o
G )
—_ O

1
0
0

Muutetaan alimman rivin johtavan alkion avulla kaikki kolmannen sarakkeen
muut alkiot nolliksi:

102 1 100 —1
fedialo 10 -1 "=2% o 1 0 —1
001 1 001 1

Néin saatu matriisi on redusoitu porrasmatriisi.

Saatu redusoitu porrasmatriisi on eri matriisi kuin se, josta ldhdettiin liikkeelle.
Matriisit my6s vastaavat erilaisia yhtaloryhmia. Nailla yhtaloryhmilld on kuitenkin
samat ratkaisut lauseen 5.6 nojalla.
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Yhtéloryhmén ratkaiseminen Gaussin—Jordanin menetelméaé kéyttéen sisaltda
seuraavat vaiheet:
1. Kirjoita yhtaloryhmé&n matriisi.
2. Muuta matriisi alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisiksi.
3. Muuta porrasmatriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi.
4

. Lue ratkaisut redusoidusta porrasmatriisista.

Esimerkki 5.11. Ratkaistaan yhtaloryhmé

201 — x9 4+ 33 = 2
xr1 + 2x3 = 1
—r1T — 2.%2 = 3
Yhtaloryhméan matriisi on
2 -1 3|2
1 0 2|1
-1 -2 013

Tama matriisi muutettiin redusoiduksi porrasmatriisiksi esimerkissa 5.10:

1 0 0]-1
01 0]-1
0 01 1

Redusoitua porrasmatriisia vastaava yhtaloryhma on

r, = —1
Tro = —1
T3 = 1

Koska alkuperéaisen yhtaloryhmén ratkaisut ovat lauseen 5.6 nojalla samat kuin
lopuksi saadun yhtaléryhmén, on yhtaléryhmé ratkaistu. Sen ratkaisu on siis

r1y = -1
o = -1
r3 = 1

Esimerkki 5.12. Ratkaistaan lineaarinen yhtéloryhma

T+2y+z = 8
—3r—6y—3z = 21

Muutetaan yhtaléryhmén matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi:
1 2 1 8| Ro+3r; |1 2 1|8
[—3 —6 —3—21] 7 [0 0 03]'
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Vastaava yhtaloryhmé on

r+2y+z2z=38
0=3.

Alin yhtal6 on aina epétosi, joten yhtaloryhmalla ei ole ratkaisuja.

Esimerkki 5.13. Ratkaistaan lineaarinen yhtaloryhma

3x1+3x2 — 1523 = 9
Il — 2.733 = 1
2IL'1 — T2 — X3 =

Muutetaan yhtaloryhmén matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi:

3 3 -15]9] , 1 1 -5]3
3t
1 0 —2/1] 235 1 0 —21
2 -1 -110 2 -1 —110
1 1 -5 3] 1 1 —-5] 3
feidg —1 0 3| -2 ™M 0 -1 3|2
2 -1 1| 0 0 -3 9|6
(1 1 -5 3] (1 1 -5]3
LR g 1 3| of FeBf g 1 3|2
0 -3 9|—6 00 0]0
(1 0 —2]1
Bzl g 1 39
00 0]0

Saatua matriisia vastaa yhtéloryhmé

1 — 223 =1
$2—x3:2
0=0

Alin yhtél6 0 = 0 on aina tosi. Se ei siis anna ratkaisujen kannalta mitaéan infor-
maatiota. Tuntemattomalle x3 ei puolestaan aseteta mitaén rajoitteita, joten se
voi olla miké tahansa reaaliluku. Sanotaan, ettd xs on vapaa muuttuja. Merkitdéan
x3 =t, missi t € R.

Ratkaistaan vield muut tuntemattomat. Ensimmaéinen yhtélé on z; — 2t = 1,
joten x1 = 1 + 2t. Toinen yhtdlo puolestaan on zo — 3t = 2 eli o = 2 + 3t. Siten
yhtaléoryhmén ratkaisu on

x1:1+2t
To =2+ 3t missé t € R.

1‘3:t
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Ratkaisuja on siis darettoméan monta. Esimerkiksi 1 = 3, xo = 3 ja x3 = 1 seki
x1 = —1, z9 = 1 ja x3 = —1 ovat yhtadléryhman ratkaisuja. Jokaisella reaaliluvulla
t yhtaloryhmélle saadaan eri ratkaisu.

Yhtaloryhmaéssé saattaa olla useitakin vapaita muuttujia. Nama 16ytyvéit re-
dusoidussa porrasmatriisissa niisté sarakkeista, joissa ei ole lainkaan johtavaa al-
kiota.

Esimerkki 5.14. Lineaarisen yhtaloryhman matriisi muutettiin alkeisrivitoimi-
tuksilla redusoiduksi porrasmatriisiksi

13 040 0|7
001 2 00]0
0 00O0O0T13

Miké on yhtéaloryhméan ratkaisu?

Havaitaan, ettd johtavat alkiot ovat sarakkeissa 1, 3 ja 6. Muita sarakkeita
vastaavat tuntemattomat o, x4 ja x5 ovat vapaita muuttujia. Merkitdan xzo = r,
T4 =5sjaxs =t missar, s, teR.

Nyt voidaan kirjoittaa
T +3r+4s=7

r3+25s=0

T — 3
ja edelleen
r1=7—3r—4s

T3 = —28

x6:3

Yhtaloryhmén ratkaisu on siis

r1=7—3r —4s
o =T
x3 = —2s -
missé r, s,t € R.
Ty =S
{1,‘5:t
T =3

Luvut r, s ja t voidaan valita tdysin vapaasti, ja jokainen valinta tuottaa yhtalo-
ryhmén ratkaisun.
Redusoidun porrasmatriisin tulkinta

Edelliset esimerkit kuvaavat tilanteita, joihin Gaussin—-Jordanin menetelmad kéyt-
tden voidaan paatyé. Kootaan vield yhteen redusoidun porrasmatriisin M merkitys
sitd vastaavan yhtdloryhmén kannalta eri tapauksissa.
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e Jos jokin matriisin M viimeisisté riveistd on muotoa [0 - 0 ‘ 1} (eli ri-
vin johtava ykkénen on pystyviivan oikealla puolella), kyseista rivid vastaa
epétosi yhtalo 0 = 1. Yhtédloryhmélla ei ole ratkaisua.

e Oletetaan, ettd edellinen tapaus ei toteudu. Jos joltakin matriisin M sa-
rakkeelta puuttuu johtava alkio (pystyviivan vasemmalta puolelta), tuota
saraketta vastaava muuttuja on vapaa. Yhtaloryhmén ratkaisut voidaan
esittdd vapaiden muuttujien avulla. Kunkin vapaan muuttujan arvo voi-
daan valita vapaasti, joten yhtaloryhmalla on ratkaisuja dareton maéara.

e Oletetaan, ettéd edelliset tapaukset eivit toteudu. Télloin matriisin M jo-
kaisessa sarakkeessa oikeanpuoleisinta lukuunottamatta on johtava alkio,
ja yhtaloryhmaéan ratkaisu on yksikésitteinen.

Esimerkki 5.15. Tarkastellaan yhtaloryhmaé

r+ y+kz=1
r+ky+ z=1
kx+ y+ z=-2.

Tutkitaan, miten luvun k arvot vaikuttavat ratkaisujen lukuméaraan. Ryhdy-
tddn muuttamaan yhtaloryhméan matriisia redusoiduksi porrasmatriisiksi:

1 1 k 1 1 k|l 1

1k 1] 120 k-1 1-%k| o0

E 1 1]-2 k 1 1] -2

1 1 k 1 1 1 k 1
Bsohfi g o1 1-% of B2 1o k-1 1—k 0

0 1—k 1—-Kk>|—-2—k 0 0 2—k—Kk>|—2—k

Kaikki alkeisrivitoimitukset voidaan tdhén asti tehdé riippumatta siitd, miké
luku k& on. Jatkaminen ei kuitenkaan onnistu, silld toisen rivin alkio k — 1 saattaa
olla nolla, samoin kolmannen rivin alkio 2 — k — k2. Tarkastellaan néité tapauksia
erikseen.

Oletetaan ensin, ettd kolmannen rivin alkio 2—k—k?> =0eli k = —2 tai k = 1.
e Jos k = —2, viimeinen matriisi on

1 1 -211

0 -3 3|0

0O 0 0|0

Havaitaan, ettéd alinta rivid vastaava yhtéloé 0 = 0 on aina tosi. Liséksi tun-
tematonta x3 vastaavassa sarakkeessa ei ole johtavaa alkiota, joten x3 on
vapaa muuttuja. Ratkaisuja on siten darettomén monta.
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e Jos k =1, viimeinen matriisi on

1 11 1
0 00| O
0 0 0-3
Havaitaan, ettd alinta rivid vastaava yhtdléo 0 = —3 on aina epétosi. Siten

yhtéaloryhmélla ei ole ratkaisuja.

Oletetaan sitten, ettd toisen rivin alkio k —1 = 0 eli £ = 1. Tadméa tapaus
kasiteltiin sattumalta jo edella.

Tarkastellaan vield lopuksi tilannetta, jossa seké toisen rivin alkio k — 1 etté
kolmannen rivin alkio 2 — k — k? ovat nollasta poikkeavia. Tlloin voidaan jatkaa
alkeisrivitoimitusten tekemisti. Koska k — 1 # 0 ja 2 — k — k% # 0 saadaan

11 k 1 . 11 &k 1
1 R R:
o1 -1 o | o1 —1| o
00 2—k—k*|-2—k 00 1 |72k

Talloin yhtaloryhmaélla on tédsmaélleen yksi ratkaisu.

Paadyttiin siis seuraavaan tulokseen: Yhtéloryhmélld on dadrettomén monta
ratkaisua, jos ja vain jos k = —2. Yhtéloryhmalla ei ole ratkaisua, jos ja vain jos
k = 1. Yhtaléryhmalld on tasan yksi ratkaisu, jos ja vain jos k # 1 ja k # —2.

Geometrinen tulkinta

Yhtaloryhmalla voi siis olla tasmalleen yksi ratkaisu, darettoman monta ratkaisua
tai ei yhtdén ratkaisua. Kun muuttujia on kaksi tai kolme, tilannetta voi havain-
nollistaa analyyttisen geometrian avulla. Tutkitaan yhtéloparia

ax +by=-c
dx +ey=f.

Oletetaan, ettd yhtélolld on ratkaisu @ = r, y = s. Sitd voidaan ajatella tason
pisteend (r, s). Koska ratkaisu toteuttaa ensimmaéisen yhté&lon, piste (7, s) on suo-
ralla, jonka yht&lo on ax + by = ¢. Samoin piste (r, s) on suoralla, jonka yhtdlo on
dx+ey = f. Piste (7, s) on siis molemmilla suorilla, eli se on suorien leikkauspiste.

Jos yhtalot méarittavit kaksi erisuuntaista suoraa, on niilld on tadsmélleen yksi
leikkauspiste. Téalloin yhtéloparilla on tdsmalleen yksi ratkaisu. Jos yhtélot maa-
rittavéit saman suoran, on leikkauspisteité darettoméan monta. Silloin ratkaisujakin
on darettoméan monta. Jos yhtaloiden méarittdmét suorat eivit ole samat mutta
ovat kuitenkin yhdensuuntaiset, ei leikkauspisteita ole. Silloin ei mydskaédn yhta-
l6parilla ole ratkaisuja.

Kun muuttujia on kolme, yhtélét kuvaavat tasoja. Esimerkiksi kolmen tason
leikkausjoukko voi olla piste, suora tai taso. Namé vastaavat tilanteista, joissa
ratkaisuun tulee nolla, yksi tai kaksi vapaata muuttujaa. Leikkausjoukko voi olla
my6s tyhja, jolloin yhtéloryhmall ei ole ratkaisuja.

29



A\
A\
v

Kuva 5.17: Yhtaloryhmallad on tasan yksi ratkaisu, ddrettomén monta ratkaisua
tai ei yhtdan ratkaisua.

Huomioita porrasmatriiseista

Redusoidut porrasmatriisit ovat teoreettisesti mielenkiintoisia, koska jokaista mat-
riisia vastaa tdsmélleen yksi redusoitu porrasmatriisi. Yhtaloryhmaé ratkaistaes-
sa voitaisiin kuitenkin pysahtya jo porrasmatriisivaiheeseen, silla kaikki tulkinnat
voidaan tehdd myos siité.

Esimerkin 5.13 yhtéléryhméaa vastaava porrasmatriisi oli

11 =53
01 -3|2
00 010

Koska kolmannessa sarakkeessa ei ole johtavaa alkiota, sitd vastaava muuttuja
on vapaa. Tdhén havaintoon ei tarvita redusoitua porrasmuotoa. Jos merkitdan
r3 = t, muut muuttujat voidaan ratkaista ¢:n avulla. Toisen rivin perusteella

To— 3t =2 <= 19 =2+ 3t,
ja tdmén jalkeen ensimmaéisen rivin perusteella
Tl +29 — 5t =3 <— x1+(3t+2)—5t:3 <— x1 =1+ 2t.

Porrasmatriisi siis riittda yhtaléryhman ratkaisemiseen.

Historiallinen huomautus. Gauss ei itse kehittdnyt nimeédén kantavaa mene-
telméd, vaan sen tunsi jo ainakin Newton sata vuotta aikaisemmin 1600-luvun
loppupuolella. Kiinalaiset puolestaan tunsivat menetelmén jo toisella vuosisadal-
la eKr. Nimitys ”Gaussin eliminointimenetelm&” tuli kdyttoon kuitenkin vasta
1950-luvulla. T&lla nimitykselld tarkoitetaan yleensé nimenomaan porrasmatrii-
siin tdhtdavad menetelmad, ja mikéli halutaan jatkaa redusoituun porrasmatrii-
siin asti, menetelméd kutsutaan ”Gaussin—Jordanin eliminoinniksi”. Jordan esitti
tdmén version eliminointimenetelmasta vuonna 1887.
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5.4 Yhtaloryhmien ekvivalenssin todistus

Kaydaan viela lopuksi todistus sille, ettd yhtdloryhmilld on samat ratkaisut, jos
niiden matriisit ovat riviekvivalentit (lause 5.6).

Lauseen 5.6 todistus. Osoitetaan, ettd jos yhtdloryhmid vastaavat matriisit ovat
riviekvivalentit, yhtaloryhmét ovat ekvivalentit. Tatéd varten riittad nayttas, etta
alkeisrivitoimituksen tekeminen ei vaikuta yhtaloryhmén ratkaisuihin. Tutkitaan
yhtaloryhméa

a11r1 + @122 + ... +  G1pTp = by
ainr1 +  aipr2 + ...+ QppxTn, = b (2)
Am1T1 + amaxres + ... + AmpTn = by,
missé a1, ..., mn,b1,...,0m € R.

1. Ensinndkin huomataan, ettd yhtaloryhmén rivien jarjestykselld ei ole valia.
Siten kahden rivin paikkojen vaihtaminen ei muuta yhtaloryhmén ratkaisuja.

2. Tutkitaan sitten alkeisrivitoimitusta, joka kertoo rivin ¢ luvulla ¢ € R\ {0}.
Tuloksena on yhtéléryhmé

a1y + apre + - 4+ apr, = b
ca;1r1 + capre + -+ capmrn, = cb; (3)
Am1T1 + Gm2T2 + -+ AmpTp = bm'

On osoitettava, yhtéléryhmilla (2) ja (3) on samat ratkaisut. Tadméa tehddan
kahdessa osassa. Ensin naytetdén, ettd jokainen yhtdloryhmén (2) ratkaisu on
my0s yhtaloryhméan (3) ratkaisu. Sitten naytetdén, ettd jokainen yhtéléryhmén
(3) ratkaisu on my6s yhtaloryhmén (2) ratkaisu.

Oletetaan ensin, ettd x1 = ri,...,z, = 7, on yhtdléryhmén (2) ratkaisu ja
osoitetaan, ettd se on myos ryhmén (3) ratkaisu. Oletuksen perusteella pétee

aiiry +  appre + - 4+ aprn, = b
apnriy +  apre + 0 A+ aprn = b
amiT™1 + amarey + 0+ Gmptn = bm'

Kun ¢:nnen yhtalén molemmat puolet kerrotaan luvulla ¢, saadaan yhtalo
capry + - - + cajpry, = cb;.
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Nyt siis #1 = r1,...2, = 7, toteuttaa yhtdloryhmén (3), ja siten se on myos
yhtaloryhmén (3) ratkaisu.

Oletetaan sitten, ettd z1 = s1,...,%, = S, on yhtaloryhmén (3) ratkaisu ja
osoitetaan, ettd se on myos ryhmén (2) ratkaisu. Nyt siis

a11s1 + ais2 + - 4+ apsy, = by
cai1s1 + capsa + -+ caipsn, = cb;
am1S1 + am2S2 + -+ + amaSn = bm

Koska ¢ # 0, voidaan i:nnen yhtdléon molemmat puolet jakaa luvulla ¢. Télloin
saadaan yhtélo a;181 + - -+ + ainsy, = b;. Nyt ndhdéan, ettd 1 = s1,..., 2, = sp,
toteuttaa my6s yhtaloryhmén (2), joten se on myo6s yhtdaloryhmén (2) ratkaisu.
Siten yhtaloryhmilla on samat ratkaisut.

3. Kolmannen alkeisrivitoimituksen tarkastelu jatetdan lukijalle.
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6 Virittaminen

Edellisessé luvussa opittiin vastaaamaan erilaisiin lineaaristen yhtaléryhmien rat-
kaisuja koskeviin kysymyksiin. Hyodynnetdéan néitéd tietoja nyt avaruuden R”™ ali-
avaruuksien tutkimiseen. Palautetaan mieleen, ettd vektoreiden vq,...,vp € R"
virittdmé aliavaruus on joukko

span(T)l,... ,1_)k> = {a1171 + asv9 + - -+ + ap vk ‘ a1,ag,...,a € R}.

Nyt osaamme vastata esimerkissa 4.5 esitettyyn kysymykseen. Esimerkissa ha-
luttiin tietdd, kuuluuko vektori w = (-2, 3,2, —1) vektoreiden

o1 =(0,-1,2,1), o =(2,0,1,-1) ja o3=(4,2,2,0)

virittdméaén aliavaruuteen span(vy, v2, v3). Talloin paadyttiin yhtaloryhmaan

209 + 4dx3 = -2

—T1 + 2x3 = 3
2r1 + x99 + 2x3 = 2
rT — xT9 = -1

Kysymys siita, kuuluuko w aliavaruuteen span(vy, vg, v3), on muutettu kysymyk-
seksi, onko kyseiselld yhtaloryhmalld ratkaisuja. Kun yhtaloryhméad késitelladn
Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmélld, ndhdéén, ettd ratkaisuja ei ole. Siten
w ¢ span(vy, v, U3).

Kutakin virittdjavektorien joukkoa vastaa niiden virittaméa aliavaruus. Toisi-
naan on annettu aliavaruus, ja halutaan tietdd, virittavatko jotkin tietyt vektorit
sen. Erityisesti voidaan kysyéa, virittavatko jotkin annetut vektorit koko vektori-
avaruuden R™. Tutkitaan néitd kysymyksid seuraavissa esimerkeissa.

Esimerkki 6.1. Merkitdan e; = (1,0) ja es = (0, 1). Osoitetaan, ettd vektorit é;
ja ey virittavit koko avaruuden R? eli etté

span(ey, &) = R2.

Kaksi joukkoa osoitetaan samoiksi ndyttdmalla, ettd kumpikin on toisen osajouk-
ko. Tiedetdin, ettd jokainen joukon span(éy,és) vektori on avaruuden R? vek-
tori, joten on selvid, ettd span(e;,ez) C R2 Néin ollen riittdd niyttdd, etti
R? C span(éy,éz). On siis osoitettava, ettd jokainen avaruuden R? vektori voi-
daan esittda vektoreiden e; ja es lineaarikombinaationa.

Oletetaan, ettd v = (v1,v9) € R2. Nyt

v = (1}1,1)2) = 1)1(1, 0) + UQ(O, 1) = vi1€e1 + v2€n.

Koska v voidaan kirjoittaa ylla olevassa muodossa, ndhdéén, ettd v € span(ey, €2).
Siispi R? C span(éy, €2), joten on osoitettu, ettd span(e, e2) = R2.

33



Esimerkki 6.2. Tutkitaan, milld ehdolla vektori w = (w1, wa, ws) kuuluu vekto-
reiden
v =(3,2,—-1), va=(2,-2,6) ja wv3=(3,4,-5)
virittdméaén aliavaruuteen span(vy, ve, U3).
Jotta vektori w olisi vektoreiden vy, v ja v3 lineaarikombinaatio, taytyy olla
olemassa luvut x1, xo, 3 € R, joille patee

1V + 22U + x3V3 = W.

Téastéd saadaan yhtdloryhmé

31 + 229 + 33 = w
201 — 29 + 4dx3 = w2
—x1 + 6x2 — bry = ws

Yhtaloryhmén matriisista saadaan alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisi

1 -6 5 —Ws3
0 10 -6 wa + 2ws
0 0 0 w1 — 2w2 — W3

Matriisista ndhdéaéan, ettd yhtaloryhmaélld on ratkaisuja, jos ja vain jos alinta rivia
vastaava yhtalo Ox; 4+ Oxg + Oxs = w; — 2we — w3 on tosi eli w; — 2wy — w3z = 0.
Siten vektori w = (w;,wy,ws) on aliavaruudessa span(vy, vy, U3), jos ja vain jos
w1—2w2—w3:O.
Nyt aliavaruus span(vi, v2, v3) voidaan kirjoittaa uudessa muodossa:
span(vy, v2,v3) = {(w1, w2, ws) € R3 | w; — 2wy — w3 = 0}
= {(wy,wy,w3) € R3 | w3 = wy — 2wy}
= {(w1, we, w; — 2ws) | w1, ws € ]R2}
= {(w1,0,w1) + (0, wz, —2w3) | wy, wy € R?}
= {w1(1,0,1) + wo (0,1, —2) | wy,wy € R?}.
Kyseessa on siis vektorien (1,0, 1) ja (0,1, —2) virittdma aliavaruus. Toisin sanot-

tuna
span(v1, v2,v3) = span((1,0,1), (0,1, —2)).

Eri vektorit voivat siis virittdd saman aliavaruuden. Edes virittdjavektorien méa-
ran ei tarvitse olla sama.

Esimerkki 6.3. Tutkitaan, virittavatko vektorit
up = (1,1,0), w2 =(1,0,1), wu3=1(0,1,1) ja ug=(-2,1,1)

avaruuden R3. Oletetaan, ettd w = (wy, w2, w3) € R3. On selvitettivi, onko ole-
massa lukuja x1, x92,x3, ¢4 € R, joille patee

T1U1 + ToaUg + T3U3 + T4Uug = W.
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Saadaan yhtéléryhmé, jonka matriisi on

110 -2]wu
1 01 1| wo
011 1] ws

Tasté saadaan alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisi

11 0 -2 wy
01 -1 -3 w1 — W2
00 1 2|3(ws+w—w)

Matriisista ndhdéaan, ettéd yhtaloryhmalld on ratkaisuja, olivatpa wy, we ja w3 mitéa
lukuja tahansa. Siten w € span(iy, o, U3, 4 ). Néin ollen R? = span (i1, g, U3, ).

Edellisen esimerkin virittdjat uq, uo, ug, 4 €ivit ole parhaat mahdolliset. Kos-
ka yhtaloryhméssa on vapaita muuttujia, on yhtéléryhmaélla darettoméan monta
ratkaisua. Avaruuden R3 alkiot voidaan siis kirjoittaa usealla eri tavalla viritti-
javektorien lineaarikombinaatioina. Esimerkiksi jos w = (1,2,3), niin ratkaisut

ovat
xlzt
o =1+t
2 missi t € R.
r3=2-—2t
T4 =1

Valitsemalla ¢ = 3 saadaan

(1,2,3) = 3uy + 4ug — 4us + 3uy
ja toisaalta valitsemalla ¢ = 1 saadaan

(1,2,3) = 1y + 21y + Olig + y.

Tama ei ole toivottavaa, vaan tavoitteena on 16ytéaé sellainen virittdjajoukko,
ettd aliavaruuden vektorit voidaan ilmaista virittdjavektorien lineaarikombinaa-
tiona tésmaélleen yhdella tavalla. Téllaisia virittdjdjoukkoja tutkitaan seuraavassa
luvussa.
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7 Vapaus

Kuten edellisen luvun lopussa mainittiin, seuraavaksi pyritdéan ratkaisemaan, onko
annetussa aliavaruuden virittdjéjoukossa tarpeettomia vektoreita. Jos tallaisia ei
ole, virittajajoukkoa kutsutaan vapaaksi.

7.1 Vapauden méiiritelma

Maaritelma 7.1. Oletetaan, etté vy, vg, ..., U, € R™. Vektorijono (v1,v2, ..., Uk)
on wvapaa eli lineaarisesti risppumaton, jos seuraava ehto patee:

jos 101 4 calg + -+ + v, = 0 joillakin ¢y, ..., ¢, € R,
niinclzo, 62:0, ey CkZO.

Jos jono (v1,v2,...,7;) on vapaa eli lineaarisesti riippumaton, voidaan myos
sanoa, ettd vektorit vy, vg,..., v ovat lineaarisesti riippumattomia toisistaan. Jos
jono ei ole vapaa, sanotaan, ettd se on sidottu.

Huom. 1. Vektorijonolla (v1,vg,...,0x) tarkoitetaan yksinkertaisesti tiettyjen
vektorien muodostamaa kokoelmaa. Sité ei saa sekoittaa vektorimerkintdan. Ky-
seessé ei siis ole jonkinlainen "vektorien vektori”.

Huom. 2. Maéritelmén ehto voidaan ilmaista muodossa “vektorien lineaari-
kombinaatio on nolla vain, jos kaikki kertoimet ovat nollia”.

Tullaan nédkeméan, ettd jos jono (v1,vs,...,7;) on vapaa, voidaan aliavaruu-
den span(vy,vg, ..., v) alkiot kirjoittaa tdsmélleen yhdelld tavalla virittajavek-
torien lineaarikombinaatioina. Virittajien joukossa ei siis talloin ole tarpeettomia
vektoreita. Katsotaan ensin kuitenkin muutamia esimerkkejé.

Esimerkki 7.2. Merkitddn e; = (1,0) ja ea = (0,1). Osoitetaan, ettd avaruuden
R? jono (é1,€2) on vapaa. Oletetaan, ettd reaaliluvut ¢; ja co ovat sellaisia, etté

c1€1 + coer = 0.

Nyt ¢1(1,0) 4+ ¢2(0,1) = (0,0), joten (¢1,c2) = (0,0). Taytyy siis pated ¢; = 0 ja
¢z = 0. Néin on osoitettu, etté jono (€1, ez) on vapaa.

Kuva 7.18: Jono (e1, e2) on vapaa.
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Esimerkki 7.3. Merkitdén v; = (1,2) ja va = (—3,—1). Tutkitaan, onko jono
(v1,v2) vapaa vai sidottu.
Oletetaan, ettéd c191 + cavp = 0 joillakin c1, co € R. Nyt

Cl(lv 2) + 62(_37 _1) = (070)

Cc1 — 302 =0
2c1 —co = 0.
Ratkaistaan téstéa cq ja ca:

1—30R2—_2>R11—30%_R2>1—30R1+_3>R2100
2 —-11]0 0 510 0O 110 0 1]0]°

eli

Ainoa ratkaisu on ¢; = 0 ja ¢a = 0. Jono (v1,v2) on siis vapaa.

Kuva 7.19: Jono (v1,72) on vapaa.

Esimerkki 7.4. Kun osoitetaan jono sidotuksi, ei valttamétta tarvitse ratkais-
ta yhtaloryhméa. Toisinaan on nimittdin helppo ndhdé, minkélaisten kertoimien
avulla lineaarikombinaatiosta muodostuu nollavektori.
Merkitdén wy = (2,1) ja we = (—4, —2). Huomataan, etta
2w + wo = 0.
Koska vektorien w; ja we lineaarikombinaatio on nollavektori, vaikka kertoimet

eivit ole nollia, jono (w;,wy) on méaaritelmén nojalla sidottu.

Esimerkki 7.5. Merkitddn v; = (1,2), v2 = (—3,—1) ja v3 = (—1, 1). Tutkitaan,
onko jono (1, v2,73) vapaa vai sidottu. Oletetaan, etti civ1 + covy + c3v3 = 0
joillakin cj, c2, c3 € R. Talloin

61(1, 2) + 02(*3, *1) + Cg(*l, 1) = (0, 0)
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eli

01—362—63:0
2c1 —ca+c3=0.

Ratkaistaan tastéa cq ja co:
1 -3 —-110 Ry—2R: 1 -3 —-110
2 -1 110 0O 5 3|0

i (1 =3 —110] myrsm [1 0 4/5]0
0 1 3/5]0 01 3/5/0|

ut=

Huomataan, ettd yhtaloryhmaélld on dérettoméan monta ratkaisua:

xy = —(4/5)t
xe = —(3/5)t missé ¢t € R.
xr3 — t

Nain ollen ¢; = 0, ¢ = 0, c3 = 0 ei ole ainoa ratkaisu. Voidaan valita esimerkiksi
t =5, jolloin ¢; = —4 ja ¢ = —3 ja c3 = 5. Talldin —4v; — 3v9 + 5v3 = 0. Jono
(v1, U2, v3) on siis sidottu. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 7.20.

Kuva 7.20: Jono (v1, v2,v3) on sidottu.

Maéaritelman mukaan jonon vapaus kertoo siitd, etta nollavektori voidaan kir-
joittaa vain yhdella tavalla jonon vektorien lineaarikombinaationa. Selvéstikin yh-
talo

v+ ety =0

toteutuu ainakin, jos kertoimiksi ¢y, ..., c; valitaan nollat. Toisinaan yhtalo kui-
tenkin toteutuu myo6s joillakin muilla kertoimilla. Jono on vapaa, jos yhtalo toteu-
tuu ainoastaan nollakertoimilla.
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Seuraava lause osoittaa, etté vektorijono (v1,...,vx) on vapaa, jos ja vain jos
aliavaruuden span(vy, ..., vx) kaikki vektorit voidaan ilmaista tdsmélleen yhdel-
14 tavalla virittdjédvektorien vy, ..., U; lineaarikombinaatioina. Siis jos nollavektori
voidaan kirjoittaa vain yhdella tavalla virittdjéavektoreiden lineaarikombinaationa,
myos kaikki muut aliavaruuden span(vy, ..., 0x) vektorit voidaan kirjoittaa vain
yhdella tavalla virittdjavektoreiden lineaarikombinaationa, ja pédinvastoin. Vapaat
vektorijonot ovat kiinnostavia nimenomaan sen vuoksi, ettd niistd saadaan virit-
tajajoukko, jossa ei ole turhia vektoreita.

Lause 7.6. Oletetaan, etti vy,v9,...,0; € R™. Jono (v1,v2,...,05) on vapaa,
jos ja vain jos jokainen aliavaruuden span(vi,vs, ..., 0x) alkio voidaan kirjoittaa
tismdalleen yhdelld tavalla vektorien vy, vs, ..., v lineaarikombinaationa.

Todistus. Muotoa ”jos ja vain jos” oleva vaite todistetaan kahdessa osassa. Ensin
oletetaan viitteen ensimmaéisen osan olevan totta ja osoitetaan, ettd talloin jal-
kimméinen osa péatee. Tatéd todistuksen vaihetta merkitddn usein symbolilla ”=>".
Sitten oletetaan jalkimmaéisen osan olevan totta ja osoitetaan, ettd télldin ensim-
méinen osa patee. Tatd todistuksen vaihetta merkitdan symbolilla ”<=". Ryhdy-
tddn todistamaan véitetta.

"=": Oletetaan ensin, etta jono (vy,vs,...,7;) on vapaa. Osoitetaan, etta jo-
kainen aliavaruuden W = span(v1, U9, ..., U;) alkio voidaan kirjoittaa tdsmélleen
yvhdella tavalla virittdjavektorien v1,vo, ..., v lineaarikombinaationa. Oletetaan,

etta alkio w € W voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa

w=aivy + -+ apv; (4)
ja lineaarikombinaationa

w = by + -+ + bpvg (5)
joillakin a1, ...,ag,b1,...,b € R. Nyt a1v1 + -+ + arvp = b1v1 + - - - + b0y, joten

a1v1 + -+ apvp — (b1 + -+ - + bpvg) = 0.
Vektorien yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun ominaisuuksien perusteella pétee
(a1 —b1)v1 + -+ + (ag — by)v, = 0.

Jono (01,09, ..., ;) on oletuksen nojalla vapaa, joten ylla olevasta yhtdlosta seu-
raa, ettd kaikki kertoimet ovat nollia: a; —b; =0, ..., ag — b = 0. Siten a; = by,
..., a = b. Néin ollen tutkitut lineaarikombinaatiot (4) ja (5) ovatkin itse asias-
sa samanlaiset (niissé on samat kertoimet). Siksi vektoria w ei voida kirjoittaa
usealla eri tavalla virittdjavektoreiden lineaarikombinaationa.

7<": Oletetaan sitten, ettd jokainen aliavaruuden W = span(vy,ve,..., k)
alkio voidaan kirjoittaa tdsmaélleen yhdellé tavalla virittdjavektorien vy, vs,. .., U
lineaarikombinaationa. Osoitetaan, ettd jono (v, ve, ..., Ux) on vapaa. Sitd varten
oletetaan, ettd luvut ci,...,cr € R ovat sellaisia, ettéa

c1v1 + coU2 + -+ -+ CRpUE = 0.
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Tiedetddn, ettd ainakin
001 + 002 + - - - + 09 = 0.

Koska nollavektori 0 on aliavaruuden W alkio, se voidaan oletuksen mukaan kir-
joittaa virittdjavektorien lineaarikombinaationa tdsmélleen yhdelld tavalla. Siksi
taytyy péated ¢ =0, ..., ¢ = 0. Siis jono (v1, V2, ..., V%) on vapaa. O

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorijono on sidottu, jos ja vain jos jokin sen
vektoreista voidaan ilmaista toisten lineaarikombinaationa.

Lause 7.7. Oletetaan, ettd v1,02,...,0; € R™ ja k > 2. Jono (v1,02,...,0x) on
sidottu, jos ja vain jos

v € span(v1, . .., Vj—1,Vj41,--- , k)

jollakin j € {1,2,...,k}.

Todistus. ”=": Oletetaan, ettd jono (v1,vg,...,Ux) on sidottu. On siis olemassa
luvut cq,...,c; € R, joilla patee

c101 + catg + - 4 ¢y = 0,

ja liséiksi ¢; # 0 jollakin j € {1,2,...,k}. Nyt

CjUj = —C1V1 — =+ = Cj1Vj—1 = Cj41Vjq1 — -+ — CkUk
ja edelleen
- Cl _ ijl _ Cj+1 _ Ck _
’Uj ——*"Ul—"'—7'1)]'7]_—7.1}]‘+]_—"‘—*"Uk.
Cj Cj Cj Cj
Siis 1_)]‘ S span(T)l, - ,’l_)j_l, ?_}j+1, - ,’l_)k).

7<": Oletetaan sitten, etta
Q_Jj S Span(ﬁl, - 71_)j—171_}j+17 - ,Uk)

jollakin j € {1,2,...,k}. Nyt on olemassa sellaiset c1,...,¢j—1,¢j41,...,ck € R,
etta

Vj = C1U1 + -+ Cj—1Vj—1 + Cip1 Vg1 + o G

Tasté seuraa, etté
0=c101 + -+ ¢j—10j—1 + (—1)0j + ¢j410j41 + - + CiTp.
Koska kerroin —1 ei ole nolla, on jono (v, v,...,vx) sidottu. ]
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Esimerkki 7.8. Tarkastellaan erditi avaruuden R3 vektoreita v1 = (1,—1,0),
ve = (1,1,0), v3 = (0,0,2) ja vg = (3, —1,0). Nailld patee muun muassa

201 + Vg — 4 = 0,
joten jono (v, U2, U3, v4) on sidottu. Edellisen lauseen perusteella jokin vektoreista
voidaan kirjoittaa toisten lineaarikombinaationa. Y1l4 olevasta yhtalosta nahdaan-

kin, etté
Vg = —2U1 + V4.

Kaikkia vektoreita ei kuitenkaan vélttdmétta voida kirjoittaa toisten lineaarikom-
binaationa. Esimerkiksi ei ole olemassa sellaisia lukuja a, b ja ¢, ettd péatisi

U3 # a1 + bug + cvy.

(Témén tédsmaéllinen todistaminen jatetdén lukijalle.)

7.2 Homogeeniset yhtiloryhmait ja vapaus

Vektorijonon vapautta tutkittaessa paddytadn ratkaisemaan yhtéloryhmié, joissa
vakiot ovat nollia. Téllaista yhtdloryhméa kutsutaan homogeeniseksi.

Maaritelma 7.9. Lineaarinen yhtéaloryhmaé, jonka kaikki vakiot ovat nollia, on
nimeltddn homogeeninen yhtdaloryhmd.

Homogeeninen yhtéléryhmaé on siis muotoa

a1z +appra + -+ apr, = 0
a1 + a2 + -+ agpT, = 0
am1T1 + ama2 + -+ GpnZn = 0,
missa aiq,...,amnn € R. Homogeenisella yhtéloryhmélla on aina ainakin yksi rat-
kaisu:
r1=0, 22=0, ... z,=0.

Tata kutsutaan yhtaloryhmén triviaaliksi ratkaisuksi.

Lause 7.10. Jos homogeenisessa yhtiloryhmdssa tuntemattomien mddrd n on
suurempt kuin yhtaloiden madrd m, yhtaloryhmdlld on ddarettoman monta ratkai-
suG.

Todistus. Ensinndkin yhtdloryhmalla on valttamétta ainakin triviaali ratkaisu.
Siten ratkaisuja on joko yksi tai ddrettémén monta.

Oletuksen mukaan yhtéloryhmén matriisissa on enemmén sarakkeita kuin ri-
vejé. Johtavia alkioita enintdédn yksi joka rivilld. Koska sarakkeita on enemmén
kuin riveja, on matriisissa ainakin yksi sarake, jossa ei ole johtavaa alkiota. Si-
ten vapaita muuttujia on ainakin yksi, ja yhtdloryhmalla on &arettomén monta
ratkaisua. O
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Korollaari 7.11. Oletetaan, etti v1, va,..., 0y, € R, missd n € {1,2,...}. Jos
m > n, niin jono (v1,02,...,0m) on sidottu.

Huom. Korollaari on lause joka seuraa suoraan tai ldhes suoraan toisesta
lauseesta. Tamé korollaari on lauseen 7.10 seuraus.

Todistus. Merkitdén vy = (vig, Uag, - - -, Unk) kaikilla k& € {1,...,m}. Nyt yht&loa
101 + ToUs + -+ - + Ty U = 0 vastaavaksi yhtiloryhmiéksi saadaan

V11T + v12T2 + -+ Uiy, = 0
V11 + Vooo + -+ Vo, = 0
Up1T1 + Up22 + -+ + Uy, = 0.

Téassé homogeenisessa yhtaloryhméssé on enemmén tuntemattomia kuin yhté-
16ita. Siten yhtéloryhmaélla on ddrettomén monta ratkaisua. Koska 16ytyy muitakin
ratkaisuja kuin triviaaliratkaisu, ei jono (v1,v2,...,0y,) ole vapaa. O

Jos homogeenisessa yhtdloryhméssé tuntemattomien méaérd n on pienempi tai
yhté suuri kuin yhtéléiden méaéré m, ei ratkaisujen méarasta voi dkkiseltaén sanoa
mitddn varmaa. Ratkaisuja voi olla tasmélleen yksi (triviaali ratkaisu) tai &éret-
tomén monta. Jos siis avaruuden R™ jonon (v1, Vg, ..., 0y,) pituus m on pienempi
kuin n, ei jonon lineaarisesta riippumattomuudesta voida sanoa sen perusteella
mitaan.
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8 Kanta

Téassé luvussa tarkastellaan aliavaruuden virittdjavektoreita, jotka muodostavat
lineaarisesti riippumattoman jonon. Merkintéjen helpottamiseksi oletetaan luvus-
sa koko ajan, ettd W on vektoreiden v1,vs, ..., Uy € R™ virittdma avaruuden R"
aliavaruus eli

W = span(vy, 02, ..., 0m).

Maaritelma 8.1. Olkoot wy,ws, ..., w, € W. Vektorijono (wy,ws,...,wy) on
aliavaruuden W kanta, jos seuraavat ehdot péatevat:

a) W = span(wi,wy, ..., W)

b) jono (wi,ws,...,w) on vapaa.

Esimerkki 8.2. Esimerkissé 6.1 osoitettiin, etta vektorit e; = (1,0) ja ex = (0, 1)
virittavit avaruuden R2. Jono (éy,é2) on lisiksi vapaa esimerkin 7.2 perusteella.
Siten (é1,€2) on avaruuden R? kanta.

Vastaavasti avaruudella R™ on kanta

(e1,€2,...,6€n).

Téassé e; = (0,...,0,1,0,...,0), missd luku 1 on vektorin i:s komponentti. Kan-
taa kutsutaan avaruuden R" luonnolliseksi kannaksi. Lukijan tehtaviksi jatetdéan
osoittaa, ettd kyseessd on todellakin kanta.

Kannan vektorit siis virittavét aliavaruuden, ja liséksi kanta on vapaa. Lausees-
ta 7.6 saadaan seuraava hyvin kiyttokelpoinen tulos:

Lause 8.3. Jono (w1, ws,...,wg) on aliavaruuden W kanta, jos ja vain jos jo-
kainen aliavaruuden W wvektori voidaan kirjoittaa tdsmdlleen yhdelld tavalla vek-
toreiden w1, Ws, . .., Wk lineaarikombinaationa.

Todistus. ”=": Oletetaan, ettd jono (wy,...,w,) on aliavaruuden W kanta. Té&l-
16in kannan méaéritelmén nojalla W = span(wy, ..., wy) ja jono (wi,...,w,) on
vapaa. Lauseesta 7.6 seuraa, ettd jokainen aliavaruuden W = span(wy,..., wy)
vektori voidaan kirjoittaa tasan yhdella tavalla vektoreiden w1, ...,wy lineaari-
kombinaationa.

7<": Oletetaan, ettd jokainen aliavaruuden W vektori voidaan kirjoittaa tés-

mélleen yhdelld tavalla vektoreiden wq, ..., wy lineaarikombinaationa. Tasté seu-
raa heti, ettd W = span(wy,...,wy). Nyt lauseen 7.6 mukaan jono (wq,...,wy)
on vapaa. Néin kannan mééritelmédn molemmat ehdot tayttyvét. Siis (wy, ..., wy)
on aliavaruuden W kanta. [

Esimerkki 8.4. Merkitadan w; = (2,-1), wy = (1,3). Osoitetaan lauseen 8.3
avulla, ettd (wy,ws) on avaruuden R? kanta. Oletetaan, ettd v € R2. Ratkaistaan
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yhtdlé z1w; + xowe = v eli yhtdlo x1(2,—1) + z2(1,3) = (v1,v2). Sitd vastaa
yhtaloryhmaé
{ 2r1 4+ 20 =1

—x1 + 3r9 = vo.

Kun yhtaloryhmén matriisia muokataan alkeisrivitoimituksilla, saadaan matriisi

1 0
0 1
Matriisista ndhdaén, etta yhtaloryhmaélla on tasmélleen yksi ratkaisu riippumatta
vektorista v € R?. Siis jono (w1, w2) on avaruuden R? kanta.

(32}1 — 1)2)
(’01 -+ 2’[)2)

= =

8.1 Koordinaatit

Kun aliavaruuden vektori kirjoitetaan kannan vektorien lineaarikombinaationa,
kertoimia kutsutaan vektorin koordinaateiksi.

Maaritelma 8.5. Oletetaan, ettd B = (wy,...,wy) on aliavaruuden W kanta.
Oletetaan, ettd u € W. Vektorin u koordinaateiksi kannan B suhteen kutsutaan
reaalilukuja ay, ..., ag, joilla

U=aw,+ -+ apwg .

Huom. Vektorin koordinaatit jonkin tietyn kannan suhteen ovat yksikésitteiset,
silla vektori voidaan lauseen 8.3 mukaan kirjoittaa vain yhdelld tavalla kannan
alkioiden lineaarikombinaationa. Vektorilla on siis kunkin tietyn kannan suhteen
vain yhdet koordinaatit. Eri kantojen suhteen saman vektorin koordinaatit voivat
tietenkin olla erilaisia.

Esimerkki 8.6. Miiritetéin vektorin o = (8, 3) koordinaatit avaruuden R? luon-
nollisen kannan & = (€1, €2) suhteen. Koordinaatit ovat 8 ja 3, silla

= 8(1,0) + 3(0,1) = 8¢; + 3.

3é9

€1 8eq

Kuva 8.21: Vektorin u koordinaatit kannan & = (€1, é3) suhteen ovat 8 ja 3.
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Tutkitaan sitten vektorin u koordinaatteja jonkin toisen kannan suhteen. Mer-
kitdan w, = (2, —1), w2 = (1,3). Esimerkin 8.4 perusteella (w,w2) on avaruuden
R? kanta.

Maééritetdén vektorin u koordinaatit kannan B = (w;,wz) suhteen. On siis
ratkaistava yhtdlo zqwy + xowe = w eli yhtdlo x1(2, —1) + 22(1,3) = (8,3). Esi-
merkistd 8.4 ndhdéén, ettd yhtalon ratkaisu on

1 1
Ir = ?(3U1 — UQ) = ?(24— 3) =3

1 1
To = ?(’1)1 + 2’1)2) = ?(8 + 6) = 2.

Siis u = 3w + 2ws, eli kysytyt koordinaatit ovat 3 ja 2. Tilannetta on havainnol-
listettu kuvassa 8.22.

29

Kuva 8.22: Vektorin u koordinaatit kannan B = (w, w2) suhteen ovat 3 ja 2.

8.2 Dimensio

Aliavaruudella voi olla useita eri kantoja, mutta jokaisessa niistd on yhtd monta
vektoria.

Lause 8.7. Aliavaruuden W jokaisessa kannassa on yhtd monta vektoria.

Todistus. Oletetaan, ettd B = (v1,...,9;) ja C = (w1, ..., wy) ovat molemmat ali-
avaruuden W kantoja. Pyritdén osoittamaan, ettd j = k. Tehd&én se osoittamalla,
ettd muut vaihtoehdot 7 < k ja k < j johtavat ristiriitaan.

Oletetaan, ettd j < k. Tarkastellaan yhtaloa

1wy + -+ xpp = 0. (6)
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Koska B on W:n kanta, voidaan kaikki kannan C vektorit kirjoittaa kannan B
vektorien lineaarikombinaatioina:

w1 = a1 + a1202 + - - + a0

W2 = 2101 + G202 + - - + a2;V;

W = Ag1V1 + Ag2v2 + - -+ ag;U;

joillakin a1y, ..., ax; € R. Sijoittamalla ndmé yhtaloon (6) muodostuu yhtépitava
yhtalo:

z1(anvr + a2 + - - - + a19;)
+ 29(a21v1 + axvs + - - - + az;v;)
+ ...
+ xp(ag1v1 + agovy + - - + akj@j) =0,

josta saadaan edelleen ryhmittelemélla

(r1a11 + 22021 + - - - + TaK1) V1
+ (z1a12 + ®oaga + -+ - + xTpaga)V2
+ ...

+ (w101 + waaz; + - + wgar;)v; = 0.

Jono B = (v1,...,7;) on kanta, joten se on vapaa. Siten edellinen yhtalo to-
teutuu, jos ja vain jos kaikki kertoimet ovat nollia:

r1011 + Teas1 + -+ xpag; = 0
T1a12 + T2a22 + -+ Tpapz = 0
x1a1j + voag; + - +wpag; = 0

Kyseessa on homogeeninen yhtéaléryhma, jossa tuntemattomien méara k£ on suu-
rempi kuin yhtéloiden méaré j. Lauseen 7.10 mukaan yhtaléryhmaélla on muitakin
ratkaisuja kuin 1 =0, ..., 2 = 0. Siis jono C = (wy, ..., wy) on sidottu. TAma
on ristiriita, silla C on aliavaruuden W kanta.

Tapaus j > k késitellddn vastaavasti. Talloinkin pdadytaédn ristiriitaan. Taytyy
siis pated j = k. O

Voidaan osoittaa, etté jokaisella avaruuden R™ aliavaruudella on kanta. (Té-
maé todistetaan kurssin toisessa osassa.) Liséksi edelld nahtiin, ettéd jokaisessa kan-
nassa on yhtd monta vektoria. Kantavektorien lukuméaraa kutsutaan avaruuden
dimensioksi.
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Maéaritelma 8.8. Aliavaruuden W dimensio dim (W) on aliavaruuden W kannan
vektoreiden lukumaéara. Jos aliavaruuden dimensio on n, sanotaan, etta aliavaruus
on n-ulotteinen.

Esimerkki 8.9. Avaruuden R? dimensio on 2, silli avaruudella on kanta (&1, é2).
Vastaavasti avaruuden R” dimensio on n, silld avaruuden luonnollisen kannan
vektorien lukumééra on n.

Esimerkki 8.10. Merkitddn v, = (3,—1,5), v = (2,1,3) ja v3 = (0,—5,1).
Olkoon W = span(vy, vg, v3). Méaritetaan aliavaruuden W dimensio.

Oletetaan, ettd @ € R3. Selvitetdin, miké ehto vektorin % komponenttien pitii
toteuttaa, jotta w on aliavaruudessa W. Ratkaistaan yhtalo x191 +z2v2+ 2303 = @

eli yhtals
$1(3a _17 5) + l‘2(2, 17 3) + $3(07 _5a 1) = (Ul, uz, ’LL3)-

Sitd vastaa yhtéloryhmé

3x1 + 2x9 = U
—x1 + T2 — 5x3 = Us

511 + 322 + T3 = U3

Yhtaloryhméan matriisi on

3 2 0 Ul
-1 1 -5 u2l
5 3 1 us

ja se saadaan alkeisrivitoimituksilla muutettua matriisiksi
1 -1 5 —Uu2
0 1 -3 L (uy + 3ug)
0 0 0X(5u3+us—8u)

Havaitaan, ettd yhtaloryhmaélld on ratkaisu, jos ja vain jos alinta rivid vastaava
yhtalo 0 = é(5U3 + ug — 8uq) on tosi eli bug + ug — 8uy = 0. Siten

W = span(vy, g, U3)
= {(u1,ug,u3) € R3 | 5uz + ug — Su; = 0}
= {(uy,uz,u3) € R | ug = 8uy — Sus}
= {(u1,8u; — bus,uz) | ur,us € R}
= {u1(1,8,0) + u3(0, —5,1) | uy,us € R}
= span((1,8,0), (0,—5,1)).
Nyt tiedetéén, ettd vektorit (1,8,0) ja (0,—5,1) virittavit aliavaruuden. Li-
siksi voidaan nayttia, ettd nama kaksi vektoria ovat lineaarisesti riippumattomia.

(Tdmén osoittaminen jatetddn lukijalle.) Siispa jono ((1,8,0),(0,—5,1)) on ava-
ruuden W kanta, ja dim(W) = 2.

47



Esimerkki 8.11. Edellisen esimerkin aliavaruudelle W voidaan 16ytéa kanta myos
toisella menetelmaélld. Oletetaan nyt, ettd w = (wy, we, w3) € W. Talloin yhtalo

I (3, *1, 5) + .’EQ(Q, 1, 3) + .’15'3(0, *5, 1) = (wl, w2, w3) (7)

pétee joillakin kertoimilla z1,z9,z3 € R. Samalla tavalla kuin edellisessé esimer-
kisséd yhtéloa vastaa matriisi

3 2 0w
-1 1 —=5|ws
5 3 1| ws

Koska olemme olettaneet, ettd vektori w kuuluu aliavaruuteen W, tiedimme, etté
yhtalostéa (7) saatavalla yhtaloryhmélla on varmasti ainakin yksi ratkaisu. TAmén
vuoksi on samantekevad, mitéd porrasmatriisiin tulee pystyviivan oikealle puolelle,
ja voimme kiinnittdd huomion yhtélon kertoimiin. Namé néyttédvat porrasmatrii-
sissa seuraavilta:

1 -1 5
0 1 -3
0 0 O

Porrasmatriisista huomataan, ettd kolmannessa sarakkeessa ei ole johtavaa al-
kiota. Muuttujan x3 arvo voidaan siis valita vapaasti, ja valinta madrdad muuttu-
jien 1 ja xo arvot. Siispé yhtéalossa (7) voi kerroin x3 saada minké tahansa arvon,
esimerkiksi arvon 0. Jokainen vektori w € W voidaan téten ilmaista pelkastdan
vektorien v; ja v2 lineaarikombinaationa. Koska ndmé vektorit ovat lineaarisesti
riippumattomat (tarkistus jatetdan lukijan tehtaviksi), ne muodostavat aliavaruu-
den W kannan. Tdmé kanta ((3,—1,5), (2,1, 3)) on eri kuin edellisessé esimerkissé
saatu, mutta siind on yhtd monta vektoria. Aliavaruuden W dimensio on siis 2.
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9 Matriisit

Aiemmissa luvuissa matriiseja on késitelty siind méaérin kuin on ollut tarpeellista
yhtalonratkaisun kannalta. Matriiseja kéytetdan kuitenkin myo6s muihin tarkoi-
tuksiin, ja siksi on hyodyllistd selvittad, minkélaisia ominaisuuksia matriiseilla it-
sellddn on. Samalla saadaan joitakin uusia tapoja myo6s yhtéloryhmien ratkaisujen
tutkimiseen.

Reaalialkioinen m X n -matriisi on reaalilukutaulukko, jossa on m rivié ja n
saraketta. Esimerkiksi

all a2 e A1n

a1 ago e aon,
A pr—

aAml Am2 ... QOmn

on m X n -matriisi. Voidaan myos sanoa, ettd matriisin A tyyppi on m x n. Kaik-
kien reaalikertoimisten m x n -matriisien joukkoa merkitddn R™*™. Matriisissa
olevia lukuja kutsutaan matriisin alkioiksi, ja rivilla ¢ sarakkeessa j olevaa alkiota
merkitdan A(1, 7). Esimerkiksi

1 0 )
-3 11 2
B= 4 0 2

0 V2 —6

on reaalikertoiminen 4 x 3 -matriisi eli B € R**3. Nihdéin, ettd B(1,3) = 5 ja
B(2,2) = 11.

9.1 Matriisien laskutoimituksia

Matriiseille, kuten vektoreillekin, voidaan mééritella erilaisia laskutoimituksia.
Osa niistd muistuttaa laheisesti vektorien vastaavia laskutoimituksia.

Matriisien yhteenlasku

Matriisien yhteenlasku maaritelladn seuraavasti. Olkoot A, B € R™*™. Matriisien

A ja B summa saadaan laskemalla yhteen samoissa kohdissa olevat alkiot. Tulok-
sena on m X n -matriisi A + B, jolle pétee

(A+ B)(i,7) = A(i, ) + B(i, )
kaikilla ¢ € {1,...,m} ja j € {1,...,n}. Esimerkiksi

-1 1+2 2+ (-1) 31
1| =(3+0 4+1 | =13 5
2 5+3 6+2 8 8

1
3 +
5

S =N
w O N

Huom. Vain matriiseja, joilla on sama tyyppi, voidaan laskea yhteen.
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Skalaarikertolasku

Mink4 tahansa matriisin A € R™*™ voi kertoa reaaliluvulla ¢, ja tdta toimitusta

kutsutaan skalaarikertolaskuksi. Saatava tulos on m X n -matriisi cA, jota nimite-
tddn matriisin A skalaarimonikerraksi ja jolle patee

(CA)(Z7]) =c- A(Z7j)

kaikilla ¢ € {1,...,m} ja j € {1,...,n}. Esimerkiksi

2 -1 2.2 2.(-1) 4 -2
210 1| =[2-0 21 [=]0 2
3 2 2.3 2.2 6 4

Matriisia (—1)A on tapana merkitd —A ja matriisisummaa A + (—B) on tapana
merkitd A — B.

Matriisikertolasku

Matriiseille voidaan maéaritelld myos matriisikertolasku. Tamé laskutoimitus on
hieman monimutkaisempi kuin edelld méaritellyt eikd mitaédn vastaavaa ole ole-
massa vektoreille.

Kaksi matriisia voidaan kertoa keskenédén vain, jos ensimmaéisessé on yhté pal-
jon sarakkeita kuin toisessa on riveja. Olkoot siis A € R™*™ ja B € R™*P, T4lloin
tulo AB on m X p -matriisi, jolle patee

(AB)(i,7) = A(i,1)B(1,5) + A(i,2)B(2,7) + - - - + A(i,n) B(n, j)

A(i; k) B(k, 7)

M=

e
Il

1
kaikilla i € {1,...,m} ja j € {1,...,p}.}t

Esimerkki 9.1. Lasketaan matriisien

12
A:E _é g} ja B=|-2 -1
0 1

tulo. Koska matriisissa A on kolme saraketta (tyyppi 2 X 3) ja matriisissa B on
vastaavasti kolme rivid (tyyppi 3 x 2), matriisit voidaan kertoa kesken#én. Tulos-

n

"Merkinta, Z ¢ tarkoittaa summaa ¢1 +c¢o + -+ -+ cn.
k=1
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matriisi on tyyppid 2 x 2. Maaritelmén mukaan

'2—10]_;_2
132,

214 (=1)-(=2)+0-0 2-24(=1)-(=1)+0-1
| 1-143-(=2)+2:0 1-24+3-(=1)+2-1

[ a5
R

Esimerkki 9.2. Matriisikertolasku ei ole vaihdannainen operaatio eli tulon teki-
joiden jarjestysta ei voi vaihtaa. Tarkastellaan vaikkapa matriiseja

2 1 ) 1 0 3
A—ll 21 ja B—[_4 1].

Laskemalla tulo molemmin péin huomataan, etta

AB = l_4 7] mutta BA = [ 3 6] .

AB =

-8 5 -7 =2
Siten AB # BA.

Oletetaan, ettd A on n x n-matriisi ja k € {1,2,...}. Tilloin voidaan matrii-
situlon avulla méaéaritelld matriisipotensst

AP =44 4.
—_——
k kpl
9.2 [FErityisid matriiseja

Matriiseja, joiden kaikki alkiot ovat nollia, eli jotka ovat muotoa

Omxn: . . . ERan7

kutsutaan nollamatriiseiksi. Ykkosmatriiseja puolestaan ovat matriisit

1 0 0

I, = 0 1 € R™*"™,
S
0 0 1

Ykkosmatriiseja kutsutaan usein myos yksikkomatriiseiksi.
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Huom. 1. Nollamatriisi voi olla mitd tahansa tyyppid. Sen sijaan yksikkémat-
riisissa on aina yhté paljon rivejé ja sarakkeita.

Huom. 2. Jos matriisien tyypeisté ei ole epéselvyytté, saatetaan merkita yk-
sinkertaisemmin Oy, x, = O ja I, = I.

Ei ole vaikea n&dhd4, ettd nollamatriisit kayttaytyvat matriisien yhteenlaskun
suhteen samalla tavalla kuin nolla lukujen yhteenlaskussa (tai nollavektori vek-
torien yhteenlaskussa): sellaisen lisdéminen toiseen samantyyppiseen matriisiin ei
muuta tuota toista matriisia mitenkdédn. Samalla tavoin ykkoésmatriisit kayttayty-
vat matriisikertolaskussa aivan kuten reaaliluku 1 tavallisessa kertolaskussa. Kai-
killa A € R™*"™ pétee nimittain

InA=A ja Al, = A

Eri puolilta kerrottaessa on matriisikertolaskun rajoituksen vuoksi kaytettavé eri
kokoista ykkosmatriisia.

Neliomatriisi on matriisi, jossa on yhtd monta rivié ja saraketta. Esimerkiksi
ykkosmatriisit ovat neliomatriiseja.

Neliomatriisin alkio on ldvistdjdlld, jos alkion rivin ja sarakkeen numerot ovat
samat. Matriisi, jonka kaikki nollasta poikkeavat alkiot ovat lavistédjéalla, on ldvistd-
jamatriisi. Lavistdjamatriisi, jonka kaikki lavistdjéalkiot ovat samoja, on puoles-
taan skalaarimatriisi. Skalaarimatriisit ovat ykkosmatriisin skalaarimonikertoja.
Esimerkiksi

2 0 0 0

0 -1 0 0

0 00 O
0 0 0 15

on lavistdjamatriisi ja

2 0 0

0 2 0| =213
00 2

on skalaarimadtriisi.

9.3 Matriisien laskusaantoja

Matriisien laskutoimitukset noudattavat tiettyja sdantoja, jotka monessa kohdassa
muistuttavat lukujen laskusédantojé.

Lause 9.3. Seuraavat sddnndét pdtevit matriiseille A, B ja C sekd reaaliluvulle
a, jos laskutoimitukset on mddritelty:

0) A+ B=B+A
b) A+ (B+C)=(A+B)+C
¢) A(BC) = (AB)C
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d) A(B+C)=AB+ AC
¢) (A+ B)C = AC + BC
f) a(AB) = (aA)B = A(aB).

Huom. Kuten aiemmin on jo mainittu, yleisessé tapauksessa AB # BA, eli
tulon vaihdannaisuus ei pade matriiseilla.

Todistus. Osoitetaan esimerkin vuoksi kohta d). Muiden kohtien tarkistaminen
jatetaan lukijalle.

Oletetaan, etta A € R™*™ ja B,C € R™*P. Nyt A(B + C) ja AB + AC ovat
molemmat m X p -matriiseja. On osoitettava, etta kyseisten matriisien alkiot ovat
samoja. Olkoot i € {1,2,...,m} ja j € {1,2,...,p}. Nahdéén, ettd

Il
NE

(A(B + C))(i, ) A(is k) - (B + C)(k, j)

B
Il
—

Il
NE

A(i, k) (B(k, j) + C(k, j))

B
Il
—_

(A(i, k)B(k, j) + A(i, k)C(k, 7))

Il
NE

B
Il
—

n

A(i,k)B(k,j) + Y _ A(i,k)C(k, j)
k=1

k
= (AB)(i,7) + (AC)(i, j)
= (AB + AC)(3, 5).

Il
NE

Il
i

Koska matriisit A(B + C) ja AB + AC ovat samaa tyyppid ja niilld on tdsmélleen
samat alkiot, pitee A(B + C) = AB + AC. O

9.4 Matriisin transpoosi

Miiritelmi 9.4. Oletetaan, ettd A on m X n -matriisi. Sen transpoosi AT on
n X m-matriisi, joka saadaan vaihtamalla matriisin A rivit ja sarakkeet kesken&én.

Esimerkiksi matriisin

transpoosi on
15
AT=13 0
2 1
Misritelmi 9.5. Neliomatriisin A sanotaan olevan symmetrinen, jos AT = A.

Neliématriisin A sanotaan olevan antisymmetrinen, jos AT = —A.
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Esimerkki 9.6. Merkitaan

1 45 0 4 —5
B=14 2 6| ja C=|-4 0 —6
56 0 5 6 0
Tallsin
1 45 0 —4 5
B'=1|4 2 6/=B ja C'=|4 0 6|=-C.
56 0 -5 —6 0

Siis B on symmetrinen ja C on antisymmetrinen.

Transpoosioperaation kdyttdytymistd matriisien laskutoimitusten kanssa va-
lottaa seuraava lause.

Lause 9.7. Seuraavat saannét patevit matriiseille A ja B sekd reaaliluvulle t, jos
laskutoimitukset on mddritelty (ts. matriisit ovat sopivaa tyyppid):

a) (AT =A

b) (A+B)T = AT + BT
¢) (AB)T =BTAT

d) tA)T =t(AT).

Huom. Erityisesti kannattaa painaa mieleen tulon tekijéiden jarjestyksen vaih-
tuminen kohdassa c).

Todistus. Osoitetaan todeksi kohta c) ja jatetaan loput kohdat lukijalle. Oletetaan,
ettdi A € R™*" ja B € R™P. Nyt seki (AB)" ettd BT AT ovat molemmat p x m
-matriiseja. On osoitettava, ettd kyseisten matriisien alkiot ovat samoja. Olkoot
ie{1,2,...,p}jaje{L1,2,...,m}. Ndhdaan, etta

(AB)T(i,4) = (AB) (i) = 3° AGLR) - Blhk,i) = 3" AT(kyj) - BT (0, k)
k=1 k=1

=Y BT(i,k)- AT(k,j) = (BTAT)(i, j).
k=1
Siten (AB)T = BTAT. O

9.5 Kaanteismatriisi

Matriiseille ei ole maéritelty jakolaskua. Joissakin tapauksissa tdméa puute voidaan
korjata kdyttdmalla niin sanottuja kddnteismatriiseja, jotka toimivat samalla ta-
valla kuin kéénteisluvut tavallisten lukujen kertolaskussa. Toisin sanoen kaénteis-
matriisilla kertominen ajaa saman asian kuin jakaminen. Pian tullaan kuitenkin
valitettavasti huomaamaan, etta kaikilla matriiseilla ei ole kdanteismatriisia. Kai-
ken lisdksi on kétevinté rajoittua tarkastelemaan vain neliomatriiseja.
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Maaritelma 9.8. Olkoon A nelibmatriisi. Jos on olemassa saman tyyppinen ne-
libmatriisi B, jolle patee
AB=1 ja BA=I,

sanotaan, ettd A on kddntyvd ja B on matriisin A kddnteismatriisi.

Esimerkki 9.9. Matriisin

o = O
| E— |

kaanteismatriisi on

2 -2
silla
1 -1 0 0 O 1 1 0 0
AB = |0 21 1 0 1{=10 1 O
1 0 0 2 1 =2 0 0 1
ja
0 0 1{ {1 -1 O 1 0 0
BA=1|-1 0 1{ [0 2 1{=10 1 0
2 1 -2 (1 0 0 0 0 1

Lause 9.10. Matriisilla on korkeintaan yksi kddnteismatriisi.
Todistus. Oletetaan, ettd matriisilla A on kidédnteismatriisit B ja B’. Nyt
B=BI=B(AB')=(BA)B'=IB'=B'.

Y1l4 olevan yhtaloketjun perusteella B ja B’ ovat vilttdmétta sama matriisi. Néin
ollen A:n kédnteismatriiseja ei voi olla enempéé kuin yksi. O

Jos matriisi A on kddntyvi, sen kidnteismatriisille kiytetdin merkintdd A~!.
Huomaa, ettd merkintdd A~! ei voi kiyttdd ennen kuin on varmistanut, ettid mat-
riisi A todella on kdantyva.

Seuraava lause auttaa joidenkin matriisien kdénteismatriisien 16ytédmisessa.

Lause 9.11. Oletetaan, ettd matriisit A ja B ovat kddntyvid. Talloin myds mat-
riisit A=Y, AB ja AT ovat kddntyvid, ja niiden kddnteismatriisit ovat seuraavat:

a) (A7) =4
b) (AB)"! = B4
¢c) (AT t=(AhH".
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Todistus. Lauseen matriisit osoitetaan kdantyviksi ndyttamaélla kussakin tapauk-
sessa, ettéd vaitetty kddnteismatriisi todella on matriisin kddnteismatriisi.

a) Osoitetaan matriisi A~! kidntyviksi niayttamalld, ettd sen kiinteismatriisi
on A. Koska A™'A =T ja AA™! = I, on A matriisin A~! kiénteismatriisi eli
(AH=1 = A,

b) Matriisia AB koskevan véitteen todistaminen jatetddn harjoitustehtaviksi.

c) Osoitetaan, ettd matriisin AT kiidnteismatriisi on (A~!)T. Lauseen 9.7 no-
jalla patee

ATAHY =4 =1T =1

Samalla tavalla osoitetaan, ettd (A71)TAT = I. Siten (A™')T on matriisin A"
kidnteismatriisi. Téstd seuraa myos, ettéd matriisi AT on kidntyvi. O

Matriiseille, joiden tyyppi on 2 X 2, on olemassa erityinen kaava kdadnteismat-
riisin 16ytamiseksi.

Lause 9.12. Matriisi
a b

on kddantyvd, jos ja vain jos ad — bc # 0. Jos matriisi A on kddntyvd, sen kddn-

teismatriisi on
1 d —b
ad—bc |—c al|’

Todistus. Oletetaan, ettd ad — be # 0. Merkitdén

1 d —b
B = .
ad — bc [c a]
Laskemalla voidaan todeta, ettd AB = I ja BA = I. Siten B on matriisin A
kéadnteismatriisi ja A on kdantyva.

Oletetaan sitten, ettd ad —bc = 0. Nyt on tutkittavana kaksi eri tapausta: joko
a =0 tai a # 0. Jos a =0, niin bc = 0. Siten joko b = 0 tai ¢ = 0. Tallsin

0 0 . 0 b
A—lc d} tai A—[o d]'
Kummassakaan tapauksessa ei ole olemassa matriisia B, jolle pitee AB = I.
Tuloon AB tulee nimittdin valttdméattd nollarivi tai nollasarake. Siten A ei ole

kaantyva.
Tutkitaan sitten tapaus a # 0. Nyt d = bc/a ja

a b
A= lc bc/a}’
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Oletetaan, ettd on olemassa sellainen matriisi

B= [x y] ,
Z w
etti AB = I. Tillsin

_la b x y__
AB_[C bc/a] [z w|

ax + bz ay + bw ]_[1 O]

cx +bcz/a cy+ bew/a 01
eli
ar +bz =1
ay +bw =0
cx+bezfa=0
cy +bcw/a = 1.

Kolmannen yhtdlon perusteella c¢(x + bz/a) = 0. Jos ¢ = 0, padddytaan saman-
kaltaiseen tilanteeseen kuin silloin, kun a = 0. Siten voidaan olettaa, ettd ¢ # 0.

Talloin téytyy pated x + bz/a = 0 eli = —bz/a. Toisaalta ensimmaéisen yhtalon
perusteella z = (1 — bz)/a. Nyt —bz = 1 — bz, joten 1 = 0. TAmé& on mahdotonta.
Siten matriisilla A ei ole kd&nteismatriisia. O

Suurempien matriisien kddnteismatriisien laskemiseksi ei ole yhté helppoa kaa-
vaa. Kédanteismatriisin méarittamista késitelladn lisda luvussa 10.2.

9.6 Sarakevektorit

Usein avaruuden R™ vektori (v, vg, ..., v,) samastetaan matriisin
U1
v
2 c Rnxl
Un

kanssa. Joukon R™ ! matriiseja kutsutaan sarakevektoreiksi. Kun avaruuden R"
vektoreita ajatellaan sarakevektoreina, voi niitd kertoa matriiseilla: jos A € R™*"
ja v € R", on tulo Av médritelty, kun v tulkitaan joukon R™*! alkioksi.

Esimerkki 9.13. Matriisin

2 4
A=1|-1 0
-2 1

ja vektorin v = (—5,3) tulo on

2 41 |2
-2 1

Taméi sarakevektori voidaan samastaa vektorin (2,5,13) kanssa.
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10 Matriisit ja yhtaloryhmaéat

Téasséd luvussa esitellddn uusi tapa kirjoittaa lineaarinen yhtaloryhma matriisien
avulla kayttden hyviksi matriisikertolaskua seké sarakevektoreita. Pilkotaan sitd
varten yhtéaloryhméan

a1171 + a1oT2 + - - +apr, = b

a21X1 + ag2x9 + - -+ + a2p, Ty, = bg
: (8)

Am1%1 + a2 + - 4 GnTn = by

eri osat omiksi matriiseikseen. Ensinnékin yhtaloryhméan (8) kerroinmatriisiksi
kutsutaan matriisia

a1l ai2 Aln

a21 az2 A2n
A=

aml Om2 " OGmn

Kerroinmatriisi siséltaa siis yhtaloryhman kertoimet jarjestyksessa. Keratdan viela
muuttujat ja vakiot omiksi matriiseikseen:

T bl
L g b
r= . ja b=

LT, b

Kaikki tuntemattomat ovat sarakevektorissa Z ja kaikki vakiot sarakevektorissa b.
Nyt yhtaléryhmé (8) voidaan kirjoittaa matriisien avulla. Huomataan nimit-
tain, etta
a11%1 + @1222 + - -+ + A1pTn
a21%1 + 2272 + - -+ + A2pTn

Am1T1 + Am2X2 + - + AmpTn

Sarakevektorin A7 alkiot vastaavat yhtdléryhmén (8) yhtéldiden vasempia puolia.
Koska sarakevektori b siséltdéd yhtédloiden oikeat puolet samassa jérjestyksessd,
yhtaloryhmé voidaan kirjoittaa muodossa Ax = b eli

a1121 + a2 + - + a1y by
a21X1 + a22x9 + - -+ + a2p, Ty, b
Am1T1 + AmaZ2 + - - + AmnTn bm,

Kerroinmatriisin kdantyvyys vaikuttaa nyt merkittavasti yhtaloryhméan rat-
kaisuihin.
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Lause 10.1. Jos matriisi A on kddntyvd, yhtdlolla Az = b on tasmdlleen yksi
ratkaisu.

Todistus. Oletetaan, ettd matriisi A on kddntyva. Todistuksessa on kaksi osaa. On
osoitettava, ettd yhtalolld on jokin ratkaisu ja ettd ratkaisuja ei ole enempéé kuin
yksi.

Osoitetaan ensin, ettd yhtédllle 16ytyy jokin ratkaisu. Koska A on kddntyvé,
on olemassa kéfnteismatriisi A~'. Nahdén, ettd A~'b on yhtalon ratkaisu, silld

A(ATD) = (AA™ b =Tb=b.

Osoitetaan sitten, ettei muita ratkaisuja ole. Oletetaan, ettd g on jokin (toinen)
ratkaisu. Talloin Ay = b. Kerrotaan yhtédlén molemmat puolet matriisilla A~1,
jolloin saadaan

At A5 =A%
ja edelleen § = A~'b. Kysymyksessé onkin sama ratkaisu, joka l6ydettiin jo aikai-
semmin. Siten ratkaisuja on vain yksi ja se on A~'b. O
10.1 Alkeismatriisit

Myo6s alkeisrivitoimitukset voi ilmaista matriisikertolaskun avulla. Osoittautuu,
ettd jos matriisia kerrotaan niin kutsutulla alkeismatriisilla, tullaan matriisille
tehneeksi alkeisrivitoimitus. Téstd tulee olemaan hyotya kadntyvien matriisien
késittelyssa.

Maaritelma 10.2. Matriisi on alkeismatriisi, jos se on saatu ykkosmatriisista
yvhdella alkeisrivitoimituksella.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat alkeismatriiseja:

10 00 1000 1000
01 00 000 1 0100
Er=loo 2o 25loo 10 ® 301 0
00 01 0100 0001

Namaé alkeismatriisit on saatu ykkosmatriisista tekemaélla sille alkeisrivitoimitukset
—1Rs, Ry +» Ry ja R3 + 3Ry.

Esimerkki 10.3. Osoittautuu, ettd alkeismatriiseilla kertominen vastaa alkeis-
rivitoimitusten tekemista. Tutkitaan tétd edellisen esimerkin alkeismatriisien ja
matriisin
ail a2 a13
A= |2 a22 a2
azr a3z as3
a4l Q42 43
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avulla. Laskemalla ndhdéan, etta

10 0 0| a1 a2 a3 ait a2 a13
EA— 0 1 0 0| (a1 a2 a3| | a2 a22 as3
1 - 0 0 1 0 - 1 1 1 Y
-3 azyp az2 ass —3031 —3032 —30a33
0 0 0 1| [ann @42 a43 asq a42 a43
1 0 0 Of |ain a2 a3 a1 a2 a13
Fpd — 0 0 0 1| |a21 a2z a23| |a@a1 a2 aa3
0 0 1 O0f (a31 a3z as3 azy azz ass
01 0 0] |asa a42 ags az1 G22 Qaz23
ja
1 0 0 0| |ain a2 a3 ai a12 a13
101 0 Of |ag1 age ao3| a1 a22 a3
E3A = =
3 0 1 0] |a31 a3z as3 3a11 +az1 3aiz +azx 3aiz +ass
0 0 0 1 [aa1 @42 a43 a4l 42 43

Huomataan, ettéd jokaisella alkeismatriisilla kerrottaessa matriisille A tullaan teh-
neeksi sama alkeisrivioperaatio, jonka avulla alkeismatriisi muodostettiin.

Yksittdinen esimerkki ei takaa, ettd alkeismatriisilla kertominen vastaa aina
alkeisrivitoimituksen tekemistd. Esimerkin perusteella voi kuitenkin ymmaértaé,
miksi ndin on. Véitteen todistaminen on melko tyolastéa, joten se jatetddn véliin.

Lemma 10.4. Oletetaan, ettd A € R™*™. Olkoon E alkeismatriisi, joka saadaan
tekemdlld jokin alkeisrivitoimitus ykkosmatriisille I,. Jos matriisille A tehdddn
sama alkeisrivitoimitus, tuloksena on matriisi EA.

Huom. Lemma tarkoittaa apulausetta. Se on siis pieni tulos, jota voidaan kéyt-
tad hyvaksi tdrkedmpien lauseiden todistamisessa.

Lause 10.5. Alkeismatriisit ovat kdantyvid, ja alkeismatriisin kadnteismatriisi on
myos alkeismatriisi.

Todistus. Tarkkaa todistusta ei esitetd téassd. Kdydédan kuitenkin lapi todistuksen
idea.

Jokainen alkeisrivitoimitus voidaan peruuttaa toisella alkeisrivitoimituksella
kuten kohta ndhdaan. Kutsutaan tata alkeisrivitoimitusta alkuperdisen alkeisrivi-
toimituksen kddnteistoimitukseksi.

Oletetaan, ettd a,b € R ja a # 0. Jos matriisille tehddén alkeisrivitoimitus
R; <+ Rj;, paastaan takaisin alkutilanteeseen tekemélld sama alkeisrivitoimitus
uudelleen. Alkeisrivitoimitus R; <+ R; on siis itsensd kddnteistoimitus. Alkeisri-
vitoimituksen aR; kidnteistoimitus on puolestaan %Ri, ja alkeisrivitoimituksen
R; + bR; kdanteistoimitus on R; — bR;.

Alkeismatriisin kddnteismatriisi saadaan aina kadnteistoimitusta vastaavasta
alkeismatriisista. Alkeisrivitoimitusta R; <+ R; vastaava alkeismatriisi on oma
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kéanteismatriisinsa, alkeisrivitoimitusta aR; vastaavan alkeismatriisin kaénteis-
matriisi on alkeisrivitoimitusta éRi vastaava alkeismatriisi ja niin edelleen. Alkeis-
rivitoimituksen tekeminen vastaa nimittain edellisen lemman nojalla alkeismatrii-
silla kertomista. Esimerkiksi alkeisrivitoimitukset aR; ja %Ri perdakkiin suoritet-
tuina eivit tee matriisille mitddn. Siten niitd vastaavien alkeismatriisien tulo on
ykkosmatriisi, jolla kertominen ei tee matriisille mitaén. O

Esimerkki 10.6. Etsitaan alkeismatriisin

1 000
0100
E_3010
0 0 01

kadnteismatriisi. Matriisi vastaa alkeisrivitoimitusta Rz + 3R;. Tamén alkeisrivi-
toimituksen voi kumota tekemalla alkeisrivitoimituksen R3 — 3R;. Sitd vastaava
alkeismatriisi on

1 000
0100
F= -3 010
0001

Laskemalla voi vield varmistaa, ettd FF = I ja FE = I. Siis =1 = F.

Lauseessa 10.1 todettiin jo kddntyvien matriisien merkitys yhtaloryhman rat-
kaisun kannalta. Nyt tuota tulosta voidaan tdydentda tarkastelemalla lisdksi al-
keisrivioperaatioita ja niitd vastaavia alkeismatriiseja.

Lause 10.7. Oletetaan, ettd A on n X n -neliématriisi. Seuraavat ehdot ovat
yhtapitdvid:

a) Matriisi A on kddantyvd.

b) Yhtilolli Az = b on tismdlleen yksi ratkaisu kaikilla b € R™.

c¢) Yhtdlolli Az =0 on vain triviaali ratkaisu T = 0.

d) Matriisi A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kanssa.

e) Matriisi A on alkeismatriisien tulo.

Todistus. Osoitetaan viite todistamalla seuraava paattelyketju:
a)=b)=c)=d) =e)=a).

Taman jalkeen tiedetéddn, ettéd jokainen lauseen kohta on yhtépitavéa toisten kohtien
kanssa.

a) = b): Viite on osoitettu lauseessa 10.1.

b) = c¢): Oletetaan, etti yhtilolli AZ = b on tismélleen yksi ratkaisu kaikilla
€ R". Tamé pitee my6s, jos b = 0. Toisaalta yhtilolld AZ = 0 on aina ratkaisu
= 0. Siten Z = 0 on ainoa ratkaisu.

(el

1
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c¢) = d): Oletetaan, ettd yhtilolld AT = 0 on vain ratkaisu Z = 0. Merkitdin
A(i,j) = aij kaikilla i,j € {1,2,...,n}. Yhtdlod Az = 0 vastaava lineaarinen
yhtaloryhméa on

a1 r1 + ajpro + - +apr, = 0
911 + agero + -+ aspx, = 0
Am1T1 + Q2T + - + Gppy = 0

Koska yhtéaloryhmalld on tdsmélleen yksi ratkaisu ja muuttujia on yhtd monta
kuin yhtéloita, taytyy yhtaloryhmén olla ekvivalentti yhtéloryhmén

371:0
1‘2:0
z, =0

kanssa. Tama tarkoittaa, ettd matriisi A saadaan alkeisrivitoimituksilla muutettua
ykkosmatriisiksi. Toisin sanottuna A on riviekvivalentti matriisin I kanssa.
d) = e): Oletetaan, ettd matriisi A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kans-

sa. Olkoot Fji,..., E; ne alkeismatriisit, joilla kertomalla matriisista A saadaan
redusoitu porrasmatriisi. Nyt siis péatee
E,---E1A=1.

Kun yht#lén molemmat puolet kerrotaan vasemmalta matriisilla E; ', saadaan
Ey_1---E1A=E ! Kun tdmén yhtdlén vasemmat puolet kerrotaan matriisilla
Ek__ll, saadaan Ej_o--- E1A = Ek__llEk_l. Jatkamalla samaan tapaan paddytaan
yhtaloon
—1 -1 1
A=E " --E__E .

Koska alkeismatriisin kdanteismatriisi on myds alkeismatriisi, on viite todistettu.
e) = a): Oletetaan, ettd A = F - -- Ey, missa Ej, ..., Ej ovat alkeismatriiseja.
Merkitaan
B=E"' - B

Nyt
AB = (B, Ey)(E; ' BT
=E1---(EkE,;1)~--Ef1
:E1"'Ek—1IE;;_11"-Ef1

= EFE =1

Samalla tavalla ndhdéén, ettd BA = I. Siten B on matriisin A kadnteismatriisi.
O
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10.2 Kaanteismatriisin maarittaminen

Muuttamalla neliomatriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi voidaan néhdé, onko
matriisi kddntyva. Jos nimittdin matriisi A onnistutaan muuttamaan alkeisrivi-
toimituksilla ykkésmatriisiksi, niin A on lauseen 10.7 nojalla kdantyva eli silld on
kédnteismatriisi A~!. Muussa tapauksessa A ei ole kidntyva.

Jos matriisi on kdantyva, kdytetyisté alkeisrivitoimituksista saadaan myo6s sel-
ville, mika kdédnteismatriisi on. Oletetaan, ettd matriisi A on muutettu ykkésmat-
riisiksi alkeisrivitoimituksilla, joita vastaavat alkeismatriisit F1, ..., Fx. Nyt

Ey---EiA=1.
Talloin kaanteismatriisille patee

ATl =TA" = (B, - EiA)A™ = B, B (AA7Y)
= FEy-- Bl

Tama tarkoittaa, ettd tekemaélld ykkosmatriisille I samat alkeisrivitoimitukset
kuin tehtiin alunperin matriisille A paadytisn kidnteismatriisiin A=1.

Matriisin A kddntyvyyden selvittdminen ja kd&dnteismatriisin etsiminen voi-
daan tehd& yhté aikaa. Yhdistetddn matriisit A ja I matriisiksi [A | I]. Tehddan
talle matriisille alkeisrivitoimituksia, joilla A muutetaan redusoiduksi porrasmat-
riisiksi. Jos matriisi A saadaan muutettua alkeisrivitoimitusten avulla ykkésmat-
riisiksi, on A kédntyvi. Kuten edelld todettiin, samat alkeisrivitoimitukset muut-
tavat ykkosmatriisin / matriisin A kéiéinteismatriisiksi A~1. Siis

(A1}~ [1]AT].

Esimerkki 10.8. Tutkitaan, onko matriisilla

kéanteismatriisi. Muokataan yhdistettya matriisia

2 4 =211 0 0
00 1/0 1 0
10 4]0 0 1

alkeisrivitoimituksilla samaan tapaan kuin Gaussin-Jordanin menetelméssa. Ta-
voitteena on saada vasemmalle puolelle ykkosmatriisi. Muokkaus voi tapahtua
esimerkiksi seuraavasti:
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(2 4 —2]1 0 0 1 0 4]0 0 1
0 1]0 1 o™= 1o 0 1]0 1 of =
10 4)0 0 1 24 —2/1 0 0
(10 4]0 0 1 10 400 1],,
00 1]o1 o m=Blg 4 —10]1 0 —2f 18
0 4 ~10/1 0 -2 00 1|01 o0
(1 0 4]0 0 L 0 4/0 0 1R4R
511 1 2, 1 5 1 —
01 =517 0 —3 1 0lg 53 =3 —"
0 1101 0 00 1/0 1 0
1 0 0ol0 —4 1
1 5 1
0101z 5 —3
00 1/0 1 0

Koska matriisi A saatiin muutettua alkeisrivitoimituksilla ykkosmatriisiksi, on A
kaantyvé. Lisdksi sen kadnteismatriisi on

0 —4 1
1 5 _1
4 2 2
0 1 0

Enté jos matriisi ei ole kiddntyva? Kuinka voidaan osoittaa, ettd matriisista ei
saada alkeisrivitoimituksilla ykkdsmatriisia? On itse asiassa niin, ettd jos alkeisri-
vitoimitusten avulla saadaan aikaan nollarivi, ei matriisi voi olla riviekvivalentti
ykkosmatriisin kanssa. (Todistus perustuisi redusoidun porrasmatriisin yksikasit-
teisyyteen.) Nollarivi on siis merkki siité, ettei matriisi ei ole kdéntyva.

Esimerkki 10.9. Tutkitaan, onko matriisilla

2 1 -3
B=|-1 0 2
11 -1

kadnteismatriisi. Ryhdytdan muokkaamaan yhdistettyd matriisia alkeisrivitoimi-
tuksilla:

-1 0 2100 10 -2[-100
41 =3l0 1 o 204 1 —3| o0 1 of i
31 —1]l0 0 1 31 —-1] 0 0 1
(1 2| -1 0 0] 10 —2]-10 0

1 5| 4 szt 1g 1 5] 4 1 of fe=fe
31 -1 0 0 1] 01 5| 301
(1 0 —2|-1 0 0

01 5| 4 10

0 0l -1 -1 1
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Koska matriisin B viimeisen rivin paikalle tuli nollarivi, matriisista B ei saada
alkeisrivitoimituksilla ykkosmatriisia. Siten B ei ole kdantyva.
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11 Determinantti

Neliomatriisille voidaan laskea luku, joka kertoo muun muassa, onko matriisi kdén-
tyvéd vai ei. Tatd lukua kutsutaan matriisin determinantiksi. Determinantilla on
muitakin sovelluksia, mutta tédsséd yhteydessd tarkastelemme vain sen yhteytta
matriisin kddntyvyyteen.

Determinantti voidaan maéritelld monin eri tavoin. Tédhén lukuun on valittu
erds melko yksinkertainen tapa. Kaikki luvussa esitellyt tulokset voitaisiin johtaa
valitusta méadritelméstd, mutta useimmat johdot olisivat niin tyolaitd, ettéd niista
tyydytddn antamaan vain perusidea. Kaytettiessd hieman kehittyneempid méa-
ritelmid monet todistukset helpottuisivat huomattavasti, mutta itse méaritelméan
esittdminen veisi enemmaén tilaa.

11.1 Pienten matriisien determinantit

Tarkastellaan ensin korkeintaan 3 x 3 -matriisien determinantteja. Determinantti
voidaan laskea vain neliématriisille.

Maaritelma 11.1.

a) Matriisin

determinantti on det(A) = a.

b) Matriisin

determinantti on det(B) = ad — be.

¢) Matriisin

determinantti on det(C') = a(ei — fh) — b(di — fg) + c¢(dh — eg).

Matriisin determinanttia voi merkitd myo6s pystyviivojen avulla:

det(A) = ‘a), det(B) = ch Z

> o o
S-S 0

a

‘ ja  det(C) = |d

g

Esimerkki 11.2. Matriisin A = [4] determinantti on det(A) = 4. Matriisin
1 -1
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determinantti on puolestaan
det(B)=1-4—(-1)-2=4+4+2=6.

Edelleen matriisin

-2 3 2
CcC=]0 1 -1
1 2 4

determinantti on

s}

det(C) = —2(1-4—(-1)-2) — 3(
=-2-6-3-1+2-(-1)

4—(=1)-1)+2(0-2—1-1)
~17.

Matriisille, jonka tyyppi on 2 x 2, voi kiyttad determinantin laskemiseen kuvas-
sa 11.23 esitettyd muistisddntod. Piirretddn matriisin poikki vinoviivat. Samalla
viivalla olevat alkiot kerrotaan keskenédén. Jos viiva on lavistdjéin suuntainen, tulee
tulon eteen plusmerkki ja muutoin miinusmerkki. Lopuksi tulot summataan.

Kuvassa 11.23 on esitetty laskemista helpottava muistisédnté myo6s suurem-
man, tyyppid 3 X 3 olevan matriisin determinantille. Kirjoitetaan matriisin vierelle
matriisin ensimmaéinen ja toinen sarake. Piirretddn kuvion péaélle matriisin l14vis-
tdjdn suuntaisia viivoja seké vastakkaissuuntaisia viivoja. Samalla viivalla olevat
alkiot kerrotaan keskendan. Jos viiva on lavistdjan suuntainen, tulee tulon eteen
plusmerkki. Jos viiva on vastakkaissuuntainen, tulee tulon eteen miinusmerkki.
Lopuksi tulot lasketaan yhteen.

Kuva 11.23: Muistisdannot 2 x 2 -determinantin ja 3 X 3 -determinantin laskemi-
seksi.

Determinantin merkitys nikyy siiné, ettd se kertoo matriisin kdantyvyydesta.
Lauseen 9.12 nojalla 2 x 2 -matriisi

a b
A=
on kdantyvé, jos ja vain jos ad — bc # 0. Toisaalta matriisin A determinantti on
ad — be. Matriisi A on siis kddntyvé, jos ja vain jos det(A) # 0. Samanlainen
tulos péatee myos 3 x 3 -matriisien determinanteille sekd myShemmin méaritel-

taville suurempien matriisien determinanteille. Todistus on esitetty tdmén luvun
loppupuolella.
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Lause 11.3. Oletetaan, ettd A on n X n -matriisi. Matriisi A on kddntyvd, jos ja
vain jos det(A) # 0.

Esimerkki 11.4. Tutkitaan, onko vektorijono ((2,1,—-1),(0,1,-3),(—2,1,—7))
avaruuden R3 kanta. Kyseessé on kanta, mikéli jokainen vektori w € R? voidaan
ilmaista annettujen vektorien lineaarikombinaationa. Tutkittava yhtaloryhmaé voi-
daan ilmaista matriisimuodossa AT = w, missé

2 0 -2
A= |1 1 1
-1 -3 -5

Yhtéaloryhmaélla on yksikésitteinen ratkaisu, jos ja vain jos kerroinmatriisi A on
kadntyva (lause 10.1). Toisaalta lauseen 11.3 nojalla A on kddntyvi, jos ja vain
jos sen determinantti on nollasta poikkeava. Lasketaan determinantti:

2 0 -2
det(A)=]1 1 1|=2(1-(-5)—-1-(-3))—0-2(1-(-3)—1-(-1))
-1 -3 =5

=2-(-2) -2 (-2) =0.

Koska determinantti on 0, matriisi A ei ole kddntyvé. Téastd syystd tutkittavan
yhtaloryhmén ratkaisua ei ole olemassa tai se ei ole yksikésitteinen. Annettu vek-
torijono ei siis muodosta kantaa.

11.2 Determinantin kehityskaavat

Suurempien matriisien determinantit voidaan laskea pienempien matriisien deter-
minanttien avulla.

Maaritelma 11.5. Olkoon A jokin n x n -matriisi. Merkitdén

ail a2 . A1n

asr a2 ... aon
A=

anl1 AaAp2 ... Qpn,

Jos n =1, niin det(A) = a;;. Jos taas n > 1, niin
det(A) = Z(*l)l—malj det(Alj),
i=1

missé A;; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s sarake.
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Yleisen determinantin maéritelmé ei ole ristiriidassa aiempien determinantin
madritelmien kanssa. Esimerkiksi 3 x 3 -matriisin determinantti on uuden méari-
telmédn mukaan

d e
g h

e f

d f
hodl 0

g 1

+c

=a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg).

Maaritelmésséa olevat kertoimet a1j otetaan matriisin ensimmaéiseltd rivilta.
Sanotaan, ettd determinantti on talléin kehitetty ensimmdisen rivin suhteen. Yhta
hyvin voidaan kayttdd muita riveja tai jopa muita sarakkeita.

Lause 11.6. Oletetaan, ettid A on n x n-matriisi. Merkitidn A(i, j) = a;j kaikilla
ijell,....n}

a) Olkoon i € {1,...,n}. Talloin
det(A) = Z(—l)i+jaij det(Aij),
i=1

missd A;; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s
sarake. Kyseessd on kehitys rivin i suhteen.

b) Olkoon j € {1,...,n}. Talloin

det(A) = (1) a;; det(A;;),

i=1

missd A;j on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s
sarake. Kyseessd on kehitys sarakkeen j suhteen.

Todistuksen idea. Lause voidaan todistaa tarkastelemalla, millaiseen lausekkee-
seen maaritelman kehityskaava lopulta johtaa. Lauseke koostuu tuloista

iaikl Qiky * * * Aiky,

missa k1, ..., k, ovat sarakkeiden indeksit jossakin jarjestyksessd. Esimerkiksi tyy-
pin 3 X 3 matriisin determinantin laskeminen johtaa nailld merkinnéilla lausekkee-
seen

(11022033 — Q11023032 — G12021033 + 112023031 + A13021032 — A13022031.

Kunkin termin etumerkki méaraytyy siitd, onko sarakkeiden uusi jérjestys alku-
perdisen jarjestyksen ns. parillinen vai pariton permutaatio. Témén havainnon
jalkeen on suoraviivaista tarkistaa, etté jokainen kehityskaava johtaa itse asiassa
tdsmaélleen samaan lausekkeeseen. O
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Toisinaan voi saédstdd vaivaa, jos valitsee viisaasti rivin tai sarakkeen, jonka
suhteen determinantin kehittda. Lasketaan matriisin

12 3 0
01 0 -1
b= 00 -1 0
21 -4 -1

determinantti kehittdmaélla se aluksi kolmannen rivin ja vélivaiheessa kolmannen
sarakkeen suhteen:

12 3 0
01 0 -1
detD) =15 o 1
2 1 —4 -1
2 3 0 1 3 0 12 0 12 3
=01 0 —1/—0-/0 0 —1/+(-1)-j0 1 —1/—=0-]0 1 0
1 -4 -1 2 —4 -1 2 1 -1 2 1 —4
12 0
0 1 1 2 12
=—10 1 —1:—(0" —(=1)- +(=1)- )
5 1 2 1 2 1 0 1

= —(0+(1-1-2-2)=(1-1-0-2)) =—(0—3—1) =4.

Kehityskaavojen etumerkkien vaihtelu (eli kaavoissa muotoa (—1)"*7 oleva ker-
roin) saadaan shakkilautaa muistuttavasta kuviosta:

Matriisin tilalle ajatellaan plus- ja miinusmerkeistd koostuva ruudukko, jonka va-
semmassa yldkulmassa on plusmerkki. Jos matriisin alkion kohdalla on plusmerk-
ki, tulee kehityskaavassa alkion eteen plusmerkki. Vastaavasti, jos alkion kohdal-
la on miinusmerkki, tulee kehityskaavaankin miinusmerkki. Kunkin alkion omaa
etumerkkié ei myoskédn sovi unohtaa.

11.3 Determinantin ominaisuuksia

Tarkastellaan vield, miten determinantti suhtautuu matriisien alkeisrivitoimituk-
seen seké laskutoimituksiin. Seuraavan, alkeisrivitoimituksia koskevan lauseen to-
distuksen voi johtaa suoraan determinanttien kehityskaavoista.
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Lause 11.7. Oletetaan, ettd A on neliématriisi.

1) Jos matriisi B saadaan matriisista A vaihtamalla kaksi rivia keskenddn, niin
det(B) = —det(A).
2) Jos matriisi B saadaan matriisista A kertomalla jokin rivi nollasta poikkea-

valla reaaliluvulla t, niin det(B) = tdet(A).

3) Jos matriisi B saadaan matriisista A lisaamdlld johonkin riviin jokin toinen
rivi reaaliluvulla k kerrottuna, niin det(B) = det(A).

Lauseen 11.10 kohdasta a) seuraa, ettd determinantin sarakkeet kéyttaytyvéit
tasmalleen samalla tavalla kuin sen rivit. Lauseesta 11.7 saadaan siis seuraavat
muistisaannot:

1) Jos matriisin kaksi rivid (tai saraketta) vaihtaa keskenédén, determinantin
etumerkki muuttuu:

= W
0 O N
= |

1
=3
5

co N O
i )

2) Jos matriisin rivilld (tai sarakkeessa) kaikilla alkioilla on yhteinen nollasta
poikkeava tekijé, tuon yhteisen tekijéin voi ottaa determinantin eteen kertoi-
meksi:

1
3
5

S =
=)

1
=2-|3
5

=~ = W
i )

3) Jos matriisin riviin (tai sarakkeeseen) lisdtéén jokin toinen rivi (tai sarake)
vakiolla kerrottuna, matriisin determinantti ei muutu:

1 30 1 30
31 7=]0 =8 7.
5 4 4 5 4 4

Lauseesta seuraa myos, ettd erdiden matriisien determinantti on helppo maéa-
rittda suoraan matriisista.

Lause 11.8. Oletetaan, ettd A on neliomatriisi. Talloin

1) jos matriisissa A on nollarivi (nollasarake), niin det(A) =0
2) jos matriisissa A on kaksi samaa rwvid (samaa saraketta), niin det(A) =0
3) jos A on kolmiomatriisi eli kaikki lavistajin alapuoliset tai ylapuoliset alkiot

ovat nollia, niin matriisin A determinantti on ldvistajialkioiden tulo.

Todistus. Osoitetaan vain riveja koskevat véitteet. Sarakkeita koskevat viitteet
voidaan todistaa samalla tavalla.
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1) Kerrotaan matriisin nollarivi luvulla —1, jolloin matriisi ei muutu. Edeltévin
lauseen mukaan det(A) = —1 - det(A), josta seuraa, ettd det(A) = 0.

2) Vaihdetaan matriisin samanlaiset rivit keskenéén, jolloin matriisi ei muutu.
Edeltavéin lauseen mukaan det(A) = —1 - det(A), joten det(A) = 0.

3) Tulos n&dhddin suoraan kehittdmalla matriisi rivi riviltd alkaen ylimmaésta
tai alimmasta, jolla on vain yksi nollasta poikkeava alkio. O

Edeltavia lauseita voidaan kayttda hyviksi determinantin laskemisessa. Kun
matriisi muutetaan porrasmatriisiksi alkeisrivitoimitusten avulla, determinantti
muuttuu lauseessa 11.7 kuvatulla tavalla. Porrasmatriisin determinantti voidaan
puolestaan méarittda lauseen 11.8 avulla.

Esimerkki 11.9. Lasketaan matriisin

1 -2 0 1
-2 4 1 0
2 0 -2 1

3 2 -1 -5

determinantti muuntamalla se vaiheittain porrasmatriisiksi. Tarvittavat alkeisri-
vitoimitukset on esitetty alla:

1 -2 0 1 1 =2 0 1 1 =2 0 1

-2 4 1 0 Ro+2Rq 0 0 1 2 R3s—2R 0 0 1 2 R4—3R;
2 0 -2 1| "2 o -2 1| " lo 4 -2 -1|
3 2 -1 =5 3 2 -1 -5 3 2 -1 =5

1 -2 0 1 1 -2 0 1 1 =2 0 1

O 0 1 2 R4—2R3 0 O 1 2 Rzﬁ_3>R2 0 O 1 2 Rﬂig
0 4 -2 -1 0 4 -2 -1 0 4 -2 -1

0o 8 -1 -8 0 0 3 —6 0 0 0 -12

(1 -2 0 1

0 4 -2 -1

0 0 1 2

0 0 0 -12

Tuloksena on yldkolmiomatriisi, jonka determinantti on lavistajdalkioiden tulo eli
—48. Lauseen 11.7 alkeisrivitoimituksista ainoastaan viimeinen muutti matriisin
determinanttia, ja se aiheutti vain etumerkin muutoksen. Siispé alkuperéisen mat-
riisin determinantti oli 48.

Alkeisrivitoimituksia tarkastelemalla voidaan todistaa myts kddntyvan matrii-
sin determinanttiin liittyva lause.

Lauseen 11.3 todistus. Neliomatriisi A on kadntyva tdsmaélleen silloin, kun se voi-
daan muuttaa alkeisrivitoimituksilla ykkdsmatriisiksi, muuten porrasmatriisiin tu-
lee nollarivi. Ykkdsmatriisin determinantti on 1 ja nollarivin omaavan matriisin 0.
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Toisaalta jokainen alkeisrivitoimitus siilyttdd determinantin nollana tai nollasta
poikkeavana sen mukaan, mitd se oli alun perin. Taten matriisi A on kadntyva
tasmalleen silloin, kun sen determinantti on nollasta poikkeava. O

Tarkastellaan vield matriisien laskutoimituksien vaikutusta determinanttiin.
Lause 11.10. Oletetaan, ettd A ja B ovat neliématriiseja. Talldin

a) det(AT) = det(A)

b) det(AB) = det(A)det(B).
Todistuksen idea.

a) Tulos seuraa siité, ettd determinantit voidaan kehittad yhté hyvin sarakkei-
den kuin rivienkin suhteen.

b) Jos jompikumpi tai molemmat matriiseista A ja B eivit ole kddntyvid, voi-
daan osoittaa, ettd myoskadn niiden tulo ei ole kadntyvé. Talloin véiite patee
lauseen 11.3 perusteella. Oletetaan sitten, ettd A ja B ovat kddntyvid ja
kirjoitetaan ne alkeismatriisien tuloina:

A=Fy---E. ja B=F- - F,.

Lauseesta 11.7 seuraa, ettd jos ' on alkeismatriisi, jokaiselle neliomatriisille
M pétee
det(EM) = det(F) det(M).

Kayttamalld tata havaintoa toistuvasti yllé esitettyihin tuloihin, ndhdaan,
etta

det(A) = det(Ey)---det(E,) ja det(B) = det(Fy)---det(Fs).
Toisaalta samalla tavoin
det(AB) = det(Ey) - - - det(E,) - det(FY) - - - det(Fy),
joten véite seuraa. [

Lause 11.11. Oletetaan, ettd neliomatriisi A on kddntyvd. Talloin

1
~ det(A)

det(A™1)

Todistus. Oletuksen mukaan matriisi A on kddntyva, joten sillé on kdédnteismatriisi
A~ Edellisen lauseen b)-kohdan nojalla pitee

det(A) det(A™) = det(AA™) = det(I) = 1.

Toisaalta lauseen 11.3 mukaan det(A) # 0, silld A on kadntyva. Jakamalla puolit-
tain saadaan det(A~!) = 1/det(A). O
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12 Ominaisarvot ja diagonalisointi?

Tassa luvussa tarkastellaan nelidmatriisin ominaisarvoja ja diagonalisointia. Sovel-
luksena esitetdan laskumenetelmé diagonalisoituvan matriisin potensseille. Omi-
naisarvoja tarkastellaan lisda kurssin toisessa osassa.

12.1 Ominaisarvon maaritelméa

Matriisin ominaisarvoista puhutaan silloin, kun matriisilla kertominen vaikuttaa
johonkin vektorin samalla tavalla kuin skalaarilla kertominen. Tuo vektori on sil-
loin matriisin ominaisvektori ja vastaava skalaari on matriisin ominaisarvo.

Maasritelmd 12.1. Oletetaan, ettd A on n X n -nelidmatriisi. Luku A € R on
matriisin A ominaisarvo, jos on olemassa sellainen vektori v € R”, ettd v # 0 ja

Av = \v.
Vektoria v, joka toteuttaa ylld mainitun ehdon kutsutaan ominaisarvoon A liitty-
vaksi ominaisvektoriksi.

Huom. 1. Edellinen maééritelmé on sekd ominaisarvon ettd ominaisvektorin
madritelmd. Ominaisarvoa ei voida maééaritelld ilman ominaisvektoreita eiké omi-
naisvektoreista voida puhua mainitsematta, mihin ominaisarvoon ne liittyvat.

Huom. 2. Nollavektorin ei haluta olevan ominaisvektori, silla jos niin olisi, kaik-
ki reaaliluvut olisivat kaikkien matriisien ominaisarvoja, koska A0 = A0 kaikilla
AeR.

Esimerkki 12.2. Matriisilla

-]

b=l

Erés ominaisarvoa 4 vastaava ominaisvektori on siis (1,1).
Samaa ominaisarvoa voi vastata useampi eri ominaisvektori. Esimerkiksi (2, 2)
on myo6s matriisin A ominaisarvoa 4 vastaava ominaisvektori, silla

=B

Matriisilla A on toinenkin ominaisarvo. Huomataan nimittéin, ettd

F L=

Siten my6s luku 2 on matriisin A ominaisarvo.

on ominaisarvo 4, silla

2T4t4 lukua ei ole vuoden 2012 materiaalissa.
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Kuten edellinen esimerkki osoittaa, matriisilla voi olla useampi kuin yksi omi-
naisarvo. Kuhunkin ominaisarvoon liittyvit omat ominaisvektorit, ja my0s niité
on kullakin ominaisarvolla useita.

12.2 Ominaisarvojen loytadminen
Ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden 16ytdminen perustuu yhtélon
Av— X =0 9)

ratkaisemiseen. Ominaisvektoria v ei kuitenkaan voida ratkaista ennen kuin tunne-
taan ominaisarvo A. Sen 16ytdmiseksi muutetaan yhtélé hieman toiseen muotoon.
Ensinndkin huomataan, ettd A\v = Ao, missad I on ykkOsmatriisi. Néin ollen

AT — Ao = AT — AT = (A — )@,
Nyt yhtéls (9) tulee muotoon
(A— AD)7 = 0. (10)

Yhtalod (10) vastaa homogeeninen yhtaloryhmaé, joten silld on aina triviaali-
ratkaisu v = 0. Tama4 ei kuitenkaan kelpaa ominaisvektoriksi, joten tavoitteena on
loytad jokin epétriviaali ratkaisu. Lauseen 10.7 nojalla yhtalolla on epéatriviaaleja
ratkaisuja tdsmaélleen silloin, kun kerroinmatriisi A — Al ei ole kdéntyvéa. Toisaal-
ta lauseen 11.3 mukaan neliomatriisi ei ole kd&ntyva tdsmaélleen silloin, kun sen
determinantti on 0. Néin saadaan seuraava lause.

Lause 12.3. Reaaliluku A on neliématriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos
det(A — \I) =0.

Esimerkki 12.4. Maaritetaan esimerkin 12.2 matriisin
31

ominaisarvot ja ominaisvektorit. Lahdetdan liikkeelle laskemalla lauseessa 12.3
mainittu determinantti:

3—A 1

det(A—)\I):’ 1 3

’:(S—A)2—1:A2—6)\+8.
Ominaisarvot ovat nyt toisen asteen yhtialon A\? — 6 + 8 = 0 ratkaisut. Ne ovat
)\1 =4 ja )\2 = 2.

Maaritetddn vield ominaisvektorit. Kumpaakin ominaisarvoa vastaavat omat
ominaisvektorinsa. Tarkastellaan ensin ominaisarvoa A;. Télloin ratkaistavana on
yhtélo (A — 47)v = 0. Muutetaan matriisi A — 41 redusoituun porrasmuotoon:

_|-1 1| RrRe+pr1|—1 1| Riepr2 |1 -1
A—4I_[1 _1] 24f [0 0] 1o [0 0].
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Redusoidusta porrasmuodosta nahdaén, ettd vy on vapaa muuttuja ja vy —vg = 0.
Ominaisvektorit ovat siis muotoa (¢,t), missa t € R\ {0}.

Tarkastellaan sitten ominaisarvoa Ay = 2. Nyt ratkaistavana oleva yhtdlé on
(A — 21 = 0. Muutetaan matriisi A — 2I redusoituun porrasmuotoon:

1 1| pe—p1 |1 1
ware ey ]
Jalleen ndhdéan, ettd vo on vapaa muuttuja ja vy + ve = 0. T&ll4 kertaa ominais-
vektorit ovat siis muotoa (¢, —t), missd ¢t € R\ {0}.

Huom. Jos X\ on matriisin A ominaisarvo, yhtalolla 10 on dédrettémén mon-
ta ratkaisua. Itse asiassa jokainen ominaisvektorin v skalaarimonikerta on myos
ominaisvektori, silld A(cv) = ¢(Av) = ¢(Av) = A\(cv) kaikilla ¢ € R.

Lauseke det(A — AI) on erds muuttujan A polynomi. Sitd nimitetédén matriisin
A karakteristiseksi polynomiksi. Edellinen lause voidaan siis muotoilla my6s niin,
ettd matriisin A ominaisarvot ovat sen karakteristisen polynomin nollakohdat.

12.3 Diagonalisointi

Maaritelméa 12.5. Neliomatriisia A € R™*" kutsutaan diagonalisoituvaksi, jos
on olemassa kdantyvd matriisi P € R™*" ja lavistdjamatriisi D € R™*"™ joille
patee

P~'AP =D.

Diagonalisoituvuuden méarittdminen perustuu seuraavaan tulokseen.

Lause 12.6. Neliomatriisi A € R™"™ on diagonalisoituva, jos ja vain jos silld on
n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria. Talloin

M 0O - 0

PlAP = — ’

0 -+ 0 M\,
missd matriisin P € R™*"™ sarakkeet koostuvat A:n lineaarisesti risppumattomista

ominaisvektoreista ja A1, ...\, ovat niitd vastaavat ominaisarvot samassa jarjes-
tyksessa.

Todistuksen idea. Merkitddn matriisin A lineaarisesti riippumattomia ominaisvek-
toreita vy, . . ., Un. Nama siis muodostavat matriisin P sarakkeet. Siité, etta kyseiset
sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat, voidaan johtaa, ettd homogeenisella
yhtéloryhmilld Pz = 0 on vain triviaaliratkaisu. Téstd puolestaan seuraa, ettd P
on kaantyva.

Matriisikertolaskun mééritelméasté seuraa, ettd matriisin AP i:s sarake on Av;
ja ettd matriisin PD vastaava sarake on \;v;. Koska Av; = \;v;, saadaan yhtalo
AP = PD. Viite seuraa, kun kerrotaan tamaé yhtilo vasemmalta matriisilla P~1.

O
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Esimerkki 12.7. Esimerkin 12.4 matriisilla
3 1
on lineaarisesti riippumattomat ominaisvektorit (1,1) ja (1,—1), jotka vastaavat

ominaisarvoja 4 ja 2. Lauseen 12.6 nojalla A on diagonalisoituva. Muodostetaan
ominaisvektoreista matriisi
1 1
P= .

Matriisin P kaanteismatriisi saadaan esimerkiksi lauseen 9.12 avulla. Se on

11 1
_1_7
P _2l1 —1]‘
Lasketaan nyt tulo
11 113 1/]1 1 104 4|1 1
—1 _ = I
P Ap_zll —1] [1 3] [1 —1] 2[2 —2] [1 —1]

SRR

Tuloksena on ominaisarvoista koostuva lavistdjamatriisi, aivan kuten pitadkin.

Esimerkki 12.8 (Diagonalisoituvan matriisin potenssit). Jatketaan edellistéd esi-
merkkié ja lasketaan matriisin A seitsemés potenssi. Suora matriisikertolasku oli-
si tyolds suorittaa, mutta koska matriisi A on diagonalisoituva, voidaan kayttaa
hyvaksi sen ominaisarvoja.

Ensinnakin huomataan melko helposti, etta

D7 — 47 0] [16384 0
10 271 | o 128"

(Vastaava pitee kaikille neliématriiseille.) Toisaalta yhtilésti D = P7LAP saa-
daan A = PDP7!, ja
(pDP~ Y =pDp'.PDPl...PDP7' = PD"P7L.
——
=1
Nyt voidaan laskea

1 1] fie384 o] 11 1
7 —1\7 7 p—1 ) 1
AT = (PDPH" = PDP _[1 _1] [ 0 128] Qll _1]

1116384 128 | |1 1| _ 116512 16256 8256 8128
16384 —128| |1 —1| 2 [16256 16512 8128 8256 °

T2

Matriisipotenssin laskeminen saatiin muutettua pariksi matriisikertolaskuksi
sekd tavallisten kokonaislukujen potenssiksi. Samalla vaivalla voitaisiin laskea pal-
jon suurempiakin potensseja. Tamé temppu onnistuu kuitenkin vain, jos alkupe-
rdinen matriisi on diagonalisoituva.

7



13 Pistetulo

Avaruuksissa R? ja R3 on totuttu puhumaan vektorien pituuksista ja vektoreiden
valisista kulmista. Kuten tavallista, ndiden késitteiden yleistdminen korkeampi-
ulotteisiin avaruuksiin ei onnistu pelkéstadn geometrisen intuition avulla. Kuiten-
kin esimerkiksi Pythagoraan lauseen voidaan ajatella toimivan kaikissa ulottu-
vuuksissa samalla tavalla. Tama ja muut tdhan liittyvat késitteet voidaan ilmais-
ta pistetulon avulla, ja pistetulo puolestaan voidaan laskea avaruudessa R™, oli n
miten suuri tahansa.

Madritelma 13.1. Vektoreiden v = (v1,...,v,) € R ja w = (wyq,...,w,) € R"
pistetulo on
VW = viwy + vowy + - - - + vy Wy

Vektorien pistetulo on aina reaaliluku. Esimerkiksi vektorien v = (3, —2,0) ja
w = (1,—2,+/3) pistetulo on

-w=3-1+(=2)(-2)+0-vV3=T1.
Pistetulolle voidaan todistaa laskusdantoja.
Lause 13.2. Oletetaan, ettd v,w,u € R"™ ja ¢ € R. Tdlloin

a) U-W=1w-0

b) o-(0+a)=0-w+7v-1
)

Todistus. Todistetaan kohta b) ja jatetddn loput kohdat harjoitustehtaviksi. Mer-
kitddn v = (vi,...,vp), W = (w1, ..., wy) ja u = (u,...,u,). Nyt ndhdaan, etta

ve(w+u) = (v1,...,0,) - (W1 +up,wo 4+ ug,. .., Wy + up)
= v1 (w1 + uy) + va(wa + uz) + - -+ + vy (wWy, + up)
= VW1 + V1U1 + V2w2 + Vau2 + -+ + UpWy + Vply

= (viw1 + vawa + - - - + Vpwy) + (Vv + voug + - + VaUy)

=v-w+v-u.
Téassé kiytettiin reaalilukujen yhteenlaskun ja kertolaskun osittelulakia. O

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorin pistetulo itsensd kanssa on aina epéne-
gatiivinen. Ainoastaan nollavektorin pistetulo itsensé kanssa on nolla.

Lause 13.3. Oletetaan, ettd v € R™. Tallgin
a) v-v>0

b)

-0 =0, jos ja vain jos v = 0.

<
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Todistus.
a) Nahdaan, ettd
v-v=vi+vi 4+ 02 >04+0+---+0=0,
silld reaaliluvun nelié on aina epédnegatiivinen. Tamé todistaa viitteen.

b) ”=": Oletetaan, ettd v-v = 0. Talléin v} +v3 + - - - +v2 = 0. Koska jokainen
vhteenlaskettava on epédnegatiivinen, taytyy yhteenlaskettavien olla nollia.
Toisin sanoen v? = 0 kaikilla i € {1,...,n}. Téstd seuraa, etti v; = 0
kaikilla 7 € {1,...,n}. Siten v = (0,0,...,0) = 0.

"&": Oletetaan, ettd v = 0. Nyt v - v = 0% + 0% 4 --- 4+ 0?> = 0. Viite on
todistettu. O

13.1 Vektorin normi

Pistetulon avulla voidaan maéaéaritelld avaruuden R™ vektorin normi eli pituus.
Lauseen 13.3 nojalla v - v > 0, joten seuraavassa maéritelméssé juurrettava on
epédnegatiivinen, kuten kuuluu olla.

Maaritelméd 13.4. Vektorin v € R™ normi eli pituus on

lv]| = Vo - o.

Madritelmésta seuraa, ettd ||v]| = \/ v? +v2 + - +v2. Esimerkiksi vektorin
v =(1/2,3,-2,0) normi on

lo] = \/(1/2)2 + 32 + (~2)2 + 02 = \/? - ‘/53

Tason vektoreiden normia voidaan havainnollistaa Pythagoraan lauseen avul-
la. Kuvassa 13.24 on esitetty vektori w = (—4,—3). Sen pituus on Pythagoraan
lauseen nojalla v/32 +42 = /25 = 5. Pituuden geometrinen tulkinta antaa siis
saman tuloksen kuin mééritelmé 13.4. My6s kolmiulotteisen avaruuden vektorin
pituus on sama normin ja Pythagoraan lauseen avulla laskettuna.

Kuva 13.24: Vektorin w normi eli pituus.

Seuraava lause selittdd normien avulla sen tosiasian, ettd vektorin pituus on
aina epédnegatiivinen ja nollavektori on ainoa vektori, jonka pituus on nolla.
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Lause 13.5. Oletetaan, ettd v € R™. Tdllgin
a) ||o] >0
b) ||v]| =0, jos ja vain jos v = 0.

Todistus. Tulokset seuraavat suoraan normin maéritelmésté, neliojuuren ominai-
suuksista ja lauseesta 13.3.

a) Maaritelmén mukaan ||v]| = /v - v. Neligjuuren arvo on aina epénegatiivi-
nen, joten ||v] > 0.

b) Huomataan, ettéd ||v|| = vv-v = 0, jos ja vain jos juurrettava v - v on nolla.
Lauseen 13.3 nojalla taas v - v = 0, jos ja vain jos © = 0. Téméi todistaa
véitteen. 0

Lause 13.6. Oletetaan, ettd v € R™ ja c € R. Tdlloin ||co|| = |¢|||v]|-

Todistus. Pistetulon ominaisuuksien perusteella
et = Vet -t = /e(t - ¢v) = /(T - B) = [e|VT - = |d]|[3]. O

Usein ollaan kiinnostuneita erityisesti sellaisista vektoreista, joiden pituus on
yksi. Télloin on yleensé kyse tilanteesta, jossa vain vektorin suunnalla on merki-
tysté. Siksi pituus halutaan mahdollisimman yksinkertaiseksi.

Maaritelma 13.7. Vektori u € R™ on yksikkovektori, jos sen normi on yksi eli
la]l =1.

Esimerkiksi luonnollisen kannan vektorit (1,0) ja (0, 1) ovat yksikkovektoreita,
samoin kuin vektorit e; € R™ aina, kun 1 < ¢ < n. Kaikkien yksikkévektoreiden
komponentit eivit kuitenkaan ole niin yksinkertaisia.

Esimerkki 13.8. Etsitaén yksikkévektori, joka on yhdensuuntainen annetun vek-
torin v = (2, —1,0) kanssa. Vektorin © normi on ||7| = v/4 + 1 = /5. Jos vektori ©
kerrotaan skalaarilla 1/1/5, saadaan vektori (1/4/5)v, jonka pituus on lauseen 13.6

nojalla
1 1
L=t vs=1
7 2] 7
Vektori (1/4/5)v on siis yksikkdvektori. Liséiksi vektorit v ja (1/v/5)v ovat yhden-
suuntaiset.

Edellista esimerkkia yleistamalld saadaan seuraava tulos.

1

Lause 13.9. Oletetaan, etti v € R™\{0}. Tdlldin vektori HQ_J on yksikkdovektori,
v

joka on yhdensuuntainen v:n kanssa.

Todistus. Viite seuraa lauseesta 13.6 samalla tavalla kuin esimerkissa 13.8. O
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Kun vektorit v ja w tulkitaan tason pisteiksi, niiden vélinen etéisyys voidaan
maédritelld niitd yhdistdvin suuntajanan v — w pituutena. Tamé taas palautuu
vektorin normiin.

Maaritelma 13.10. Oletetaan, ettd v, w € R™. Vektorien v ja w vélinen etdisyys
on

Esimerkki 13.11. Vektoreiden v = (2,2) ja w = (—3, —1) vélinen etiisyys on
d(v,w) = ||v — || = [|(2 = (=3),2 = (=1)| = [|(5,3)] = V52 + 3% = V34.

Etéisyyttd on havainnollistettu kahdella eri tavalla kuvassa 13.25.

A 7
/. -
-7 -
- I -
lo—wl=v3t - lo—w|=v3E -/
7 :’UQ*U}QZ?) 7
- - t > - - >
_ e I 7
LA Ao W
’U1—w1—5

Kuva 13.25: Vektoreiden v ja w vélinen etéisyys. Ensimmaisessa kuvassa vektorit
on havainnollistettu tason pisteind, jalkimmaéisessd kuvassa paikkavektoreina.

Seuraava lause esittelee yleisen teorian kannalta tédrkein tuloksen, jota téssé
vaiheessa kuitenkin tarvitaan ldhinnd lemman 13.13 todistamiseen. Todistus on
melko tekninen, ja siksi sen esitysté lykatddan kurssin toiseen osaan.

Lause 13.12 (Schwarzin epayhtild). Oletetaan, etti v € R™ ja w € R™. Talldin

|0 w] < [o][|@]]

13.2 Vektorien vilinen kulma ja kohtisuoruus

Tasossa kahden vektorin véilinen kulma voidaan laskea pistetulon avulla. Yleisessa
avaruudessa R" tyydymme geometrisen perustelun sijasta mddrittelemddn vek-
torien véalisen kulman vastaavalla tavalla. Tahan tarvitaan kuitenkin seuraavaa

lemmaa.

Lemma 13.13. Oletetaan, etti v,w € R™\ {0}. Tdllsin

1< Yoy,
|o]l||w]|
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Todistus. Schwarzin epayhtéalon 13.12 mukaan |v-w| < ||9||||w]|. Tésta seuraa, etta
—lollflwll < v -w < offo]

Jakamalla néin saadut epayhtalot positiivisella luvulla ||v]|||w| saadaan

31
£

-1<

<1 O

S|
g

Kosinifunktio on mééritelty niin, ettd jokaista lukua = € [—1, 1] vastaa tdsmaél-
leen yksi sellainen kulma «, ettd 0° < o < 180° ja cosa = z. Edellisen lemman
nojalla voidaan siis asettaa seuraava madritelma.

Miéritelmé 13.14. Vektorien v € R™\ {0} ja w € R™\ {0} vilinen kulma on se
kulma «, jolle patee 0° < a < 180° ja

cosa =

Esimerkiksi vektorien v = (3, —2,0) ja w = (1, —2,+/3) vilinen kulma «a saa-

daan yhtéalosta
7

VAEVED

Liséksi taytyy pated 0° < o < 180°. Laskimella saadaan vektorien vélisen kulman
likiarvoksi o =~ 46,65°.

Cosx =

Mddritelman perustelu. Vaikka méaritelmid ei tarvitsekaan perustella miten-
kédéan, on kuitenkin valaisevaa katsoa, miten vektorien vélisen kulman maéaritelma
vastaa tasossa geometrista kasitystdmme.

Kuva 13.26: Vektoreiden v ja w vilinen kulma kosinilauseen nédkokulmasta.

Kosinilauseen mukaan kuvan 13.26 kolmiossa pétee
i — 912 = [512 + [0 — 2]/5] ]| cos .
Toisaalta normin méaaritelméan nojalla
|0 —o|?=(0—0)- (0—0)=W0-0—W-0—0-W+7-0

=[ol* - 2(v - @) + ||w]|*.

Saadaan siis yhtalo

1912 + @)1 = 2[all@] cos o = [[5]]* — 2(5 - @) + [[w]|?,
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josta edelleen

v-w
COSx = —————.
[ollllw]l

Vektorien pituuksien kohdalla erityisasemaan nostettiin yksikkévektorit. Kul-
mista puolestaan suora kulma on kaikkein tdrkeimmaéssé asemassa. Jélleen kerran
esitetdan madritelma yleisessd muodossaan ottamatta kantaa siihen, miltd suora

kulma voisi moniulotteisessa avaruudessa "nayttaa”.

Maaritelma 13.15. Vektorit v € R™ ja w € R™ ovat ortogonaaliset eli kohtisuo-
rassa toisiaan vastaan, jos v - w = 0. T&ll6in merkitddn v L w.

Yleensé kahden olion ajatellaan olevan kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos nii-
den vilinen kulma on 90°. Tamaé pitdd paikkansa my6s vektoreiden tapauksessa.
Oletetaan, ettd v, w € R™\ {0}. Mééritelmén 13.14 mukaan vektoreiden v ja w
vilinen kulma on 90°, jos ja vain jos

v cos 90° = 0.

[o][[@]]

Tama puolestaan pétee, jos ja vain jos v - w = 0. Siten vektoreiden v ja w vélinen
kulma on 90°, jos ja vain jos v - w = 0.

Pistetulon sovellus: normaalimuotoiset yhtalot

Esimerkki 13.16. Tarkastellaan kaikkia avaruuden R? vektoreita v, jotka ovat
kohtisuorassa vektoria n = (1,2, 3) vastaan. Téllaiset vektorit toteuttavat yhtilon

n-v=0 eli v+ 2v9+ 3v3=0.
Vektorien muodostama joukko W voidaan kirjoittaa eri muodoissa:

W = {(v1,v9,v3) € R | v1 + 20y + 3v3 = 0}
= {(v1,v2,v3) € R® | vy = —2vy — 3v3}
= {(—2vy — 3vs, va, v3) | v2,v3 € R}
= {v2(—2,1,0) + v3(—=3,0,1) | v2,v3 € R}.

Viimeisestd muodosta ndhdaén, ettd kyseessa on origon kautta kulkeva taso.

Edellistéd esimerkkia voidaan yleistdd, jolloin ndhdaén, ettd kaikki jotakin nol-
lavektorista poikkeavaa vektoria vastaan kohtisuorassa olevat avaruuden R3 vek-
torit muodostavat tietyn tason, joka on samalla aliavaruus. Paatelldan seuraavaksi
sama asia toiseen suuntaan.

Tarkastellaan aluksi origon kautta kulkevaa tasoa {sv + tw | s,t € R}. Jos
jokin vektori n on kohtisuorassa tason molempia suuntavektoreita vastaan, niin
kaikille tason vektoreille sv + tw pétee

n-(sv+tw)=sn-v)+t(h-w)=s-0+¢t-0=0.
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Kuva 13.27: Tason normaali n.

Vektori 7 on siis kohtisuorassa kaikkia tason vektoreita vastaan, jolloin sanotaan,
ettd se on kohtisuorassa tasoa vastaan. Téllaista vektoria kutsutaan tason nor-
maaliksi (ks. kuva 13.27).

Olkoon T avaruuden R? taso, joka kulkee origon kautta, ja olkoon g jokin tason
normaali. Voidaan osoittaa, ettd piste ¢ on tasossa T', jos ja vain jos

n-q=0.

Tallaista yhtéloa kutsutaan tason normaalimuotoiseksi yhtdaloksi.

Jos taso ei kulje origon kautta, on sen vektoreita siirrettdva ennen normaalin
midrittimistid. Oletetaan, ettd T on avaruuden R? taso, jonka paikkavektori on p
ja jolla on normaali n. Nyt ¢ on tasossa T', jos ja vain jos

n-(3-p)=0.

Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 13.28.

n
ig—p mnQ
P& 1
D q
O

Kuva 13.28: Tason 7" normaalimuotoisen yhtélon havainnollistus.

Esimerkki 13.17. Oletetaan, ettd taso T kulkee pisteen P = (6,0, 1) kautta ja
silld on normaali 7 = (1,2, 3). Tason 7' normaalimuotoinen yhtilo on talldin

(1,2,3) - (7— (6,0,1)) = 0.

Tasossa T' ovat siis ne pisteet g, jotka toteuttavat edelld esitetyn yhtélon. Toisin
sanoen

T:{(IGR?’ | (1,2,3)- (¢ —(6,0,1)) = 0}.
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Kirjoitetaan taso vield hiukan toisenlaisessa muodossa. Merkitdan ¢ = (z,y, 2),
misséd z,y, 2 € R. Nyt

(1,2,3)- (¢ — (6,0,1)) =(1,2,3) - (x — 6,y — 0,2 — 1)
=x—6+2y+32—3
=x+2y+32-9,

joten voidaan kirjoittaa T = {g € R3 | & + 2y + 32 — 9 = 0}.

Avaruuden R? suorille johdetaan normaalimuotoinen yht#lé samalla tavalla.

13.3 Projektio

Pistetulon avulla voidaan laskea myd6s vektorin v projektio vektorin w virittdmaélle
aliavaruudelle span(w) (eli vektorin w suuntaiselle suoralle). Voidaan ajatella, etté
projektio on vektorin v heittdma varjo, kun aurinko paistaa kohtisuoraan vektoria
w vastaan kuten kuvassa 13.29.

Kuva 13.29: Projektion havainnollistus.
Projektion maaritelméaksi valitsemme yksinkertaisuuden vuoksi kaavan, jolla
projektion voi suoraan laskea.

Misritelma 13.18. Oletetaan, ettd n € {1,2,...}. Olkoot v,w € R" ja w # 0.
Talloin vektorin v projektio vektorin w virittamaélle aliavaruudelle on

l
g

proj(v) = .

g
g

—_

Esimerkki 13.19. Esimerkiksi vektorin v = (1, 2) projektio vektorin w = (—1, 3)

virittdmalle aliavaruudelle on

proj(v) = 15(-1.3) = 5 (-1.3) = (5.5 ).

Projektio on esitetty kuvassa 13.30.
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Kuva 13.30: Vektoreiden v ja u projektiot vektorin w virittadmalle aliavaruudelle.

Vektorin u = (—2, —2) projektio vektorin w virittamélle aliavaruudelle on puo-

lestaan 5 -
1- :7—1 —_ —— —]_ — —_——— .
proj(v) = 15 (-1.3) = ~2(-1.3) = (5.~ )

T&amé on esitetty samassa kuvassa.

Lause 13.20. Olkoot v,w € R™. Oletetaan, ettd u € R™ on vektorin v projektio
aliavaruudelle span(w). Talldin

a) vektori u on yhdensuuntainen vektorin w kanssa
b) vektori v — u on kohtisuorassa vektoria w vastaan.
Todistus. a) Madaritelméstd nahdéén, ettd u = projg(v) on aina yhdensuuntai-

nen vektorin w kanssa. Vektori u saadaan nimittiin vektorista w kertomalla sita
skalaarilla (v - w)/(w - w).

b) Jatetdédn lukijan harjoitustehtaviksi. O

|

|

|

|

:

| —

| v

|

|

|

,,,,,, Ce .-

: projg (v) w

|

Kuva 13.31: Vektorin v projektio vektorin w virittamaélle aliavaruudelle.

Vektorin projektion voi méérittdd myos geometrisesti (ks. kuva 13.31). Piirre-
tdan vektorit v ja w alkamaan samasta pisteesté ja piirretddn vektorin w suuntai-
nen suora. Projektio proj;(v) loydetadn piirtdmalld suora, joka on kohtisuorassa
vektorin w suuntaista suoraa vastaan ja kulkee vektorin v kérjen kautta.
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Projektion sovellus: pisteen etdisyys suorasta

Pisteen etéisyys suorasta voidaan méaarittda projektion avulla. Pisteen @) etéisyys
suorasta S = {p+ tv | t € R} on kaikkein lyhin vdlimatka, joka voi olla pisteen @
ja suoran S pisteen valilla. Tasmaéllisesti ilmaistuna pisteen () etéisyys suorasta S
on min{d(q,a) | @ € S}, missd ¢ on pisteen ) paikkavektori.

Tutkitaan esimerkin avulla, kuinka projektiota voidaan kayttdid etdisyyden
médrittamisessd, ilman tarkkoja todistuksia. Mééritetdén pisteen @ = (4, —1,9)
etédisyys suorasta S, joka kulkee pisteiden A = (2,-3,5) ja B = (4,1,7) kautta
(ks. kuva 13.32).

Qe

A

Kuva 13.32: Pisteiden A ja B kautta kulkeva suora S.

Maaritetddn ensin vektori jostakin suoran pisteestd tutkittavaan pisteeseen.
Esimerkiksi vektori

AQ =0Q — OA = (2,2,4)
kéy tdhan tarkoitukseen. Lisédksi tarvitaan suoran suuntainen vektori, kuten vaik-

kapa vektori AB = (2,4,2).

Q
" 11 AQ — proj 5(4Q) |

Kuva 13.33: Pisteen @) etéisyys suorasta S.

Vektorin AQ projektio suoralle S on

. AQ-AB_—_ 20 5
prOJAB( Q) ABAB 24( » ) 6( ) Ey )
Erotus AQ — projﬁ(iQ) on kohtisuorassa suoraa S vastaan. Lasketaan erotus:
_ — 5 6 5
AQ - prOjE(AQ) = (27 274) - 6(2747 2) = 6(21 27 4) - 6(2747 2)
= é(12 —10,12 — 20,24 — 10) = é(2, —8,14)
1
=—(1,-4,7
3( ) Y )
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Koska AQ — proj@(m) on kohtisuorassa suoraa S vastaan, antaa erotusvektorin
pituus pisteen () etaisyyden suorasta:

_ 1 1 1
[4Q ~ proj5(AQ)| = 311, ~4,7)]| = 5VI+ 16549 = V6.

Siten pisteen @ etéisyys suorasta S on %\/ 66.
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14 Ristitulo

Avaruuden R? vektoreille voidaan méaritelld pistetulon lisdksi niin kutsuttu ris-
titulo. Pistetulosta poiketen ristitulon tulos ei ole reaaliluku vaan avaruuden R?
vektori. Ristitulosta on hy6tyé esimerkiksi silloin, kun tarvitaan vektori, joka on
kohtisuorassa tasoa vastaan.

Ristitulo poikkeaa kaikista kurssilla tdh&n mennessd maéritellyista késitteista
siiné, ettd sen madritelméd ei voida yleistdd kaikkiin avaruuksiin R™. Ristitulo on
nimenomaan kolmiulotteisen avaruuden laskutoimitus.

Masritelmd 14.1. Vektorien v = (v1,v2,v3) € R? ja w = (wy,wq, w3) € R?
ristitulo on vektori

U X W= (v2w3 — V3Ww2, V3w — V1W3, V1w — Ugwl).

Ristitulon v x w laskemiseen voi kédyttaa kuvassa 14.34 esitettya laskusédantoa.
Yhtenéiselld viivalla yhdistettyjen komponenttien tulosta vdhennetdén katkovii-
valla yhdistettyjen komponenttien tulo.

U1 V2 U3 U1 V2
w1 w2 w3 wq w2

Kuva 14.34: Ristitulon v x w laskeminen.

Esimerkki 14.2. Merkitdén a = (2,1,4) ja b = (3, —1, —3). Kuvan 14.35 perus-
teella voidaan laskea

axb=(1-(=3)—4-(-1), 4-3-2-(=3), 2-(~1) —1-3)

= (1,18, -5).
2 1 /4 /2 /1
3 -1 -3 3 —1

Kuva 14.35: Ristitulon @ x b laskeminen.

Ristitulolle saadaan toinen muistisddnto determinantin avulla. Vektoreiden v
ja w ristitulo saadaan laskemalla determinantti
€1 ez €3
V1 V2 V3| .
w; w2 w3

Téasséd e; = (1,0,0), ea = (0,1,0) ja es = (0,0,1). Tarkalleen ottaen determinan-
tin alkiot eivét voi olla vektoreita. Kyseessd on kuitenkin vain muistisdanto, ja
vektoreiden ey, €5 ja e3 ajatellaan kdyttaytyvan determinanttia laskettaessa reaa-
lilukujen tavoin.
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Esimerkki 14.3. Esimerkiksi vektoreiden a = (2,1,4) ja b = (3, —1, —3) ristitulo
on

e1(l-(=3)—4-(-1)) —ex(2-(-3)—4-3)+e3(2-(-1)—1-3)
=&, — 186, — ez = (1,18, —5).

Erés ristitulon sovelluksista on se, ettéd sen avulla voidaan 16ytaa vektori, joka
on kohtisuorassa yhta aikaa kahta vektoria vastaan.

Lause 14.4. Oletetaan, etti v,w € R>. Tdilldin

(vxw)Lv ja (vxw)lw.
Todistus. Huomataan, etté

(v X W) - v = (vawz — V3W2, V3WI — VIW3, VW — Vawn ) - (U1, V2, V3)
= (’Ugwg — U3w2)1)1 + (1)3’[1)1 — vlwg)w + (Ulwg — 1)2’11}1)'1}3
= Vw3V — V3WaV] + V3W1Vy — VW3V + Viwovz — vowivz = 0.

Siten vektorit (v x w) ja v ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Viitteen toinen
osa osoitetaan samalla tavalla. O

(4]
X
g

Kuva 14.36: Ristitulo v x w on kohtisuorassa vektoria v ja vektoria w vastaan.

Edellisesta lauseesta seuraa, ettd ristitulon avulla voidaan 16ytdé tason nor-
maali (eli vektori, joka on kohtisuorassa tason suuntavektoreita vastaan). Téasta
on hyotyé tason normaalimuotoisen yhtdlon méarittdmisessa.

Esimerkki 14.5. Maaritetddn normaalimuotoinen yhtalo tasolle T', joka kulkee
pisteiden A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C = (—2,0,1) kautta. T&td varten
tarvitaan tason 71" normaali. Normaali on vektori, joka on kohtisuorassa suun-
tavektoreita vastaan. Valitaan suuntavektoreiksi suuntajanat AB = (—1,2,2) ja
AC = (—2,—1,1), jolloin normaaliksi kiy edellisen lauseen nojalla vektorien risti-

tulo
AB x AC = (4,-3,5).
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Kuva 14.37: Tason T normaalimuotoisen yhtdlon méaédrittdminen.

Lisiiksi tarvitaan jokin tason paikkavektori, kuten esimerkiksi OA = (0, 1,0).
Kun merkitidin vield § = OQ = (z,y,2), tason normaalimuotoiseksi yht#lcksi
saadaan

(ABxxéll.C)-( Q- O0A) =0.

Kun yht&loon sijoitetaan luvut, se tulee muotoon
(4,-3,5) - (x,y —1,0) = 0.
Laskemalla pistetulo saadaan yhtéalo lopulliseen muotoon
dr —3y+52+3=0.
Néin ollen T = {(z,y,2) € R3 | 4z — 3y + 52 + 3 = 0}.

Esimerkki 14.6. Pisteen etdisyys tasosta voidaan méarittaa ristitulon ja projek-
tion avulla. Merkitddn A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C = (—2,0,1). Oletetaan,
ettd taso T kulkee pisteiden A, B ja C' kautta. Maaritetdan pisteen D = (1,2, 3)
etéisyys tasosta T' (ks. kuva 14.38).

Tason suuntaisten vektoreiden AB = (—1,2,2) ja AC = (—2,—1,1) ristitulo

AB x AC = (4,-3,5)

on tason normaali. Lisdksi tarvitaan vektori jostakin tason pisteesté pisteeseen
D = (1,2,3). Valitaan vektori

AD = 0D - 04 = (1,1,3).

Vektorin AD projektio normaalin 7 = AB x AC virittidmille aliavaruudelle on

AD-n 16 8
n— — 4— = —_— 4— .
non 50(’ 3,5) 25(’ 3,5)

Tamén projektion normi (eli pituus) on pisteen P etéisyys tasosta T

8 8 8
(4,-3,5)]| = 5z VI6 T 9 +2 :%\/5725\@_

Projﬁ(m) =

— 8
in(AD)| = —
lprojs(AD)|| = - |
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Kuva 14.38: Pisteen D etdisyys tasosta T'.

Kaydaan vield lapi muutamia ristituloon liittyvid laskusdantoja.

Lause 14.7. Oletetaan, etti u, v, w € R® ja ¢ € R. Télldin

a) v X w=—(w X 0) (antikommutointi)

b) uX (V+w)=uxXv+uxw (osittelulaki)
¢) D+wW)Xu=0vXU+wxXu (osittelulaki)
d) c(v x w) = (cv) x W =70 X (cw)

Todistus. Lauseen todistus on suoraviivainen ja kdyttaé ainoastaan ristitulon méaa-

ritelméa. Todistus jatetddn harjoitustehtavéksi.

Ristitulolla on myo6s pistetuloon liittyvid laskusaantoja.

Lause 14.8. Oletetaan, etti u, v, w € R>. Tdlloin

N

a) (Gx0)xw= (i w)o—(v-0)
)

c) ||v x w|? = ||v)|?|w]]® — (v-w)? (Lagrangen identiteetti)

S|
g

b) ux (0xw)=(a w)o— (4-

Todistus. Osoitetaan kohta c) (eli Lagrangen identiteetti) ja jatetddn muut kohdat
harjoitustehtaviksi. Kayttamalld lauseen 14.7 kohtaa g) ja lauseen 14.8 kohtaa a)

saadaan

)0~ (@-0)) - 0 = ([5]°0 - (5 @)0) - @

92



Siten Lagrangen identiteetti pétee. O
Lause 14.9. Oletetaan, etti v, w € R3. Jos v # 0 ja w # 0, niin

[0 x o = [[o]||lw]| sina,
missd o on vektorien v ja w vdlinen kulma.

Todistus. Todistuksessa kaytetaan Lagrangen identiteettia (lause 14.8). Vektorien
vilisen kulman mééritelmén mukaan cosa = (v - w)/(||v||||w]]), ja liséksi pétee
sin? o + cos? a = 1. Nyt Lagrangen identiteetisté saadaan

19 x @|* = [[3]*|@]|* — (@ - @)* = |5]]?|@]|* — (cos a||5|||]])?
= |[ol*|@]|* — cos® al|a|*||@]|* = [|]*[[@]*(1 — cos® a)

2

= [[ol1*||w]|* sin® o = (|[o][|]| sin o).

Vektorien vélisen kulman méaéritelmén mukaan 0° < o < 180°, misté seuraa,
ettd sin o > 0. Liséksi vektorien normit ovat aina epénegatiivisia. Siten ||[oxw|| > 0
ja ||o||||w|| sin @ > 0. Saadusta yhtélosta voidaan néin ollen paételld, ettéd

[0 > w|| = [[o][|w]] sin o
Tamaé todistaa vaitteen. O
Edellisesté lauseesta seuraa, ettd ristitulovektorin v x w pituus on yhté suuri

kuin vektorien v ja w madrdamén suunnikkaan ala (ks. kuva 14.39). Oletetaan, etté
vektorien v ja w vélinen kulma on «. Téll6in suunnikkaan korkeus on ||| sin a.

Néin suunnikkaan pinta-alaksi saadaan ||w||sina - ||v]] = ||v x w||.
A
VX W
’[I} I
L@ | sina
« .
v

Kuva 14.39: Ristitulovektorin v x w pituus on yhtéd suuri kuin vektorien v ja w
madrdamén suunnikkaan ala.

Ristitulon avulla voidaan méaarittda myos suuntaissarmion tilavuus. Vektorei-
den v, w ja u madrddméadn suuntaissdrmion tilavuus on pohjan pinta-alan ||v x w||
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ja korkeuden h tulo (ks. kuva 14.40). Pohjan pinta-alan tiedetéén edellisen kappa-
leen perusteella olevan ||v x w||. Madritetéddn vield korkeus h. Olkoon (8 vektoreiden
4 ja v X w vélinen kulma. Nyt

h = [l [cos(180° — B)| = [1a] cos 5.
Siten tilavuus on
o @l [l lcos 5] = [[[o x w]|a] cos 5] = (& x ) - ]

Viimeisessé vilivaiheessa kaytettiin vektorien « ja v x w vélisen kulman maéritel-
méd. Suunnikkaan tilavuus on siis niin kutsutun skalaarikolmitulon itseisarvo.

Kuva 14.40: Vektoreiden v, w ja u madrdamadn suuntaissarmion tilavuus.
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