Algebra I

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Harjoitus 7 (2 sivua)

14.3. — 18.3.2011

1. Maaritelladn reaalilukuparien relaatio ~ seuraavasti:
(x,y) ~ (2',y) <= x=ka' jay=ky jollakin k € R\ {0}.
Toisin sanoen kyseessa on reaalitason vektoreiden relaatio
v~ <= v=kw jollakin k € R\ {0}.
Osoita, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio. Mitka ovat sen ekvivalenssiluokat?

2. a) Maarita aliryhméan A = {(1), (123), (132)} oikeat sivuluokat ryhméssa Ss.
Ovatko ne samat kuin vasemmat sivuluokat?

b) Méérita aliryhmén B = {(1),(23)} vasemmat ja oikeat sivuluokat ryh-
massa S3. Ovatko ne samat?

3. Totea, ettd 20Z on ryhmén (47, +) aliryhméa. Maarita aliryhmén 20Z vasemmat
sivuluokat. Ovatko sivuluokat 36 + 20Z ja 52 + 20Z samat?

4. Oletetaan, ettd G on ryhma ja H sen aliryhmé. Olkoot a,b € G. Osoita, etta

a) aH = H jos ja vain jos a € H
b) a € bH jos ja vain jos aH = bH.

5. Tutkitaan ryhméan Ss aliryhmaa A = {(1),(123), (132)} ja mééritelladn sen
vasempien sivuluokkien joukossa S3/A laskutoimitus [ seuraavalla tavalla. Jos
gA,hA € S3/A, niin

gAL hA = (gh)A.

Maarita parin (55/A, ) laskutoimitustaulu.

Ryhméa S3; voidaan ajatella kolmion symmetriaryhméané. Osaatko havainnol-
listaa sivuluokkia ja niiden laskutoimitusta kiertojen ja peilausten avulla?

Huomio: Koska sivuluokat voidaan kirjoittaa monessa eri muodossa edustajien-
sa avulla, pitéisi ensin varmistaa, etta laskutoimitus voidaan todellakin maa-
ritelld ylla esitetylla tavalla. Asiaan palataan myohemmin ja toistaiseksi voit
olettaa, ettd méaédritteleminen onnistuu.

KAANNA!



6. Tiedetaén, ettéd kaikki syklisen ryhmén (Z, +) aliryhmét ovat syklisid. Olkoot
n ja m kokonaislukuja. Osoita, ettd ryhmén (n,m) virittdja on syt(n,m). Pe-
rustele vastauksesi huolellisesti.

7*. Seuraavat tehtavat ovat lisatehtévia, joita ei kasitella laskuharjoituksissa. Teh-
tavista ei myoskaan saa lisapisteita. Tehtévé a) kertaa harjoitusten ydinasioita,
ja sen voi tehdd, jos kaipaa lisdharjoitusta perustehtavista. Tehtéva b) on hie-
man muita tehtavid haastavampi tehtava.

a) 1) Osoita, ettd kongruenssi modulo n on ekvivalenssirelaatio.
ii) Maaritd ryhmaéssa 37 aliryhmén 18Z vasemmat sivuluokat.
b) Olkoon G ryhmé, jolla on aliryhméat H ja K. Oletetaan, ettd aH = bK

joillakin a,b € G. Osoita, ettd H = K. Jos kahdella aliryhmall&d on sama
sivuluokka, ovat aliryhmét siis samat.



