Algebra I

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Harjoitus 2 (2 sivua)

24.1. — 28.1.2011

1. a)

b)

Maaritelladn kokonaisluvuille laskutoimitus x xy = x +y + 5. Onko lasku-
toimitus liitannainen? Enta vaihdannainen? Onko silla neutraalialkiota?

Maaritelladn luonnollisille luvuille laskutoimitus x * y = x + y + 5. Onko
laskutoimitus liitdnnainen? Entd vaihdannainen? Onko silla neutraalial-
kiota?

Tutkitaan joukon {a, b, ¢, d} laskutoimitusta, joka on maaritelty seuraaval-
la laskutoimitustaululla:

ola b ¢ d

alc d a b

bld ¢ b a

cla b ¢ d

d|b a d c

Onko laskutoimituksella neutraalialkiota? Onko alkioilla kaanteisalkioita?
Onko laskutoimitus vaihdannainen? Mita huomaat alkioiden esiintymises-
ta taulukon sarakkeilla ja riveilla?

Tutkitaan sitten joukon {X,Y, Z} laskutoimitusta, joka on méaéritelty las-
kutoimitustaululla

| XY Z

XX Y Z

Y| Z X Y

Z|Z Y X

Tarkastele sitd samaan tapaan kuin kohdan a) laskutoimitusta. Tutki my6s
liitannaisyytta.

3. Olkoot A, B ja C' joukkoja. Todista seuraavat vaittamat. Kirjoita todistukset
tarkasti, huolellisesti ja hyvalla matemaattisella tyylilla.

a)
b)
c)
d)

)

(S

ACAUB

ANB=BnNA

jos AC B, niin AUB=B
josAC BjaA¢ C,niin Bg C
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)



4. Joukon A potenssijoukko P(A) koostuu kaikista A:n osajoukoista. Osoita, etté
N on potenssijoukon P(A) laskutoimitus. Onko N liiténndinen? Enté vaihdan-
nainen? Onko silla neutraalialkiota?

5. Mitka seuraavista vaittamista ovat totta?

a) 1e{1,2,3} b) 1c{1,2,3} ¢) {1} e{1,2,3}
c) {1} c{1,2,3} g) {1} e{L{1}.{1,2}} h) {1} c{1,{1},{1,2}}
h) 2e{1,{1},{1,2}} d) PeN f) {0} cN

6. Olkoon * joukon S liitannéinen laskutoimitus. Oletetaan, etta S:n alkioilla x
ja y on kaanteisalkiot. Onko alkiolla x x y kdanteisalkiota? Jos on, niin mika se
on?

7*. Seuraavat tehtavit ovat lisatehtavii, joita ei kasitella laskuhajoituksissa. Teh-
tavistd el myoskddn saa lisdpisteita. Tehtévé a) kertaa harjoitusten ydinasioita,
ja sen voi tehdé, jos kaipaa lisdharjoitusta perustehtévistd. Tehtéva b) on hie-
man muita tehtavia haastavampi tehtava.

a) Maaritelladn kokonaisluvuille laskutoimitus = * y = x + y — xy. Onko las-
kutoimitus liitannainen? Enta vaihdannainen? Onko silla neutraalialkiota?
Mita tapahtuu, jos laskutoimitus yritetaan maaritella vain luonnollisille lu-
vuille?

b) Maaritelladn matriiseille laskutoimitus * seuraavalla tavalla: Jos A ja B
ovat n X m-matriiseja, niin A* B = AB — BA. (Téssd yhtdsuuruusmerkin
oikealla puolella olevat kerto- ja yhteenlasku ovat matriisien tavallisia las-
kutoimituksia.) Nayta, ettd AxA = 0 ja AxB = —BxA kaikilla matriiseilla
A ja B. Osoita, ettéd laskutoimitus ei ole liitdnnainen, kun n > 2.



