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1. Oletetaan, että G on ryhmä ja H ja K sen aliryhmiä. Milloin H ∪ K on G:n
aliryhmä?

2. Määritellään
An = {σ ∈ Sn | σ:n merkki on 1}.

Osoita, että An on ryhmän Sn aliryhmä. Määritä A3 ja A4. Mitä huomaat niiden
kertaluvuista?

3. a) Olkoon G ryhmä. Oletetaan, että G:ssä kaikkien neutraalialkiosta poik-
keavien alkioiden kertaluku on 2. Osoita, että G on vaihdannainen.

b) Olkoon G ryhmä. Oletetaan, että G:ssä vain yhden alkion g kertaluku on
kaksi. Osoita, että xg = gx kaikilla x ∈ G.

4. a) Jos p on alkuluku, niin (a + b)p = ap + bp (mod p). (Niin kutsuttu fuksin
unelma.)

b) Osoita, että n5 − n ≡ 0 (mod 3) kaikilla n ∈ Z.

5. Oletetaan, että R on rengas, jossa pätee r2 = r kaikilla r ∈ R.

a) Osoita, että r = −r kaikilla r ∈ R. (Vihje: Tutki alkiota (r + r)2.)

b) Osoita, että R on vaihdannainen eli että rs = sr kaikilla r, s ∈ R.

6. Oletetaan, että R on rengas. Alkio a ∈ R\{0} on nollanjakaja, jos on olemassa
b ∈ R \ {0}, jolle pätee ab = 0. Alkio a ∈ R on nilpotentti, jos on olemassa
sellainen positiivinen kokonaisluku, että an = 0.

a) Osoita, että vaihdannaisessa renkaassa nollanjakajilla ei ole käänteisalkioi-
ta kertolaskun suhteen.

b) Osoita, että jos alkio a on nilpotentti, niin alkiolla a + 1 on käänteisalkio
kertolaskun suhteen.

7. a) Olkoon G ryhmä, H ≤ G ja N E G. Osoita, että HN ≤ G.

b) Jos g ja h ovat ryhmän G alkioita, niin niiden kommutaattoriksi kutsu-
taan alkiota [g, h] = ghg−1h−1. Osoita, että kommutaattorien virittämä
aliryhmä G′ = 〈[g, h] | g, h ∈ G〉 on normaali. Osoita, että G/G′ on vaih-
dannainen ryhmä.



8. a) Olkoon G ryhmä ja N sen normaali aliryhmä, jonka indeksi on k. Osoita,
että gk ∈ N kaikilla g ∈ G.

b) Tarkastellaan neliömatriisien rengasta R
n×n. Osoita, että sillä on vain tri-

viaalit ideaalit.

9. Oletetaan, että syt(n, m) = 1. Osoita, että ryhmät Znm ja Zn × Zm ovat iso-
morfiset.


